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LITERATUR

Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben
reicht das Skriptum. Das Skriptum orientiert sich nicht an einem Buch.
Als begleitende und weiterfithrende Literatur bieten sich eventuell fol-
gende Biicher an:
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Croom: Basic concepts of algebraic topology,

Hatcher: Algebraic topology,

Janich: Topologie,

Liick: Algebraische Topologie,

Munkres: Topology,

Stocker und Zieschang, Algebraische Topologie - Eine Einfihrung.
Das Buch von Hatcher kann mithilfe des folgenden Links von der Web-
seite des Autoren runtergeladen werden:
http://www.math.cornell.edu/~ hatcher/AT/AT.pdf
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1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

1.1. Metrische Rdume. Wir haben die metrischen Rdume schon in
Analysis II behandelt. Wir erinnern noch einmal kurz an die Definition:

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus
einer Menge X und einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — RZQZ:{$ER|[L’20}
(z,y) = dz,y),
mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(x,y) = 0 genau dann, wenn = = y,
(2) fiir alle z,y € X gilt

d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie)
(3) fir alle z,y, z € X gilt
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
Wir nennen d(z,y) den Abstand von x zu y.

Das vielleicht wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist gege-
ben durch X = R” mit der euklidischen Metrik, d.h. mit der Metrik,
welche definiert ist durch

d((z1, ... xn), (Y1, - -

Wenn wir nichts anderes schreiben, dann betrachten wir R™ als metri-
schen Raum beziiglich der euklidischen Metrik.

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen
Raumen. Wir sagen f ist stetig, wenn gilt

vy 3 v df(x), f(y) <e

z€X >0 6>0 yeB;s(y)

Diese Definition der Stetigkeit ist eine Verallgemeinerung der ‘e —d’—
Definition von Stetigkeit fiir Funktionen auf R.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn es zu jedem z € U
ein r > 0 gibt, so dass

B.(z) ={yeU|d(z,y) <r} CU.

'Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d be-
zeichnet, d.h. ‘Sei X ein metrischer Raum’ ist kurz fiir ‘Sei (X, d) ein metrischer
Raum’.
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(2) Wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.
Mithilfe der Definitionen kann man leicht folgendes Lemma beweisen.

Lemma 1.1. Es sei X ein metrischer Raum. Dann gilt

(1) 0 und X sind offen,
(2) der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist wiederum offen,
d.h. es gilt

Up,...,Ug offen. = Uy N ---N Uy ist offen,

(3) die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wiederum of-
fen, d.h. es gilt

U;,i € I offen = U;crU; ist offen.

Mit der Definition von offenen Mengen kénnen wir nun folgenden
Satz formulieren:

Satz 1.2. FEs sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen
Rdaumen. Dann gilt:

f st stetig
& fiir jede offene Menge U in'Y ist f~Y(U) offen in X
& fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y ist f~*(A) abgeschlossen in X.

Dieser Satz wurde als Satz 2.5 in Analysis II formuliert. Der Beweis
war eine Ubungsaufgabe in Analysis II, und ist jetzt wiederum eine
(weiterhin sehr sinnvolle) Ubungsaufgabe.

Die Formulierung von Stetigkeit mit offenen Mengen macht das Be-
weisen vieler Aussagen deutlich leichter. Beispielsweise 148t sich folgen-
des Lemma jetzt ganz einfach beweisen:

Lemma 1.3. Es seien f: X =Y und g: Y — Z stetige Abbildungen
zwischen metrischen Rdumen, dann ist auch go f: X — Z stetig.

Beweis. Es gilt

f7HU) C Y ist offen N g HfH(U)) C X ist offen

U C Z ist offen = da f stetig da g stetig.

O

1.2. Mengentheoretische Begriffe. Bevor wir die topologischen Rdume
einfithren erinnern wir an ein paar grundlegende Definitionen und Aus-
sagen aus der Mengentheorie:

(1) Wir bezeichnen mit () die leere Menge.
(2) Es sei X eine Menge. Wir bezeichnen mit P(X) die Potenzmen-
ge von X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X.
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(3) Es seien X und Y Mengen, dann bezeichnen wir mit
X xY ={(z,y)|lre X,yeY}

die Menge aller angeordneter Paare.

(4) Es sei X eine Menge. Eine Familie A;,i € I von Teilmengen
von X besteht aus einer Indexmenge I (z.B. I = {1,... k}
oder I = Z), und einer Teilmenge A; C X fiir jedes i € I.

(5) Es sei nun A;,i € I eine Familie von Teilmengen von X, dann
gilt

X \ mieIAi = UieI(X \ Al) und

X\ Uierdi = Nicr(X 1\ A).
Diese Aussagen werden manchmal die ‘de Morgansche Gesetze’
genannt.

(6) Es seien A, B C X zwei Teilmengen, wir sagen A und B sind
disjunkt, wenn AN B = ().

(7) Es sei f: X — Y eine Abbildung, dann gilt:

U f(f7YU))  fiir jede Teilmenge U C YV
U 7Y FU))  fiir jede Teilmenge U C X
Y UierUy) User f~1(U;)  fiir Teilmengen U; € Y,i € [
fUietU)) = Uier f(Uy) fiir Teilmengen U; € X,i € I.

Ml

1.3. Definition eines topologischen Raums und Beispiele. Wir
haben in Satz gesehen, dass wir fiir den Begriff der Stetigkeit
benotigen wir also nicht die Metrik, sondern nur den Begriff von of-
fenen Mengen. Dies ist die grundlegende Idee hinter dem Begriff des
topologischen Raumes.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7T) wobei X eine
Menge ist und 7T eine Topologie auf X, d.h. T ist eine Menge von
Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(T1)
0,XeT,
(T2)
U,....Ube T=Un---NU, €T,
(T3)

U; € T,Z el = UieIUz‘ eT.
Eine Menge in 7 nennen wir offen. Wir sagen A C X ist abgeschlossen,
wenn X \ A offen ist.

Beispiel. (a) Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir betrachten

T {UCX| furJedestUglbteseln5>O,}

so dass B.(r) C U
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nach Lemma [[.1] eine Topologie auf der Menge X. In diesem
Fall ist U C R" offen (bzw. abgeschlossen), wenn U offen (bzw.
abgeschlossen) im Sinne von metrischen Réaumen ist.

Wenn X ein metrischer Raum ist, dann betrachten wir X auch
als topologischen Raum beziiglich der obigen Topologie. Wir
bezeichnen diese Topologie als die Standardtopologie auf dem
metrischen Raum X.

Ein wichtiger Spezialfall von (a) ist der Fall X = R" mit der
euklidischen Metrik. Wir betrachten dann R"™ als topologischen
Raum wie in (a). In diesem Fall ist U C R™ offen (bzw. ab-
geschlossen), wenn U offen (bzw. abgeschlossen) im Sinne von
Analysis II ist.

Wir bezeichnen 7T als die Standardtopologie auf R”. Wenn nichts
anderes angegeben ist, dann betrachten wir R™ als topologischen
Raum beziiglich der Standardtopologie.

Sei X eine beliebige Menge, dann ist 7 = {(), X'} eine Topologie
auf X. Wir bezeichnen diese Topologie auf X als die triviale
Topologie.

Sei X eine beliebige Menge und 7 die Menge aller Untermengen
von X. Dann ist T eine Topologie auf X. Diese Topologie wird
auch die diskrete Topologie auf X genannt.

Sei X = R und es sei 7 C P(X) wie folgt definiert:

UeT < esgibtay,...,z, € RjsodassU =R\ {z1,...,z,}

(f)

oder U = (.

Dann ist 7 eine Topologie auf X = R.

Es sei K ein Korper (z.B. K = R, K = C oder K = F,, d.h.
der Korper mit p Elementen, wobei p eine Primzahl ist). Wir
betrachten

X =K*={(z,y)|z,y € K}.

Fiir eine Familie 7 = {fi(z,y)}ie; von Polynomen definieren
wir

V(F) = {(z,y) € K*| fi(x,y) = 0 fiir alle i € I}.
Wir definieren nun 7" C P(X) wie folgt:

es gibt eine Familie F = {f;(z,y) }ie; von

UVeT:e Polynomen, so dass U = K2\ V(F)

Dann ist 7 eine Topologie auf X = K? (sieche Ubungsblatt 1).
Diese Topologie wird die Zariski- Topologie auf K? genannt, und
ist ein zentrales Objekt der ‘algebraischen Geometrie’.
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Definition. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und x € X.

(1) Eine Teilmenge U C X heiit Umgebung von x, falls es eine
offene Menge V' gibt, so dass v € V C U.

(2) Eine Teilmenge U C X heifit offene Umgebung von x, falls U
offen ist mit x € U.

Auf Ubungsblatt 1 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 1.4. Es sei X ein topologischer Raum und U C X. Dann gilt

zu jedem x € U gibt es eine offene Umgebung V,

U st offen < welche in U enthalten ist.

Definition. Ein topologischer Raum heif3t Hausdorff, wenn es zu zwei
verschiedenen Punkten x # y disjunkte Umgebungen U von x und V
von y gibt.

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass ein topologischer Raum
Hausdorff ist, genau dann, wenn es zu zwei verschiedenen Punkten
x # y disjunkte offene Umgebungen U von x und V von y gibt.

Beispiel. Wir iiberpriifen nun ob die obigen Beispiele Hausdorff sind:

(a,b) In Analysis II haben wir schon gezeigt, dass der einem metri-
schen Raum zugeordnete topologische Raum Hausdorff ist.
Zur Erinnerung, wenn X ein metrischer Raum ist und z \ v,
dann setzen wir r := d(z,y). Es folgt aus der Dreiecksunglei-
chung, dass B:(x) und Br(y) disjunkt sind.

(c) Es sei X eine beliebige Menge und 7 = {0, X} die triviale
Topologie. Wenn X mindestens zwei Elemente enthélt, dann
ist (X, 7)) nicht Hausdorft

(d) Es sei X eine beliebige Menge und 7 die diskrete Topologie
auf X. Diese Topologie ist Hausdorff, in der Tat, fiir gegebene
x # y konnen wir U = {z} und V' = {y} wéhlen.

(e) Diese Topologie auf R ist nicht Hausdorff, denn die Schnittmen-
ge von zwei nichtleeren offenen Mengen in (X, 7)) ist nichtleer,
es gibt also keine disjunkten nichtleeren offene Teilmengen in
(X, 7).

(f) Wenn K = R, dann ist die Zariski-Topologie nicht Hausdorff.
Der Grund liegt darin, dass nichtleere offene Mengen in der
Zariski-Topologie immer vom Typ ‘ganz R? minus eine hochstens
ein-dimensionale Teilmenge’ ist, und sich daher zwei nichtleere
offene Mengen in der Zariski-Topologie immer schneiden. Eine

2Warum ist dies der Fall, und warum der Zusatz ‘wenn X mindestens zwei Ele-
mente enthélt’?
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mathematisch saubere Ausarbeitung dieses Arguments erfor-
dert allerdings einen gewissen Aufwand.

Definition. Es sei X eine Menge und es seien S und T zwei Topologien
auf X. Wir sagen S ist feiner als T, wenn 7 C S, umgekehrt sagen
wir, dass S grober als T ist, wenn S C T .

Beispiel. (1) Wir betrachten X = R". Es sei S die Standardtopo-
logie auf X und es sei 7 = {0, R"}. Dann ist S feiner als T,

und 7 ist dementsprechend grober als S.
(2) Etwas vereinfacht gesprochen ist eine Topologie S also feiner als
eine Topologie T, wenn ‘S mehr offene Mengen als T besitzt’.

In Ubungsblatt 1 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 1.5. Es sei X eine Menge und es seien S und T zwei Topolo-
gien auf X. Wir betrachten die Abbildung f: (X,S) — (X,T), welche
gegeben ist durch die Identititsabbildung, d.h. f(x) = x. Dann ist diese
Abbildung stetig, genau dann, wenn S feiner als T ist.

Wir beschliefen dieses Kapitel mit zwei weiteren Beispiel von topo-
logischen Réumen, welche uns in den kommenden Wochen begleiten
werden.

Beispiel. (Gerade mit zwei Nullen) Wir betrachten die Menge
X :=RU{x},

d.h. X besteht aus R und einem weiteren Punkt x. Wir sagen U C X
ist offen wenn gilt:

(1) zu jedem Punkt 2 € U N R existiert ein ¢ > 0, so dass (v —

e,x+¢e)CU,

(2) wenn x € U, dann gibt es ein € > 0, so dass (—¢,0)U(0,¢) C U.
In Ubungsblatt 1 werden wir sehen, dass dies in der Tat eine Topologie
auf X definiert.

Beispiel. (Gerade mit einem Punkt im Unendlichen) Wir betrachten
die Menge
Y :=RU{o0},
d.h. Y besteht aus R und einem weiteren Punkt co. Wir sagen U C Y
ist offen, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:
(1) zu jedem Punkt 2 € U N R existiert ein ¢ > 0, so dass (v —
e,x+¢e)CU,
(2) wenn oo € U, dann gibt es ein C' > 0, so dass (—oo0, —C) U
(C,00) C U.
In Ubungsblatt 1 werden wir wiederum sehen, dass dies in der Tat eine
Topologie auf Y definiert.
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1.4. Stetige Abbildungen.

Definition. Es seien X und Y topologischen Réumef und es sei f: X -
Y eine Abbildung. Wir sagen f ist stetig, wenn gilt:

UCY offen = f1(U) C X offen.

Beispiel. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen
Réumen. Dann folgt aus Satz[[.19] dass f stetig ist als Abbildung zwi-
schen metrischen Rdumen genau dann, wenn f stetig ist als Abbildung
zwischen den entsprechenden topologischen Réumen.

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 1.6. Es seien f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen
zwischen topologischen Rdumen, dann ist auch go f: X — Z stetig.

Der Beweis dieses Lemma ist wort-wortlich der Gleiche, wie der Be-
weis von Lemma

Definition. Es seien X und Y topologischen Rdume und es sei f: X —
Y eine Abbildung. Wir sagen f ist ein Homdomorphismus, wenn f
folgende drei Eigenschaften besitzt:

(1) f ist stetig,
(2) f ist bijektiv,
(3) 711V — X ist stetig.

Die 3. Bedingung ist in der Tat notwendig, denn es gibt stetige, bijek-
tiven Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen, welche
jedoch kein Homoéomorphismus sind. Eine Quelle von solchen Abbil-
dungen ist beispielsweise Lemma

Definition. Es seien X und Y topologische Raume. Wir sagen X und Y
sind homdéomorph, wenn es einen Homéomorphismus f: X — Y gibt.

Es seien X und Y homdomorphe topologische Rdume. Dann gibt also
einen Homéomorphismus f: X — Y, d.h. eine bijektive Abbildung, so
dass gilt

U C X ist offen < f(U) C Y ist offen.

Wenn X eine Eigenschaft besitzt, welche nur mit dem Begriff der offe-
nen Mengen ausgedriickt werden kann, dann hat Y offensichtlich eben-
falls diese Eigenschaft. Beispielsweise ist X ein Hausdorff-Raum, genau
dann, wenn Y ein Hausdorff-Raum ist.

3Wenn wir schreiben ‘es sei X ein topologischer Raum’, dann meinen wir das
X eine Menge ist mit einer Topologie. Im Normalfall erwihnen wir die Topologie
nicht in der Notation. Diese Konvention ist gang und gédbe in der Mathematik,
beispielsweise schreiben wir in Linearer Algebra, ‘sei V' ein Vektorraum’, wenn wir
wirklich schreiben miissten, ‘sei (V, 4+, )’ ein Vektorraum.
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1.5. Basis einer Topologie. Es sei X eine Menge und es sei B =
{B;}ies eine Familie von Teilmengen von X. Wir sagen B besitzt die
Basiseigenschaft, wenn gilt:

(B1) Zu jedem x € X existiert ein ¢ € I, so dass x € B;.

(B2) Esseieni,j € I und es sei x € B;NB;. Dann existiert ein k € 1,
so dass x € By, und B, C B; N B;.

ABBILDUNG 1. Schematisches Bild fiir die Basiseigen-
schaft (B2).

Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum und es sei B die Menge aller
offenen Bille in X, d.h.

B:={B:(z)|r € X und ¢ > 0},
dann besitzt B die Basiseigenschaft.

Lemma 1.7. Es sei X eine Menge und es sei B = {B;}icr eine Fa-
milie von Teilmengen von X, welche die Basiseigenschaft besitzt. Wir
definieren

T :={V C X |zujedem x € V gibt es eini € I, so dassx € B; C V'}.
Dann ist T eine Topologie auf X .

Wir nennen 7 die von B erzeugte Topologie auf X . Umgekehrt, sagen
wir, dass B eine Basis der Topologie T ist.

Beweis. Wir zeigen nun, dass die Axiome (T1), (T2) und (T3) gelten.

(T1) Nach (B1) gibt es zu jedem = € X ein i € [ mit x € B;. Es folgt,
dass X = U;c;B;. Es folgt also, dass X € T. Zudem ist () € X,
nachdem die Vereinigung von null Mengen, die Nullmenge ist.
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(T2) Wir miissen zeigen, dass wenn Uy, ..., U, € T, dann ist auch

Un---NU, €T.

Wir betrachten zuerst den Fall von zwei Mengen in 7. Es
seien also U,V € T. Wir wollen zeigen, dass U NV & T ist.
Es sei also x € U N V. Nachdem U und V offen sind, gibt es
also 4,7 € I, so dass v € B; C U und o € B; C V. Nach
Eigenschaft (B2) von B existiert ein k € I, so dass x € By, und
By, C B;NB;. Insbesondere gilt dann auch, dass x € B, C UNV.
Alsoist UNV € T.

Es seien nun Uy N - - - N Uy offene Mengen. Dann gilt

Un---NU,= U N...U1) N Uy,

und wir kénnen mithilfe des vorherigen Falles und mithilfe von
Induktion nach der Anzahl der Mengen in 7T zeigen, dass U; N
-+ N Uy ebenfalls in T liegt.

(T3) Es sei also Uj, j € J eine Familie von Mengen in 7. Wir miissen
zeigen, dass

UjesUj

offen ist. Es sei also € Ujc;U;. Dann gibt es insbesondere ein
k € J, so dass x € Uy. Nachdem U; € T gibt es ein i € I, so
dass x € B; C U;. Dann gilt aber auch, dass

re B, CU,C UjeJUj.
]

Beuspiel. Es sei X ein metrischer Raum und B die Menge aller offenen
Balle in X, d.h.

B:={B:(z)|r € X und ¢ > 0}.
dann ist B eine Basis der Standardtopologie auf X.

Lemma 1.8. Es sei X eine Menge, es sei B = {B;}ie; eine Familie
von Teilmengen von X, und es sei T die von B erzeugte Topologie auf
X. Dann gilt

V C X ist offen V' ist die Vereinigung von beliebig
beziiglich T vielen Mengen in B.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass V' = U,c;B; die Vereinigung von
Mengen in B ist. Nachdem die Mengen in B offen beziiglich 7 sind,
und nachdem 7T eine Topologie, folgt auch, dass V € T.

Nehmen wir nun an, dass V' C X offen ist beziiglich 7. Fiir jedes
x € V existiert dann, per Definition, ein i, € I, so dass x € B;, C V.
Dann folgt aber, dass

V = Ugev{z} C UgevB;, CV,
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d.h. V = Uyev By, O

Korollar 1.9. Es sei X eine Menge, es sei B = {B;}ic; eine Familie
von Teilmengen von X, und es sei T die von B erzeugte Topologie auf
X. Es sei T eine beliebige Topologie auf X, beziiglich derer die Mengen
Bi,i € I offen sind. Dann ist T C T'.

Die von {B; };es erzeugte Topologie auf X ist also die grobste Topo-
logie auf X, beziiglich derer alle B;,i € I offen sind.

Beweis. Es sei X eine Menge, es sei {B;}ier eine Familie von Teilmen-
gen von X, und es sei T die von {B;};c; erzeugte Topologie auf X.
Es sei T eine beliebige Topologie auf X, beziiglich derer die Mengen
B;,i € I offen sind.

Es sei U C T. Aus Lemma [[8 folgt, dass

V:U]EJB]' mit J C I.

Die Mengen Bj;, j € J liegen nach Voraussetzung in 7". Aus (T3) folgt
dann auch, dass V' € T’. Insbesondere gilt 7 C 7. O

Basen von Topologien kénnen erstaunlich praktisch sein, beispiels-
weise besagt folgendes Lemma, dass es geniigt die Stetigkeitseigenschaft
einer Abbildung zwischen topologischen Raumen fiir offene Mengen in
einer Basis zu iiberpriifen:

Lemma 1.10. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen
Rdumen. Es sei B = {B;}icr eine Basis fiir die Topologie von Y . Dann
gilt

[ ist stetig < fiir jedes i € I ist f~Y(B;) offen in X.
Beweis. Die Richtung = ist offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass
fiir jedes i € I das Urbild f~!(B;) offen in X ist. Wir wollen zeigen,

dass f stetig ist. Es sei also U C Y eine offene Teilmenge. Nach Lemma
gibt es ein J C I, so dass

U = UjesB;.
Dann gilt
FHU) = 7Y (UjesBy) = Ujes fH(B)).
Nach Voraussetzung ist f~!(B;) offen in X fiir jedes j € J. Also ist

f~YU) die Vereinigung von offenen Teilmengen von X, also wiederum
offen. O

Beispiel. Es sei G eine Gruppe. Es sei

B=lvca es gibt eine normale Untergruppe H C GG
N von endlichem Index und g € G, so dass gH = U
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Dann kann man zeigen, dass B die Basiseigenschaft besitzt. A Die durch
B induzierte Topologie auf G' wird die pro-endliche Topologie von G
genannt. Die pro-endliche Topologie spielt eine wichtige Rolle in der
Theorie unendlicher Gruppen.

Es seien nun GG und H Gruppen, welche wir als topologische Rdume
beziiglich der pro-endlichen Topologie betrachten. Dann gilt:

(1) Fiir jedes g € G ist die Abbildung

G —- G
h + hg
stetig.
(2) Jeder Gruppenhomomorphismus f: G — H ist eine stetige Ab-
bildung.

Die beiden Aussagen kann man mithilfe von Lemma [L.I0 beweisen.
Dies wird in Ubungsblatt 2 ausgefiihrt.

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 1.11. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und C eine Fa-
milie von offenen Mengen in (X, T) mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder offenen Menge U und zu jedem x € U gibt es ein
CelC,sodassxre CCU.

Dann ist C eine Basis fiir die Topologie T von X.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass C die Basiseigenschaft erfiillt:

(B1) Wenden wir die Eigenschaft von C auf U = X an, dann erhalten
wir sofort, dass es zu jedem x € X ein C' € C gibt, sodass x € C.
(B2) Es sei nun x € C; N Cy, wobei Cp,Cy € C. Nachdem C; und
C5 offen sind, ist auch U = C; N Cy offen. Wir wenden die
definierende Eigenschaft von C auf U = C1NC5 an, und erhalten
ein C €C,sodassx e C C CyNCy.
Wir bezeichnen nun mit S die Topologie auf X, welche von C erzeugt
wird. Wir miissen zeigen, dass S = T
Nachdem alle Mengen in C offen beziiglich T sind, folgt per Definition
und aus Lemma [[L8 dass S C T.
Sei nun U € 7. Wir wollen zeigen, dass U € S. Sei also x € U. Dann
existiert nach Voraussetzung ein C' € C, so dass x € C' C U. Also folgt
per Definition, dass U € S. O

Beispiel. Es sei X = R? und
C :={(a,b) x (¢,d)|a,b,c,d € R}.

4Es ist eine nette Aufgabe sich zu iiberlegen, warum dies der Fall ist.
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Dann kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass C die gewiinschte
Eigenschaft in Lemma [L.T1] besitzt, und daher eine Basis fiir die Stan-
dardtopologie auf R? bildet.

1.6. Die Teilraumtopologie. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum
und A C X eine Teilmenge. Wir betrachten dann

S={AnU|U€e T}

In Ubungsblatt 2 werden wir sehen, dass S eine Topologie auf A defi-
niert. Wir nennen § die Teilraumtopologie oder die von X induzierte
Topologie auf A. Man beachte, dass eine Teilmenge U offen in A ist,
genau dann, wenn es eine Menge V' C X gibt, welche offen in X ist, so
dass U =ANYV.

Konvention. Wenn A C R"™ eine Teilmenge ist, dann betrachten wir A
immer mit der durch R" induzierten Topologie.

Beuspiel. Es sei
A= {(z,y) € R*|x €[0,2) und y = 0}.
Dann ist
U:={(z,y) € R?|x €[0,1) und y = 0}
offen in A, denn
U:i(z,y) e R?*|2? +42 < l}lﬂA.

offen in R?

Lemma 1.12. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Es sei B eine Basis fiir die Topologie von X. Dann ist

{BNA|Bc¢€B}
eine Basis fiir die Topologie von A.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma [[.T1] Es sei also
U C A eine offene Menge in A und x € U. Nach Voraussetzung existiert
eine offene Menge V C X in X mit U = V N A. Nachdem B eine Basis
fiir die Topologie von X ist, existiert ein B € B, so dass x € B C V.
Dann folgt aber auch, dass x € BN A C VNA = U. Es folgt aus
Lemma [[.TT], dass

{BNA|Bc¢€ B}
eine Basis fiir die Topologie von A ist. O
Beispiel. Wir betrachten
Sti={(z,y) eR*|2* +y* =1}
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und wir betrachten die Abbildung

p:R — St
t — (cost,sint).

Eine Basis fiir die Topologie auf R? ist gegeben durch
B = {B.(z,y)|(r,y) € R und r > 0}.

Die Schnittmengen von offenen Billen in R? mit S* sind ‘offene Inter-
valle’ auf S*. Genauer gesagt, es ist

{BNS'|BeB}={p(a,b))]a<beR}=C

Nach Lemma [[.I2]ist also C eine Basis der Topologie auf S*.
Wir betrachten jetzt wieder die ‘Gerade mit einem Punkt im Unend-
lichen’, d.h.
X :=RU{o0}.
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass eine Basis der Topologie
von X gegeben ist durch

D:={(a,b)]a<beR}U{(—00,C)U{x} U (D,x)|C,D e R}.
Wir betrachten nun die Abbildung
X — S

¢(2arctan(z)), wenn z € R
T =
(—1,0), wenn r = o0.

Diese Abbildung ist offensichtlich eine Bijektion. Man sieht auch leicht,
dass

UeD<« f(U)eC.

Es folgt nun aus Lemma [[.T0, dass die Abbildung f ein Hom&omorph-
ismus ist. Insbesondere ist X homdomorph zu S?.

Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 1.13. Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge
von X. Dann gilt:

(1) Die Inklusionsabbildung i : A — X stetig.

"Essei Y := RU {*} die ‘Gerade mit zwei Nullen’. Wir kénnen dann ganz analog
folgende Abbildungen betrachten

Yy — St
N p(2arctan(z)), wenn z € R
(—1,0), wenn r = .

Es ist eine gute Ubungsaufgabe sich zu iiberlegen, ob diese Abbildung stetig bzw.
ein Homoomorphismus ist.
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(2) Die FEinschrankung einer stetigen Abbildung f: X — Y auf A
st ebenfalls stetig.

Beweis. (1) Wir betrachten die Inklusionsabbildung i : A — X. Es
sei U C X offen. Dann ist i~*(U) = U N A, aber U N A ist per
Definition offen in A. Also ist i stetig.

(2) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Die Einschrankung
auf A ist die Verkniipfung der stetigen Abbildungen i : A — X
und f: X — Y. Also ist nach Satz die Einschrankung von
f auf A ebenfalls stetig.

0

1.7. Die disjunkte Vereinigung und das Produkt von topolo-
gischen Rdumen. Wir beginnen mit der disjunkten Vereinigung von
topologischen Raumen. Es sei {X;};c; eine Familie von topologischen
Ré&umen. Wir bezeichnen mit
Uier X;
die disjunkte Vereinigung von den {X;};c;. Dann ist
{U C Ui X | fiir alle i € T ist U N X; offen in X;}

eine Topologie auf L;c; X;. Wenn wir nichts anderes schreiben, dann
betrachten wir die disjunkte Vereinigung von topologischen Réumen
als topologischen Raum beziiglich dieser Topologie.

Wir wenden uns nun dem Produkt von topologischen Raumen zu.

Lemma 1.14. Es seien X und Y topologische Rdume. Dann besitzt
B:={U xV|U offen in X und V' offen in Y}
die Basiseigenschaft.

Beweis. Wir beweisen nun, dass B die Basiseigenschaft besitzt:
(1) Esist X xY € B, also gibt es zu jedem (z,y) € X XY eine Teil-
menge in B, welche (x, y) enthélt. B erfiillt also Basiseigenschaft
(B1).
(2) Es seien nun Uy x V; und Uy x V, aus B, dann gilt
(Up x V)N (Uy x Vo) = (U NU) x (Vi1 NVs) € B.

Insbesondere erfiillt also B auch Basiseigenschaft (B2).

Definition. Es seien X und Y topologische Rdume. Es sei
B :={U x V| U offen in X und V offen in Y}.

Die Produkttopologie auf X x Y ist die von B erzeugte Topologie auf
X xY.
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Beispiel. Es sei X =Y = R mit der Standardtopologie. Die Produktto-
pologie auf R x R ist dann die Topologie, welche von ‘offenen Quadern’
erzeugt wird. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies gerade
die Standardtopologie auf R? = R x R ist.

Konvention. Im Folgenden, wenn X und Y topologische Rdume sind,
dann versehen wir X x Y immer mit der Produkttopologie.

Lemma 1.15. Es sei B eine Basis fiir den topologischen Raum X und
es sei C eine Basis fiir den topologischen Raum Y . Dann ist

D={BxC|BeBundCeC(C}
eine Basis fir X xY.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma [LTIl Sei also
W C X x Y eine offene Menge und (x,y) € W. Nach Definition der
Produkttopologie existieren offene Mengen U C X und V' C Y, so dass
(x,y) eUxVund U xV CW.

Nachdem B eine Basis fiir X ist, folgt, dasses Be Bmitx € BC U
gibt. Ganz analog zeigt man, dass es C' € C mit y € C C V gibt. Es
folgt, dass

(x,y) e BxC CUxV CW.

Es folgt also aus Lemma [[.T1], dass
D={Bx(C|BeBund CeC(}

eine Basis fiir X x Y ist. O
Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologische Raumen.

Wir sagen f ist offen, wenn das Bild jeder offenen Menge in X offen in
Y ist. D.h

fist offen :< (f(U) ist offen in Y fiir alle U C X offen.)

Wir kénnen nun folgendes Lemma formulieren und beweisen.
Lemma 1.16. Es seien X und Y topologische Rdume. Dann sind die
Projektionsabbildungen

p: XxY — X q: X XY

(z,y) — =z
stetig und offen.
Beweis. Wir zeigen nur, dass p stetig ist. Es sei also U C X offen. Dann
ist
pH(U)=UxY,

also offen in X x Y. O
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Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Satz.

Satz 1.17. Es seien A, X und Y topologische Rdume und es seien
f:A— X und g: A — X Abbildungen. Dann gilt

h: A — XxY <t stetia <> f: A— X ist stetig, und
a — (f(a),g(a)) Wt stettg g: A=Y ist stetig.

Der Satz besagt also, dass eine Abbildung f: A — X x Y stetig ist,
genau dann, wenn die beiden ‘Koordinaten-Abbildungen’ von f stetig
sind.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass h stetig ist. Wir bezeichnen mit
p: X XY — X und ¢q: X xY — Y die Projektionsabbildungen, welche
nach Lemma stetig sind. Es gilt f = po h und g = g o h, bei-
de Abbildungen sind also Verkniipfungen von stetigen Abbildungen,
insbesondere stetig nach Satz

Wir nehmen nun an, dass f und g stetig sind. Nach Lemma
geniigt es zu zeigen, dass fiir alle offenen Mengen U C X und V C Y
das Urbild f=1(U x V) offen in A ist. Seien nun also U C X und V C Y
offene Mengen. Dann gilt

(U = V) = f7HU)ngH (V).
Nach Voraussetzung sind ¢~ (U) und h=(V) offen, also ist auch f~1(U x
V') offen. O

1.8. Abgeschlossene Mengen. Es sei X ein topologischer Raum.
Zur Erinnerung, wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn X \ A offen
ist.

Satz 1.18. Es set X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(1) O und X sind abgeschlossen,
(2) der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wiederum
abgeschlossen, d.h. es gilt

A; i1 € I abgeschlossen = MicrA; ist abgeschlossen,

(3) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wie-
derum abgeschlossen, d.h. es gilt

Ay, ..., Ay abgeschlossen = A; U ---U Ay ist abgeschlossen.

Beweis. (1) Nach Axiom (T1) sind X und 0 offen, es folgt sofort,
dass () und X abgeschlossen sind.

OEs ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, warum h='(Ax B) = f~'(A)Ng~(B)
fiir beliebige Teilmengen A C X und B C Y.
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(2) Es sei nun A;,i € I eine Familie von abgeschlossen Mengen,
dann gilt

X\ NierAi = Uier (X \ Ay),
i

dies ist also die Vereinigung von offenen Mengen, daher offen
nach Axiom (T3) einer Topologie. Es folgt, dass N;crA; abge-
schlossen ist.

(3) Es seien nun Ay, ..., Ay abgeschlossene Mengen, dann gilt
XA\UL A = N (X 4)),
fF

dies also ist der Schnitt von endlich vielen offenen Mengen, da-
her offen nach Axiom (T2) einer Topologie. Es folgt, dass U¥_, A;
abgeschlossen ist.

O

Der folgende Satz erlaubt es uns, Stetigkeit mithilfe von abgeschlos-
senen Mengen zu studieren.

Satz 1.19. FEs sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei topologi-
schen Rdaumen. Dann gilt:

f ist stetig
& fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

Dieser Satz wurde als Satz 2.5 in Analysis II formuliert. Der Beweis
war eine Ubungsaufgabe in Analysis II, und ist jetzt wiederum eine
(weiterhin sehr sinnvolle) Ubungsaufgabe.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmen-
ge.

(1) Der Abschluss oder die abgeschlossene Hiille A von A ist die
Schnittmenge aller abgeschlossenen Mengen in X, die A ent-
halten.

(2) Das Innere A° ist die Vereinigung aller offenen Mengen von X,
die in A enthalten sind.

Es folgt sofort aus Satz [[I8, dass der Abschluss A eine abgeschlos-
sene Menge in X ist, und es folgt aus Axiom (T3) einer Topologie, dass
das Innere A° eine offene Menge in X ist.

Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teil-
menge.
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(1) Der Abschluss A ist die ‘kleinste abgeschlossene’ Menge, die
die urspriingliche Menge enthélt. Das Wort ‘kleinste’ in diesem
Zusammenhang ist natiirlich etwas gefdhrlich. Ganz allgemein,
wenn P eine Eigenschaft fiir Teilmengen von X ist (z.B. die
Eigenschaft, A zu enthalten und abgeschlossen zu sein), dann
sagen wir, dass eine Teilmenge A C X die ‘kleinste’ Menge ist,
welche P erfiillt, wenn folgende zwei Aussagen gelten:

(a) A besitzt Eigenschaft P,

(b) wenn B eine weitere abgeschlossene Menge ist, welche P
erfiillt, dann ist A C B.

Wenn wir also sagen, dass A C X die ‘kleinste’ Menge ist,

welche P erfiillt, dass behaupten wir implizit, dass eine solche

Menge auch existiert. Beispielsweise macht es keinen Sinn von

‘der kleinsten offenen Teilmenge von R, welche [0, 1] enthélt’ zu

reden.

(2) Ganz analog, kann man A° als die ‘grofite offene’ Menge be-
trachten, welche in der urspriinglichen Menge A enthalten ist.

Es sei X eine Menge und es seien A und B Teilmengen von X. Wir
sagen A schneidet B, wenn AN B # (). Mit dieser Sprechweise kénnen
wir jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 1.20. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teil-
menge. Dann gilt

r € A jede offene Umgebung von = schneidet A.
Beweis. Die Aussage des Satzes ist dquivalent zur Aussage
r & A< es existiert eine Umgebung U von x, welche A nicht schneidet.

Wir werden jetzt diese Aussage beweisen.

Nehmen wir zuerst an, dass ¢ A. Dann ist U := X \ A eine offene
Menge, welche x enthélt, aber A nicht schneidet.

Wir nehmen nun an, es existiert eine offene Umgebung U von z,
welche A nicht schneidet. Wir betrachten die abgeschlossene Menge
B := X \ U. Dann gilt A C B per Definition von A. Andererseits ist
r & B, also folgt, dass = & A. O

Beispiel. (1) Der Abschluss von (a,b) C R ist [a, b].
(2) Wir betrachten Q C R, dann ist Q = R. In der Tat, denn sei
x € R beliebig und U eine Umgebung von z. Per Definition von
offenen Mengen in R existiert ein € > 0, so dass (x —e,z+¢) C
U. Aber solch ein Intervall enthélt immer einen (sogar unendlich
viele) rationale Zahlen.
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(3) Es sei X = RU {x} die ‘Gerade mit zwei Nullen’. Jede offe-
ne Umgebung von {x} enthilt dann eine Teilmenge der Form
(—&,0)U{x}U(0,¢) fiir ein € > 0. Man zeigt nun leicht mithilfe
von Satz [[20] dass

(—1,1) = [0, 1] U {x}.

2. KOMPAKTE TOPOLOGISCHE RAUME

In Analysis IT Kapitel 3.1 hatten wir schon den Begriff von kompak-
te Teilmengen fiir metrische Rdume eingefiihrt. Die Definition kann
man problemlos auf topologische Rdume verallgemeinern. Viele von
den Sétzen, welche wir in Analysis II schon bewiesen hatten, gelten
ganz analog fiir kompakte topologische Raume.

2.1. Definition von Kompaktheit und Beispiele.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung
von X ist eine Familie {U;};c; von offenen Teilmengen von X, so dass

x=Ju.

el

Beispiel. Wir betrachten X = (0, 1] mit der Teilraumtopologie indu-
ziert von R. Fiir ¢ € N betrachten wir zudem

1
Un = (5, ].j|

Die Mengen U,,n € N sind offen in X, und {U,},en ist eine offene
Uberdeckung von X.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist kompakt,
wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {U;};c; von X endlich viele
Indizes iy, ...,1, € I gibt, so dass

X CU,UU,U---Ulj,.

_ Anders ausgedriickt, X heifit kompakt wenn man fiir jede offene
Uberdeckung {U;}ic; von X endlich viele U;’s finden kann, so dass
diese schon X iiberdecken.

Beispiel. Betrachten wir obiges Beispiel, dann sehen wir, dass (0, 1]
nicht kompakt ist. In der Tat, wenn wir

U, = (L],

n
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setzen, dann ist {U, }nen eine offene Uberdeckung von (0, 1], aber (0, 1]
kann nicht durch endlich viele dieser Mengen {U, } ey iiberdeckt wer-

den. In der Tat, wenn wir nur endliche viele 71, ...,7; € N betrachten,
dann ist .
U, UU, U---UU,;
max{iy,..., i} 7 Un U0, *
aber 1
€ (0,1].
max{iy, ..., i} (0.1]

Beispiel. (1) Es sei X eine beliebige Menge und es sei 7 = {0, X'}
die triviale Topologie auf X. Dann ist X offensichtlich kompakt.
(2) Wir betrachten

X::{O}U{%MEN}CR.

Wir behaupten, dass X kompakt ist. Sei also {U;};c; eine offene

Uberdeckung von X.

(a) Nachdem {U;};c; eine offene Uberdeckung von X ist, exis-
tiert insbesondere ein i € I, so dass 0 € U;.

(b) Nachdem U; offen ist, existiert ein € > 0, so dass (—¢,¢) C
Ui.

(¢) Nachdem & > 0, existiert ein N € N, so dass ~ € (0,¢).

(d) Dann gilt aber auch, dass £ € (0,¢) fiir alle n > N. Insbe-

sondere enthélt U; alle Punkte &, 74, .. ..

(e) Nachdem {U;};c; eine offene Uberdeckung ist, existiert zu
jedem n € {1,...,N — 1} ein i, € I, so dass % el,.
Es folgt nun, dass X C U; UU;, U---UU;

N—-1"°
Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X. Wir sagen A

ist kompakt, wenn A, betrachtet als topologischer Raum beziiglich der
Teilraumtopologie, kompakt ist.

Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teil-
menge. Aus der Definition der Teilraumtopologie folgt sofort folgende
Aussage:

fiir alle Familien offenen Mengen {U, };e; in X gilt:

AcUy,....U,
ACUier Ui = fiir endlich viele iy, ... 4, in [I.

A ist kompakt <

Diese Formulierung ist ndher an der Formulierung, welche wir in Ana-
lysis II eingefiihrt hatten.

In Analysis II (siehe Satz 3.5) hatten wir den sehr beliebten Satz von
Heine-Borel bewiesen:



24 STEFAN FRIEDL

Satz 2.1. Satz von Heine—Borel Es sei A eine Teilmenge von R™.
Dann gilt:ﬁ

A ist kompakt < A ist beschrinkt und abgeschlossen in R™.

Es folgt beispielsweise, dass

D" = {(x1,...,7,) ER"|2? + - -+ 22 <1}, und
Stoi= {(xlv"wxn-i-l)ERn—l—l‘x%—i_”'—i_:’Uiﬁ-l:l}?

kompakt sind.

Bemerkunyg. (1) Wir haben in Analysis II auch gesehen, dass die
analoge Aussage fiir beliebige metrische Raume nicht gilt. Ge-
nauer gesagt, es gibt metrische Rdume, so dass beschrinkte und
abgeschlossene nicht notwendigerweise kompakt sind.

(2) Der Satz von Heine-Borel hilft uns bei allgemeinen topologi-
schen Rédumen erst recht nicht weiter, nachdem der Begriff ‘be-
schrankt’ in einem topologischen Raum keinen Sinn macht.

2.2. Aussagen iiber kompakte topologische Ridume. Mithilfe des
folgenden Satzes erhalten wir weitere Beispiele von kompakten Mengen:

Satz 2.2. FEs sei X ein kompakter topologischer Raum und A C K
eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist auch A kompakt.

Fiir metrische Raume ist dies gerade Satz 3.3 aus der Analysis II.
Der Beweis ist fast identisch.

Beweis. Es sei {U;};er eine offene Uberdeckung von A. Per Definition
der Teilraumtopologie gibt es offene Mengen V;,7 € I in X, so dass
U =V,NAfiralle: e I.

Nachdem A abgeschlossen ist, folgt, dass X'\ A offen ist. Insbesondere
ist

(X\A) U{Vi}ier

eine offene Uberdeckung von X. Nachdem X kompakt ist, gibt es
i1,...,1, SO dass

XCX\AHuUuV,U---UV,.

"Zur Erinnerung: eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heif3t beschrinkt,
wenn es ein C' > 0 gibt, so dass

d(z,y) < C fur alle z,y € A.
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Es folgt, dass

A = AnNnX
= AN (X\AHUV, U---UV,)
= ANX\A)UANV)HU---U(ANV,)
N————

=0
= U, U---U,,.

O

Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen. Wenn U C X offen ist, dann ist f(U) C Y nicht notwendi-
gerweise offen, und wenn A C X abgeschlossen ist, dann ist f(A) C Y
nicht notwendigerweise abgeschlossen. B

Wenn f: X — Y zudem eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Réumen ist, dann ist das Bild einer beschrankten Menge nicht notwen-
digerweise beschrénkt.

In Hinblick auf diese Beispiele, und in Hinblick auf den Satz von
Heine-Borel ist folgender Satz etwas iiberraschend.

Satz 2.3. Fs sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Riumen. Wenn X kompakt ist, dann ist auch f(X) kompakt.

Bemerkung. (1) Fiir metrische Raume ist dies Satz 3.3 aus der Ana-
lysis II. Der Beweis ist wiederum fast identisch.
(2) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Raumen. Wenn A C X kompakt ist, dann ist auch f(A)
kompakt. Dies folgt indem man Satz auf f|4 anwendet.

Beweis. Sei also {U; }ie; eine offene Uberdeckung von f(X). Wir miissen
zeigen, dass f(X) in der Vereinigung von endlich vielen U;’s enthalten
ist.

Man beachte, dass

X = [TH(X) € T {Uihier) = Uier [ 71U,

8Was sind wohl Beispiele dafiir?
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[l Nachdem J stetig sind die Urbilder von den U; ebenfalls offen, insbe-
sondere ist {f~1(U;) }ies eine offene Uberdeckung von X. Nachdem X
kompakt ist, existieren Indizes 1, ..., %, so dass

X =fUy)U---U 1 (Us).
Dann gilt aber auch, dass

fX) = FUNU) VU (U
= SUTHUL)) Y- U (7 U)) = Un U--- U,

1k *

O

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung von Satz 8.2 aus
Analysis I und von Satz 3.7 aus Analysis II.

Korollar 2.4. Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Es sei
f: X — R eine stetige Abbildung. Dann ist f beschrdankt, und f nimmt
ein Minimum und ein Maximum an, d.h. es existieren xg,x1 € X, so
dass

flxo) < f(@) < flan)

fiir alle x € X.

Beweis. Nachdem X kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz 23]
dass das Bild f(X) C R kompakt ist. Aus dem Satz von Heine-Borel
folgt, dass f(X) C R beschrénkt und abgeschlossen ist. Da f(X) be-
schrinkt ist, existiert insbesondere yo := inf(f(X)). Nachdem f(X)
abgeschlossen ist, gilt yo € f(X). Es existiert also ein oy € X, so dass
f(zo) = yo = inf(f(X)). Dann gilt aber fiir alle x € X, dass

(o) < f(2).

Die Existenz von z; zeigt man ganz analog. 0

Der Satz von Heine-Borel besagt insbesondere, dass eine kompakte
Teilmenge von R™ abgeschlossen in R™ ist.

Diese Aussage gilt im allgemeinen nicht fiir topologische Réume,
d.h. eine kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes X ist nicht
notwendigerweise abgeschlossen in X.

9Zur Erinnerung: Es sei f: X — Y eine beliebige Abbildung zwischen Mengen
und es sei U C Y eine Teilmenge. Dann gilt

fUiU) =0

Andererseits gilt fiir eine beliebige Teilmenge U C X, dass

Uc ),
aber in diesem Falle gilt i.a. nicht, dass U = f~!(f(U)). Betrachten wir z.B. die
Abbildung f: R — R,z + 22, dann ist f~1(f(2)) = £2. Aber es gilt natiirlich,
dass f71(f(X)) = X.
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Es sei beispielsweise X eine beliebige Menge X mit mindestens zwei
Elementen und 7 die triviale Topologie auf X, d.h. T = {0, X}. Es
sei nun A C X eine beliebige Teilmenge mit A # () und A # X.
Dann ist die Teilraumtopologie von A gegeben durch {}, A}, d.h. die
Teilraumtopologie auf A ist die triviale Topologie. Insbesondere ist A
kompakt. Andererseits ist A keine geschlossene Teilmenge von X.

Der folgende Satz besagt, dass im Gegenzug kompakte Teilmengen
von Hausdorff-Rdumen abgeschlossen sind.

Satz 2.5. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine kompakte
Teilmenge. Wenn X ein Hausdorff-Raum ist, dann ist A abgeschlossen
mn X.

Der Beweis des Satzes dhnelt dem Beweis von Satz 3.4 aus der Ana-

lysis II.

Beweis. Es sei X ein topologischer Raum, welcher Hausdorff ist. Es sei
A C X eine kompakte Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass X \ A offen
ist. Nach Lemma [I.4] geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Es sei x € X \ A. Dann existiert eine Umgebung U von
x, welche in X \ A enthalten ist.

Es sei y € A beliebig. Wir wenden die Hausdorff-Eigenschaft auf x
und y an, und erhalten offene disjunkte Umgebungen U, von y und V,,
von x. Offensichtlich ist

A - UyeA{y} C UyeA(Uy N A) C A

Es folgt, also dass {U, N A},c4 eine offene Uberdeckung von A ist.
Nachdem A kompakt ist, gibt es v, ..., yx, so dass

A=UL, (U, NA).
Wir betrachten nun
U:=U_ U, and V =Nk, V,.

Dann ist V' eine offene Umgebung von x. Wir wollen zeigen, dass V N
A = (). Nachdem A C U geniigt es zu zeigen, dass VN U = (). Sei

also € U. Dann existiert ein ¢ € {1,...,k}, so dass x € U,,. Dann
folgt aber, dass « € V,,,, insbesondere liegt  nicht in der Schnittmenge
V =k | V,,. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. U

Wir hatten schon mehrmals gesehen, dass eine bijektive stetige Ab-
bildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen nicht notwendiger-
weise ein Homoomorphismus ist. Beispielsweise ist

0,27) — St
t +— (cos(t),sin(t))
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bijektiv und stetig, aber kein Homéomorphismus
Mithilfe des vorherigen Satzes konnen wir jedoch jetzt folgenden Satz
beweisen, welcher uns spéater das Leben mehrmals erleichtern wird.

Satz 2.6. Es sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen
topologischen Rdumen. Wenn X kompakt ist, und wenn Y Hausdorff
ist, dann ist f ein Homdoomorphismus.

Beweis. Es sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen
topologischen Réumen, wobei X kompakt und Y Hausdorff ist. Wir
wollen zeigen, dass f ein Homoomorphismus. Es verbleibt zu zeigen,
dass f~!1: Y — X stetig ist. Nach Satz [ T3 geniigt es folgende Aussage
Zu zeigen:

A C X ist abgeschlossen = ((f~!)™")(A) C Y ist abgeschlossen.

Wir kénnen die Aussage auf der rechten Seite auch noch vereinfachen,
nachdem ((f~1)71)(A) = f(A). Sei also A C X abgeschlossen. Nach-
dem X kompakt ist, folgt aus Satz 2.2, dass A kompakt ist. Satz
besagt nun, dass f(A) kompakt ist. Nachdem Y Hausdorff ist, erhalten
wir aus Satz 25 dass f(A) abgeschlossen in Y ist. O

3. QUOTIENTENRAUME

3.1. Aquivalenzrelationen. Es sei X eine Menge. Eine Aquivalenz-
relation auf X ist eine Teilmenge M C X x X, so dass fiir alle z,y, 2z €
X gilt
(x,x) € M,
(x,y) e M = (y,x)€ M, (Symmetrie)
(x,y) € M und (y,2) € M = (x,2z) € M (Transitivitit).

8

Wir schreiben im Folgenden
x e~y s (r,y) € M,

und wir sagen x und y sind dquivalent. Mithilfe dieser Notation kénnen
wir die obigen definierenden Eigenschaften wie folgt umformulieren: ~
ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, wenn fiir alle z,y, z € A
gilt
T~
T~y = Yy~
r~yundy~z = x~ 2z

Beispiel. (a) Fiir z,y € R definieren wir
r~y e (r—y) €Z.
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(b) Es sei G eine Gruppe und H C G eine normale Untergruppe.
Wir betrachten dann
g~h:sgh™tc H

Dies ist eine Verallgemeinerung von Beispiel (a).
(c) Fiir P,Q € S? :={(x,y,2) | 2* + y*> + 2% = 1} definieren wir

P~Q:P=Qoder P=—-Q.
(d) Fiir z,y € D? := {(z,y) | 2* + y*> < 1} definieren wir
P = @ oder
P und Q liegen beide auf S' := {(z,y) |2* + y? = 1}.
(e) Es sei X eine Menge und A C X eine Teilmenge, wir definieren
dann

P~Q <

P =@ oder
P und @ liegen beide in A.

_In allen Fillen kann man leicht nachpriifen, dass ~ in der Tat eine
Aquivalenzrelation ist.

P~Q <

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquiva-
lenzklasse ist eine Teilmenge Y C X, so dass gilt
(1) fir alle y,y' € Y gilt: y ~ ¢/,
(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt auch z € Y,
Anders ausgedriickt, eine Aquivalenzklasse von X ist eine Teilmenge
Y, so dass je zwei Elemente dquivalent sind, und welches jedes Element
von X enthélt, welches zu einem Element in Y dquivalent ist.
In Analysis III haben wir folgendes (elementare) Lemma bewiesen:

Lemma 3.1. Es sei ~ eine A'quivalenzrela;ion auf einer Menge X.
Dann ist X die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist, d.h.

(i) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,

(ii) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A =
B oder AN B = ).

Es sei ~ eine Aquivalenzrelati_qn auf einer Menge X. Wir bezeichnen
dann mit X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wenn = € X, dann

bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z ['] normalerweise mit [x] €
X/ ~oderz e X/ ~.

Opje Aquivalenzklasse von z ist die nach Lemma B3] eindeutig bestimmte Aqui-
valenzklasse von X, welche x enthéalt. Man sieht leicht, dass

[z] ={y € X |y ~ =}.
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Beispiel. (a) In Beispiel (a) ist jede Aquivalenzklassen von der Form
t+Z:={t+n|neZ}

wobei t € R. Zudem gilt s + Z = t + 7Z genau dann, wenn
s—teZ. )
(b) In Beispiel (b) ist jede Aquivalenzklassen von der Form

gH ={gh|h € H}

wobei g € G. Die Menge der Aquivalenzklassen wird norma-
lerweise mit G/H bezeichnet und besitzt auf kanonische Weise
wiederum eine Gruppenstruktur. Die Gruppenstruktur ist so
definiert, dass die Projektionsabbildung G — G/H ein Grup-
penhomomorphismus ist.

(¢) In Beispiel (c) ist jede Aquivalenzklassen von der Form

{Pv_P}

wobei P € S2.

(d) In Beispiel (d) ist jeder Punkt (x,y) € R? mit 2% + 3% < 1 eine
Aquivalenzklasse, und alle Punkte in S* = {(z,y) | 2* +y> = 1}
bilden eine Aquivalenzklasse. Es ist also

X/ ~= U A{@wy} u {s'ycP(D?),
(x,y) mit
4y’ <1
(e) In Beispiel (e) ist jeder Punkt z € X'\ A eine Aquivalenzklasse,
und A bildet eine Aquivalenzklasse. Es ist also
X/~= |J {2z} U Ac P(X).
zeX\A
Anders ausgedriickt, es ist

X/ ~={U € P(X)|U ={z} fiirein x € X \ A oder U = A}.

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen oft auch mit
X/A.
Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Wir bezeichnen
die Abbildung
p: X — X/~
r — [z]

als die Projektionsabbildung oder Projektion.
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3.2. Die Quotiententopologie. Es sei nun (X, 7)) ein topologischer
Raum und es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Wir werden nun
eine Topologie auf der Menge X/ ~ der Aquivalenzklassen einfiihren.

Wir bezeichnen im Folgenden mit p: X — X/ ~ die Projektionsab-
bildung. Wir betrachten

S:={Uc X/~ |p ! (U) ist offen in X}.

Dann kann man leicht iiberpriifen, dass S eine Topologie auf X/ ~
definiert. (Siehe Ubungsblatt 3.) Diese Topologie wird die Quotienten-
topologie genannt. Wir betrachten im Folgenden X/ ~ durchgehend als
topologischen Raum beziiglich der Quotiententopologie.

Aus der Definition der Quotiententopologie folgt sofort folgendes
Lemma:

Lemma 3.2. FEs sei X ewn topologischer Raum und es sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Dann ist die Abbildung

p: X — X/~
r — [z]

15t stetig.

Die Tatsache, dass die Projektionsabbildung X — X/ ~ stetig ist,
ist natiirlich nicht iiberraschend, wir haben die Topologie auf X/ ~
genauso gewihlt, dass die Projektion X — X/ ~ stetig ist. Folgendes
Lemma folgt leicht aus den Definitionen, der Beweis bleibt als freiwillige
Ubungsaufgabe iiberlassen.

Lemma 3.3. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Wir bezeichnen mit p die Projektion X —
X/ ~. Es sei B eine Basis der Topologie auf X, dann ist

p(B) ={p(B)| B € B}
eine Basis der Topologie auf X/ ~.

11Anmerkung am 25.4.2012: in der vorherigen Version des Skripts hatte ich ge-
schrieben, dass p zudem offen ist, d.h. dass das Bild einer offenen Menge wiederum
offen ist. Dies ist im Allgemeinen aber nicht der Fall. Betrachten wir beispielsweise

x =y oder

X:=Rund z ~y & vy €[22

Dann ist p: R — R/ ~ nicht offen. In der Tat, betrachten wir die offene Teilmenge
U = (-1,1) C R, dann wollen wir zeigen, dass p(U) C R/ ~ nicht offen ist. Eine
Teilmenge V C R/ ~ ist offen, genau dann, wenn p~*(V) C R offen ist. In unserem
Fall ist allerdings p~*(p(U)) = [~2,2], und diese Menge ist nicht offen in R.
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Lemma 3.4. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und
es sei f: X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(x) = f(y),
wenn x ~ y. Dann existiert genau eine Abbildung g: X/ ~— Y, so
dass f = gop, d.h. so dass das folgende Diagramm von Abbildungen
kommutiert:

X —2 X/~

N

Y.
Wenn f stetig ist, dann ist zudem auch g stetig.

Wir bezeichnen die Abbildung g: X/ ~— Y manchmal als die indu-
zierte Abbildung.

Beweis. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und es
sei f: X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(z) = f(y),
wenn x ~ y. Es sei nun a ein Element in X/ ~. Dann existiert ein
x € X mit a = [z]. Wir setzen

g(a) := f(x).
Diese Definition héngt nicht von der Wahl von x ab, nachdem f(z) =
f(y), wenn immer x ~ y. Diese Abbildung g: X/ ~— Y hat dann
offensichtlich die Eigenschaft, dass f = g o p. Nachdem die Projektion
X — X/ ~ surjektiv ist, ist die Abbildung ¢ auch eindeutig bestimmt.
Nehmen wir nun an, dass f stetig ist. Wir wollen zeigen, dass g stetig
ist. Sei also U C Y offen. Wir miissen zeigen, dass g1 (U) C X/ ~ offen

ist. Per Definition der Quotiententopologie miissen wir also zeigen, dass
p~ g Y (U)) offen in X ist. Es ist aber

p g7 (U)) = (gop)™ (U) = (V)
offen, nachdem f stetig ist. O

Beispiel. Wir betrachten noch einmal Beispiel (a). Zur Erinnerung, fiir
z,y € R gilt
x~y s (r—y) €L
Auf Ubungsblatt 3 werden wir schen, dass R/ ~ kompakt ist. Wir
betrachten
p:R — St
x +— (cos(2mx),sin(27z)).
Es gilt offensichtlich, dass f(z) = f(y), wenn immer = ~ y. Nach
Lemma B4 existiert daher genau eine Abbildung g: R/ ~— S, mit
der Eigenschaft, dass g([x]) = ¢(z) fiir alle x € R. Man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dass g bijektiv ist.
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Nachdem R/ ~ kompakt ist, und nachdem S* Hausdorff ist, folgt
nun aus Satz 2.6 dass ¢ ein HomGomorphismus ist.

Beispiel. Zum AbschluB8 betrachten wir noch Beispiel (d). Zur Erin-
nerung, fir z,y € D? := {(z,y)|2* + y*> < 1} haben wir definiert,
dass

P = (@ oder

P und @ liegen beide auf S' := {(z,y)| 2% +y* = 1}.

Wir betrachten zuerst die stetige Abbildung
p: D* — §?
(rcos(p),rsin(p)) +—  (cos(y) - sin(nr), sin(yp) - sin(7r), cos(mr)).
ref0,1] und ¢e(0,2x]

P~Q <

Man kann sich leicht vergewissern, dass diese Abbildung in der Tat
wohl definiert ist, d.h. dass der Ausdruck auf der rechten Seite nicht
von der Wahl der Polarkoordinaten (7, ¢) fiir einen Punkt (z,y) € D?
abhingt, und dass der Punkt auf der rechten Seite in der Tat in S?
liegt.

Es gilt zudem, dass ¢(z,y) = (0,0,1) fir alle Punkte mit » = 1,
d.h. fiir alle Punkte (z,y) in S = {(z,y)|2* + y* = 1}. Es folgt
also, dass f(P) = f(Q) fiir alle Punkte P,Q € D? mit P ~ Q. Nach
Lemma B4 existiert daher genau eine Abbildung g: R/ ~— S, mit
der Eigenschaft, dass g([P]) = ¢(P) fiir alle P € D?. Man kann sich
problemlos davon iiberzeugen, dass g bijektiv ist.

Der topologische Raum D? ist kompakt. Aus Satz folgt dann
auch, dass D?/ ~ kompakt. Nachdem S? zudem Hausdorff ist, folgt
nun aus Satz 2.6 dass ¢ ein HomGomorphismus ist.

3.3. Beispiele: Zylinder, Torus, das M6bius Band und die Klein-
sche Flasche. (A) Wir betrachten X = [0,1] x [0,1] C R? und die

Aquivalenzrelation

P = (@ oder

P~Q:< P = (x,1) und Q = (x,0) fiir ein x € [0, 1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem
wir die ‘obere Kante mit der unteren Kante verkleben’. Die Abbildung
veranschaulicht diese Operation und suggestiert, dass der Quotien-
tenraum X/ ~ ein Zylinder ist.

Wir kénnen diese Aussage auch leicht beweisen. Wir betrachten zu-
erst die stetige surjektive Abbildung

o: X =[0,1] % [0,1] — [0,1] x S*
(x,y) +— (x,cos(2my),sin(27y)).
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B=10,1 x1

\

. \
- -

Zylinder

/

A=10,1] x0
X

[0,1] x [0, 1]

ABBILDUNG 2. Verkleben von zwei Seiten eines Qua-
drats ergibt einen Zylinder.

Nachdem ¢(a) = ¢(b) fir alle a ~ b induziert ¢ eine Abbildung
P: X/ ~— [0,1] x S*. Diese Abbildung ist stetig und (wie man leicht
sieht), bijektiv. Nachdem X/ ~ kompakt ist und nachdem [0, 1] x S C
R3 Hausdorff ist, folgt wiederum aus Satz 2.6, dass ¢ ein Homéomorph-
ismus ist, d.h. X/ ~ ist in der Tat homéomorph zu einem Zylinder.

(B) Wir betrachten jetzt wiederum X = [0, 1] x [0, 1] C R? aber dieses
Mal mit der Aquivalenzrelation

P = (@ oder

P = (2,1) und @ = (2,0) fiir ein = € [0, 1], oder
P~Q@:& P=(0,y)und Q = (1,y) fiir ein y € [0, 1], oder

P =(0,0) und @ = (1,1) oder

P =(1,0) und Q = (0, 1).

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem
wir die ‘obere Kante mit der unteren Kante verkleben’ und die ‘linke
Kante mit der rechten Kante verkleben’. Die Abbildung [3 veranschau-
licht diese Operation und suggestiert, dass der Quotientenraum X/ ~
ein Torus ist.

In Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass X in der Tat homéomorph
ist zum topologischen Raum S! x S!. Hierbei besitzt S* C R? die
Standardtopologie eines Teilraumes von R?, und wir betrachten dann
St x St als topologischen Raum beziiglich der Produkttopologie.
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@

ABBILDUNG 3. Verkleben von den gegeniiberliegenden
Seiten eines Quadrats ergibt einen Torus.

e

(C) Wir betrachten jetzt X = [0,1] x [0,1] C R* aber dieses Mal mit
der Aquivalenzrelation

. P = @ oder
P~Qie P=(0,y) und @ = (1,1 — y) fiir ein y € [0, 1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem
wir die ‘linke Kante nach einer Verdrillung mit der rechten Kante ver-
kleben’. Den topologischen Raum X/ ~ nennen wir das Mdabiusband.
Die Abbildung [ veranschaulicht diese Operation.

ABBILDUNG 4. Das Mobiusband.
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(D) Wir betrachten jetzt wiederum X = [0, 1] x [0, 1] C R? aber dieses
Mal mit der Aquivalenzrelation

P =@, oder

P = (z,1) und @ = (x,0) fiir ein z € [0, 1], oder
P~Q@Q:< P=(0,y)und Q= (1,1 —y) fur ein y € [0, 1], oder

P =1(0,0) und @ = (1,0), oder

P=(1,0)und @ = (1,1).

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem
wir die ‘obere Kante mit der unteren Kante verkleben’ und die ‘linke
Kante nach einer Verdrillung mit der rechten Kante verkleben’. Den
topologischen Raum X/ ~ nennen wir die Kleinsche Flasche. Die Ab-
bildung [B] veranschaulicht diese Operation.

AT
. g\\\\\m >
]

Kleinsche Flasche

_~ kann nicht als Teilmenge von R?

betrachtet werden

ABBILDUNG 5. Die Kleinsche Flasche.

3.4. Beispiele: Flachen von hherem Geschlecht. Betrachten wir
jetzt ein regulidres Oktagon X wie in Abbildung[6l Wie in den vorheri-
gen Beispielen withlen wir jetzt eine Aquivalenzrelation, welche immer
zwei Kanten, welche durch genau eine Kante getrennt sind, mit ‘entge-
gengesetzter Orientierung’ dquivalent sind.

Der topologische Raum X/ ~ den wir dadurch erhalten ist anschau-
lich die Flidche von Geschlecht 2. Dies kann man wie folgt sehen: wir
betrachten in X zuerst die rechte obere Hélfte, wir identifizieren dann
jeweils zwei Kanten, und erhalten einen ‘Torus minus eine Scheibe’.
(Siehe die untere Hélfte von Abbildung [l). Wir erhalten jetzt X/ ~
indem wir zwei solche ‘Torus minus eine Scheibe’ am Rand verkleben.

Diese halb-mathematische Diskussion motiviert jetzt folgende Defi-
nition:



TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2012 37

7 N

N
)
§ SO
-

ABBILDUNG 6. Die Flache von Geschlecht 2.

Definition. Es sei g > 1. Wir betrachten X := D? mit der Aquivalenzrelatio

re?™% = se2™¥  oder
re?™¥  ge2™¥ s r=s5=1& es gibt k € N, s. d. % + = k4—f’ — 1 mod1, oder

7’:5:1&esgibtk,lEN,S.d.@zﬁundd}:é.

Wir bezeichnen dann X/ ~ als geschlossene Fliche von Geschlecht g,
oder manchmal auch kurz als Fldche von Geschlecht g..

In Abbildung [@l illustrieren wir den Fall fiir ¢ = 1 und g = 2. Man

Geschlecht 1 Geschlecht 2

ABBILDUNG 7. Die Flache von Geschlecht 1 und 2.

kann sich nun davon iiberzeugen, dass wir im Fall ¢ = 1 einen Raum
erhalten, welcher homéomorph zum Torus ist.

12Wir fassen hier D? als Teilmenge von C auf.
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3.5. Das Verkleben von topologischen Riumen.

Es sei X ein topologischer Raum und f: A — B eine Hombo-
morphismus zwischen Teilmengen von X. Wir betrachten dann fol-
gende Aquivalenzrelation [} auf X:

xr =y, oder
r~y:s € Aund y = f(z), oder
y€ Aund x = f(y).
In dem Quotientenraum X/ ~ entsprechen also a € A und f(a) dem
gleichen Punkt. Wir sagen X/ ~ geht durch Verkleben von A und B

aus X hervor. Wir sagen auch, dass wir in X/ ~ die Teilmengen A und
B identifizieren. Anstatt X/ ~ schreiben wir auch X/ f.

Beispiel. Wir betrachten X = [0, 1] x [0,1] € R? und
f:A=100,1]x0 — B=][0,1]x1
(,0) = (z,1).

Der Quotientenraum X/ f entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir
die ‘obere Kante’ mit der ‘unteren Kante’ verkleben. Dieses Beispiel ist
also identisch zum Zylinder im vorherigen Kapitel.

Das folgende Beispiel ist deutlich interessanter.

Beuspiel. Es sei P € R" und r > 0, wir setzen dann
B.(P) = {xeR"|d(z,P)<r}
S.(P) = {zeR"|d(z,P)=r}.
Es sei nun n € N. Wir betrachten
S=1[0,2n+1] x [-1,1] \ UZ;B1(i,0)

mit der Aquivalenzrelation

P = @ oder
P~Q:s P=(z1)und Q = (z,—1) fiir ein z € [0,2n + 1]
P=(0,y) und Q = (2n+1,y) fir ein y € [—1,1].
Wir setzen Y := S/ ~. Anschaulich gesprochen ist Y ein Torus mit 2n
Lochern. Wir betrachten dann
X = YUS'x[0,1] x {1} u St x [0,1] x {n})
A UZZZISl (Z> 0)
B = U ,Stx {0} x {i} U U8 x {1} x {4}

13Djeses Kapitel hatten wir in der Vorlesung nicht behandelt.
MEs ist eine gute Ubungsaufgabe sich davon zu iiberzeugen, dass dies in der Tat
eine Aquivalenzrelation auf X ist.
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und
ftA —- B
1 1 (cos(y),sin(p)) x {0} x {j}, wenn i =25 — 1
i+ geosegsing = { (O o G, e

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese Definition von f
nicht von der Wahl von ¢ abhéngt, und dass f: A — B in der Tat ein
Homoomorphismus ist.

Man kann nun zeigen, dass X/f homéomorph ist zur Fliche von
Geschlecht n.

Bildlich gesprochen erhalten wir also X/f wie folgt:

(1) Wir betrachten den Torus und stechen 2n Scheiben aus und
erhalten eine Flache X mit 2n Randkreise.

(2) An die 2n Randkreise kleben wir n Zylinder und erhalten eine
geschlossene Fléche.

ABBILDUNG 8. Konstruktion einer Flache von Ge-
schlecht 3.

Dieses Bild ist in Abbildung [l illustriert fiir den Fall n = 2.

4. MANNIGFALTIGKEITEN
4.1. Definition und Beispiele.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
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(1) Eine n-dimensionale Karte fir X ist ein Homéomorphismus
®: U — V zwischen einer offenen Teilmenge U C X und einer
offenen Teilmenge von R".

(2) Wir sagen X ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn X
ein Hausdorff-Raum [ ist und wenn es zu jedem x € X eine
Karte ®: U — V mit z € U gibt.

Beispiel. Jede offene Teilmenge X von R™ ist eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, nachdem die Identitéitsabbildung eine Karte fiir alle Punk-
te in X ist.

Beispiel. (1) Wir bezeichnen mit M (n x k,R) die Menge aller reel-
len n x k-Matrizen. Auf M(n x k,R) kénnen wir verschiedene
Metriken betrachten, beispielsweise

dle(nxk,R) — RZO

A= Xl Z§=1 |a;;] und
dy: M(nx k,R) — Rsp

A = \/Z?:l Z?=1 a;; und
ds: M(n xk,R) — Rsg

A — max{|a;| i€ {1,....,n},je{l,....k}}

In Ubungsblatt 2 haben wir gesehen, dass d; und d, die gleiche
Topologie definieren. Ganz analog kann man auch zeigen, dass
ds die gleiche Topologie wie d; und d; definiert. (In der Tat kann
man sogar zeigen, dass alle Metriken auf einem endlich dimen-
sionalen reellen Vektorraum die gleiche Topologie definieren.)
Wir konnen also jetzt M(n x k,R) eindeutig als topologischen
Raum betrachten.

Die Abbildung

M(n x kE,R) — Rk
(aij) — (allu-"7a1k7a217-”7a2k7-”7an17-”7ank)

ist eine bijektive Isometrie [ zwischen (M (n x k,R),dy) und

(R*" euklidische Metrik). Inbesondere ist diese Abbildung ein
Homdomorphismus. Dies zeigt, dass M (nxk, R) eine nk-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist.

5Wir fordern in der Definition auch, dass X ein Hausdorff-Raum ist, den diese
folgt nicht aus der Existenz von Karten. In der Tat, betrachten wir X, die Gerade
mit 2 Nullen, dann gibt es zu jedem Punkt eine Karte, aber X ist nicht Hausdorff.

16Eine Abbildung f: (X,d) — (Y,e) zwischen metrischen Riumen heiBt Isome-
trie, wenn e(f(a), f(b)) = d(a,b) fir alle a,b € X.
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(2) Es folgt leicht aus den Definitionen, dass jede offene Teilmen-
ge einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit wiederum eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Daraus folgt beispielsweise,
dass

GL(n,R)={A € M(n xn,R)| det(A) # 0}
eine n’-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Beispiel. (1) In Kapitel B3 hatten wir unter anderem den Torus, die
Kleinsche Flasche und die Fléchen von Geschlecht g eingefiihrt.
Man kann direkt mithilfe der Definitionen zeigen, dass dies 2-
dimensionale Mannigfaltigkeiten sind. Wir werden dies fiir die
Kleinsche Flasche in Ubungsblatt 4 nachweisen.
(2) Wir nennen 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten im Folgenden
oft auch Flachen.

4.2. Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir sagen
A C X ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von X, wenn es
zu jedem a € A eine Karte ®: U — V fiir X gibt, mit a € U und so
dass

DUNA) =E,:={(x1,...,21,0,...,0) €R"|xy,..., 7, € RF}.

Bemerkung. Es sei A eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X. Wenn wir A als topologi-
schen Raum beziiglich der Teilraumtopologie auffassen, dann folgt aus
den Definitionen sofort, dass A auch eine k-dimensionale Mannigfaltig-
keit ist.

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im Sinne von Analysis
IT und III ist insbesondere eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Mannigfaltigkeit R” im obigen Sinne. Dies folgt sofort aus den
Definitionen, man vergleiche auch Abbildung [0 mit der Abbildung auf
Seite 101 vom Analysis 1T Skript.

Wir konnen also die Resultate und Beispiele aus Analysis IT und III
iibernehmen. Ein besonders hilfreiches Ergebnis aus der Analysis II ist
der Satz vom reguldren Wert, an den wir jetzt erinnern.

Zur Erinnerung, wenn U C R" offen und f: U — RF eine C>°-
Abbildung ist, dann haben wir in Analysis II folgende Definitionen
eingefiihrt:

(1) ein Punkt = € U heiit reguldrer Punkt von f, wenn das Diffe-
rential D f(x) den Rank k besitzt.
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ABBILDUNG 9. Schematisches Bild einer Karte fiir eine
Untermannigfaltigkeit von R"™.

(2) ein z € R heiit regulirer Wert von f, wenn alle Punkte in
f7Y(2) regulir sind.
Ein Punkt (bzw. Wert), welcher nicht regulér ist, wird singuldr ge-
nannt. Ein 2z € R ist also ein reguldrer Wert, wenn z nicht das Bild
eines singuléren Punktes ist. Wir zitieren zum Abschlu8 noch Satz 8.5
aus der Analysis II.

Satz 4.1. (Satz vom regulidren Wert) Es sei U C R" offen, f: U —
R eine C*°-Abbildung und z € R ein reguldrer Wert. Dann ist M =
f7(2) CR™ eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Beispielsweise ist fiir die Funktion
f:R* - R
(@1, Tpn) 2ttt Ty
das Differential gegeben durch

D(-'El ~~~~~ wn+1)f = (21’1, cey 2xn+1)-

Diese hat den Rang eins fiir alle Punkte in R"™'\ {0}, d.h. jeder Punkt
in R\ {0} ist ein reguliirer Punkt. Es folgt, dass jeder Wert in R\ {0}
ein reguldrer Wert ist. Wir sehen also, dass

S"i= M) ={(21, .., o) |2+ 2l =1}
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eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™*! ist.

5. GRUPPENOPERATIONEN
5.1. Definition und Beispiele. Es sei X eine Menge und G eine
Gruppe. Eine Operation von G auf X ist eine Abbildung
GxX — X
(9.2) — g-x
mit folgenden Eigenschaften
e-r = =, fiir alle x € X,
g-(h-z) = (gh)- -z, firallex e X und g,h € G.
Wenn X ein topologischer Raum ist, dann sagen wir zudem, dass die
Operation stetig ist, wenn fiir jedes g € G die Abbildung
X = X
x = g-x

stetig ist. Man sieht leicht, dass wenn G stetig auf X operiert, dann ist

fiir jedes g € G die Abbildung
X = X
r = g-x

sogar ein Homoomorphismus.

Beispiel. (a) X =R™ und G = Z"™ mit der stetigen Operation

7" x R — R»
(21, 2n), (T1, -y T0)) = (1@, 20+ X))
(b) Essei X = (0,00) und G = Z. Wir wihlen ein A > 1. Dann ist
Z x (0,00) — (0,00)

(n,x) — ANz

eine stetige Operation.
(¢) X =5"und G = {£1} =2 Z/2 mit der stetigen Operation

{£1} x8S* — S"
(e, (1, ., Tpe1)) +— (ex1,...,Tpy1).
(d) Wir betrachten
X =8 ={(21,20) € C*||z1]* + ||* = 1}
und G = Z/p. Es seien ¢q € Z, dann definiert
Z/px S — S3
(k+pZ, (21, 2)) > (e¥F/Py e2mha/py,)

eine stetige Operation von Z/p auf S3.
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() X = Cund G = St = {z € C||z| = 1} mit der stetigen
Operation
SlxC — C
(z,w) — zw.
(f) Zum Abschluss betrachten wir
QxR — R
(9.2) = g+

In allen Beispiel kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass dies in
der Tat stetige Operationen sind.

_ Folgendes Lemma folgt leicht aus den Definitionen und wird in den
Ubungen bewiesen.

Lemma 5.1. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X
operiert. Dann 1st
x ~ Yy es existiert ein g € G, sodass g-x =y

eine Aquivalenzrelation auf X .

Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X operiert. Wir
bezeichnen mit ~ die Aquivalenzrelation aus Lemma 5.1l Wir definieren
dann

X/G:=X/~.
Beispiel. (a) Betrachten wir die stetige und diskrete Operation

7" x R* — R”»
(215 ey 2n), (@1, yxn)) = (21 4+ 21,00y 20+ Tn),
dann werden wir in den Ubungen folgende Aussage beweisen:
R"™/Z" ist homdomorph zu (S')" = §' x --- x S*.
n—Mal

(b) Es sei A > 1 und betrachten wir die stetige und diskrete Ope-

ration

Z x (0,00) — (0,00)

(n,z) — Az,
dann ist
(0, 00)/Z homdomorph zu S*.

In der Tat, die Abbildung

f:(0,00) — St

21

In(t)

t = e M

induziert einen Homdomorphismus (0, 00)/Z — S*.
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(f) Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Topologie auf
R/Q die triviale Topologie ist.

Wir beweisen noch folgendes Lemma.

Lemma 5.2. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologi-
schen Raum X operiert. Dann ist die Abbildung X — X/G stetig und

offen.

Beweis. Aus Lemma wissen wir schon, dass die Abbildung p: X —
X/G stetig ist. Wir wollen nun zeigen, dass p offen ist. Es sei also
U C X offen. Wir miissen zeigen, dass p(U) offen in X/G ist, d.h. wir
miissen zeigen, dass p~*(p(U)) offen in X ist. Es folgt aus den Defini-
tionen, dass
p~ ) = | gU.
geqG

Nachdem G stetig operiert, ist die Multiplikationsabbildung = +— gx
ein Homoomorphismus (sieche Ubungsblatt 4), also ist gU offen in X.

Es folgt, dass p~!(p(U)) als Vereinigung von offenen Mengen, wiederum
offen in X ist. O

5.2. Gruppenoperationen auf Mannigfaltigkeiten. Es sei nun X
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf X
stetig operiert. Ist dann X /G notwendigerweise eine Mannigfaltigkeit?
Wir haben oben gesehen, dass dies in den Beispielen (a) und (b) in der
Tat der Fall ist. Andererseits ist dies in Beispiel (f) nicht der Fall, denn
R/Q besitzt die triviale Topologie ist aber eine {iberabzéhlbare Menge.

Wir brauchen also ein Kriterium fiir Gruppenoperationen um schlie-
Ben zu konnen, das ein Quotient X /G einer Mannigfaltigkeit wiederum
eine Mannigfaltigkeit ist.

Definition. Es G eine Gruppe, welche auf einem topologischen Raum
X operiert. Wir sagen, G operiert diskret, wenn es fiir jedes x € X eine
offene Umgebung U gibt, so dass

U NgU # ) fiir alle g # e.

Beispiel. (a) Die Operation von G = Z" auf X = R" ist diskret, in
der Tat, fir beliebiges © = (x1, ..., x,) hat

n 1.
U:= {(y177yn>€R ‘|x2_yz|<§,f£:1,,n}

die gewiinschte Eigenschaft.

17 Anmerkung am 25.4.2012: Das Lemma B2 war in der ersten Version fehlerhaft
formuliert.
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(b) Das Beispiel der Operation von G = Z auf X = (0,00) ist
ebenfalls diskret, fir jedes z € (0,00) hat U = (%x,:ﬂ\/x) die
gewiinschte Eigenschaft.

(c) Die Operation von G = Z/2 auf X = S™ ist diskret, fiir je-
des = hat eine geeignet gewihlt offene Halbkugel die geforderte
Eigenschaft.

(d) Mit etwas mehr Aufwand sieht man, dass die Operation von
Z/p auf S3, welche von einem Parameter ¢ abhiingt, genau dann
diskret ist, wenn p und ¢ teilerfremd sind. Alle Operationen in
den Beispielen im vorherigen Kapitel sind diskret.

(e) Die Operation von S* auf C ist nicht diskret, nachdem es zu
x = 0 € C keine solche offene Umgebung U gibt.

(f) Die folgende Operation der Gruppe Q auf dem topologischen
Raum R ist nicht diskret, wie man sich leicht iiberzeugen kann.

(g) Eine Operation ist frei, wenn gz = z fiir ein € X impliziert,
dass g = e. Eine diskrete Operation ist auch frei.

Satz 5.3. Fs sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und G eine
Gruppe, welche auf X diskret und stetig operiert. Dann ist auch X/G
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die kanonische Projektion.
Es sei y € X/G. Wir wihlen ein x € X mit p(z) = y.

(1) Nachdem G diskret operiert existiert eine offene Umgebung U
von z, so dass

UNgU # () fiir alle g # e.

Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die Einschréinkung von
p: X — X/G auf U injektiv ist.

(2) Nachdem X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist existiert
zudem eine Karte ®: V' — W um =.

Indem wir U und V' durch U NV ersetzen kénnen, kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass U = V. Nach Lemma (5.2 gilt fiir A C X:

A C X ist offen < p(A) C X/G ist offen.
Dies bedeutet, dass die Einschrankung von p: X — X/G auf p: U —
p(U) C X/G ein Homéomorphismus ist. Es folgt, dass
p(U) E5U B w

eine Karte fir X/G um y ist. Wir haben damit bewiesen, dass X/G
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. U

18Es ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, dass dies in der Tat der Fall ist.
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- — gq-U
N~ X
S

p T

U

x/G  S— T (V)
/ / \

Y

ABBILDUNG 10. Schematische Skizze fiir den Beweis
von Satz

Wir betrachten noch einmal die Beispiele aus dem vorherigen Kapi-
tel:

Beispiel. (a) Betrachten wir die stetige und diskrete Operation

7" xR* — R”
(21, oy 2n), (1, mp)) = (2141, 20 + X)),
dann werden wir in den Ubungen folgende Aussage beweisen:
R"™/Z" ist homdomorph zu (S')" = S' x --- x S*.
~—— ——
n—Mal

(b) Es sei A > 0 und betrachten wir die stetige und diskrete Ope-
ration

Z % (0,00)
(n, z)

,00)

=
— A",

dann ist
(0, 00)/Z homéomorph zu S*.
(c) Wir betrachten die stetige und diskrete Operation

{£1} x5" — S”
(e, (1, ., Tpe1)) — (ex1,...,ETpy1).
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Der Quotientenraum S™/{+£1} ist eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit. Diese Mannigfaltigkeit wird mit RP"™ bezeich-
net und wird der n-dimensionale reelle projektive Raum ge-
nannt.

(a) Fiir n = 2 ist RP? insbesondere 2-dimensionale Mannig-
faltigkeit, also eine Fliche. Wir werden in Ubungsblatt 4
noch eine weitere Beschreibung von RP? betrachten.

(b) Der topologische Raum RP™ ist homéomorph zu

(R™1\ {0})/ ~ wobei v ~ w < v = Aw fiir ein A € R\ {0},

der Menge aller Geraden in R"!, zusammen mit der Quo-
tiententopologie.
(d) Wir betrachten

X =5 ={(n1,2) € C|[a]* + [ = 1}
und G = Z/p. Es sei ¢ € Z mit ggT(p,q) = 1. Dann ist

ZjpxS* — S°
(k +pZ, (21, 22)) + (eQW/pzheQW/pZ2)

eine stetige diskrete Operation von Z/n. Wir bezeichnen mit
L(p, q) die 3-dimensionale Quotientenmannigfaltigkeit. Die Man-
nigfaltigkeiten L(p, q) werden als Linsenmannigfaltigkeiten be-
zeichnet.

6. ZUSAMMENHANGENDE TOPOLOGISCHE RAUME

Definition. (1) Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist
zusammenhdngend, wenn gilt:

M =UUYV, wobei U,V offene

disjunkte Teilmengen von X = U=XoderV =2X.

(2) Es sei X ein topologischer Raum und A C X. Wir sagen A
ist zusammenhdingend, wenn A beziiglich der Teilraumtopologie
zusammenhéngend ist.

Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum X.

(1) X ist per Definition nicht zusammenhdngend, wenn es disjunkte
offene Teilmengen U, V' C X mit X = UUV gibt, so dass U # X
und V # X.

(2) Es folgt sofort aus den Definitionen, dass X zusammenhdingend
ist, genau dann, wenn gilt:

X =U UV, wobei U,V abgeschlossene

disjunkte Teilmengen von A = U =10 oder V =10.
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Beispiel. Betrachten wir
A=1[0,1]U[2,3] C R,

dann ist A nicht zusammenhéngend. In der Tat, betrachten wir zuerst
U =10,1] C A. Dann ist U offen in A, nachdem
3
——
offen in R
Genauso zeigt man, dass V = [2, 3] offen in A ist. Wir kénnen also A
schreiben als die Vereinigung der disjunkten offenen Mengen U und V.

Es ist also relativ leicht zu zeigen, dass ein gegebener topologischer
Raum nicht zusammenhéngend ist, wir miissen nur zwei geeignete of-
fene Mengen finden. Dagegen ist es deutlich schwieriger explizit zu
zeigen, dass ein topologischer Raum in der Tat zusammenhéngend ist.
Folgendes Lemma hatten wir in Analysis III, Ubungsblatt 12 bewiesen:

Lemma 6.1. Jedes Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschrankt
oder unbeschrinkt) in R ist zusammenhdingend.

Beweisskizze. Wir werden nur beweisen, dass das Intervall [0, 1] zusam-
menhéngend ist. Die anderen Fille kann man dhnlich beweisen.

Es seien U,V offene disjunkte Mengen von [0, 1] mit U UV = [0, 1].
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass 0 € U. Wir betrachten dann

A:={te]0,1]|[0,t] C U}.

Diese Menge ist nichtleer da sie ¢ = 0 enthélt und beschréankt, es macht
also Sinn, dass Supremum 7' := sup A zu betrachten. Wir miissen zei-
gen,dass T'=1und T € U.

Nehmen wir zuerst an, dass T' ¢ U. Dann ist T' € V', und es folgt aus
der Offenheit von V| dass es ein € > 0 gibt, so dass auch (T"— ¢, T +
£)N|0, 1] in V liegt. Dann gilt insbesondere, dass (T'—&, T +¢)NA = (),
d.h. sup A < T — e. Wir haben damit einen Widerspruch erhalten.

Wir wissen also jetzt, dass T' € U. Aus der Offenheit von U folgt,
dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass (T'—¢,T 4+ ¢) N [0,1] C U. Also ist
0,7 +¢]N[0,1] C U. Im Hinblick auf die Definition von 7" ist dies nur
moglich, wenn 7" = 1. U

Folgendes Lemma kann man als Verallgemeinerung des Zwischen-
wertsatzes betrachten [

OWarum?
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Lemma 6.2. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen to-
pologischen Rdumen. Wenn X zusammenhdngend ist, dann ist auch
f(X) CY zusammenhdingend.

Beweis. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Réaumen, wobei X zusammenhéngend ist. Es sei f(Y)=UULV
eine disjunkte Zerlegung von f(Y’) in offene Mengen. Dann gilt

X =)= UuV)=fU)uf (V).
Nachdem f stetig ist, ist dies eine disjunkte Zerlegung von X in zwei
offene Teilmengen. Nachdem X zusammenhéngend ist, gilt entweder
Y U) = 0 oder f~}(V) = (. Dann gilt aber auch, dass entweder
U=(oder V=0, dh. f(Y)is zusammenhingend. O

Es gibt auch noch einen weiteren Begriff des Zusammenhangs, wel-
cher auf den ersten Blick anschaulicher ist:

Definition. (1) Es sei X ein topologischer Raum und es seien z,y €
A. Ein Weg von x nach y ist eine stetige Abbildung ~: [0, 1] —
X mit v(0) =z und (1) = y.
(2) Wir sagen ein topologischer Raum X ist wegzusammenhdngend,
wenn es zu allen z,y € X einen Weg von x nach y gibt.

Beispiel. (1) Der topologische Raum R” ist wegzusammenhéngend.
In der Tat, denn sind z,y € R" gegeben, dann ist () := tx +
(1 —¢)y mit t € [0, 1] ein Weg von x nach y.
(2) Man kann auch ganz explizit zeigen, dass

§" = {(wr, o wan) 2]+l =1)
und R™ \ {0} wegzusammenhéngend sind.

Wir sehen also in den Beispielen, dass es oft sehr einfach ist nachzu-
weisen, dass ein gegebener topologischer Raum wegzusammenhéngend
ist. Mithilfe des folgenden Lemmas erhalten wir jetzt auch eine prak-
tikable Methode um zu zeigen, dass ein gegebener topologischer Raum
zusammenhéngend ist.

Lemma 6.3. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum,
dann ist X auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei also X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum.
Nehmen wir an, dass X nicht zusammenhéngend ist. Dann existiert ei-
ne disjunkte Zerlegung X = UUV in zwei offene nichtleere Teilmengen.
Es sei nun x € U und y € V. Nachdem X wegzusammenhéngend ist

20Manchmal bezeichnen wir auch eine stetige Abbildung ~: [a,b] — X auf einem
beliebigen kompakten Intervall als Weg von v(a) nach ~(b).
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existiert ein Weg 7: [0,1] — X mit v(0) = z und (1) = y. Dann ist
v HU) U~y7Y (V) eine disjunkte Zerlegung von dem Intervall [0, 1] in
zwei offene, nichtleere Teilmengen. Dies ist aber nach Lemma [6.2] nicht
moglich. 0

Wir kénnen jetzt folgendes Korollar beweisen:
Korollar 6.4. Die topologischen Riume R und R? sind nicht homéomorph.

In Analysis IT und III hatte ich schon mehrmals erwahnt, dass es eine
surjektive stetige Abbildung 2} F': R — R? (‘space filling curve’) gibt.
Man kann also nicht einfach sagen, dass R und R? nicht homéomorph
sind, weil ‘R? grofler als R’ ist.

Beweis. Nehmen wir an es gibt einen Homdomorphismus ¢: R — R2,
Es sei P € R ein Punkt. Dann sind auch R\ {P} und R*\ {f(P)}
homoomorph. Andererseits ist R \ {P} = (—o0, P) U (P, 00) nicht zu-
sammenhéingen, withrend man leicht nachweisen kann, dass R? \
{f(P)} =2 S' % (0,00) wegzusammenhiingend, insbesondere nach Lem-

ma zusammenhéngend, ist. Wir erhalten also einen Widerspruch.
L]

Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkehrung von Lemma [6.3] gilt.
Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt. Wir
betrachten

X ={(0.9) ]y € [FL1} U {(z,sin(2)) | € (0,7]} C
(D.h. X besteht aus dem Graphen der Funktion = — sin(1) fiir = €
(0, 7], zusammen mit einem Intervall auf der y-Achse.) In den Ubungen
werden wir sehen, dass X zusammenhédngend ist, aber nicht wegzusam-
menhéngend.

Gliicklicherweise gilt die Umkehrung von Lemma fiir ‘weniger
exotische’ topologische Rdume. Der folgende Satz wurde in Analysis
I1I auf Ubungsblatt 12 fiir Untermannigfaltigkeiten von R” bewiesen.

Satz 6.5. Es sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

M st zusammenhdngend < M ist wegzusammenhdngend.

Beweisskizze. Es sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit. Die Rich-
tung ‘<=’ ist die Aussage von Lemma[6.3l Nehmen wir nun an, dass M
zusammenhéngend ist. Sei nun x € M. Wir wollen zeigen, dass es von

2ISjehe:
http://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling curve
22Warum?
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x ausgehend einen Weg zu jedem y € M gibt. Anders ausgedriickt, wir
wollen mithilfe des Zusammenhangs von M zeigen, dass die Menge

U :={y € M |es gibt einen Weg von z and y}.
schon ganz M ist. Wir betrachten auch die Menge
V :={y € M |es gibt keinen Weg von x and y}.

Es ist offensichtlich, dass U und V' disjunkt sind, und dass U nichtleer
ist, da U den Punkt x enthélt. Wenn wir nun noch wiiiten, dass U
und V' offen sind, dann wiirde sofort aus dem Zusammenhang von M
folgen, dass U = M.

Wir miissen also noch zeigen, dass U und V in der Tat offen sind.
Dies kann man zeigen mithilfe von Karten und der Tatsache, dass jeder
Punkt in R" eine wegzusammenhéngende offene Umgebung (z.B. eine
offene Kugel) besitzt. Dies werden wir in Ubungsblatt 5 ausfithren. [

Es sei X ein topologischer Raum und es seien z,y € X. Wir schreiben
x ~y & es gibt einen Weg in X von z nach y.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass ~ in der Tat eine Aquivalenz-
relation ist. Wir nennen die Aquivalenzklassen von ~ die Komponenten
von X . Wir bezeichnen die Menge der Komponenten von X im Folgen-
den mit mo(X).

Fiir eine endliche Menge M bezeichnen wir mit |M| oder #M die
Anzahl der Elemente.

Beispiel. (1) Es sei X = R", dann ist X wegzusammenhéngend,

also besteht X aus genau einer Komponente.

(2) Es gilt |mo(X)| = 1 genau dann, wenn X wegzusammenhéngend
ist.

(3) Fiir Y = (—00,0) U (0, 00) sind die Komponenten gerade durch
(—00,0) und (0, 00) gegeben. Insbesondere gilt |m(Y)| = 2.

(4) Fir Z ={1,2,...,n} C R ist jeder Punkt eine eigene Kompo-
nente, also gilt |mo(Z)| = n.

7. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

Wir haben in den ersten Kapiteln viele topologische Réaume ein-
gefithrt. Ein grundlegendes Problem der Topologie ist Methoden zu
finden, mit deren Hilfe man feststellen kann, ob zwei gegebene topolo-
gische Rdume homoomorph sind oder nicht.

Bis jetzt haben wir nur sehr wenige Methoden um zu zeigen, dass
manche topologische Rdume nicht homéomorph sind. Wir wissen, dass
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wenn X und Y homéomorph sind, dann gilt:

X kompakt < Y kompakt
X Hausdorftf < Y Hausdorff
X zusammenhéngend < Y zusammenhédngend
X wegzusammenhédngend < Y wegzusammenhéngend

7T0(X) 7T0(Y).

Betrachten wir nun die Sphire S? und den Torus. Beide topologi-
sche Rdume sind kompakt, Hausdorff und zusammenhéngend. Ande-
rerseits erscheint es offensichtlich, dass die Sphére und der Torus nicht
homoomorph sind. Um einen mathematisch sauberen Beweis zu formu-
lieren, welcher unsere Intuition bestétigt, werden wir im Folgenden die
‘Fundamentalgruppe’ eines topologischen Raumes einfiihren.

7.1. Homotopieklassen von Wegen. Zur Erinnerung, ein Weg in
einem topologischen Raum ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — X.
Wir nennen v(a) den Anfangspunkt von v und wir nennen +(b) den
Endpunkt von ~. Wir sagen auch v ist ein Weg von vy(a) nach v(b).

Wir werden 6fters folgendes Lemma verwenden, welches uns erlaubt
Wege ‘aneinander zu kleben’:

Lemma 7.1. Es seien f: [a,b] — X und g: [b,c] — X Wege mit
f(b) = g(b). Dann ist auch

a,c] — X

f(t), wennté€ [a,b]
b { g(t), wennt e (b,c.

stetig, d.h. ein Weg.
Wir werden das Lemma auf Ubungsblatt 5 beweisen. Im Folgenden

betrachten wir Wege durchgehend als auf dem Intervall [0, 1] definiert,
auer wir geben explizit ein anderes Intervall an.

Definition. Es seien 79,71 : [0,1] — X zwei Wege in einem topologi-
schen Raum, mit gleichem Anfangspunkt P und gleichem Endpunkt
Q. Eine Homotopie zwischen den Wegen fo und f; ist eine stetige Ab-
bildung

[':]0,1] x[0,1] =Y,
so dass
['(t,0) = v(t) und T'(¢,1) = 4 (¢) fiir alle ¢ € [0, 1],
und so dass

['0,s) = Pund I'(1,s) = Q fur alle s € [0, 1].
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Wenn eine Homotopie zwischen vy und 7, existiert, dann sagen wir,
dass 79 und 7, weg-homotop sind, und wir schreiben ~q >~ ~;.

Eine Homotopie von zwei Wegen besteht also aus einer stetigen Fa-
milie von Wegen {I'(—, s)}scj0,1) von P nach @, welche zwischen den
Wegen 7o und 7 interpoliert. Dies wird auch in Abbildung [IT] illus-
triert.

Yo(?)

Y0 (f) - F(ta 0)

ABBILDUNG 11. Schematisches Bild einer Homotopie I
zwischen vy und v; von P nach Q.

Beispiel. (1) Es seien 79,71 : [0,1] — R™ zwei Wege in R" mit
gleichem Anfangs- und Endpunkten. Dann ist
r:[0,1 x10,1] — R»
(t,s) = &)1 —3s)+7(t)s
eine Homotopie zwischen v und ;.
(2) Es sei X = R?\ {0,0}. Wir betrachten die Wege
p:[0,1] — X and q:[0,1] —» X
t +—  (cos(mt),sin(mt)) t +— (cos(mt), —sin(mnt))
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von (0,1) nach (0,—1). Es scheint so, als wiren p und ¢ nicht
homotop. Dies ist in der Tat der Fall, fiir den Beweis dieser
Aussage werden wir allerdings noch mehrere Wochen benotigen.

Lemma 7.2. Es sei X ein topologischer Raum und es seien x,y € X.
Dann ist Homotopie eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege
von x nach y.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass Homotopie die drei Eigenschaften ei-
ner Aquivalenzrelation besitzt. Es seien «, ,v: [0,1] — X Wege von
x nach y.

(1) T'(t, s) := 7(s) definiert eine Homotopie zwischen ~ und .

(2) Es sei I' eine Homotopie von a nach /3, dann definiert

I(t,s) :=T(t,1 —s)

eine Homotopie von £ nach a.
(3) Es sei I' eine Homotopie von « nach § und A eine Homotopie
von (3 nach v, dann ist

0,1] x [0,1] — X
I'(t,2s), wenn s € [0, %],
(t,5) = { A(t,2s —1), wenn s € (3,1]
eine Homotopie von « nach 7. (Dass diese Abbildung stetig ist
kann man wie in Lemma [7T] leicht nachweisen.)

O

Es sei f:[0,1] — X ein Weg, wir bezeichnen dann mit [f] die Aqui-
valenzklasse von f beziiglich der Aquivalenzrelation, welche durch Ho-
motopie von Wegen definiert ist. Wir nennen dann [f] auch die Homo-
topieklasse von f.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und es seien f, g: [0,1] —
X Wege mit f(1) = g(0). Wir definieren dann das Produkt von f und
g als den Weg f x g, welcher gegeben ist durch

0,1] - X
f(2t), wenn ¢ € [0, 3],
b { g(2t—1), wennt € (3,1].
Es folgt aus Lemma [[T] dass diese Abbildung in der Tat stetig ist.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist also f % g der Weg, bei dem
wir zuerst entlang f und danach entlang g laufen. Damit dies weiterhin
auf dem ‘Zeitintervall’ [0, 1] passiert, miissen wir entlang f und g mit
‘doppelter Geschwindigkeit’ laufen.
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Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 5 bewiesen.

Lemma 7.3. Es seien f, f' : [0,1] = X und g, ¢’ : [0,1] — X homotope
Wege mit f(1) = f'(1) = g(0) = ¢’(0), dann ist der Weg f * g homotop
zum Weg f'x¢'.

Es seien nun [f],[g] zwei Aquivalenzklassen von Wegen auf X mit
f(1) = ¢g(0). Wir definieren dann das Produkt der Aquivalenzklassen
[f] und [g] als

[+ 19l == [f * gl
Nach Lemma hiingt diese Definition nicht von der Wahl der Re-
prasentanten f und g der Aquivalenzklassen ab.

Der folgende Satz besagt nun, dass das Produkt von Aquivalenzklassen
viele Eigenschaften besitzt, welche wir von Gruppen her kennen.

Satz 7.4. Es seien f,g,h: [0,1] = X Wege. Dann gilt:
(1) Wenn f(1) = g(0) und g(1) = h(0), dann gilt P

/] ([g] + [n]) = (IF1 % [g]) * [h].

(2) Firxz € X bezeichnen wir mit e, den durch e,(t) := x definier-
ten konstanten Weg. Dann gilt

lero) * f1=[f] = [f * es)]-

(3) Wir bezeichnen mit f den durch f(t) := f(1 —t) definierten
Weg, dann gilt

[f % F1 = lep)] und [f = f] = [es)].

Beweis. Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis des Satzes beginnen,
machen wir zwei Vorbemerkungen. Es sei dazu ®: Y — Z eine steti-
ge Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Aus den Definitionen
folgen sofort folgende Behauptungen.

(i) Wenn P : [0,1] x [0,1] — Y eine Homotopie fiir zwei Wege
p,q: [0,1] — Y ist, dann ist ® o P : [0,1] x [0,1] — Y eine
Homotopie zwischen den Wegen ® o p, ® 0 ¢: [0,1] — Z.

(ii) Es seien p,q: [0,1] = Y zwei Wege mit p(1) = ¢(0), dann gilt

(Pop)*(Pogq)=Do(f*g).

23 Anders ausgedriickt, die Wege f * (g * h) und (f % g) * h sind homotop. Man
beachte, dass diese Wege im Allgemeinen nicht gleich sind, nachdem beispielsweise

(f * (g+h))(z) = f(1) und ((f = g) * h)(35) = g(1).
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(iii) Es seien p,q: [0,1] = Y := [a, b] Wege mit p(0) = ¢(0) = a und
p(1) = ¢q(1) = b, dann sind p, ¢ homotop als Wege in Y = [a, b].
In der Tat, eine Homotopie ist gegeben durch
P :0,1] x [a,b] — |a,b]
(t,s) = p(t)-s+q(t)- (1 —s).
Wir wenden uns dem eigentlichen Beweis des Satzes zu. Es seien dazu
fyg,h:]0,1] = X Wege.
(2) Wir betrachten

. q: [0,1] — [0, 1]
2t — 1, fiir t € (1,1]

Dann gilt f = fop und e * f = f oq. Nachdem die Wege
p,q: [0,1] — [0,1] nach (iii) homotop, folgt aus (i), dass auch
f = fopund efpp) * f = f o q homotop sind. Wir haben
damit bewiesen, dass [efq) * f| = [f]. Die Behauptung, dass
[f] = [f * ep1y] wird ganz &hnlich bewiesen.

(3) Wir betrachten

. q: 0,1] — [0, 1]
p: [0, 11 : ([)07 1 L gireel, 1,
2—2t, firt € (3,1]

Dann gilt ef) = fop und f * f = foq. Nachdem die Wege
p,q: [0,1] — [0,1] nach (iii) homotop sind, folgt aus (i), dass
auch eggy = fopund f* f = f oq homotop sind. Wir haben

damit bewiesen, dass [ef@)] = [f * f]. Die Behauptung, dass
lef1)] = [f * f] wird ganz dhnlich bewiesen.
(1) Wir nehmen nun an, dass f(1) = ¢g(0) und g(1) = h(0). Wir

betrachten die Abbildung
$:[0,3] - X
f(t),  firte o,
t— < g(t—1), firte(1,2],
h(t —2), fir t € (2,3].

Nach Voraussetzung ist diese Abbildung stetig. Wir betrachten

zudem
p: [0,1] = [0,3] p: [0,1] = [0,3]
. { 2t,  firte[0,1], und . { A, firt € [0,1],
4t — 1, fiir ¢ € (5, 1] 2t + 1, fiir ¢t € (3,1]

Dann gilt f * (gxh) = Popund (fxg) * h = Pog. Nachdem die
Wege p, q: [0,1] — [0, 3] nach (iii) homotop sind, folgt aus (i),
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dass auch f * (gxh) = ®opund (f*g) *x h = Pog homotop sind.
Wir haben damit bewiesen, dass [f] * ([g]*[h]) = ([f]*[g]) * [h].

O

Es sei f:[0,1] — X ein Weg in einem topologischer Raum und es
sei : [0, 1] — [0, 1] eine stetige Abbildung mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1.
Wir sagen, dass der Weg f o p: [0,1] — X aus f durch die Parame-
tertransformation ¢ hervorgeht. In dem Beweis von Satz[[.4l haben wir
implizit folgende Aussage bewiesen:

Lemma 7.5. Es sei f:[0,1] — X ein Weg in einem topologischen
Raum und es sei g: [0,1] — X ein weiterer Weg, welcher aus f durch
eine Parametertransformation hervorgeht. Dann sind f und g homotop.

7.2. Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. In
Satz [[.4l haben wir gesehen, dass das Produkt von Wegen viele Eigen-
schaften einer Gruppe besitzt. Allerdings bilden die Homotopieklassen
von Wegen keine Gruppe, weil im Allgemeinen ihr Produkt nicht de-
finiert ist. Wir beheben das Problem, in dem wir uns von nun an auf
Schleifen konzentrieren.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und zy € X. Eine Schleife
in (X, zo) ist ein Weg f:[0,1] — X mit f(0) = f(1) = zo, d.h. g ist
sowohl der Anfangs- als auch der Endpunkt von f.

Satz 7.6. Es ser X ein topologischer Raum und xq € X . Wir betrachten
m1(X, zo) := { Homotopieklassen von Schleifen in (X, o)}

zusammen mit der Produktabbildung (f,g) — f *g. Dann ist dies eine
Gruppe.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass das Produkt von je zwei Schleifen in
(X, o) definiert ist. Das Produkt von Wegen definiert nach Lemma [I3]
also in der Tat eine Abbildung (X, o) X 7(X, z¢) — m1(X, o). Nach
Satz [T4] (1) erfiillt diese Produktabbildung das Assoziativititsgesetz.
Das triviale Element ist nach Satz [[.4] (2) gegeben durch die Homo-
topieklasse der konstanten Schleife [e,,]. Zudem ist das Inverse der
Homotopieklasse einer Schleife f: [0,1] — X in zy nach Satz [[4] (3)
gegeben durch die durch f(t) := f(1 —t) definierte Schleife. O

Definition. Wir nennen 71 (X, xo) die Fundamentalgruppe von X beziiglich
des Basispunktes xq. Fiir f, g € m (X, x¢) schreiben wir oft fg anstatt

f=g.
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Beispiel. (1) Wir betrachten X = R". Es sei zy € R™ beliebig und
es sei f:[0,1] — R™ eine Schleife in (R", zy). Dann ist
0,1] x [0,1] — R”
(t,s) — f(t)-(1—8)4+x9-s
eine Homotopie zwischen den Schleifen f und e,,. Es folgt also,
dass m (X, z) = 0.
(2) Wir sagen X C R™ ist sternformig, wenn es ein x € X gibt,
so dass fiir alle y € X die Strecke zt + y(1 —¢),t € [0,1] in
X liegt. Beispielsweise sind offene und geschlossene Kugeln und
offene und geschlossene Quader sternférmig. Genau der gleiche
Beweis wie in (1) zeigt, dass die Fundamentalgruppe fiir jedes
sternformige Gebiet trivial ist.

Es sei X ein topologischer Raum und xy € X. Wir sagen eine Schleife
fin (X, zg) ist null-homotop, wenn f ~ e, . Anders ausgedriickt, f ist
null-homotop, wenn f homotop ist zur konstanten Schleife. Es folgt
direkt aus den Definitionen, dass 71 (X, zg) die triviale Gruppe ist (d.h.
nur aus dem trivialen Element besteht), genau dann, wenn jede Schleife
in (X, zg) null-homotop ist.

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 6 bewiesen:

Lemma 7.7. Es sei X ein topologischer Raum und xo € X. Fs sei
p: St — X eine stetige Abbildung mit o(1) = xo. Wir definieren
f(t) == @(e¥™). Dann gilt: die Schileife f in zo ist null-homotop ge-
nau dann, wenn es eine stetige Abbildung ®: D?> — X gibt, so dass
q>|51 = Q.

Wir haben die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes X
beziiglich eines Basispunktes x( eingefiihrt. Wir werden im Folgenden
sehen, dass es oft keinen groflen Unterschied macht, welchen Basispunkt
man wéhlt.

Satz 7.8. Es X ein topologischer Raum und es seien xg, vy € X, welche
durch einen Weg p: [0,1] — X won xy nach xy verbunden sind. Dann

18t
7T1(X,l’1) — 7T1(X,l’0)
/1 = [p*f=D]

ein Gruppenisomorphismus.

24 Wenn (X, z0) die triviale Gruppe ist, dann schreiben wir normalerweise
m1(X,20) = 0. Diese Notation hat sich eingebiirgert, obwohl sie nicht ganz lo-
gisch ist: wir verwenden die multiplikative Notation fiir die Gruppenoperation auf
der Gruppe m1(X,z0), und es wiire daher logischer m (X, x0) = 1 zu schreiben,
wenn die Gruppe 71 (X, o) trivial ist.
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/ n

Zo

ABBILDUNG 12. Schematische Skizze fiir Satz [.8

Beweis. Es X ein topologischer Raum und es seien g, 1 € X, welche
durch einen Weg p: [0,1] — X von z( nach z; verbunden sind. Es sei f
eine Schleife in (X, 7). Dann ist p * f * D offensichtlich eine Schleife in
(X, zp). Aus Lemma und Satz [7.4] folgt, dass die Homotopieklasse
von p *x f % p nur von der Wahl der Homotopieklasse von f abhéngt,
d.h.
O:m(X,x1) — m(X,z0)
[/l = [pxf=Dl

ist eine wohl-definierte Abbildung. Fiir zwei Schleifen f, ¢ in (X, z;)
gilt zudem, dass

O([f]) » ([g])

[px f*D]*[p*g*p]

px fxPxpx*g*pl

= [p*fxey xg*D

= [px(f*g)*p] = O([f *g]).

Wir haben also gezeigt, dass ® ein Gruppenhomomorphismus ist.
In der Tat ist ® sogar ein Gruppenisomorphismus, nachdem eine
Umkehrabbildung gegeben ist durch

U 7T1(X, ZL’(]) — 7T1(X, ZL’l)
[f] = [p*f=pl

—

Wir erhalten folgendes Korollar:

BWarum ist ® o ¥ die Identitéit auf m (X, z0) und ¥ o & die Identitit auf
T (X,.Il)?
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Korollar 7.9. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum
und es seien xg,x1 € X. Dann gilt

7T1(X7 .fIJ'(]) = ﬂ-l(Xa ZI}'1>-

Wenn X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum ist, dann
besagt das Korollar, dass der Isomorphietyp der Fundamentalgruppe
nicht von der Wahl des Basispunktes abhéngt. Wir bezeichnen dann
manchmal mit 71 (X') den Isomorphietyp der Fundamentalgruppe.

Definition. Es sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum,
wenn 71 (X) = {0} P9, dann sagen wir, dass X einfach zusammenhingend
ist.

Folgendes Lemma werden wir in den Ubungen beweisen:

Lemma 7.10. FEs sei X ein einfach zusammenhdngender topologischer
Raum. Es seien P,Q) € X. Dann sind alle Wege von P nach () homotop
zueinander.

Wir haben schon gesehen, dass R™ einfach zusammenhéngend ist.
Der gleiche Beweis zeigt auch, dass jede offene oder geschlossene Kugel
in R™ einfach zusammenhéngend ist. Die folgende Aussage ist schon
etwas interessanter:

Satz 7.11. Es sein > 2, dann ist S™ einfach zusammenhdngend.

Beweis. ] Es sei zg # (£1,0,...,0) € S™ ein Basispunkt. Wir betrach-
ten

N:=(0,...,0,1),S:=(0,...,0,—=1) und U := S™\ N,V := 5"\ S.

Dann sind U und V' homomorph zu einer offenen n—Kugel, also einfach
zusammenhéngend.
Wir sagen eine Schleife v: [0, 1] — S™ in x¢ hat Komplezitit k, wenn
es
0:t0<t1<"'<tk_1<tk:1,
gibt so dass gilt:

26Nachdem X ein wegzusammenhiingender topologischer Raum ist es egal, wel-
chen Basispunkt wir betrachten.

2THier ist ein ganz kurzer “Beweis”: Es sei 2o € S™ und f: [0,1] — S™ eine
Schleife in xp. Wir miissen zeigen, dass f null-homotop ist. Nachdem n > 2 und
nachdem [0, 1] ein-dimensional ist, existiert ein Punkt P € S™, welcher nicht im Bild
von f liegt. Dann ist S™ \ { P} homomorph zu einer offenen Kugel. Nachdem jede
offene Kugel einfach zusammenh#ngend ist, konnen wir in der Kugel eine Homotopie
von f zu ey, finden. Es folgt, dass f null-homotop in der Kugel, also auch null-
homotop in S™ ist.
Dummerweise hat der Beweis einen Fehler. Wo ist wohl der Fehler?
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(1) fiirjedesi € {1,...,k—1}ist v([t;, tiy1]) C U oder y([t;, tir1]) C
v,
(2) fiir jedes ¢ € {1,...,k} ist y(t;) # S und ~(t;) # N.

Behauptung. Zu jeder Schleife v in xy gibt es ein £ € N, so dass v
Komplexitat k besitzt.

Es sei {U; }ie;r die Menge der Komponenten von f~1(U) C [0, 1] und
es sei {V;},es die Menge der Komponenten von f~'(V) C [0,1]. Es ist
also

{Uitier U {Vj}jes

cine offene Uberdeckung von [0, 1]. Nachdem [0, 1] kompakt ist, gibt es
endliche viele Indizes iy, ...,4, und ji,..., Js, so dass

0,1]=U,U---UU;, UV;, U---UV,.
Es gibt daher

0:t0<t1<"'<tk_1<tk:1,
so dass gilt:

(1) Fiir jedes | € {1,...,k — 1} liegt [t;,t;+1] in einer der offenen
Mengen U;,, ..., U; , V..., V..
(2) Fiir jedes i € {1,...,k} ist v(t;) # S und ~(t;) # N.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

\\
7 T N7 117

b1 te, ..t

Zl,...

jl"" ]S

ABBILDUNG 13. Bestimmung der ¢4, ..., 1.

Wir kénnen jetzt den Satz beweisen:

Behauptung. Es sei v: [0,1] — S™ eine Schleife in (5™, x). Dann ist
null-homotop.
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Wir beweisen die Behauptung mithilfe von Induktion nach der Kom-
plexitit von v. Wenn die Komplexitét eins betrigt, dann gilt v([0, 1]) C
U, aber nachdem U einfach zusammenhéngend ist, folgt, dass v null-
homotop ist.

Es sei nun & > 1. O.B.d.A. nechmen wir an, dass y([tx—1,%]) C
U. Nachdem U einfach zusammenhéngend ist folgt aus Lemma [Z.10]
dass alle Wege von v(t;_1) nach () homotop sind. Wir kénnen also
nach Ubungsblatt 6 den Weg Y([tk—1,tx]) durch einen dazu homotopen
Weg ersetzen, welcher N nicht trifft. Der neue Weg liegt also fiir ¢ €
[tk—2,tx] in V. Dies zeigt, dass 7 homotop ist zu einer Schleife der
Komplexitdat & — 1. Eine solche Schleife ist jedoch null-homotop nach
Induktionsvoraussetzung, also ist auch v null-homotop. 0

Die Motivation fiir die Fundamentalgruppe war, dass uns diese erméglichen
soll, topologische Rédume zu unterscheiden. Es ist also etwas enttduschend,
dass alle unsere bisherigen Beispiele einfach zusammenhéngend sind.
Anderseits erscheint es ziemlich offensichtlich, dass die Schleife

v:[0,1] — St
t — (cos(2nt),sin(27t))

nicht null-homotop ist. Es besteht also Hoffnung, dass m;(S') # 0.
Der Beweis dieser Aussage ist allerdings nicht trivial, und wird erst im
iibernéchsten Kapitel erfolgen.

8. KATEGORIEN

8.1. Definition und Beispiele.

Definition. Eine Kategorie C' besteht aus folgenden Daten:

(1) Einer Klasse Ob(C') von mathematischen Objekten, welche die
Objekte der Kategorie genannt werden,

(2) zu jedem Paar (X, Y’) von Objekten gibt es eine Menge Mor(X,Y),

(3) zu je drei Objekten X, Y und Z gibt es eine Abbildung

Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z2)
(f,9) = gof
so dass folgende Axiome erfiillt sind:

(K1) (Assoziativitét): Es seien f € Mor(W, X), g € Mor(X,Y)
und h € Mor(Y, Z), dann gilt

(hog)of=hol(gof)
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(K2) (Identitéit): Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus
idy € Mor(X, X) mit der Eigenschaft, dass gilt

idyof = f firalle f € Mor(Z,X), und
foidy = f firalle f € Mor(X,Y).

Die Abbildung Mor(X,Y) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z) wird, wie die
Notation schon suggestiert, die Verkniipfungsabbildung genannt.

Beispiel. (a) Wir nennen die Kategorie C' mit
Ob(C) := alle Mengen,
Mor(X,Y) := alle Abbildungen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie
aller Mengen.
(b) Wir nennen die Kategorie C' mit

Ob(C) := alle Mengen,
. idy, wenn X =Y
Mor(X,Y) := { 0. wenn X £ Y.

Die Verkniipfungsabbildung muss nur definiert werden, wenn
X =Y = Z, und in diesem Fall definieren wir idy oidy := idy.
Man kann sich nun leicht davon vergewissern, dass dies eine
Kategorie definiert.

(c) Es sei K ein Kérper. Wir nennen die Kategorie C' mit

Ob(C) := alle K-Vektorraume,
Mor(X,Y) := Homg(X,Y) = alle Homomorphismen von X nach Y,

mit der {iblichen Verkniipfung von Homomorphismen die Kate-
gorie der K-Vektorrdume.
(d) Wir nennen die Kategorie C' mit

Ob(C) := alle Gruppen,
Mor(X,Y) := Hom(X,Y) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Gruppenhomomorphismen
die Kategorie der Gruppen.
(e) Wir nennen die Kategorie C' mit

Ob(C) := alle topologischen Raume,
Mor(X,Y) := C(X,Y) := alle stetigen Abbildungen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie
der topologischen Rdume.
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(f) Ein punktierter topologischer Raum ist ein Paar (X, xq), wobei
X ein topologischer Raum ist und zy € X. Wir nennen die
Kategorie C' mit

Ob(C) := alle punktierten topologischen Raume,
_ alle stetigen Abbildungen f von X nach Y
MOI"((X, [L’()), (K yO)) T mit f(l.o) = 1
mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie
der punktierten topologischen Rdume.
Es gibt allerdings auch ‘exotischere Beispiele’.

(g) Es sei G eine beliebige Gruppe. Wir betrachten

Ob(C) := {eine Menge mit einem einzigen Element *},
Mor(x,*%) = G.

Wir definieren dann
Mor (%, %) x Mor(*, ) — Mor(x, *)
(f,9) = gof: =gf

mittels der Gruppenstruktur auf Mor(x,*) = G. Die Axiome
einer Kategorie folgen dann aus den Gruppenaxiomen von G.

Der Name ‘Morphismen’ suggestiert, dass es sich bei Morphismen um
Abbildungen handelt. Dies ist aber nicht notwendigerweise der Fall, wie
wir im folgenden Kapitel sehen werden.

8.2. Homotope Abbildungen. In diesem Kapitel werden wir eine
Kategorie einfiihren, bei denen die Morphismen nicht mehr Abbildun-
gen sind. Wir brauchen dazu allerdings noch ein paar Definitionen.

Definition. Es seien fy, f1 : X — Y zwei stetige Abbildungen zwischen
topologischen Raumen. Eine Homotopie zwischen den stetigen Abbil-
dungen fo und fi ist eine stetige Abbildung

F:Xx[0,1—Y,
so dass
F(x,0) = fo(z) und F(z,1) = fi(x) fiir alle x € X.

Wenn eine Homotopie zwischen fy und f; existiert, dann sagen wir,
dass fo und f; homotop sind und wir schreiben fy ~ f;.

Bemerkung. Es seien 7,71 : [0,1] — X zwei Wege in einem topolo-
gischen Raum, mit gleichem Anfangspunkt P und gleichem Endpunkt
Q. In Kapitel [[1] hatten wir gesagt, dass 79 und ~; homotope Wege
sind, wenn es eine stetige Abbildung I' : [0, 1] x [0,1] — Y gibt, so dass
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T(t,0) = o(t) und D(t, 1) = 7,(¢) fiir alle ¢ € [0, 1],

(i)
['0,s) = P und I'(1,s) = Q fiir alle s € [0, 1].
Wenn wir nun sagen, dass v und v; homotope Abbildungen sind, dann
verlangen wir nur die Existenz einer Abbildung, welche (i), aber nicht
notwendigerweise (ii) erfiillt. Wie wir in Ubungsblatt 6 sehen werden,
macht dies einen groflen Unterschied. Normalerweise ist es vom Kontext
her offensichtlich, mit welcher Definition von Homotopie wir arbeiten.

Beispiel. Alle stetigen Abbildungen von einem topologischen Raum X
nach R” sind homotop. In der Tat, seien f,g: X — R" stetige Abbil-
dungen, dann ist eine Homotopie definiert durch

H:XxI — Y
(z,t) = fl@)(1—1)+glo)t
In Lemma hatten wir gezeigt, dass die Homotopie von Wegen

eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege von z nach y bildet.
Ganz analog zeigt man folgendes Lemma:

Lemma 8.1. Es seien X und Y topologische Riume. Die Homoto-
pie von Abbildungen bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
stetigen Abbildungen von X nach'Y .

Wir bezeichnen im Folgenden mit [f] die Aquivalenzklasse einer ste-
tigen Abbildung f: X — Y, und wir bezeichnen [X,Y] die Menge der
Aquivalenzklassen von stetigen Abbildungen von X nach Y. Folgendes
Lemma wird in Ubungsblatt 6 bewiesen.

Lemma 8.2. Es scien X,Y und Z topologische Riume. Es seien f, [ :
X =Y undg,q :Y — Z homotope stetige Abbildungen, dann ist auch
fog homotop zu f'og'.

Es folgt nun, dass

Ob(C) := alle topologischen Raume,
Mor(X,Y) = [X,Y]

mit der Verkniipfung

Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z2)
([£1 lg]) = [fod]

eine Kategorie bildet.
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8.3. Funktoren.

Definition. Es seien C' und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor I :
C' — D besteht aus einer Abbildung

F : Ob(C) — Ob(D)
und fiir alle X, Y € C gibt es zudem eine Abbildung
Mor(X,Y) — Mor(F(X), F(Y)),

so dass folgende Axiome erfiillt sind
(F2) fiir ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt
F(o¢)=F(yp)o F(¢).

Beispiel. (1) Es sei C' die Kategorie der reellen Vektorraume und
es sei W ein Vektorraum, dann ist
F:0b(C) — Ob(C)
V' +— Homg(W,V),

zusammen mit den Abbildungen

Mor(U, V) + Mor(F(U), F(V))
Hom(W,U) — Hom(W,V)

(¢:U%V)r—>< f oo bof )

ein kovarianter Funktor. ] Wir konnen dies wie folgt illustrie-
ren:

X y Z
3 3 ;
Hom(W, X) —“L Hom(W, Y) 2L Hom(W, 2)

(2) Essei V die Kategorie der reellen Vektorrdaume und es sei G die
Kategorie der Gruppen, dann ist

F:0b(V) — Ob(G)
o U aufgefasst als abelsche Gruppe
bzgl. der Addition,

28In der Tat, denn sei ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y,Z) und es sei f &
hom(W, X), dann gilt

F§og)(f) = (Vo) (f) = tho(gof) = voF(9)(f) = F($)(F(9)(f)) = (F(¥)oF(4))(f).
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zusammen mit den Abbildungen
Mor(U, V) + Mor(F(U), F(V))
¢ = ¢

ein kovarianter Funktor.

Definition. Es seien C' und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor
F: C — D besteht aus einer Abbildung

F : Ob(C) — Ob(D)
fiir alle X, Y € C gibt es zudem eine Abbildung
Mor(X,Y) — Mor(F(Y), F(X))
so dass folgende Axiome erfiillt sind
(F1) F(idx) = idp(x) fiir alle X € Ob(C),
(F2) fiir ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt
F(po¢)=F(p)o F(¢).

Der Unterschied zur Definition eines kovarianten Funktors liegt dar-
in, dass sich die Reihenfolge von F'(1) und F(¢) umgedreht hat. Dies
erscheint sehr unnatiirlich auf den ersten Blick, dies kommt aber durch-
aus desofteren vor, wie wir jetzt in den Beispielen sehen werden.

Beispiel. (1) Es sei C die Kategorie der reellen Vektorraume. Dann
ist

F:0b(C) — Ob(C)
V +— V*: = Homg(V,R) := Dualraum von V/,

zusammen mit den Abbildungen

Mor(U, V) Mor(V*, U*)
001y e (HomVR) = o))

ein kontravarianter Funktor. Fiir einen Homomorphismus
@: U — V bezeichnen wir mit ¢*: V* — U* die oben definierte
duale Abbildung. Die Axiome eines kontravarianten Funktors
besagen dann, dass

id* = id
(Yog) = ¢ oy
29In der In der Tat, denn sei ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y,Z) und es sei
f € hom(Z,W), dann gilt
F(yod)(f) = fo(vog) = (fov)od = F(¥)(f)o¢ = F(9)(F(¥)(f)) = (F(#)oF () (f)-
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(2) Es sei C die Kategorie der reellen Vektorraume und es sei W
ein Vektorraum, dann ist

F:0b(C) — Ob(C)
V' +— Homg(V, W),

zusammen mit den Abbildungen

Mor(U, V) + Mor(F(V), F(U))
Hom(V, W) — Hom(U, W
(p: U —=V) — ( ( ]2|—>fo¢( )>
ein kontravarianter Funktor. Wir kénnen dies wie folgt illustrie-
ren:
X ’ % u Z
! ! 4
{ !
v v v
Hom(X, W) 7y Hom(Y, W) y Ty Hom(Z, W)

(3) Es sei T' die Kategorie der topologischen Raume und es sei V'
die Kategorie der reellen Vektorrdume, dann ist

F:0Ob(T) — Ob(V)
X = C(X,R) := stetige reell-wertige Funktionen auf X,

zusammen mit den Abbildungen
Mor(X,Y) —  Mor(C(Y),C(X))
(p: X =Y) — (CY} ?O);) )

8.4. Die Fundamentalgruppe als Funktor. Jetzt nach dem langen
Ausflug in die Kategorientheorie kehren wir zuriick zu den Fundamen-
talgruppen.

Es sei f: X — Y ein stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen und es sei zy € X ein Basispunkt. Es sei v: [0,1] — X ei-
ne Schleife im Punkt z(, dann ist y o f: [0,1] — Y eine Schleife im
Punkt f(xg). Aus dem Beweis von Satz [[4] (i) und (ii) folgt, dass

f*Z7T1(X,SL’0> — 7T1(Y,f(.§(30))
] = [fen]

eine wohl-definierte Abbildung ist, d.h. f.([7y]) ist unabhéngig von der
Wahl des Repréasentanten der Homotopieklasse von Schleifen, und dass

U

ein kontravarianter Funktor.
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f+« ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir nennen f, die von f indu-
zierte Abbildung. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

(idx). = idr (x), fiir alle punktierten Paare (X, x),

B fiir alle stetigen Abbildungen f: (X, zo) — (Y, o)
(Fogh = Fote und g: (vig) = (Z.0)

Wir kénnen diese Beobachtungen auch wie folgt in einem Satz zusam-
menfassen:

Satz 8.3. Es seiT' die Kategorie der punktierten topologischen Rdumen
und G die Kategorie der Gruppen. Dann ist
Ob(T) — Ob(G)
(X,SL’(]) — 7T1(X,.§L’0)
zusammen mit den Abbildungen
C((X,20), (Y,y0)) — Hom(m (X, o), ™ (Y, v0))
[ = L

ein kovarianter Funktor.

Bemerkung. Die algebraische Topologie als Spezialgebiet der Topologie
beschiftigt sich mit den Funktoren von der Kategorie der (punktier-
ten) topologischen Rdumen in die Kategorie der Gruppen oder Vek-
torrdume. Wichtige Beispiele sind:

(1) Die Fundamentalgruppe,
(2) die hoheren Homotopiegruppen,
(3) die Homologiegruppen, und die
(4) Kohomologiegruppen.
Die ersten 3 Funktoren sind kovariant, der letzte Funktor ist kontrava-
riant.
Folgenden Satz werden wir in Ubungsblatt 7 beweisen:

Satz 8.4. Es seien A und B topologische Rdume und ay € A und
by € B. Wir betrachten
fiA - AxB g:B — AxB
o = (@b T b S (a0 b).
Dann ist
71 (A, ag) X 7 (B, by)
(z,y)
ein Gruppenisomorphismus.

— 7T1(A X B, (CLQ, bo))
= fu(@) - 9:(y)

Kurz gesagt, die Fundamentalgruppe des Produktes zweier topolo-
gischer Raume ist das Produkt der Fundamentalgruppen.
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9. FUNDAMENTALGRUPPEN UND UBERLAGERUNGEN

Wir haben jetzt die Theorie der Fundamentalgruppen entwickelt.
Dummerweise fehlt uns noch der Beweis, dass es iiberhaupt einen to-
pologischen Raum mit nichttrivialer Fundamentalgruppe gibt. Wir wer-
den jetzt verschiedene Fundamentalgruppen mithilfe von Uberlagerungs-
theorie bestimmen.

9.1. Uberlagerungen.

Definition. Es p: X — B eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Rédumen.

(1) Wir sagen U C B ist gleichmdfiig iiberlagert, wenn p~(U) die
Vereinigung von disjunkten offenen Teilmengen {V;};c; ist, mit
der Eigenschaft, dass die Einschriankung von p auf jede Teil-
menge V; ein Homéomorphismus ist.

(2) Wir sagen f ist eine Uberlagerung, wenn es zu jedem x € B eine
offene Umgebung U gibt, welche gleichméflig iiberlagert ist.

Wir betrachten jetzt mehrere Beispiele von Uberlagerungen, manche
davon haben wir auch schon friither gesehen

(a) Die Abbildung
p:R*"xXZ — R"
(v,k) — v
ist eine Uberlagerung. In der Tat, jede Teilmenge von R” ist
gleichméfig iiberlagert.
(b) Die Abbildung
p: R — St
p = (cos(p),sin(p))

ist eine Uberlagerung. In der Tat, sei P = (cos(i),sin(p)) € S,
wir betrachten dann

U = {(cos(a),sin(a)) |a € (p — g, v+ g)}

Dann ist

B T T
pH(U) == Uiez(¢—§+2,¢+§+2),

:‘/1

7

und fiir jedes ¢ € Z ist die Einschrankung von p auf V; — U ein
Homd&omorphismus.
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(c) Wir betrachten

H = {(rcos(t),rsin(t),t)|r € (1,2) und ¢t € R}
R = {(rcos(t),rsin(t))|r € (1,2) und t € R}.
Dann ist
p:H — B

(rcos(t),rsin(t),t) +— (rcos(t),rsin(t))

eine Uberlagerung. Diese wird in Abbildung [I4] illustriert. Der
Beweis ist dhnlich wie in Beispiel (b).

{Vitier

lp

ABBILDUNG 14. Schematisches Bild der Uberlagerung
p: H— R.
(d) Die Abbildung
p:R* — R"/Z"
x = x4+ 2"
ist eine Uberlagerung. In der Tat, denn sei
[z] = [(x1,...,2,)] € R"/Z".
Wir betrachten

1
W = {(yl,...,yn)||yi—x,~|<§}CR”

und wir setzen V' := p(W). Dann ist V eine offene Umgebung
von [z], nachdem p eine offene Abbildung ist (sieche Lemma [5.2).

Dann ist
P = S ),

YAl
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und fiir jedes ¢ ist die Einschréinkung von p auf W +4i C R” ein
Homdoomorphismus.

(e) In Ubungsblatt 7 werden wir sehen, dass fiir jedes n die Abbil-
dung

p:S" — RP"=S5"/x~—x
x — {x,—x}

eine Uberlagerung ist.
(f) Wir betrachten R? und es sei

B:={(a,b) xy|a,b,y € R}.

(D.h. die Mengen in B bestehen aus offenen Intervallen in den
Geraden R xy, y € R.) Dann besitzt B die Basiseigenschaft und
wir betrachten in diesem Beispiel die von B erzeugte Topologie
R auf R?. Dann werden wir in den Ubungen sehen, dass

(R*,7) — (R, Standardtopologie)
(z,y) =

eine Uberlagerung ist.

In Ubungsblatt 7 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 9.1. Es sei p: X — B eine Uberlagerung, wobei B ein zu-
sammenhdngender topologischer Raum ist. Nehmen wir an, es gibt ein

EE B, so dass p~(b) eine endliche Menge von Punkten ist, dann gilt

H#p~ 1 (b) = #p~'(¢) fir alle b, c € B.

Es sei p: X — B eine Uberlagerung eines zusammenhéngenden to-
pologischen Raums ist. Wenn es ein x € B gibt, so dass p~!(z) eine
Menge von n Punkten ist, dann sagen wir, dass p eine n-fache Uber-
lagerung von B ist. Es folgt aus Lemma [0.T], dass diese Definition nicht
von der Wahl von x abhéngt.

Beispiel. Wir betrachten S = {z € C||z| = 1} als Teilmenge von C,
dann ist
p: St — St
z = 2"

30Wenn wir schreiben S"/x ~ —x, dann meinen wir wirklich die kleinste
Aquivalenzrelation auf S™ fiir die gilt x ~ —z fiir alle z € S™.

31Piir eine endliche Menge M bezeichnen wir hierbei mit #M die Anzahl der
Elemente.



74 STEFAN FRIEDL

eine n-fache Uberlagerung. In der Tat, denn sei z = 2™ € S! gegeben,
dann hat

, 1 1
U= {¥ g € (o= 5.0+ )

die gewiinschte Eigenschaft. In der Tat, denn dann ist

: 1 1 E 1 1 k
PO = U e (S(p - 5)+ (et 5) + ),

und die Einschrénkung von p auf jede Menge V; ist ein Homéomorph-
ismus.

Ein besonders wichtiges Beispiel fiir Uberlagerungen ist durch dis-
krete Gruppenoperationen gegeben. Wir fassen dies in einem Lemma
zusammen:

Lemma 9.2. Es sei X ein topologischer Raum zusammen mit einer
diskreten stetigen Operation durch eine Gruppe G. Dann ist die kano-
nische Projektion p: X — X /G eine Uberlagerunyg.

_ Dieses Lemma impliziert insbesondere, dass die Beispiele (d) und (e)
Uberlagerungen sind. Man kann es auch verwenden, um zu zeigen, dass
die Beispiele (b) und (c¢) Uberlagerungen sind.

Beweis. '] Es G eine Gruppe, welche diskret auf einem topologischen
Raum X operiert. Es sei nun [z] € X/G. Nachdem die Gruppenopera-
tion diskret ist, gibt es eine offene Umgebung V von = € X, so dass

VNgV =0 fiir alle g # e.

Wir setzen U := p(V). Dann ist p~'(U) die disjunkte Vereinigung von
den offenen Teilmengen 1 gV, g € G. Die Abbildung p, eingeschrinkt
auf eine Teilmenge gV, ist eine stetige, bijektiv Abbildung gV — U,
welche nach Lemma zudem offen ist. Die Abbildung ist daher ein
Homdoomorphismus. Wir sehen also, dass U gleichméflig iiberlagert ist.
Wir haben damit bewiesen, dass die kanonische Projektion p: X —
X/G eine Uberlagerung ist. O

Wir sagen eine Abbildung f: X — B zwischen topologischen Réumen
ist ein lokaler Homdomorphismus, wenn es zu jedem x € X eine offene
Umgebung U gibt, so dass die Einschrankung von f auf U ein Homé6o-
morphismus ist.

32Beim durcharbeiten des Beweises kann es hilfreich sein beispielsweise Beispiel
(d) im Hinterkopf zu behalten.

33Warum folgt aus V N gV = 0 fiir alle g # e, dass gV N AV = 0 fiir alle g # h.

3 Warum ist die Abbildung bijektiv?
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Folgender Satz wird in Ubungsblatt 7 bewiesen:

Satz 9.3. Es sei f: X — A eine Uberlagerung. Dann gilt:
(1) f ist ein lokaler Homdomorphismus,
(2) fiir jedes U C A ist die Einschrinkung von p auf p~*(U) — U
eine Uberlagerunyg.
(3) Es sei g: Y — B eine weitere Uberlagerungen. Dann ist

fxg: XxY — AxB
(z,y) = (f(x),9(y))

eine Uberlagerung.

Die Tatsache, dass eine Uberlagerung p: X — B ein lokaler Homoo-
morphismus ist besagt insbesondere, dass jeder Punkt in X eine Um-
gebung hat, welche homéomorph zu der Umgebung eines Punktes in B
ist. Aus den Definitionen folgt nun leicht folgendes Lemma:

Lemma 9.4. Es seip: X — B eine Uberlagerung einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit B, dann ist auch X eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit.

9.2. Das Hochheben von Wegen.

Definition. Es sei p: X — B eine stetige Abbildung zwischen topolo-
gischen Réumen und es sei f: [a,b] — B ein Weg. Es sei x € X ein
Punkt mit p(z) = f(a). Eine Weg g: [a,b] — X heifit eine Hochhebung
von f zum Anfangspunkt x, wenn g(a) = x und wenn po g = f, d.h.
wenn das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert:

e
p
y LB
Beispiel. (1) Wir betrachten
p: R — St
t — (cost,sint)

und
Sl
(cos(2t), sin(—2t)),

f:[0,0] —
t —
dann ist
g:10,] — R
t — =2t
eine Hochhebung von f zum Anfangspunkt 0. Wenn b = m,
dann ist f eine Schleife in (S',1), aber die Hochhebung ist

keine Schleife in (R, 0).
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(2) In Abbildung [3lillustrieren wir das Hochheben eines Weges in
der Uberlagerung p : H — R, welche wir im vorherigen Kapitel
studiert hatten.

o1 —— 7

ABBILDUNG 15. Schematisches Bild einer Hochhebung
eines Weges.

Satz 9.5. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das Hochhe-
ben von Wegen Es scip: X — B eine Uberlagerung. Es sei f: [0,1] —
B ein Weg. Dann gibt es zu jedem x € X mit p(x) := f(0) genau eine
Hochhebung g: [0,1] — X mit Anfangspunkt x.

Beweis. Bs sei p: X — B eine Uberlagerung, es sei f: [0,1] — B ein
Weg und es sei x € X mit p(z) := f(0).

(Existenz). Wir zeigen zuerst die Existenz einer Hochhebung von f
zum Anfangspunkt x. Wir betrachten

T := {sG[O,lH

Man beachte, dass T' nichtleer ist, da 0 die gewiinschte Eigenschaft
besitzt. Wir setzen t := sup(7’). Wir wollen zeigen, dass ¢ = 1, und dass
t € T'. Es geniigt zu zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass [t,t+¢)N[0, 1]
noch in 7" liegt.

Wir betrachten b := f(¢) und wir bezeichnen mit ¢: [0,t) — X
die Hochhebung von f zum Anfangspunkt z. Nachdem p eine Uber-
lagerung ist existiert eine offene Umgebung U von b € B, welche
gleichméBig iiberlagert ist. Zur Erinnerung, dies bedeutet, dass p~*(U)
die Vereinigung von disjunkten offenen Teilmengen {V;}.cs ist, mit der

es gibt eine Hochhebung von f|j
zum Anfangspunkt x



TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2012 7

Eigenschaft, dass die Einschrinkung von p auf jede Teilmenge V; ein
Homo6omorphismus ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢t > 0. Nachdem U offen ist, und
nachdem f stetig ist, existiert ein € > 0, so dass f((t—¢,t+¢)N[0,1]) C
Uund (t—e,t] C [0, 1]. Es gibt nun genau ein i € I, so dass g(t—35) € Vi.
Wir bezeichnen mit p;: V; — U den Homéomorphismus, der durch die
Einschrinkung von p auf V; gegeben ist.

Wir betrachten nun

hi[0,t+2)N[0,1] — X
g(s), wenn s € [0, — 5],

5 pi ' (f(s)), wenns€ (t—5,t+e)N[0,1].

Mithilfe von Lemma [ZI] siecht man nun leicht, dass dies in der Tat eine
Hochhebung von f ist.

Wir betrachten nun noch den Fall, dass t = 0. Der Beweis ist ganz
dghnlich zum Fall ¢ > 0. Nachdem U offen ist, und nachdem f stetig ist,
existiert ein € > 0, so dass f([0,¢)) C U. Es gibt nun genau ein i € I,
so dass x € V;. Wir bezeichnen mit p;: V; — U den Hombomorphismus,
der durch die Einschrankung von p auf V; gegeben ist. Wir betrachten
nun

h:[0,t+¢)N0,1] — X
s = prf(s)).

Dies ist eine Hochhebung von f.

(Eindeutigkeit) Der Beweis der Eindeutigkeit der Hochhebung ist &hnlich
zum Beweis der Existenz. Nehmen wir also an, es seien g, h: [0,1] — X
Hochhebungen von f zum Anfangspunkt z. Wir betrachten

T :={s€0,1]]| g(t) = h(t) fiir alle ¢t € [0, s]}.

Man beachte, dass 0 € T, d.h. T" ist nichtleer. Wir setzen ¢ := sup(7T).
Wir wollen zeigen, dass ¢t = 1, und dass t € T". Es geniigt wiederum zu
zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass [t,t +¢) N[0, 1] noch in T liegt.

Wir betrachten b := f(t). Nachdem p eine Uberlagerung ist existiert
eine offene Umgebung U von b € B, welche gleichméaflig iiberlagert.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢t > 0. Nachdem U offen ist, und
nachdem f stetig ist, existiert ein € > 0, so dass f((t—¢,t+¢)N[0,1]) C
Uund (t—e,t] C [0, 1]. Es gibt nun genau ein i € I, so dass g(t—35) € Vi.
Wir bezeichnen mit p;: V; — U den Homéomorphismus, der durch die
Einschréinkung von p auf V; gegeben ist.

Nachdem g(t—5) = h(t—5) folgt, dass auch h(t—5) € V;. Dann folgt
aber auch, dass g(s) € V; und h(s) € V; fiir alle s € (t —e,t +¢)N 1.
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Es folgt aus den Definitionen, dass

g(s) = p; ' (f(s)) und h(s) = p; ' (f(s))
fir alle s € (t —e,t+¢)N0,1]. D.h. [t,t +¢) N[0, 1] liegt auch in 7T
Der Fall, t = 0 wird ganz analog bewiesen. Wir {iberlassen diesen
Fall als freiwillige Ubungsaufgabe. O

9.3. Das Hochheben von Homotopien. Im letzten Kapitel haben
wir gesehen, dass sich Wege immer hochheben lassen. In diesem Kapitel
wollen wir der Frage nachgehen, ob die Hochhebungen von homotopen
Wegen auch weiterhin homotop sind.

Wir erweitern dazu den Begriff einer Hochhebung im Folgenden et-
was.

Definition. Es sei p: X — B eine Uberlagerung und es sei f: Y — B
eine stetige Abbildung. Eine stetige Abbildung f: Y — X heifit eine
Hochhebung von f, wenn po f = f, d.h. wenn das folgende Diagramm

von Abbildungen kommutiert:
f/’ l
p
f

Y — B.

Satz 9.6. Es scip: X — B eine Uberlagerung und f:Y x [0,1] — B
eine stetige Abbildung. Es sei f: Y x 0 — X eine Hochhebung von
flyxo. Es sei

fY x[0,1] =X
die eindeutig bestimmte Abbildung die gegeben ist in dem wir fir jedes
yeY den Wegt— f(y,t) zum Anfangspunkt f(y) hochheben. Dann
ist die Abbildung f:Y x [0,1] — X stetig.

Bevor wir Satz beweisen formulieren wir noch folgendes Lemma,
welches ganz dhnlich wie Lemma bewiesen wird.

Lemma 9.7. Es sei p : X — B eine Uberlagerung, es sei U C B
eine gleichmdfig iiberlagerte offene Menge. Es ist also p~*(U) die Ver-
einigung von disjunkten offenen Teilmengen {V;}icr ist, mit der Ei-
genschaft, dass die Einschrinkung von p auf jede Teilmenge V; ein
Homédomorphismus ist. Es sei f:Y — U C B eine stetige Abbildung
und es sei f: Y — p~Y(U) C X eine Hochhebung von f. Wenn Y

zusammenhdngend ist, dann gibt es ein i € I, so dass f(Y) C V;.
Wir kénnen jetzt Satz [0.6 beweisen.
Beweis von Satz[9.0. Wir beginnen mit folgenden Definitionen:
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ABBILDUNG 16. Schematisches Bild fiir die Hochhebung
einer Homotopie.

(1) Eine gute Menge U x I besteht aus einer Menge U C Y und
einem offenen Intervall B I C [0, 1], so dass f(U,I) in einer
gleichméfig iiberlagerten Teilmenge von B liegt.

(2) Wir sagen eine gute Menge U x [ ist sehr gut, wenn es ein t € I
gibt, so dass

v — X
x o fa,t)
stetig ist.

(3) Es sei y € Y und ¢ € [0,1]. Eine (sehr) gute Umgebung U x I
ist eine (sehr) gute Menge U x [ mit y € U und t € [I.

Es folgt leichtPd aus der Stetigkeit von f und der Uberlagerungseigenschaft
von p: X — B, dass jeder Punkt (y,t) eine gute Umgebung besitzt.

Behauptung. Es sei U C Y offen und I C 0, 1] ein offenes Intervall, so
dass U x I sehr gut ist. Dann ist f stetig auf ganz U x [.

Es sei U C Y offen und I C [0, 1] ein Intervall, so dass U x I gut ist,
d.h. es gibt ein ¢ € T" gibt, so dass

U —- X
y = [yt
35Wir sagen A C [0,1] ist ein offenes Intervall, wenn A ein Intervall ist, und
wenn A offen beziiglich der Teilraumtopologie von [0, 1] ist. D.h. A = (a,b), oder

A =[0,a) oder A= (b,1] oder A =[0,1] fiir a,b € [0,1].
36Warum folgt dies?
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X
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Y\l f Al \
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0 | 1 gleichméafig
I iiberlagert

Ausschnitt von B

ABBILDUNG 17. Schematisches Bild einer guten Umgebung.

stetig ist.

Es geniigt die Aussage fiir die Zusammenhangskomponenten von U
zu zeigen. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, dass U selber schon
zusammenhéngend ist.

Nach Voraussetzung existiert eine gleichméfig iiberlagerte Teilmenge
W C X, sodass f(Ux I) C W. Nachdem U x I zusammenhéngend
ist, konnen wir auch 0.B.d.A. annehmen, dass W zusammenhéingend
ist. Nachdem W gleichmiflig iiberlagert ist, ist p~1 (W) die Vereinigung
von disjunkten offenen Teilmengen {V;};c;, mit der Eigenschaft, dass
die Einschrankung von p auf jede Teilmenge V; ein Homoomorphismus
ist.

Wir wéhlen nun ein y € U. Es sei ¢ € I, so dass f(y,t) e V.
Wir werden jetzt zeigen, dass f(U x I) C Vi. In der Tat, nachdem W
zusammenhingend ist und nachdem z — f (z,t) stetig auf U ist, folgt
aus Lemma 0.7 dass f (z,t) € V; fiir alle z € U. Nachdem zudem fiir
jedes z € W die Abbildung s — f(z,s) auf dem Intervall I stetig ist,
folgt ebenfalls aus Lemma [I77] dass f(z,s) € V; fiir alle z € U und alle
sel.

Wir bezeichnen mit p;: V; — W den Homéomorphismus, der durch
die Einschrinkung von p auf V; gegeben ist. Nachdem f(U x I) C V;
folgt, dass auf U x I die Abbildung f gegeben ist durch f = p;to
f. Insbesondere ist f stetig auf ganz U x I. Wir haben damit die
Behauptung bewiesen.
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Es sei y € Y. Wir betrachten
T, :={t €[0,1] | es gibt eine sehr gute Umgebung U x I von (y,t)}.

Aus der vorherigen Behauptung folgt, dass f auf jeder sehr guten Um-
gebung stetig ist. Es geniigt nun also zu zeigen, dass T}, = [0, 1] fiir alle
y € Y. Denn dann besitzt jeder Punkt (y,t) eine Umgebung, auf der f
stetig ist.

Sei also y € Y. Wir schreiben 7' := T,. Nachdem [0,1] zusam-
menhingend ist, geniigt es zu zeigen, dass T # (), dass T offen ist,
und dass T" abgeschlossen ist.

(1) Nachdem f auf Y x 0 stetig ist, und nachdem (t,0) eine gute
Umgebung besitzt, folgt dass 0 € T.

(2) Es ist offensichtlich, dass T" offen ist. In der Tat, denn ist U x [
eine sehr gute Umgebung von (y,t), dann gibt es auch ein € >
0, so dass U x [ eine sehr gute Umgebung fiir alle (y, s) mit
s€ (t—e, t+e) ist.

(3) Es verbleibt zu zeigen, dass T" auch abgeschlossen ist. Sei also
t € T. Wie oben schon angemerkt, existiert eine gute Umgebung
Ux I von (y,t). Nachdem ¢ € T existiert ein s € TNI. Nachdem
s € T folgt aus der obigen Behauptung, dass es eine offene
Menge V' gibt, so dass

V » X
T f(s,a:)

stetig ist. Dann ist aber (U N'V) x I eine sehr gute Umgebung
von (y,1).
O

Korollar 9.8. Es sei p: X — B eine Uberlagerung und es seien
f,9:[0,1] — B zwei homotope Wege. Es seien f,§ : [0,] = X zwei
Hochhebungen mit dem gleichen Anfangspunkt. Dann besitzen f und §
den gleichen Endpunkt und sie sind homotope Wege.

Beweis. Wir schreiben P := f(0) = ¢(0) und @ := f(1) = g(1). Wir
bezeichnen mit P := f(0) = §(0) den gemeinsamen Anfangspunkt der
Hochhebungen und wir schreiben @ := f(1). Es sei
H:[0,1]x[0,1 — B
(t,s) — H(t,s)

3TWir verwenden also implizit folgende Aussage: Es sei X — Y eine Abbildung
und {U; }icr eine offene Uberdeckung mit der Eigenschaft, dass f|y, stetig ist fiir
alle 7 € I. Dann ist auch f stetig. Warum gilt diese Aussage?
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eine Homotopie zwischen den Wegen f und ¢. Zur Erinnerung, H ist
also eine stetige Abbildung so dass

H(t,0) = f(t) und H(t,1) = g(t) fiir alle ¢t € [0, 1],
und so dass
H(0,s) = P und H(1,s) = Q fiir alle s € [0, 1].

Auf 0 x [0, 1] betrachten wir die Hochhebung H von H, welche gegeben
ist durch H(0,s) = P. Zudem bezeichnen wir mit H : [0,1] x [0,1] —
X die eindeutig bestimmte Abbildung, welche gegeben ist in dem wir
fiir jedes s € [0,1] den Weg t ~ H(t,s) mit dem Anfangspunkt P
hochheben. Nach Satz ist H stetig.

Zudem folgt aus der Eindeutigkeit der Hochhebung von Wegen, dass

H(t,0) = f(t) und H(t, 1) = §(t) fiir alle ¢ € [0,1],

Fiir jedes s € [0,1] gilt p(H(1,s)) = Q. Da H stetig ist, erhalten wir
also eine stetige Abbildung

0,1 — pHQ)CX
s — H(1,s).

Nachdem [0, 1] zusammenhéngend ist folgt aus Lemma [0.7], angewandt
auf eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung U von @, dass H(1,s) = Q
fiir alle s € [0, 1]. Insbesondere gilt, f(1) = H(1,0) = Q = H(1,1) =
g(1). Es folgt also, dass H eine Homotopie zwischen den Wegen f und
g ist. O

Es p: X — B eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und
es sei # € X und b € B. Wir sagen p: (X, 20) — (B, by) ist eine Uber-
lagerung von punktierten topologischen Rdumen, wenn p: X — B eine
Uberlagerung ist, und wenn p(zg) = bo.

Korollar 9.9. Es seip: (X, 20) — (B, by) eine Uberlagerung von punk-
tierten topologischen Rdumen. Dann ist

Dse - 7T1(X, l’) — 7T1(B,b)
eine injektive Abbildung.

Beweis. Es sei g € m (X, x¢) mit p.(g) = e. Wir reprisentieren g durch
eine Schleife f in (X, xg). Dann ist p(f) eine Schleife in (B, by), welche
null-homotop ist, d.h. der Weg p(f) ist homotop zur konstanten Schleife
€bo -
Offensichtlich ist f eine Hochhebung von p(f) mit Anfangspunkt
xo und e,, ist eine Hochhebung von e,, mit Anfangspunkt z,. Nach
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Korollar 0.8 ist dann der Weg f auch homotop zum Weg e,,, d.h. f ist
null-homotop, und g € m (X, z¢) ist trivial. d

_ Wir beschliefien das Kapitel mit folgendem Lemma, welches in den
Ubungen bewiesen wird.

Lemma 9.10. Es sei p : (X,29) — (B,by) eine Uberlagerung von
punktierten topologischen Rdumen.

(1) Es sei f eine Schleife in (B, by). Wir bezeichnen mit f die Hoch-
hebung von f zum Anfangspunkt xo. Dann gilt: f ist eine Schlei-
fein (X, o), genau dann, wenn [f] € p.(m (X, z0)) C w1 (B, by).

(2) Wir nehmen nun an, dass X einfach zusammenhdngend ist. Es
seien f,q Schleifen in (B,by) und es seien f,§ die Hochhebun-
gen von f,g zum Anfangspunkt xo. Dann gilt: f und g sind
homotope Wege, genau dann, wenn f(1) = g(1).

9.4. Gruppenoperationen und Fundamentalgruppen.

Satz 9.11. Es sei X ein wegzusammenhdngender und einfach zusam-
menhdngender topologischer Raum. Es sei G eine Gruppe, welche auf

X diskret operiert, dann ist m (X/G) = G.

Beweis. X1 Wir wihlen ein € X. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die
kanonische Projektionsabbildung. Nach Lemma[@.2ist diese Abbildung
eine Uberlagerung. Wir betrachten folgende Abbildung

O: G — m(X/G,[z])
g — [p(Wegin X von z nach gz)].

Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Diese Abbildung ist wohl-definiert und ein Gruppeniso-
morphismus.

(1) Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung wohl-definiert ist. Es sei
also g € G. Nachdem X wegzusammenhéngend ist, existiert ein
Weg von x nach gx. Es sei nun f ein beliebiger Weg in X von x
nach gx. Nachdem p(z) = [z] = [gz] = p(gz) ist also p(f) eine
Schleife in (X/G, [z]). Es sei nun f’ ein weiterer Weg in X von
x nach gz. Nachdem X einfach zusammenhéngend ist, folgt aus
Lemma [ 10, dass die Wege f und f’ homotop in X sind. Indem
wir diese Homotopie mithilfe von p auf X /G projezieren, sehen
wir, dass p(f) und p(f’) homotope Schleifen. Dies zeigt, dass
die Abbildung wohl-definiert ist.

38Es ist vielleicht hilfreich den Beweis zuerst fiir das Beispiel der Operation von
Z" auf R™ durchzulesen.
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(2) Wir zeigen nun, dass ® ein Gruppenhomomorphismus ist. Es
seien also g,h € G und es seien k,l Wege von = nach gx be-
ziehungsweise von x nach hx. Dann ist gl ein Weg von gx nach
ghx und k x gl ist ein Weg von = nach ghx. Es folgt, dass

gz
gl

T gh x

hx

ABBILDUNG 18. Schematisches Bild fiir den Beweis,
dass @ ein Gruppenhomomorphismus ist.

®(gh) = [p(k = gl)] = [p(k) * p(gl)] = [p(k) *p(l)]
= [p(k)] - [p(1)]
— a(g)- B(h).
Bevor wir fortfahren erinnern wir daran, dass nach Lemma die

Projektionsabbildung p : X — X/G eine iiberlagerung ist. Wir kénnen
also die Ergebnisse aus diesem Kapitel auf p anwenden.

(3) Wir beweisen nun, dass ® surjektiv ist. Wir withlen ein beliebi-
ges Element a € m(X/G, [r]) und représentieren es durch eine
Schleife f in (X/G,[z]). Nach Satz existiert eine Hochhe-
bung f: [0,1] — X vom Weg f mit Anfangspunkt x. Dann
gilt aber offensichtlich, dass p(f) = f. Insbesondere gilt fiir
den Endpunkt von f, dass p(f(1)) = [z], es folgt also, dass

f(1) = gz fiir ein g € G. Wir haben also bewiesen, dass

®(g) = [p(Weg von x nach gx)] = [p(f)] = [/] = a.

(4) Wir zeigen nun zum SchluB, dass ® injektiv ist. Es sei also h € G
mit ¢(h) = e. Es sei f ein Weg in X von z nach hz. Der Weg
p(f) ist eine Schleife in (X/G, [z]), welche null-homotop ist, d.h.
p(f) ist homotop zur konstanten Schleife ey in (X/G, [z]).

Eine Hochhebung von p( f) ist natiirlich durch f gegeben, und
eine Hochhebung von ey, ist offensichtlich durch e, gegeben.
Nach Korollar haben diese denselben Endpunkt, es folgt
also, dass hx = x, d.h. h € G ist trivial. Wir haben also damit
bewiesen, dass ® injektiv ist.
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U

Wir wenden jetzt Satz [0.11] auf die Beispiele aus Kapitel [l an, und
erhalten folgendes Korollar:

Korollar 9.12.

m(Sh) = m(R/Z)=
m(n— Toms) = m(R"/Z") = Z"
m(RP") = Wl(Sn/{ild}) 72

m(L(p,q)) = m(S*/Z/p)) = Z]/p.

Wir haben also jetzt endlich bewiesen, dass es topologische Raume
mit nichttrivialen Fundamentalgruppen gibt. Insbesondere sehen wir,
dass S? nicht homdomorph zum Torus ist und wir sehen, dass die
Riaume L(p, ¢) nicht homdomorph zur Sphire S* sind.

Betrachten wir den Torus etwas genauer. Zur Erinnerung, der Torus
ist definiert als

T =R?*/Z* = [0,1] x [0,1]/(2,0) ~ (z,1) und (0,y) ~ (1,y).
Aus dem Beweis von Satz folgt, es gibt einen Isomorphismus
®: 7% — m(T,{0,0}) wobei

a((1L,0) = x:=| O 2 E%,’i])x[o,l]/w o
a((0,1)) = y=| BN 2 E(t)(l)]) % 0,1]/ ~

In der mehr anschaulichen Darstellung des Torus in Abbildung [19 ent-
sprechen diese Schleifen der ‘Longitude’ und dem ‘Meridian’.

//

ABBILDUNG 19. Die zwei nicht-trivialen Schleifen auf
dem Torus, welche die Fundamentalgruppe erzeugen.

39Wenn wir hier das Gleichheitszeichen verwenden, dann ist das etwas groBziigig.
Es gibt einen kanonischen Hom&omorphismus zwischen R?/Z? und T[0,1] x
[0,1]/ ~, mithilfe dessen wir die beiden Réume identifizieren.
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Wir betrachten jetzt auch noch RP? = S%/z ~ —z und bezeichnen
mit p : S? — RP? die Projektion. Wir schreiben @ := (1,0,0). Wir
betrachten den folgenden Weg in S*:

f:[0,1] — S2
t +— (cos(mt),sin(nt),0).

Dies ist ein Weg von () nach —@). Insbesondere folgt aus dem Beweis von
Satz [@11] dass die Aquivalenzklasse von p(f) genau das nicht-triviale
Element von 71 (RP?, p(Q)) ist. Nachdem 7 (RP?%, p(Q)) = Z/2 besitzt
p(f) die Ordnung 2. Dies kann man auch ganz explizit sehen. Es ist

p(O(H)] = [p(f) *p(f)] = [p(f) * p(=1)]

f:[0,1] — S?
- |P t — (cos(2mt),sin(2nt),0)

J

-~

=g

Die Schleife g in (S?, P) ist null-homotop (dies folgt aus der Berechnung
von 71(S?) = 0, oder ganz explizit aus Lemma [[7]). Dann folgt aber
auch, dass p(f) null-homotop ist.

Wir sehen auch, dass S nicht homdomorph zu der Scheibe D? ist,
nachdem die Fundamentalgruppen nicht isomorph sind. Wir werden
jetzt zeigen, dass wir noch stéirkere Aussagen treffen konnen, wenn wir
Fundamentalgruppen ‘nicht nur als Gruppen’ sondern als Funktoren
betrachten.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum.
Wir sagen A ist ein Retrakt von X, wenn es eine Retraktion r: X — A
gibt, d.h. eine stetige Abbildung mit r(a) = a fir alle a € A.

Beispiel. (1) Jeder Punkt in R™ ist ein Retrakt von R™.
(2) S ist ein Retrakt von D?\ {0,0}, in der Tat, die Abbildung

D*\ {0,0} — S!
z = ‘—;
ist eine Retraktion. (Hierbei betrachten wir D? als Teilmenge
von C.)
(3) Die Menge S! ist kein Retrakt von D?. In der Tat, nehmen wir
an, es gibe eine Retraktion r : D? — S1. Wir bezeichnen mit
i+ 81 — D? die Inklusionsabbildung. Wir betrachten dann S*
und D? mit dem Basispunkt 1 und betrachten dann folgendes
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Diagramm

7T1(D2, 1)

7T1(Sl,1) 7T1(Sl,1).

Dieses Diagramm kommutiert nachdem aus der Funktorialitét
der Fundamentalgruppen folgt, dass r,oi, = (roi).. Nachdem r
eine Retraktion ist, folgt, dass roi = idg1, d.h. (roi), = (idg).
ist die Identitiitsabbildung auf 7;(S') = Z. Die untere Abbil-
dung ist also ein Isomorphismus, aber die obere Abbildung fak-
torisiert sich durch die triviale Gruppen, d.h. die Verkniipfung
von i, und 7, kann kein Isomorphismus von Z sein. Wir haben
damit einen Widerspruch erhalten.

Das gleiche Argument wie im Beispiel zeigt auch folgendes Lemma:

Lemma 9.13. FEs sei X ein topologischer Raum und A C X ein Retrakt
von X. Es sei a € A. Dann ist die induzierte Abbildung m (A, a) —
m1(X, a) injektiv.

9.5. Uberlagerungstheorie. Es sei p: (X, z) — (B,by) eine Uber-
lagerung von punktierten topologischen Raumen. Wenn f: [0,1] — B
ein Weg mit Anfangspunkt by ist, dann haben wir in Satz gesehen,
dass wir f zu genau einem Weg f: [0,1] — X mit Anfangspunkt x
hochheben koénnen.

Man kann sich nun allgemeiner fragen, welche Abbildungen von punk-
tierten topologischen Raumen (Z, zo) — (B, by) sich hochheben lassen.
Hierzu gibt es praktischerweise eine vollstandige Antwort fiir ‘lokal weg-
zusammenhéingende’ Raume.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist lokal
wegzusammenhdngend, wenn es zu jeder Umgebung U eines Punktes x
eine Umgebung V' von x gibt, welche wegzusammenhéngend ist.

Beispiel. (1) Der topologische Raum R™ ist lokal wegzusammen-
héngend, denn jede Umgebung U eines Punktes = enthélt eine
e-Kugel um x, welche natiirlich wegzusammenhéngend ist.

(2) Jede n-Mannigfaltigkeit N ist lokal wegzusammenhéngend. In
der Tat, es sei z € N ein Punkt und U eine Umgebung. Not-
falls durch Einschrinkung kann man annehmen, dass es eine
Karte ®: U — V zu einer offenen Teilmenge von R™ gibt. Wir
konnen damit den Fall einer n-Mannigfaltigkeit auf den Fall (1)
zuriickfiihren.
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(3) Wir betrachten
1
X =R — x[-1,1
VU

mit der Teilraumtopologie. Dann ist X wegzusammenhéngend
aber nicht lokal wegzusammenhéngend. In der Tat, betrachten
wir den Punkt (0,0) € X und U = (=2, 1) x (—=3,2)N X, dann

T 202 T 202
ist keine Umgebung V' von (0,0), welche in U enthalten ist,

wegzusammenhéangend.
Wir konnen jetzt folgenden Satz formulieren:

Satz 9.14. Es sei 7 : (X,20) — (B, by) eine Uberlagerung von punk-
tierten topologischen Rdumen. Es sei Z ein wegzusammenhdngender
und lokal wegzusammenhdingender Raum und f : (Z, zy) — (B, by) eine
stetige Abbildung. Dann existiert eine Hochhebung f: (Z, z) — (X, o)
von punktierten topologischen Rdumen genau dann, wenn

Im(f.: m(Z, 20) = m(B,by)) C Im(ps: m (X, 29) — w1 (B, by)).
Wenn es eine Hochhebung gibt, dann gibt es zudem genau eine Hoch-
hebunyg.

Wir konnen die Aussage des Satz auch wie folgt formulieren:

(X,29) < Im(f,) CIm(p,).

osgiby7 l
p

(Z, Zo> —f> (B, b(])
Beispiel. Es sei p: (X, 29) — (B, by) eine Uberlagerung von punktier-
ten topologischen Réumen und es sei f: (S™,s9) — (B, by) eine stetige
Abbildung. Der Raum S™ ein wegzusammenhéngender und lokal weg-
zusammenhéngender Raum. Nachdem n > 2 folgt, dass m(S™) = 0,
insbesondere folgt, dass

f*(TFl(Sn,So) — 7T1(B,b0)) = {O} C p*(ﬂ'l(X, Io) — 7T1(B,b0)).

Es folgt also aus Satz [0.14] dass es eine eindeutig bestimmte Hochhe-
bung f : (S™, s0) = (X, o) von f: (S", s9) — (B, by) gibt.

Wir skizzieren den Beweis des Satzes, ein ausfiithrlicher Beweis kann
in Kapitel 9.5 von Jéanich: Topologie gefunden werden.

Beweisskizze. Bs sei 7 : (X, 9) — (B, by) eine Uberlagerung von punk-
tierten topologischen Raumen. Es sei Z ein wegzusammenhéngender
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und lokal wegzusammenhéngender Raum und f: (Z, zy) — (B, by) ei-
ne stetige Abbildung. )

(A) Nehmen wir zuerst dann, dass eine Hochhebung f: (Z,zy) —
(X, xo) existiert. Wir erhalten dann folgendes kommutative Diagramm:

(X, Io) .

)
(Z,29) — (B, by)

Aus der Funktorialitdtseigenschaft der Fundamentalgruppe folgt, dass
fe=(po f)« = ps o fs, d.h. das folgende Diagramm ist ebenfalls kom-
mutativ:

7T1(X, Io) .

Es folgt also, dass

Im(f.) = Im((po f).) = Im(p. o f.) C Im(p,).

(B) Nehmen wir nun an, dass
Im(f: m(Z,20) = m(B,by)) C Im(p,: m (X, zo) = m1(B, bp)).

Wir konstruieren nun eine Abbildung f: (Z, z0) — (X, o) wie folgt.
Es sei z € Z beliebig. Nachdem Z wegzusammenhéngend ist kénnen

wir einen Weg «: [0,1] — Z finden mit «(0) = 2y und (1) = =z.

Nach Satz konnen wir den Weg f o a: [0,1] — B zu einem Weg

—_—

(foa):[0,1] — X mit Anfangspunkt x, hochheben. Wir definieren
nun

f(z) == (foa)(l).

Wir miissen zeigen, dass fSE(z) wohl-definiert ist, d.h. unabhéngig
von der Wahl des Weges «. Es sei also : [0,1] — Z ein weiterer Weg
mit $(0) = 2o und B(1) = z,. Der Weg a * 3 ist dann eine Schleife in
(Z, z). Nach Vorausetzung liegt [(f o) * (f o B)] = f.(Ja* B]) im Bild
von p,: m (X, x9) — m(B,by). Dies bedeutet nach Lemma 010, dass
die Hochhebung von (foa)*(fo3) zum Anfangspunkt z, eine Schleife
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in (X, z) ist. Es folgt, dass [

Hochhebung von (f o) * (fo ) (f o) zum Anfangspunkt x)(t = 1)
Hochhebung von f o § zum Anfangspunkt xq)(t = 1)

= (fop)(t=1).

Wir haben also nun gezeigt, dass die Abbildung f wohl-definiert ist.

Es ist offensichtlich, dass p(f(z2)) = p(a(1)) = «(l) = z. Es ver-
bleibt also zu zeigen, dass die Abbildung f stetig ist. Wir werden aus
Zeitgriinden den Beweis dazu nicht ausfithren. Der Beweis dazu kann
z.B. in Kapitel 9.5 von Jénich: Topologie gefunden werden. Man be-
achte, dass im Beweis der Stetigkeit verwendet wird, dass Z ein lokal
wegzusammenhédngender Raum ist.

Zum Schlufl merken wir noch an, dass die Eindeutigkeit der Hoch-
hebung aus dem Wegzusammenhang von Z und der Eindeutigkeit der
Hochhebung von Wegen folgt. U

(

= (Hochhebung von f o a zum Anfangspunkt xq)(t = 1)
(
(Hoch

Es sei p: (X,29) — (B,by) nun wiederum eine Uberlagerung von
punktierten topologischen Raumen. In Korollar 0.9 haben wir gesehen,
dass

Ds - 7T1(X, ZL’Q) — 7T1(B,b())

eine injektive Abbildung ist. Wir kénnen also 71 (X, o) als Untergruppe
von 71 (B, by) auffassen.

Man kann sich nun fragen, ob es zu jeder Untergruppe von 7 (B, by)
auch eine dazugehorige Uberlagerung gibt. Wir werden nun sehen, dass
dies der Fall ist, wenn der topologische Raum B lokal wegzusammen-
hdngend und ‘semilokal einfach zusammenhéngend’ ist.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist semilo-
kal einfach zusammenhdngend, wenn jedes xo € X eine Umgebung U
besitzt, so dass jede in U verlaufende Schleife in zy null-homotop in X
ist.

40Hierbei verwenden wir folgende Tatsache, welche direkt aus den Definitionen
und Satz folgt: Es sei v ein Weg in B mit Anfangspunkt by und es sei § ein
weiterer Weg in B mit v(1) = §(0). Wir bezeichnen mit 4 die Hochhebung von ~
mit Anfangspunkt zo. Dann gilt

(Hochhebung von v * § zum Anfangspunkt zo)(t = 1)
= (Hochhebung von ¢ zum Anfangspunkt 5(1))(¢t = 1).
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Beispiel. (1) Jede m-Mannigfaltigkeit N ist semilokal einfach zu-
sammenhéngend. In der Tat, zu jedem Punkt zyo € N kann
man mithilfe von Karten eine offene Umgebung U finden, wel-
che homdomorph zu einer offenen n-Kugel ist. Diese hat dann
die gewiinschte Eigenschaft.

(2) Wir betrachten

X =®\ J(0)

mit der Teilraumtopologie. Dann ist X wegzusammenhéngend,
lokal wegzusammenhéngend aber nicht semilokal einfach zusam-
menhédngend. (Dies sicht man wiederum in dem man die Um-
gebungen von (0, 0) betrachtet.)

Satz 9.15. Es ser Y ein wegzusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender und semilokal einfach zusammenhdngender Raum und
es seiyy € Y. M Esseil c 7= m1(Y,yo) eine Untergruppe. Dann exis-
tiert eine wegzusammenhdngende Uberlagemng p: (X, 20) = (Y, 50)
von punktierten topologischen Rdaumen, so dass p.(mi (X, zg)) =T .

Beispiel. Wir betrachten (Y, yo) = (S',1). Wir wiihlen einen Isomor-
phismus 7, (S, 1) 2 Z und identifizieren mithilfe dieses Isomorphismus
(ST, 1) mit Z. Es sei nun I' = 2Z C Z = m (S, 1). Wir werden in
Ubungsblatt 8 sehen, dass die Uberlagerung
p: St — St
z 22

die Eigenschaft besitzt, dass p.(mi(S", 1)) = 2Z. Ein weiteres Beispiel
ist die Uberlagerung

q:RP2Z — S!
t+27 +— (cos(2mt),sin(27t)).

Auch in diesem Fall gilt, dass Im(q.) = 2Z.

Beispiel. Es sei Z ein topologischer wegzusammenhédngender und ein-
fach zusammenhéngender topologischer Raum und es sei zy € Z. Neh-
men wir an Y = Z/7 wobei 7 eine Gruppe ist, welche auf Z stetig und

41Beim ersten Durchlesen des Satzes und des Beweises ist es vielleicht angebracht,
nur an den Fall von zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten zu denken, und die
verschiedenen, etwas technischen, Begriffe von Zusammenhang zu ignorieren.

2D h. X ist wegzusammenhéngend.

“3Hier betrachten wir S wieder mal als Teilmenge von C.
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diskret operiert. Wir bezeichnen mit ¢ : 7 — Y = Z/7 die Projektions-
abbildung und wir schreiben yo = ¢(zp). Mithilfe des Isomorphismus
von Satz kénnen wir 7 mit m (Y, yo) identifizieren.

Es sei nun I' € m = m(Y,yo) eine Untergruppe. Dann operiert T’
auch auf Z und wir kénnen die Projektionsabbildung

p: X =Z/ =Y =Z/n

betrachten. Wir setzen zo = ¢(20). Man kann nun leicht zeigen, dass
dies eine Uberlagerung ist mit p.(m (X, x)) =T

Wiederum aus Zeitgriinden skizzieren wir nur den Beweis von [0.15]
Es lohnt sich jedoch die ausfiihrliche Motivation und Herleitung des
Beweises in Jénich, Topologie, Kapitel 9.6 zu lesen.

Beweisskizze. [ Es sei Y ein wegzusammenhéangender, lokal wegzusam-
menhéngender und semilokal einfach zusammenhéngend Raum, es sei
Yo € Y und es sei I' C m = m (Y, y0) eine Untergruppe.

(A) Wir betrachten zuerst

W := {Alle Wege in Y mit Anfangspunkt yo}.
Fiir einen Weg v : [0, 1] — W bezeichnen wir mit v den ‘umgekehrten
Weg,” welcher gegeben ist durch 7(t) = v(1—t). Fiir u,v € W definieren
wir nun

u und v haben den gleichen Endpunkt
U~V _
und [u 7] € T.

Nachdem T" € m(Y,10) eine Untergruppe ist, kann man sich leicht
davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf W
definiert.

Wir betrachten nun die Abbildung

pW/~ — Y
[v] = (1),

Man beachte, dass diese Abbildung wohl-definiert ist, d.h. unabhéngig
von der Wahl des Repriisentanten v. Wir schreiben X := W/ ~ und
7o = [ey,], d.h. zg ist die Aquivalenzklasse des konstanten Weges.
(B) Wir wollen nun eine Topologie auf X einfiihren, so dass p eine Uber-
lagerung ist, mit der gewiinschten Eigenschaft, dass p.(m (X, zg)) =T

Es sei v = [f] € X = W/ ~ und V eine offene Umgebung von
p(z) = f(1) € Y. Wir betrachten dann

Uz, V) :={[f *u]|u ein Weg in V' mit Anfangspunkt f(1)}.

4“Es ist vielleicht hilfreich den Beweis anhand eines expliziten Beispiels (z.B.
' =3Z C Z = m(S*,1)) durchzuarbeiten.
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Man kann nun zeigen, dass die Mengen {U(z,V')} die Basiseigenschaft
besitzen und wir betrachten jetzt X als topologischen Raum beziiglich
der von den {U(x,V)} erzeugten Topologie.

Man kann nun zeigen (als freiwillige Ubungsaufgabe oder siche auch
Janich: Topologie), dass die Abbildung p: X — Y stetig ist. In dem
Beweis dieser Aussage wird die Voraussetzung, dass Y lokal wegzusam-
menhéngend ist verwendet.

(C) Es kann nun gezeigt werden, dass p: X = W/ ~— Y eine Uber-
lagerung ist. In dem Beweis dazu wird die Voraussetzung, dass W se-
milokal einfach zusammenhéngend ist verwendet. Wir werden diesen
Schritt hier nicht ausfithren, den Beweis dazu kann man z.B. in Jénich,
Topologie, Kapitel 9.6 nachlesen.

(D) Wir zeigen nun, dass X = W/ ~ wegzusammenhéngend ist. Es
geniigt zu zeigen, dass wir jeden Punkt in W/ ~ mit zy = [e,,] durch
einen Weg verbinden konnen. Wir wéhlen also einen beliebigen Punkt
in W/ ~ und wihlen einen ihn représentierenden Weg a: [0,1] — Y.

Dann ist
0,1] - X=W/~

tH[”ﬂZQm}

ein Weg, welcher [a| € W/ ~ mit [e,,] verbindet.

(E) Es verbleibt nun zu zeigen, dass p.(m (X, z9)) = I'. Es sei g €
m (Y, yo). Wir wihlen einen Reprisentanten «: [0,1] — Y von g. Wir
betrachten dann den folgenden Weg in X = W/ ~

a0, = X =W/~

tﬁ[mﬁiim}

Dann ist & offensichtlich die Hochhebung von a zum Anfangspunkt z.
Dann folgt aus Lemma [0.10, dass

g € p*(ﬂ-l(Xu l’o))
& @ ist eine Schleife
& in X =W/~ gilt a(l) = x¢ = ey,
s ael.

O

Man kann sich nun fragen, in wie weit die zu I" gehérige Uberlagerung
eindeutig ist. Dazu brauchen wir den Begriff der Aquivalenz von Uber-
lagerungen: Es seien p: X — B und ¢ : Y — B zwei Uberlagerungen
eines topologischen Raumes B. Wir sagen p und ¢ sind dquivalent,
wenn es einen Homéomorphismus ®: X — Y gibt, so dass folgendes
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Diagramm kommutiert:

X

e
N
B

Man kann beispielsweise ganz explizit zeigen, dass die beiden Uberla-
gerungen im Beispiel nach Satz Q.15 dquivalent sind.
Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren:

Satz 9.16. Es sei Y ein wegzusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender und semilokal einfach zusammenhdngender Raum und
es sei by € B. Es sei I' C m = m(B,by) eine Untergruppe. Dann gibt
es bis auf Aquivalenz genau eine wegzusammenhingende Uberlagerung
p: (X,z0) — (B,by) von punktierten topologischen Rdumen, so dass
pe(m (X, 20)) =T.

Beweis. Die Existenz einer solchen Uberlagerung ist gerade die Aussage
von Satz Q.18 Es seien nun p : (X, z9) — (B,by) und ¢q : (Y,y9) —
(B, by) zwei wegzusammenhingende Uberlagerungen von punktierten
topologischen Réumen, so dass p.(m (X, x¢)) = I' und q.(m1 (Y, y0)) =
I

Nach Satz[0.14] gibt es nun stetige Abbildungen ®: (X, z9) — (Y, o)
und U: (Y, yo) — (X, ), so dass folgende Diagramme kommutieren:

(Y,y0) und (X, o) -
S
(X, 20) — (B, by) (Y, y0) — (B, bo)

Wir haben nun also zwei Hochhebungen

| (X, z0) und (X, xo) -
Ay
(X, x9) — (B, by) (X, 29) — (B, bo)

Aus der Eindeutigkeit der Hochhebungen (siehe Satz [0.14]) folgt nun,
dass ¥ o ® = id. Ganz analog zeigt man, dass ® o ® = id. Es folgt, dass
® und ¥ Homoomorphismen sind. U

Wenden wir Satz [0.16 auf die triviale Untergruppe von (Y, 30) an,
erhalten wir mithilfe von Lemma [9.13] sofort folgendes Korollar:
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Korollar 9.17. Es sei Y ein wegzusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender und semilokal einfach zusammenhdngender Raum und
es sei yo € Y. Dann exzistiert bis auf Aquivalenz genau eine wegzu-
sammenhdingende Uberlagerung p: (X, x0) — (Y, y0) von punktierten
topologischen Rdaumen, so dass X einfach zusammenhdngend ist.

Wir nennen (X, z9) — (Y, ) dann die universelle Uberlagerung
von (Y, yo).

Beispiel. (1) p: R — R/Z = S* ist die universelle Uberlagerung
von S*t.
(2) p : R? — R?/Z? = Torus ist die universelle Uberlagerung des
Torus.
(3) p:S®— S3/Z/p = L(p, q) ist die universelle Uberlagerung des
Linsenraumes L(p, q).

Das folgende Lemma besagt, dass die universelle Uberlagerung von X
jede andere Uberlagerung von X ‘iiberlagert’. Dies erklért den Namen
‘universelle’ Uberlagerung.

Lemma 9.18. Es sei X ein wegzusammenhdingender und lokal wegzu-
sammenhdngender topologischer Raum und xy € X. Es seip: (X, Zo) —
(X, x0) die universelle Uberlagerung und es sei q = (Y,yo) — (X, )
eine beliebige andere Uberlagerung, wobei Y wegzusammenhingend ist.
Dann egistiert genau Uberlagerung v (X, %o) — (Y, 40), so dass fol-
gendes Diagramm kommutiert:

(X> jO)

(X, LU()).

Die Existenz einer Abbildung r : (X,%,) — (Y,y), so dass p =
r o q folgt sofort aus Satz Die Tatsache, dass r eine Uberlagerung
ist, folgt leicht aus den Definitionen. Der Beweis des Lemmas wird in
Ubungsblatt 9 ausgearbeitet.

Wir erinnern zum Schlu3 noch an folgende Definition aus der Grup-
pentheorie: Es sei ' C 7 eine Untergruppe. Wir nennen die Zahl der
Restklassen 7/I" den Index [r : '] von I' in 7. Es sei nun p : X — B

45Man miisste natiirlich genauer sagen: ‘Wir nennen (X, zq) — (Y, yo) die bis
auf Aquivalenz eindeutig bestimmte universelle Uberlagerung von (Y, ).’
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eine n-fache Uberlagerung eines wegzusammenhéngenden Raumes B.
Wir bezeichnen dann mit [X : B] := n den Grad der Uberlagerung.
Wir schreiben auch [X : B] = oo, wenn p keine endliche Uberlagerung
ist.

Folgenden Satz werden wir mithilfe von Lemma [@.10/in Ubungsblatt
9 beweisen:

Satz 9.19. Es sei p : (X, 1) — (B,bo) eine endliche Uberlagerung
von punktierten topologischen Rdumen, wobei X und B wegzusam-
menhdngend sind. Dann gilt

[X : B] = [m(B,b) : pe(m1(X, x0))].

9.6. Einschub: Die Quotientengruppe. Es sei G eine Gruppe und
H C G eine Untergruppe. Fiir z,y € G definieren wir

v~y ey € H.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf 9. Die Aquivalenzklassen
von ~ sind von der Form

xH ={zh|h € H}.

Die Aquivalenzklassen werden oft auch Restklassen genannt. Die Menge
der Restklassen wird mit G/H bezeichnet.

Es stellt sich nun die Frage, ob G/ H ebenfalls eine Gruppenstruktur
besitzt. Es seien also xH,yH zwei Restklassen in G/H gegeben. Wir
setzen dann

xH -yH = xyH.
Wir miissen nun iiberpriifen, ob diese Definition von der Wahl der
Repréasentanten z,y der Restklassen abhéngt. Es seien dazu & und gy
zwei weitere Représentanten von xH und yH. Dann gibt es a,b € H
mit & = ra und y = yb und es gilt

I9H = vyH < zaybH = xyH < (vy) ‘zvayb € H <y tayb € H < y tay € H.
Wir sagen nun, dass H eine normale Untergruppe von G ist, wenn

y 'hy € H fir alle h € Hund y € G.

Satz 9.20. Es sei G eine Gruppe und H C G eine normale Unter-
gruppe. Dann ist

xH -yH = xyH
eine wohl-definierte Abbildung G/H xG/H — G/H, welche eine Grup-
penstruktur auf G/H definiert.

46Es ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, warum ~ transitiv ist.
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Die Tatsache, dass die Abbildung wohl-definiert ist haben wir im-
plizit oben schon bewiesen. Die Tatsache, dass dies in der Tat eine
Gruppenstruktur auf G/H definiert folgt leicht aus den Gruppenaxio-
men fiir G.

Beispiel. (1) Es sei G eine abelsche Gruppe, d.h. ab = ba fiir al-
le a,b € G. Dann ist jede Untergruppe von G eine normale
Untergruppe.

(2) Es sei G = GL(2,R) und H C GL(2,R) die Untergruppe der
diagonalen Matrizen. Dann ist H nicht normal in G, beispiels-
weise ist

1 =1\ /2 0\ /1 1 2 —1
(0 3) @50 )=0 3)#n
(3) Es sei G = GL(n,R) und H = {\id | A € R\ {0}}. Dann ist H
eine normale Untergruppe von G.

Es sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Der Normali-
sator N(H) der Untergruppe H C G ist definiert als

N(H):={geG|g ' Hg=H}.

Man beachte, dass N(H) C G eine Untergruppe von G ist. Es ist
offensichtlich, dass H eine normale Untergruppe von N(H) ist. Der
Normalisator N(H) von H C G ist die groBte Untergruppe von G,
welche H als normale Untergruppe enthélt.

9.7. Die Decktransformationsgruppe. In diesem Kapitel wenden
wir folgende Konvention an:

Alle topologischen Rdume sind wegzusammenhdngend, lokal weg-
zusammenhdngend und semilokal einfach zusammenhdngend.

Alle bisherigen Beispiele einer Uberlagerung waren #quivalent zu ei-
ner Uberlagerung vom Typ p : X — X/G wobei G eine Gruppe ist @,
welche auf einem topologischen Raum X diskret operiert. Man kann
sich fragen, ob in der Tat alle Uberlagerungen von dieser Form sind.
Um dieser Frage nachzugehen, wollen wir zuerst folgenden Begriff ein-
fiithren.

Definition. Es sei p : X — B eine Uberlagerung. Eine Decktransforma-
tion (oder auch Deckbewegung) ist ein Homéomorphismus d : X — X,
so dass d(p(z)) = p(x) fir alle x, d.h. so dass das folgende Diagramm

4TBeispielsweise ist R — S* dquivalent zu R — R/Z



98 STEFAN FRIEDL

von Abbildungen kommutiert:

N

Die Gruppe der Decktransformationen wird die Decktransformations-
gruppe von p : X — B genannt und mit D(p : X — B) bezeichnet.

SR

N J

X

X

ABBILDUNG 20. Schematisches Bild einer Decktransformation.

Beispiel. (1) Wir betrachten die Uberlagerung
p:R — St
t +— (cos(27t),sin(27t)).
Dann ist fiir jedes n € Z die Abbildung

R — R
t — t+n

eine Decktransformation. Man kann sich nun leicht davon iiber-
zeugen, dass dies die einzigen Decktransformation von p sind.
(2) Es sei X ein topologischer Raum auf welchem eine Gruppe G
diskret operiert. Wir betrachten die dazugehérige Uberlagerung
p: X — X/G und wir bezeichnen mit D(p : X — B) die Deck-
transformationsgruppe von p. Dann folgt aus der Eindeutigkeit
von Hochhebungen (siehe Satz [0.14]) leicht, dass die Abbildung

G — D(p:X— B)
s X = X
g r — gr

48Warum bilden diese eine Gruppe?
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ein Gruppenisomorphismus ist. Die Ausarbeitung des Beweises
dieser Aussage ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 9.

Lemma 9.21. Es sei p : (X,20) — (B,by) eine Uberlagerung von
punktierten topologischen Rdumen und es seien dy,ds zwei Decktrans-
formationen von p. Dann gilt

dl = d2 <~ dl(ZL’Q) = dg(l’o).

Beweis. Wir miissen natiirlich nur die Riickrichtung beweisen. Es seien
also d eine Decktransformationen von p. D.h. d ist eine Abbildung, so
dass folgendes Diagramm kommutiert:

(X, d(x))

Sk
(X, 29) —— (B, by)

D.h. d ist eine Hochhebung von (X, zo) — (B, by) zur Uberlagerung
(X, d(z0)) = (B,bp). Aus der Eindeutigkeit von Hochhebungen (siehe
Satz 0.14)) folgt nun, dass wenn dy, dy zwei Decktransformationen von
p mit dy(xg) = do(zp) sind, dann gilt schon d; = ds. O

Es sei nun p : (X,z9) — (B, by) eine Uberlagerung. Wir schreiben
7= m(B,by) und I" := 71 (X, x). Nach Korollar @9 ist die induzierte
Abbildung p, : I' — 7 injektiv, und wir bezeichnen nun p,(I') C =
ebenfalls mit I'. Man kann sich nun fragen, ob ein Zusammenhang
zwischen den Gruppen 7, I' und D = D(p : X — B) besteht.

Analog zum Beweis von [0.11] betrachten wir nun folgende Abbildung
4

®:Dp: X —-B) — «/T
d +— [p(Wegin X von xy nach d(zy))].

Man kann sich nun davon iiberzeugen, dass dies eine wohl-definierte
Abbildung ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob & ein Gruppenisomorphismus ist.
Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht der Fall, schon alleine deswegen,
weil 7/T" nicht notwendigerweise eine Gruppe ist!

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren:

Satz 9.22. Es seip: (X,x0) — (B, by) eine Uberlagerung. Wir schrei-
ben m := m(B,by) und I' := m(X,z0) sowie I' = p,('). Die obige

OWir bezeichnen hierbei mit [p(f)] nicht nur die Aquivalenzklasse der Schleife
p(f) in 7, sondern auch die Restklasse in 7/T', nachdem die Notation [p(f)]T" doch
etwas umsténdlich ist.
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Abbildung ®: D(p : X — B) — w/T" definiert einen Gruppenisomor-
phismus

®: D(p: X — B)
d

— N(I')/T
—  [p(Weg in X von xy nach d(x))].

Ein ausfiihrlicher Beweis des Satzes ist in Munkres: Topology, Seite
4871t gegeben. Wir skizzieren hier nur den Beweis.

Beweisskizze. Wir schreiben D := D(p: X — B).

(A) Wir miissen zuerst zeigen, dass ®(D) C N(I')/T". Es sei also
d € D und f ein Weg in X von zy nach d(zy). Wir miissen
zeigen, dass

®(d) = [p(f)] e N(I) ={g e m|glg ' =T}

Sei also [p(g)] € I', wobei ¢ eine Schleife in (X, () ist. Dann
gilt

o(d) ' g®(d) = [p(f)* p(g) * p(f)]
= [p(f*g*f)] € p(m(X,z)) =T.

(B) Wir werden nun eine Umkehrabbildung W: N(I')/I" — D kon-
struieren. Es sei also [f] € N(I') C m = m(B, by). Es sei x; der
Endpunkt der Hochhebung f von f zum Anfangspunkt .
Wir betrachten nun folgendes Diagramm von Abbildungen von
punktierten topologischen Raumen:

(X, 1’1)

|r

(X Io) (B b(])

Es folgt aus Satz [[.8 und aus der Definition von N(I"), dass

p(X, 1) = {p(Fxg* ] ] 67?1(X o)}
Lf]pe (i (X, 20)) [f]71
= pu(m(X, 7))

®ONach Lemma [II0 hiingt dieser nicht von der Wahl des Repriisentanten von
[f] € N(T) ab.
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Es folgt nun aus Satz[0.14] dass es eine Hochhebung p : (X, zg) —
(X, z1) von p gibt, d.h. eine Abbildung p, so dass folgendes Dia-
gramm kommutiert:

(X, Il)

o
(X, 20) —= (B, by).

Diese Abbildung 7 ist nun aber offensichtlich eine Decktrans-
formation. Wir haben damit eine Abbildung ¥: N(I")/T" — D
konstruiert.

(C) Wir miissen nun zeigen, dass ¥ ein Gruppenhomomorphismus
ist. Dies erfolgt in Ubungsblatt 9.

(D) Es verbleibt nun zu zeigen, dass ® und ¥ zueinander inverse Ab-
bildungen sind. Wir iiberlassen dies als freiwillige Ubungsaufgabe.

U

Bevor wir das néchste Korollar formulieren wollen wir noch folgende
Definitionen einfiihren: Es sei G eine Gruppe, welche auf einer Menge
M operiert. Wir sagen G operiert transitiv, wenn es zu allen m,n € M
ein g € G mit gm = n gibt.

Wir kénnen nun folgendes Korollar formulieren:

Korollar 9.23. Es sei p : (X,z) — (B,by) eine Uberlagerung mit
Decktransformationsgruppe D = D(p : X — B). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) D operiert transitiv auf p~*(by) C X.

(2) ps(m1(X, x0)) ist eine normale Untergruppe von (B, by).

(3) Es gibt eine Gruppe G, welche auf X diskret operiert, und so
dass q: X — X/G und p: X — B dquivalente Uberlagerungen
sind. D.h. es gibt einen Homdéomorphismus f: X/G — B, so
dass folgendes Diagramm kommutiert:

2N

X/G

B.

Wenn p eine endliche Uberlagerung ist, dann sind die obigen Aussagen
zudem dquivalent zu

(4) |D(p: X — B)| = [X : B].

Wenn eine Uberlagerung_gine dieser dquivalenten Eigenschaften be-
sitzt, dann nennen wir die Uberlagerung normal oder auch reqguldr.



102 STEFAN FRIEDL

Beweisskizze. Wir schreiben 7w := m1(B,by) und I' := 71 (X, zg) sowie
= p. ().
(1) & (2) Es gilt:

D operiert transitiv auf p~'(zg) C X
& &: D — w/T ist surjektiv
& m=N(I)
& I'ist normal in 7.

Die Ausarbeitung der Details erfolgt in Ubungsblatt 10.
(1) = (3) Die Decktransformationsgruppe operiert diskretP] und man kann
nun zeigen, dass G := D die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
(3) = (1) Fiir jedes g € G ist die Abbildung = — gz eine Decktransfor-
mation von ¢ : X — X/G. Nachdem G auf ¢~!(x¢) transitiv
operiert, operiert auch D transitiv auf p=!(zg).

Wir nehmen nun an, dass p eine n-fache Uberlagerung ist. Es folgt aus
Satz[0.19] dass |7/I'| = n. Nach Satz ist die Abbildung

®: D — N(I)/T

ein Gruppenisomorphismus, insbesondere eine Bijektion. Es folgt nun

aus Satz [0.19 dass

|D| = [X:B] < [D| = |=/I'| < [N()/T|=|x/I|
< NI)=n
< I' C m normale Untergruppe.

O

Wir sehen also, dass eine Uberlagerung p : X — B ‘vom Typ’
X — X/G ist, genau dann, wenn p,(m (X, xg)) eine normale Unter-
gruppe von (B, by) ist. Wir werden spiiter Beispiele von Uberlager-
ungen sehen, bei denen dies nicht der Fall ist.

9.8. Einschub: Galoistheorie. Die Theorie der Uberlagerungen von
topologischen Réumen weist Ahnlichkeiten zur Galoistheorie von Korpererweiterungen
auf.
In der Tat, es sei L/K eine Erweiterung eines Korpers K der Cha-
rakteristik Null, d.h. L ist ein Korper, welcher den Korper K enthélt.
Die Dimension von L als K Vektorraum wird mit [L : K| bezeichnet.
Wir betrachten dann

Aut(L/K) = alle Kérperautomorphismen von L, welche die Identitéit auf K sind.

5SIWarum?
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Anders ausgedriickt, ein Koérperautomorphismen f: L — L liegt in
Aut(L/K) genau dann, wenn folgendes Diagramm kommutiert:

K
/ f \
Beispielsweise gilt:

(1) Q(v2)/Q ist eine Korpererweiterung mit [Q(v/2) : Q] = 2 und
Aut(Q(+/2)/Q) besteht aus der Identitit und a + by/2 — a —
bV2.

(2) Q(3/2)/Q ist eine Korpererweiterung mit [Q(+v/2) : Q] = 3 und
die Gruppe Aut(Q(+v/2)/Q) besteht nur aus der Identitt.

Wir bezeichnen nun mit K den algebraischen Abschlu§ von K. Die
Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn fiir jedes f € Aut(K/K)
gilt, dass f(L) = L. In Galoistheorie beweist man, dass L/K normal
ist, genau dann, wenn jedes Polynom in K[z], welches eine Nullstelle
in L besitzt, iiber L zerféllt, d.h. alle anderen Nullstellen von f liegen
ebenfalls in L. ] Beispielsweise gilt:

(1) Q(v/2)/Q ist eine normale Kérpererweiterung.
(2) Q(¥/2)/Q ist keine normale Korpererweiterung, denn /2 ist
eine Nullstelle von 2® — 2, aber die Nullstelle v/2e*™/3 von f
liegt nicht in Q(v/2).
Einer der Hauptséitze der Galoistheorie besagt nun, dass folgende Aus-
sagen #dquivalent sind:

L

L.

(1) Die Korpererweiterung L/ K ist normal.

(2) Aut(L/K)=[L: K].
Die Aussage ist formal also ganz éhnlich zur Aussage von Korollar[0.23]
dass fiir eine endliche Uberlagerung p : X — B folgende Aussagen
dquivalent sind:

(1) Die Uberlagerung p : X — B ist normal.
(2) /D(p: X — B)/ =[X: B].

Die Analogie zwischen Galoistheorie und Uberlagerungstheorie geht
allerdings noch deutlich weiter. Viele Aussagen iiber die Galoisgruppe

52Nachdem wir annehmen, dass K ein Korper der Charakteristik Null ist, folgt,
dass die Kérpererweiterung L/ K normal ist, genau dann, wenn L/K eine Galoiser-
weiterung ist.

53 Wir schreiben z = /2 und w = €2™/3. Es ist eine gute Ubungsaufgabe zu
zeigen, dass Q(z,w)/Q eine normale Korpererweiterung mit [Q(z,w) : Q] = 6 ist.
Die Gruppe Aut(Q(z,w)/Q) ist isomorph zur Permutationsgruppe Ss.
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einer Galoiserweiterung besitzen ein Pendant fiir die Decktransforma-
tionsgruppe einer normalen Uberlagerung. Beispielsweise entsprechen
(normale) Untergruppen einer Galoisgruppe (normalen) Zwischenkérpern
und (normale) Untergruppen der Decktransformationsgruppe entspre-
chen (normalen) ‘Zwischeniiberlagerungen’.

10. HOMOTOPIEAQUIVALENTE RAUME

Es seien fy, f1 : X — Y zwei stetige Abbildungen zwischen topolo-
gischen Rédumen. Zur Erinnerung, wir sagen fy und f; sind homotop,
geschrieben fy ~ f1, wenn es eine Homotopie zwischen den Abbildun-
gen fo und f; gibt, d.h. eine stetige Abbildung

F:Xx|[0,1] =Y,
so dass
F(z,0) = fo(z) und F(z,1) = fi(x) fiir alle z € X.
Beispiel. Es sei X = B™ und wir betrachten
fo=id:B": — B" fi=id:B": — B"
r — 0:={0,...,0} und T .
Dann ist

F:B"x[0,1]: — B"
(x,t) — x-t

eine Homotopie zwischen fy und f.

Man kann sich nun fragen, ob homotope Abbildungen die gleichen
Abbildungen auf Fundamentalgruppen induzieren. Dies ist in der Tat
der Fall, wenn man noch eine Bedingungen an das Verhalten der Ba-
sispunkte unter der Homotopie stellt:

Satz 10.1. Es seien f,g: X — Y zwei stetige Abbildungen zwischen
topologischen Rdumen. Es sei xp € X und yo € Y. Wenn es eine
Homotopie F': X x[0,1] = Y zwischen f und g gibt, so dass F(xg,t) =
yo fir alle t € [0,1], dann gilt

fo =g m (X, 20) = m (Y, 90)-

Beweis. Es sei also a € m(X,xy). Wir repriasentieren a durch eine
Schleife s in (X, zg). Dann sind fos und go s zwei Schleifen in (Y, yo),
welche f,(a) beziehungsweise g.(a) repriasentieren. Die Abbildung

0,1] x [0,1] — Y
(r,t) — F(s(r),t)
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ist dann aber eine Homotopie zwischen den Schleifen fos und go s in
(Y. 30). also gilt [£.(a)] = [g.(a)] € m (Y. 10). 0

Definition. Es seien X und Y topologische Raume.

(1) Eine stetige Abbildung f: X — Y ist eine Homotopiedquivalenz
zunschen X und Y, wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h.
eine stetige Abbildung ¢ : Y — X mit go f ~idx und fog ~
idy.

(2) Wenn es eine Homotopiedquivalenz zwischen X und Y gibt,
dann sagen wir, dass die Rdume X und Y homotopiedquivalent
sind und wir schreiben X ~ Y.

(3) Wirsagen X ist zusammenziehbar, wenn X homotopieiquivalent

ist zu Y = {x}, d.h. zum Raum, welcher aus genauer einem
Punkt besteht.

Beispiel. (1) Essei X = B"und Y = O ={0,...,0} C B". Wir

betrachten
f:B" - O g:0 — B"
r — 0:={0,...,0} und O — O

Dann ist fog = idp und g o f ~ idg» nach dem vorherigen
Beispiel. Die Raume B™ und O sind also homotopiedquivalent.
(2) Wir betrachten

X = [0,1)x[=1,1] / (0,y) ~ (1, —y) und
Y = [0,1]/0~1

(Der Raum X ist also das Mdobiusband und Y ist S'.) Wir
betrachten nun

f+ X —- Y
(x,y) —

X

g:Y
und - (2,0)

_>
|_>

%Wo haben wir in diesem Beweis verwendet, dass F(zg,t) = o fiir alle t € [0, 1]?
%Wenn wir schreiben

[0,1) x [-1,1] / (0,z) ~ (1, —x)

dann meinen wir wirklich die Aquivalenzrelation auf X = [0,1] x [~1,1], welche
gegeben ist durch

(x1,y1) = (22, ¥2), oder

(@1,91) ~ (22,92) + { 21 =0,29 = 1 und y; = —1s.

Wir werden im Folgenden o6fters die obige suggestive Notation verwenden.
56Hier muss man natiirlich iiberpriifen, dass die Definitionen der Abbildungen
nicht von der Wahl der Représentanten in X und Y abhéngen.
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Dannist fog = idy und gof ~ idx mittels folgender Homotopie

FrXx[0,1] — X
(Z’,y,t) = (l’,yt)

Das Mobiusband ist also homotopiedquivalent zum geschlosse-
nen Kreis.

(3) In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass R" und R* homoto-
piedquivalent sind.

(4) In Ubungsblatt 10 werden wir auch sehen, dass R™\ O und S™~*
homotopiedquivalent sind.

(5) Wenn X homotopiedquivalent zu Y ist, und wenn Y homoto-
piedquivalent zu Z ist, dann kann man leicht sehen, dass X ho-
motopiedquivalent zu Z ist. In der Tat ist Homotopiedquivalenz
eine Aquivalenzrelation auf der Menge der topologischen Réume,
wie der Name schon suggestiert.

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 10 bewiesen:

Lemma 10.2. FEs sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen to-
pologische Rdumen, welche eine Homotopiedquivalenz ist. Dann gilt

X ist wegzusammenhdngend <Y ist wegzusammenhdngend .

Satz 10.3. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
sche Rdaumen, welche eine Homotopiedquivalenz ist. Es sei xqg € X ein
Punkt. Wir setzen yo = f(xo). Dann ist

f*: 7T1(X7 ,’,Uo) — ﬂ-l(Yv ?JO)
ein Isomorphismus.

Beweis. Es sei g: Y — X das Homotopieinverse von f. Wir setzen
x1 = g(yo) und wir betrachten die induzierten Abbildungen

7T1(X>5170) f—> 7T1(Y>?/0) =

TIn Kapitel B hatten wir mo(X) wie folgt definiert: Es sei X ein topologischer
Raum und es seien x,y € X. Wir schreiben

x ~y & es gibt einen Weg in X von x nach y.

Die Aquivalenzklassen von ~ heifien die Komponenten von X und die Menge der
Komponenten von X bezeichnen wir mit mo(X).
Man kann nun auch folgende Aussage beweisen: Es sei f: X — Y eine stetige
Abbildung zwischen topologische Riumen, welche eine Homotopiedquivalenz ist.
Dann f induziert eine Bijektion 7o(X) — mo(Y).
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Nach Voraussetzung ist idxy ~ g o f, d.h. es existiert eine Homotopie
H zwischen idy und go f )@

Wir wollen nun zeigen, dass (go f). = g« o f. ein Isomorphismus ist.
Wir bezeichnen dazu mit

a: 0,1 — X
t — H(l’o,t)

die Kurve, mithilfe welcher die Homotopie H die Punkte
To — H(LU(), 0) = (ldx>($0) und Ir = H(LU(), 1) = (g 0] f)(.ﬁlf())
verbindet.

Behauptung. Die Abbildungen

(go fle: m(X,x0) — m(X,21) und m(X,x0) — m (X, x1)
[s] = [g(f(s))] [s] = [@xsxa]

sind identisch.
Es sei s:[0,1] — X eine Schleife in (X, z(). Dann ist
G:[0,1] x[0,1] — X

a(4r), wenn r € [0, 1],
1
(r,t) H(;:—;’t)’ wenn r € (it, 1— it),

a(4r—3), wennr € [1— 5t,1]

eine stetige Abbildung (wie man leicht iiberpriifen kann), mit G(0,t) =
xy fiir alle ¢t € [0,1]. In der Tat ist G sogar eine Homotopie zwischen

(fog)(s)
) fiir
) %7 %7 1 1 T
a =
ZTo s
S

0

~

H (s,
t=0,

I,

ABBILDUNG 21. Schematisches Bild von H und G.

58K snnen wir daraus schon schlieBen, dass g o f die Identitiitsabbildung auf der
Fundamentalgruppen induziert? Nein, denn g o f induziert noch nicht einmal eine
Abbildung auf m (X, zg), weil g o f den Basispunkt xg auf x; schickt.
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den Schleifen g(f(s)) und @ * s * a ] in (X, z1). Wir haben damit die
Behauptung bewiesen.

Es folgt aus Satz [.8] dass die zweite Abbildung der Behauptung ein
Isomorphismus ist. Wir erhalten also, dass auch g, o f, ein Isomorphis-
mus ist.

Wir setzen x; = g(yo) und y; = f(x1) und wir betrachten die indu-
zierten Abbildungen

7T1(X7I0) f—> ﬂ-l(YvyO) e 7T1(X7I1) f—> Wl(Yayl)-

Wir gehen jetzt in folgenden Schritten vor:

(1) Wir haben gerade gesehen, dass g. o f.: m (X, z9) — m (X, 1)
ein Isomorphismus ist.

(2) Es folgt, dass f.: m (X, x9) — m (Y, o) injektiv ist.

(3) Ganz analog zu (1) zeigt man, dass f.og. = (fog).: m (Y, y0) —
m1(Y, 1) ein Isomorphismus ist.

(4) Es folgt, dass f.: m (X, x1) — m (Y, y1) surjektiv ist.

(5) Ein Argument wie im Beweis von Satz [.§ zeigt nun 9, dass
auch f,: m (X, z0) = m (Y, yo) surjektiv ist.

(6) Aus (2) und (5) folgt, dass f.: m (X, x0) — m1(Y, o) ein Iso-
morphismus ist.

O

Wir erhalten also aus Satz [10.3] und aus den obigen Beispielen, dass
71 (Mobiusband) = Z.

D.h. das M&biusband hat die gleiche Fundamentalgruppe wie S' und
wie der Ring S* x [0, 1]. Die Fundamentalgruppe kann also leider nicht
zwischen dem Mgbiusband und dem Ring S x [0, 1] unterscheiden.

In Korollar hatten wir schon gesehen, dass die topologischen
Riume R? und R3 nicht homdomorph zueinander sind. Wir kénnen
jetzt folgendes Korollar beweisen:

Korollar 10.4. Die topologischen Riume R? und R? sind nicht homéomorph.

Beweis. Nehmen wir an es gibt einen Homdomorphismus ¢: R? — R3.
Es sei P € R? ein Punkt. Wir setzen Q := f(P). Dann sind auch
R?\ {P} und R?\ {Q} homdomorph. Andererseits ist R? \ { P} homo-

topiesiquivalent zu S und R3\ {Q} ist homotopiedquivalent zu S%. Aus

59Um genau zu sein, sollte man sagen, dass G' eine Homotopie zwischen g(f(s))
und einer geeignet gewéhlten Parametrisierung von @ * s * «v ist.

60Warum konnen wir o und z; beziehungsweise yo und y; jeweils durch einen
Weg verbinden?
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Satz folgt dann, dass
Z 27 (SY) 2 (R2\ {P}) 2 7 (R*\ {Q)) 2 7, (S7) =0,
Wir erhalten also einen Widerspruch. O

Es stellt sich jetzt natiirlich die Frage, ob ganz allgemein die topo-
logischen Réaume R¥ und R! fiir & # [ nicht homdomorph sind. Wir
werden das spéter mithilfe einer Verallgemeinerung der Fundamental-
gruppe beweisen.

11. DER SATZ VON SEIFERT-VAN KAMPEN [

11.1. Das freie Produkt von Gruppen. Bevor wir den Satz von
Seifert-van Kampen formulieren miissen wir noch mehrere Begriffe der
Gruppentheorie wiederholen und einfiihren.

Es seien G und H zwei Gruppen, dann kénnen wir das kartesische
Produkt

GxH:={(g,h)|ge Gund h € H}

bilden. Dies ist wiederum eine Gruppe mit der Gruppenstruktur

(91, h1) - (92, h2) == (9192, hih2).

Wir nennen die Gruppe G x H das direkte Produkt der Gruppen G und
H. Wir kénnen G und H mithilfe der injektiven Abbildungen

G — GxH H — GxH

g e "M h o (en)
als Untergruppen von GG x H auffassen. Man beachte, dass diese Unter-
gruppen kommutieren, d.h. fiir jedes g € Gund h € H gilt (g,¢e)(e, h) =
(e, h)(g,¢€).

Fiir viele Anwendungen ist es sinnvoller mit dem ‘freien Produkt’
G *x H von G und H anstatt dem ‘kartesischen Produkt’ G x H von G
und H zu arbeiten. Wir betrachten die Menge G * H aller endlichen
Folgen (zy,...,x,,), so dass gilt:

(1) Jedes z; liegt in einer der Gruppen G oder H,
(2) kein x; ist das neutrale Element einer der Gruppen G oder H,
(3) je zwei aufeinanderfolgende x; liegen in verschiedenen Gruppen.

Wir erlauben dabei auch die ‘leere Folge’ ().
Auf GxH definieren wir eine Verkniipfung wie folgt. Es seien (zy, ..., =)
und (y1,...,%n) in G * H. Dann gibt es ein j, so dass @41 = ¥; *
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firi=0,...,7, und so dass x,,_; # yj_l. Wir definieren dann
( wenn &, ; und y; 41
(T1s oy Ty Yj+1s - - - Ym),  inverschiedenen
Gruppen liegen
(0, ) (Y1 - - oy Ym) = wenn 2, und 1 in
(@1, T—j  Yjt1s - -, Ym), dergleichen Gruppe
L liegen.

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass dies eine Gruppenstruktur auf
G x H definiert, dabei ist () das neutrale Element (welches wir wie
immer mit e bezeichnen), und es gilt

(1, ., 2) = (2} 2.

Wir bezeichnen die Gruppe G x H als das freie Produkt von G und H.

Wir fassen ein paar wichtige Eigenschaften des freien Produkts in
einem Lemma zusammen.

Lemma 11.1. Es seien G und H Gruppen. Dann gilt:
(1) Die Abbildungen

G —- G+H undH
g = (g9) h

sind Monomorphismen.

(2) Zu Gruppenhomomorphismen o: G — A und B: H — A gibt
es genau einen Gruppenhomomorphismus v: G * H — A, so
dass

v((g9)) = alg) fiir alle g € G und v((h)) = B(h) fir alle h € H.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Es seien nun a: G — A und
fB: H — A Gruppenhomomorphismen. Fiir (g1, b1, ..., gk, h) € Gx H
mit g; € G,h; € H, i =1,...,n definieren wir dann

(g1, sy gry ) == algr) - B(hy) - oo a(gx) - B(hy).

Ganz analog definieren wir dann v fiir alle anderen Elemente in G *
H. Man kann nun leicht zeigen, dass v ein Gruppenhomomorphismus

G

— x* H
= (h)

ist. U
Bemerkung. (1) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, dann schrei-
ben wir oft ...z, anstatt (z1,...,xz,,). Insbesondere fassen

wir G und H oft als Untergruppen von G % H auf.

61Gilt diese Aussage auch fiir das direkte Produkt? Genauer gesagt, es seien
Gruppenhomomorphismen a: G — A und 5: H — A gegeben. Gibt es dann einen
Gruppenhomomorphismus v: Gx H — A, so dass (g, e) = a(g) und (e, h) = B(h)
fiir alle g € g und h € H?
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(2) Die Konstruktion des freien Produkts verallgemeinert sich auf
offensichtliche Weise auch auf freie Produkte von endlich vielen
Gruppen (sogar allgemeiner auf eine Familie von Gruppen).

Es sei t ein Symbol. Wir definieren
ty:={ .. t72t et 1%}

Dann besitzt die Menge (t) eine offensichtliche Gruppenstruktur. Diese
Gruppe ist die unendliche zyklische Gruppen, welche von dem Element
t erzeugt wird. Die Gruppe () ist also isomorph zu (Z, +).

Fiir Symbole tq, ..., t; bezeichnen wir dann
(1) 5 - (tr)
als die freie Gruppe in den Erzeugern ti,...,t;, und bezeichnen die-

se Gruppe mit F'(ty,...,t;) oder auch (t,...,t;). Jedes Element von
F(tq,...,tx) ist also von der Form

tee Lt

r1re
mit r; # ;1 und s; # 0. Wir bezeichnen manchmal die freie Gruppe
mit k Erzeugern auch einfach als Fj.

Beispiel. Elemente in der freien Gruppe (z,y) in den Erzeugern x und
y sind von der Form xy*z~2y oder y~2xy. Die Multiplikation ist ‘die
offensichtliche’, beispielsweise gilt

(w2~ 'y?) - (y20’yay ™) = wy’ayay
Anderseits gilt zy # yx.

Es sei G eine beliebige Gruppe und ¢, ..., g, € G. Dann folgt aus
Lemmal[ITT] dass es genau einen Homomorphismus «: (t1,...,tx) = G
mit «(t;) = g;, i = 1,..., k gibt.

11.2. Formulierung des Satzes von Seifert—van Kampen I. Die
Idee des Satzes von Seifert—van Kampen ist die Berechnung von Funda-
mentalgruppen eines topologischen Raumes X auf die Bestimmung von
Fundamentalgruppen von ‘einfacheren Teilmengen’ von X zuriickzufiihren.

Es sei X ein topologischer Raum und es seien U,V C X Teilmengen
mit X = UUV und mit U NV # (). Wir wihlen einen Basispunkt
xo € U NV und betrachten folgende Inklusionsabbildungen und die
davon induzierten Homomorphismen der Fundamentalgruppen:

Uunv U und 7 (U NV, 20) 71 (U, x)

T .

V j X = UUV ﬂ'l(v’xo) Tﬂl(X’x()) - Wl(UUV,xO)
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Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 11.2. Es set X ein topologischer Raum und es seten U,V C X
offene Teilmengen mit X = U UV und mit UNV # (. Wir wihlen
einen Basispunkt xo € UNV. Wenn U NV wegzusammenhdngend ist,
dann ist die Abbildung

7T1(U, ZL’(]) *ﬂl(V,x*) — 7T1(X,LUO),

welche durch i, : (U, o) — m (X, x0) und j. : m(V,x9) = w1 (X, x0)
induziert [ wird, surjektiv.

Beispiel. (1) Wir betrachten

X =St = {(cos(2nt),sin(2nt) |t € R}
U := {(cos(27t),sin(27t) |t € (—é, %)}
V= {(cos(27t),sin(27t) |t € (=3, 3)}

und zp = (1,0). Dann gilt m (U, z9) = m(V,x9) = 1 aber
(X, 29) = Z. Dies ist aber kein Widerspruch zu Lemma [I1.2]

da U NV nicht wegzusammenhéngend ist.
(2) Wir betrachten

X =25 = {(z,y,2)| 2+ > +2* =1},
U = {(xayaz)‘$2+y2+22=1undz>—%}’
Vo= {(I,y,2)|552+y2—|-z2:1undz<%}

und o = (1,0,0). Dann sind U und V homotopiedquivalent
zum Punkt, also sind die Fundamentalgruppen trivial. In die-
sem Beispiel ist U NV wegzusammenhéngend, also folgt, dass
71 (X, ) ebenfalls trivial ist. Wir haben dies schon in Satz[.11]
bewiesen, und der Beweis von Lemma [I1.2] weist auch deutliche
Parallelen zum Beweis von Satz [Z.11] auf.

Das Lemma wird ausfiihrlich in Stocker-Zieschang: Algebraische To-
pologie in Lemma 5.3.8. bewiesen.

Beweisskizze. Die Idee des Beweises ist ganz einfach: Es sei s : [0, 1] —
X = U UV eine Schleife in z5. Wir miissen zeigen, dass s homotop ist
zu einer Schleife s, welche ein Wege-Produkt von Schleifen in (U, )
oder in (V,xy) ist.

Wir kénnen dann (analog zum Beweis von Satz [[.T1]) eine Untertei-
lung

O:t0<t1<t2<"'<tk<tk+1:1

vom Intervall [0, 1] finden, so dass s;: = sy, 4., abwechselnd ganz
in U oder ganz in V liegt. Insbesondere liegt also jedes s(t;) in U N

62Giche Lemma M1l
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V. Diese Einschrankungen sind im Allgemeinen keine Schleifen in z.
Nachdem U NV wegzusammenhéngend ist konnen wir allerdings fiir

ABBILDUNG 22. Schematisches Bild fiir den Beweis von
Lemma [11.2

jedes i € {1,...,k} einen Weg p;, in U NV finden, welcher s(;;1) mit
xo verbindet. Wir betrachten jetzt

So*kP1RPLIRST*PokPok + KPRkSy = (So*kp1) * (Pr#s1xp2) * (Dak. .. * (DPp*si).
Dies ist eine Schleife in (X, xg), welche homotop ist zur Schleife s.

Jeder der ‘Faktoren’ p; * s; % piy1, ¢ = 1,...,k ist eine Schleife in
(U, ) oder in (V, zg). Es folgt also, dass die Abbildung

7T1(U, .170) * 7T1(V, I‘*) — 7T1(X, .170)
surjektiv ist. O

Satz 11.3. Es set X ein topologischer Raum und es seien U,V C X
offene Teilmengen mit X = U UV und mit UNV # 0. Wir wihlen
einen Basispunkt xo € UNV. Wenn U NV wegzusammenhdingend und
einfachzusammenhdngend ist, dann ist die Abbildung

(U, zg) * m (V) z,) — m1 (X, x0),

welche durch i, = m (U, xo) = m(X, x0) und ji. : m(V, z9) = m (X, z0)
mduziert wird, ein Isomorphismus.

Bemerkung. Man kann sich nun fragen, ob die Bedingung, dass U NV
einfachzusammenhéngend ist wirklich notwendig ist. Dies ist jedoch in
der Tat der Fall, wie man am Beispiel X = S! x [-1,1] mit U =

St x [~1,4] und V = S x [~1,1] gut sehen kann.

Auch dieser Satz wird ausfiihrlich in Stocker-Zieschang: Algebraische
Topologie bewiesen.
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Beweisskizze. In Anbetracht von Lemma [I1.2] miissen wir nur noch
zeigen, dass die Abbildung

(U, zo) x m (V) 2.) — m1 (X, o)
injektiv ist. Wir betrachten den Fall, dass
a = gihigahs ... gehy, € T (U, 20) x w1 (V, 24),

wobei g1, ...,gx € m(U,x0) und hyq,..., hy € m(V,20), und diese je-
weils nicht-trivial sind. (Alle anderen Fille werden ganz analog bewie-
sen.) Wir nehmen nun an, dass a trivial in m (X, z¢) ist.

Wir représentieren ¢y, . .., gx und hy, . .., hy, durch Schleifen in (U, zy)
beziehungsweise (V,x(), welche wir mit den gleichen Namen bezeich-
nen. Es sei zudem H : [0,1] — [0,1] — X eine Nullhomotopie 9 fiir
a.

Nachdem U und V offen sind existiert (analog zum Beweis von Satz
[CIT]) ein N = 2k-1 > 0, so dass fiir jede Wahl von i, € {0,...,N—1}

gilt:
N N N N
liegt ganz in U oder ganz in V' liegt. Der Beweis dieser Aussage erfolgt

in Ubungsblatt 11.
Anschaulicher ausgedriickt: das Bild eines jeden Quadrats

{i i+1] " [j j+1}

N N N N

liegt ganz in U oder ganz in V. In Skizze 23] ist dies schematisch an-
gezeigt. Wenn von zwei benachbarten Quadraten eines ganz in U und
eines ganz in V landet, dann liegt die Bildmenge der Trennungskante
ganz in U NV. Mithilfe von Skizzen 23] und 24] sieht man nun, dass der
Weg ¢; homotop ist zu einem Weg g}, welcher ganz in U NV verlauft.
Nachdem U NV einfachzusammenhéngend ist, ist dieser Weg nullho-

motop. Wir haben also gezeigt, dass g; nullhomotop ist. Per Induktion
folgt nun, dass hq, g2, hs, . .., gr und h; ebenfalls nullhomotop sind. [J

Wir wollen jetzt noch ein wichtiges Korollar zu Satz [[1.3 formulieren.
Dazu brauchen wir noch zwei weitere Definitionen:

63Eine Nullhomotopie einer Schleife in (X, ) ist eine Homotopie zur konstanten
Schleife im Punkt xg.
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H(s,t) liegt in U
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ABBILDUNG 23. Schematisches Bild fiir den Beweis von

Satz 1.3l

der Weg ¢ ist homotop in U zu ¢}

_— -
- T
¢

ABBILDUNG 24. Schematisches Bild fiir die Homotopie

von ¢, zu gj.
(1) Es seien A und B topologische Rédume und a € A

Definition.
und b € B Punkte. Wir schreiben dann
AVB:=AUB /a=hb.

64D 1.
AVB=AUB/ ~

wobei & ~ y wenn x = y oder wenn x = a und y = b.
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(Diese Notation unterschliagt, dass AV B von der Wahl von a
und b abhéngt.) Anschaulich gesprochen verkleben wir A und
B entlang der Punkte a und b. Der Raum A V B heifit die
Einpunktvereinigung von A und B.

(2) Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen x € X ist einfach,
wenn es eine zusammenziehbare offene Umgebung U von x gibt.

Satz 11.4. Es seien A und B topologische wegzusammenhdngende
Raume und a € A und b € B einfache Punkte. Dann induzieren die
Inklusionsabbildungen einen Isomorphismus

m(A,a) * 1 (B,b) = m(AV B,a).

Beweis. Wir schreiben X = AV B und zy = {a,b} € AV B. Wir
bezeichnen mit C' eine zusammenziehbare offene Umgebung von a in A
und mit D eine zusammenziehbare offene Umgebung von b in B. Wir
betrachten dann [

U:=AUDund V := BUC(C als Teilmengen von X.

Es folgt aus der Definition der Quotiententopologie, dass U und V offe-
ne Teilmengen von X sind. Zudem folgt aus der Zusammenziehbarkeit

A C

ABBILDUNG 25. Schematisches Bild fiir den Beweis von
Satz T4l

von C' und D, dass auch C'U D € AV B zusammenziehbar ist.

65Die Einpunktvereinigung A V B hiingt a priori natiirlich von der Wahl der
Punkte a und b. Andererseits kann man zeigen, dass wenn A und B wegzusam-
menhingende Mannigfaltigkeiten sind, dann héngt der Homéomorphietyp von AV B
nicht von der Wahl von a und b ab.

66Genau gesprochen ist also U das Bild von AUD unter der Abbildung ALB —
AUB/a=h.
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Wir wenden nun Satz auf U und V' an und erhalten, dass die
Abbildung
7T1(U, IL’(]) * 7T1(V, LU*) — 7T1(X, LU()).
ein Isomorphismus. Nachdem D zusammenziehbar ist ist die Inklusion
A — U eine Homotopiedquivalenz und ganz analog ist auch B — V
eine Homotopiedquivalenz. Also ist die Abbildung

7T1<A, a) * 7T1(B, b) — 7T1(U, LU()) * 7T1(‘/, IL’*) — 7T1(X, IL’(])
eine Verkniipfung von Isomorphismen. 0

Beispiel. (1) Wir betrachten S* vV S* mit A und B ein ‘kleines In-
tervall’ um je einen Punkt a und b, siche Abbildung Wir

/R
Q\/:’

Stv st
a = (170) b= (_LO)

ABBILDUNG 26. Die Einpunktvereinigung von zwei Kreisen.

wissen, dass m(S',a) = Z und 7w(S',b) = Z. Wir wihlen
jetzt jeweils einen Erzeuger x beziehungsweise y und verwen-
den die multiplikative Schreibweise, dann gilt m;(S, a) = (z)
und 71 (S, b) = (y). Satz T4, besagt nun, dass die Inklusions-
abbildungen einen Isomorphismus

m(S'V S a=0) =m(S' a) xm(S",b) = () * (y) = (z,y)

induzieren.

Anders ausgedriickt, es sei x eine Schleife in (S',a) und y eine
Schleife in (S, b), welche jeweils ein Erzeuger ist. Dann fassen
wir beide als Schleifen in (S' Vv S',a = b) auf, und erhalten,
dass m (St Vv St a =10b) = (x,y).

11.3. Graphen. Wir wenden uns jetzt den Graphen zu. Diese konnen
entweder abstrakt durch endliche Mengen oder mehr anschaulich als
bestimmte Teilmengen von R? aufgefasst werden.

Definition. (1) Ein Graph besteht aus einer endlichen Menge F (ge-
nannt ‘Eckpunkte’), einer endlichen Menge K (genannt ‘Kan-
ten’) und zwei Abbildungen i,¢ : K — FE (initiale und terminale
Abbildung).
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(2) Die topologische Realisierung X = X(E,K) = X(E, K, i,t)
eines Graphen (F, K,i,t) ist der topologische Raum

i(k) = O0xk .

(UeU J0,1 xk)/ i) = 1 p firallek e
eck keK

Die topologische Realisierung besteht also aus E Eckpunkten
und K Kanten, welche die Eckpunkte nach den Zuordnungen ¢
und ¢ verbinden.

Beispiel. (a) Es sei £ =Z/nund K = {(j,j + 1) }iez/n mit i(j, j +
1) =j und t(j,j + 1) = j + 1. Die topologische Realisierung ist
dann homéomorph zu S*.

0 o {071} - o

R \

2 o {23} i\
E K X(E, K, i,t)

ABBILDUNG 27. Topologische Realisierung von Beispiel (a).

(b) Es sei E = {*} und K = {1,...,n} mit i(n) = t(n) = *. Die
topologische Realisierung ist dann homoomorph zur Einpunkt-
vereinigung von n Kopien von S*.

(c) Es sei G eine Gruppe (beispielsweise Z?) und E die Menge aller
Untergruppen von G. Wir definieren

K :={(U,V)|U CV C Untergruppen von G}

mit (U, V) = U und t(U,V) = V. Dies ist ebenfalls ein Graph.
Wie schaut wohl die topologische Realisierung fiir die Gruppe
G =17Z/12 aus?

Definition. Ein Graph in R? ist eine Teilmenge, welche daraus entsteht,
dass man endlich viele Punkte durch endlich viele disjunkte [ Kan-
ten verbindet. (Mit Kanten bezeichnen wir hierbei eine Strecke in R3,

oder allgemeiner Bilder von injektiven differenzierbaren Abbildungen
0,1] — R3.)

_ Wir iiberlassen den Beweis des folgenden Lemmas als freiwillige
Ubungsaufgabe:

67Genauer gesagt: disjunkt bis auf die Endpunkte.
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AN

N

ABBILDUNG 28. Beispiel fiir einen Graph in R3.

Lemma 11.5. Es sei (E, K,i,t) ein Graph, dann ezistiert ein Graph
G in R3, so dass G homdomorph zu X (E, K, i,t) ist.

Es ist auch offensichtlich, wie man einem Graph in R?® einen ‘ab-
strakten” Graphen (FE, K, i,t) zuordnet. Wir werden im Folgenden da-
her zwischen diesen beiden Vorstellungen von Graphen hin- und her-
wechseln. Zudem bezeichnen wir oft auch die topologische Realisierung
X(E,K,i,t) eines Graphen G = (F, K,i,t) mit G.

Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Satz:

Satz 11.6. FEs sei G ein zusammenhdngender Gmph@ mit e Eckpunk-
ten und k Kanten, dann gilt:

(1) G ist homotopiedquivalent zur Einpunktvereinigung von k—e+1
Kreisen,
(2) m(G) = freie Gruppe mit k — e + 1 Erzeugern.

Beweisskizze. Die zweite Aussage ist eine direkte Konsequenz aus der
ersten Aussage. Es geniigt also (1) zu zeigen.

Es sei K ein Graph. Wenn G genau einen Eckpunkt besitzt, dann
ist es offensichtlich, dass G homéomorph zur Einpunktvereinigung von
k —e+ 1 =k Kreisen ist.

Nehmen wir nun an, dass G mehr als einen Eckpunkt besitzt. Nach-
dem G zusammenhéngend ist, gibt es eine Kante K mit i(K) # t(K).
Die Kontraktion G' von G entlang K ist der Graph, welcher gegeben
ist durch

({Eckpunkte von G} /i(K) = t(K), {alle Kanten von G aufler K}),

68 Wir sagen eine Kante K verbindet die Eckpunkte E,F wenn {E,F} =
{i(K),t(K)}. Ein Graph G heifit zusammenhéngend, wenn es zu allen Eckpunkten
E, F weitere Eckpunkte £ = Fy,...,FE, = F und Kanten Ki,...,K,_1 gibt, so
dass fiir alle ¢ = 1,...,r — 1 die Kante K; die Eckpunkte F; und FE;; verbindet.
Man kann leicht zeigen, dass ein Graph zusammenhéngend ist, genau dann, wenn
seine topologische Realisierung wegzusammenhéngend ist.
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mit den offensichtlichen Abbildungen ¢ und ¢. D.h. wir identifizieren die
Eckpunkte i(K) und ¢(K) und entfernen die Kante K. In Ubungsblatt

K

v
- N

ABBILDUNG 29. Kontraktion entlang der Kante K.

11 werden wir sehen, dass die topologische Realisierung von G und die
topologische Realisierung von G homotopiedquivalent sind. Nachdem
G zusammenhéngend ist, folgt auch leicht, dass G’ zusammenhéngend
ist. Es ist zudem offensichtlich, dass

#Eckpunkte von G = #Eckpunkte von G — 1
#Kanten von G = #Kanten von G — 1.

Die Aussage des Satzes folgt nun durch Induktion nach der Zahl der
Kanten des Graphen. 0

11.4. Flachen. Wir wenden uns jetzt Fldchen zu. Die folgende Diskus-
sion ist mathematisch etwas unsauber, kann aber prézisiert werden.

(1) Wir betrachten zuerst den Torus 7' und betrachten die Fun-
damentalgruppe von F' = T\ P, wobei P ein Punkt in 7 ist.
Dann ist F' homotopiedquivalent zu einem Graphen mit einem
Eckpunkt und zwei Kanten. Dies kann man wie folgt sehen:

(a) Betrachten wir die ‘anschauliche Darstellung’ des Torus als
Teilmenge von R?, dann veranschaulicht Abbildung B0 die-
se Tatsache.

(b) Wir kénnen auch den Torus abstrakt als 77 = [0,1] x
[0,1]/ ~ auffassen. Ein mathematisch préziser Beweis, aus-
gehend von dieser Beschreibung des Torus wird in den
Ubungen gegeben.

(2) Wir betrachten allgemeiner eine geschlossene Fliche S von Ge-
schlecht g und nehmen einen Punkt P heraus.

(a) Die ‘anschauliche Darstellung’ der Fldche als Teilmenge
von R? wird in Abbildung BT illustriert. Wir betrachten
wiederum F = S\ P. Wir sehen dann, dass F' homoto-
piedquivalent ist zu einem Graphen mit 2¢g + 1 Ecken und
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in griin die ‘Riickseite’
des Torus

Ergebnis nach ‘Vergrofiern’
der Scheibe D
Man beachte das der Rand
immer noch zusammen-
héangend ist

ABBILDUNG 30. Wenn wir einen Punkt aus einem To-
rus entfernen erhalten wir einen Raum, welcher homo-
topiedquivalent ist zu einem Graph mit einem Eckpunkt
und zwei Kanten.

4g Kanten, es folgt also, dass
m(S\ D°) = freie Gruppe mit 2g Erzeugern = F,.

(b) Wir kénnen das auch vielleicht iiberzeugender anhand des
‘abstrakten Modells” einer Flédchen sehen. In der Tat, die
‘radiale Projektion nach auen’ (sieche Abbildung B2]) gibt
eine Abbildung von F'\ D zu den ‘Seiten des 4g-Gons (wo-
bei jeweils zwei Seiten identifiziert werden). Dieser Raum
ist aber homdomorph zur Einpunktvereinigung von 2¢g Krei-
sen.

Es seien nun S und T' geschlossene Flachen von Geschlecht g und h.
Wenn S und 7" homéomorph sind, dann gilt auch, dass S\ P und 7'\ Q
fiir zwei Punkte P € S und @) € T homoomorph sind. Aus der obigen
Diskussion folgt dann auch, dass S und 7" nur dann hom&éomorph sind,
wenn Fgg = th.
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F = S\ Scheibe Graph mit 2g + 1 Ecken und 4g Kanten

ABBILDUNG 31. Wenn wir einen Punkt aus einer Fliche
entfernen erhalten wir einen Raum, welcher homoto-
piedquivalent ist zu einem Graph.

‘radiale Projektion nach auflen’

Flache minus Scheibe

ABBILDUNG 32. Wenn wir einen Punkt aus einer Fléche
entfernen erhalten wir einen Raum, welcher homéomorph
zu einem Graphen ist.

Es erscheint offensichtlich, dass Fj, = F; genau dann, wenn k = [,
aber wie konnen wir das beweisen?

12. DER SATZ VON SEIFERT-VAN KAMPEN II

12.1. Prasentationen von Gruppen. Essei G eine Gruppe und A C
G eine Teilmenge. Wir betrachten,

((A)) == Nacuac,
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d.h. A ist der Durchschnitt aller normalen Untergruppen H von G,
welche A enthalten. Dies ist wiederum eine normale Untergruppe von
G@, namlich die kleinste [7] normale Untergruppe von G, welche A
enthdlt. Wir nennen ((A)) die von A normal erzeugte Untergruppe von

G.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass ((A)) die Menge aller Elemente von
G ist, welche man als Produkte von Konjugierten von Elementen in A
und deren Inversen schreiben kann. '] D.h.

((A)) = {giai'gy " - goaz?gy ' -+ - gailgrt | an,...,q €A 9., €EG
und ey,...,5 € {—1,1}}.

Folgende Definition spielt im Folgenden eine wichtige Rolle:

Definition. Es sei {¢1,...,gx} eine Menge von Symbolen. Zudem sei
{ry,...,m} eine Teilmenge der freien Gruppe (g1, ..., gr). Wir definie-
ren dann

(g1, s gr|ri, - oyr) = g1, -, g8) [ {({r1, ..., 11)).

Wir sagen dies ist die Gruppe, welche von ¢y, ..., g, erzeugt wird mit
Relationen ry, ..., .

Beispiel. (1) Die Gruppe (g | g*) ist isomorph zu Z/k:
(2) Betrachten wir die Gruppe

(z,y|[z,y])

wobei [z,y] := zyz~'y~! der Kommutator von x und y ist. Was
konnen wir iiber diese Gruppe aussagen? In (x,y|[z,y]) gilt,

dass
yo =yr-y o ey = yryla7 € ({[2,9])) -2y = ay.
—=e :(wymjlryfl)fl
69Warum?

"0Sjehe dazu die Bemerkung nach Satz

"In der Tat: die Untergruppe enthlt ((A)) natiirlich alle Elemente von A und
deren Inversen, da ({A)) eine normale Untergruppe ist, enthilt ((A)) dann auch
alle Elemente von der Form gag™!, g € G,a € A. Nachdem ((A)) eine Untergruppe
ist, enthalt ((A)) auch alle Produkte von solchen Elementen.
Umgekehrt bilden solche Produkte eine normale Untergruppe von G, welche A
enthdlt.

2Warum?
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Man kann sich nun davon iiberzeugen, dass jedes Element in
(z,y|[z,y]) in der Form z™y™ geschrieben werden kann [ |
und es gilt
l,myn . Irys — xm—i—rym-l—s.

Es stellt sich nun die Frage, ob jedes Element in (z,y ||z, y])
eindeutig als x™y" geschrieben werden kann. Um diese Frage
beantworten zu kénnen benttigen wir den néchsten Satz.

(3) Wir schreiben Relationen auch oft als Gleichungen, beispiels-
weise schreiben wir oft

(@, y|ey = ya) = {2,y |ayz'y™" = e) = (x,y] [2,y]).
(4) Wenn die Menge {¢;}:c; die leere Menge ist, dann definieren wir
die dazugehorige Gruppe als die triviale Gruppe, d.h. (|) = {e}.

Folgenden Satz werden wir immer wieder verwenden:

Satz 12.1. Es sei {q1,...,gx} eine Menge von Symbolen und es sei
{r1,...,r} eine Teilmenge der freien Gruppe (g1, ..., gr). Wir betrach-
ten

T={g1, Gk |71, -, 11)-
Es sei a: {(g1,...,9x) — G ein Gruppenhomomorphismus, so dass
a(rj) = e € G fir alle j = 1,...,1, dann ezistiert genau ein Grup-
penhomomorphismus B: {(g1,...,gx | T1,...,7) — G, so dass folgendes

Diagramm kommutiert:

F(gl""’gk)%<glﬁ"'7gk|/r1’"'7lrl>

\lﬁ

G.
"3In der Tat: zum einen gilt in 7, dass
a:yil = xy71 : xilyyflzzr = xyilely : yilx = yilx.
——
- =y lyay a7y

= y Mayz ly )Ty
SRCERT
Wir sehen also, dass in der Gruppe 7 die Elemente x und y sowie « und vy~ kom-
mutieren. Analog zeigt man noch, dass ' und y und z~! und y~' kommutieren.
Wenn wir nun ein beliebiges Produkt in den Potenzen von x und y in 7 betrach-
ten, dann koénnen wir dieses in 7 zu einem Produkt der Form a™y"™ umordnen.
Beispielsweise gilt in 7, dass

Bytrly =23y yr oy =ady oty y=a® gz oyt =23 2ty y? = a2yl
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Bemerkung. Wir schreiben
T :gjlng...gjnj,j =1,...,1

Etwas salopp gesprochen besagt der Satz also, dass eine Zuordnung
gi —a; € G,i=1,...,k einen Gruppenhomomorphismus

T={q, s Gk|r1,... 1) = G

induziert, wenn die Relationen auf das triviale Element in G geschickt
werden, d.h. wenn

A,y - - A, = €€ G, firallej=1,...,L
Beweis. Wir erinnern zuerst an folgende Tatsache aus der Gruppen-
theorie: Es sei a : A — G ein Gruppenhomomorphismus und H C A
eine normale Untergruppe. Dann existiert ein Homomorphismus (5 :

A/H — G, so dass

N

kommutiert, genau dann, wenn H C Ker(a). In der Tat, wenn eine
solche Abbildung /3 existiert, dann gilt natiirlich, dass H = Ker(A —
A/H) C Ker(a). Andererseits, wenn H C Ker(«), dann definieren
wir f(aH) := «(a), und nachdem H C Ker(a) ist diese Definition
unabhéngig von der Wahl des Repréisentanten a.

Wir wenden uns jetzt dem Beweis des Satzes zu. Wir schreiben
F:={(g1,...,g,)und I' := ({ry,...,7)). Essei a: ' — G ein Gruppen-
homomorphismus, so dass a(r;) = e € G firalle j = 1,...,l. Nachdem
also Ker(a) eine normale Untergruppe von 7 ist, welche alle r; enthélt
folgt aus der Definition von I' = ({ry,...,r)), dass I' C Ker(a). Wir
kénnen also jetzt die obige Tatsache aus der Gruppentheorie anwen-
den. U

Beispiel. (1) Betrachten wir wieder die Gruppe
™= (z,y|[z,y]).

Wir haben oben schon gesehen, dass

™y 2"yt = 2™y fiir alle m,n,r, s € Z.

Es folgt also, dass

¢: 7 — 7

= (z,y|[z,y])
(m,n) +— x™y"
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ein Homomorphismus ist. Andererseits folgt aus Satz [I2.1] dass
die Zuordnung x + (1,0) und y — (0,1) einen Gruppenhomo-
morphismus

pim = (o, y | [ y)) = 22

definiert. Es ist offensichtlich, dass ¢ und v zueinander inverse
Abbildungen sind, d.h. ™ = Z2.
(2) Ganz analog zum obigen Beispiel zeigt man, dass

Z™ = (21, ... Ty | 75, 5], wobeld,j € {1,...,m}).

(3) Eine Gruppe kann viele verschiedene Présentationen besitzen.
Beispielsweise folgt leicht aus den Definitionen, dass

<g17"’7gk|r17”'7ri7"'7rl> = <glu"'7gk‘rl7"'7grig_17"'7rl> fl'irbeliebigesg,
(g1 g6 |r1,y sy ) = (Guye oy G| Ty iy, o,y fiT D
<gla"'agk|rla"'7rl> = <gla"'>gkax|rl7"'arlax>-

Es sei m eine Gruppe. Wir nennen

[, 7 o= {[z gl |2,y € )

die Kommutatoruntergruppe von m. [ Die Gruppe 7/[m, 7] ist abelsch,
denn fiir alle g, h € 7 gilt

ghlm, 7| =hg-g 'h'gh[r, ] =hg-[g-,h "] [x, 7| = hg[x,7].
—
e(n,m]
Wir nennen /[, 7| die Abelianisierung von 7.
In den Ubungen werden wir zeigen, dass die Abelianisierung ‘der
grofite abelsche Quotient” von 7 ist. Genauer gesagt werden wir zeigen,

dass wenn «: G — H ein Homomorphismus zu einer abelschen Gruppe
ist, dann existiert genau ein Homomorphismus §: G/[G, G| — H, so

"Man beachte, dass die Kommutatorgruppe die von den Kommutatoren normal
erzeugte Untergruppe von 7 ist, d.h. jedes Element ¢ in [, 7] ist von der Form

ar[g1, halay ! - as[ga, holay - - - algr, hila, "
Nachdem allgemein gilt, dass
alg,hla™ = aghg *h'a™! = aga"'aha tag 'a tah et = [aga™!, aha ]
folgt also, dass
_ —1 —1 —1 —1 —1 —1
g =lagray ,arhiay ] [azgray ", azhsay | - - - lakgray, ~, axhkay, .

D.h. jedes Element in [, 7] ist ein Produkt von Kommutatoren.
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dass folgendes Diagramm kommutiert:

G—G/|G,G]
Nt
H.

Beispiel. Wenn F' = (x4, ..., x,,) eine freie Gruppe in m Erzeugern ist,
dann gilt F'/[F, F| = Z™.

Folgendes Lemma iiberlassen wir als freiwillige Ubungsaufgabe:
Lemma 12.2. FEs se:
T={g1, s Gk |71, 71
eine Prdsentation, dann gilt
m/[m 7wl = (g1, gkl 90 Gglig=1, k)

Wir beschlieen das Kapitel mit folgendem Satz, welcher ebenfalls
in den Ubungen bewiesen wird:

Satz 12.3. Wir bezeichnen mit G die Kategorie der Gruppen und mit
A die Kategorie der abelschen Gruppen.|™] Die Zuordnung m — 7 /[, 7]
definiert dann einen Funktor F : G — A.

12.2. Das amalgamierte Produkt von Gruppen.

Satz 12.4. Es seien a: G — A und f: G — B zwei Gruppenhomo-
morphismen. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau ein Tripel

(H,p: A— H,vp: B— H)
mit folgenden FEigenschaften:

"SGenauer gesagt ist G die Kategorie mit

Ob(G) := alle Gruppen,
Mor(X,Y) := Hom(X,Y) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y,

und A ist die Kategorie mit

Ob(A)
Mor(X,Y)

alle abelschen Gruppen,
Hom(X,Y) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y.

D.h. wenn (H,p: A — H,¢p: B — H) und (H',p: A — H',¢): B — H')
beide die Eigenschaften (a) und (b) besitzen, dann gibt es einen Isomorphismus
©:H — H',sodass o' = 0oy und ¢ = © o).
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(a) das folgende Diagramm kommutiert:

G—= A,

I
B—Yeq

(b) wenn (H',¢' : A — H' ¢}’ : B — H') ein weiteres Tripel ist,
welches Eigenschaft (a) besitzt, dann gibt es genau einen Ho-
momorphismus © : H — H', so dass ¢’ = ©op und )/ = ©o1.

Wir nennen das Tripel das freie Produkt von A und B mit Amalgam
G und bezeichnen H mit A x5 B. In der Notation unterschlagen wir
also o und . Wir nennen oft A x5 B das freie Produkt von A und B
mit Amalgam G und erwihnen dabei die Rolle von ¢ und v nicht. Wir
nennen A xg B manchmal auch das amalgamierte Produkt von A und
B.

Beweisskizze. Wir betrachten

H = AxB/{{a(9)B(9) }eeq).
Wir definieren dann ¢: A — H als Verkniipfung der Abbildungen

A— AxB— H=AxB/{{a(9)8(9) " }sea

und ganz analog definieren wir ¢: B — H. Es folgt aus der Kon-
struktion von H, dass ¢(a(g)) = ¥(5(g)) fiir alle g € G. Das Tripel
(H,p: A— H,v: B— H) hat dann offensichtlich Eigenschaft (a).
Es sei nun (H',¢' : A — H';¢)' : B — H') ein weiteres Tripel,
welches Eigenschaft (a) besitzt. Wir betrachten folgendes Diagram

G—2=A ,

Die Abbildungen ¢" und ¢’ definieren einen Homomorphismus
Ax B — H'.

Nachdem ¢' o a = 9’ o 3 folgt, dass der Homomorphismus A x B —
H einen Homomorphismus © : H — H'’ induziert, welcher dann die
Eigenschaften besitzt, dass ¢’ = © o ¢ und ¢/ = © 0 ).
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Nachdem H von den Elementen in A und B erzeugt [ wird, folgt
auch, dass © eindeutig bestimmt ist.

In den Ubungen werden wir sehen, dass das Tripel ((H,¢: A —
H,v: B — H)) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. O

Den Beweis der folgenden Aussage iiberlassen wir als freiwillige Ubungs-
aufgabe.

Lemma 12.5. Es seien a: G — A und f: G — B zwei Gruppenho-
momorphismen. Zudem seien

A= (zy,...,z|11,...,1p)

und
B =y, |51, 5).

Prasentationen von A und B, und es seien g1, . .., gy Erzeuger von G.
Dann ist A xg B gegeben durcld

(91, oG oo |y, o g s, oy 8 und o(gi) = B(gi), i =1,...,m).
12.3. Der allgemeine Satz von Seifert-van Kampen.

Satz 12.6. (Seifert—van Kampen) Es sei X ein topologischer Raum
und X = U UV eine Zerlegung von X in zwei offene Teilmengen U
und V', so dass U NV wegzusammenhdngend ist. Fs sei xg € U NV,
dann gilt

(X, 20) = 71 (U, 20) *r,(0nviao) T1(V; Z0).

D .h. jedes Element in H kann geschrieben werden als Produkt von Elementen
in A und B, oder anders ausgedriickt, die Abbildung A «* B — H ist surjektiv.

BWobei p: A— Axg Bund ¢: B — A xg B die offensichtlichen Abbildungen
sind.

"™Hierbei bezeichnen wir mit m; (U, o) *r (UNV,ae) T1(Vi20) das freie Produkt
der Gruppen w1 (U, z) und 71 (V, z¢) mit Amalgam w1 (U NV, x0), wobei die Ab-
bildungen 71 (U NV, x0) = 71 (U, 20) und m (U NV, 29) — 71 (V, 20) induziert sind
durch die Inklusionen UNV - U und UNV — V.

80Genauer gesagt gibt es genau einen Isomorphismus @®: m (X, z9) —
71 (U, 20) *7, (UnV,z0) T1(V; 20), so dass folgende Diagramme kommutieren

m(U)\ und 7T1(V)\
m(X) —2>m (V) *r wnv) T (V) ™ (X) —2>m(U) *r vy T (V)

wobei wir alle Gruppen beziiglich des Basispunktes =y betrachten.
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Wir geben auch hier nur eine Beweisskizze. Ein ausfiihrlicher Beweis
wird in Kapitel 5.3 von Stocker-Zieschang: Algebraische Topologie ge-
geben.

Beweisskizze. Wir betrachten die Abbildungen m (UNV, x¢) — 1 (U, x¢)
und m (UNV, z9) — m(V, x9) und das dazugehorige amalgamierte Pro-
dukt

ﬂ-l(Uu x(]) *Wl(UﬂV,xo) ﬂ-l(v7 IO)‘

Die Abbildungen (U, x¢) — m (X, x0) und m(V,x9) — 7 (X, z0)
haben die Eigenschaft, dass folgendes Diagramm kommutiert:

m(UNV,xy) — m (U, o)

|

m(V, o)

7T1(X7 ,’,Uo)-

Aus der Definition des amalgamierten Produkts folgt nun, dass es genau
eine Abbildung

71 (U, 20) X (UNV,a0) 1 (V, 20) = m1 (X, 20)
gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert:
Wl(UmV,ZE()) 7T1(U,ZL’0)

| |

7T1(V> Io) 7T1(U, 360) *r (UNV,z0) 7T1(V7

\

7T1(X, ZL’()).

Es verbleibt zu zeigen, dass diese Abbildung injektiv und surjektiv ist.
Wir wenden uns erst der Surjektivitat zu. Wir betrachten dazu fol-
gendes kommutative Diagramm ] von Abbildungen:

7T1(U,LUO) *7'('1(‘/, ZL’(])

LT

7T1(U> fo) ¥ (UNV,z0) 7T1(V, 950) — 7T1(X, xo).

81Was sind die Abbildungen, und warum kommutiert das Diagramm?
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Es folgt aus Lemma [I1.2] dass die diagonale Abbildung surjektiv ist,
insbesondere ist dann auch die horizontale Abbildung surjektiv.

Wir wenden uns nun der Injektivitit zu. Es sei a ein Element im
Kern der Abbildung. Aus der Konstruktion des amalgamierten Pro-
dukts folgt, dass

a=gihy...grhy

wobei die Elemente g; und h; abwechselnd repréasentiert werden kénnen
durch Schleifen in (U, xy) und Schleifen in (V, zy). Wir nehmen nun an,
dass

a= gihi...grhy

solch ein Produkt minimaler Lénge ist. O.B.d.A. nehmen wir an, dass
g1, .-, gr durch Schleifen in (U, zq) und hy, ..., h; durch Schleifen in
(V, zo) reprasentiert werden konnen.

Wir wollen zeigen, dass k& = 0, d.h. dass a das triviale Element ist.
Nehmen wir nun an, dass £ > 0. Mit den Methoden des Beweises
von Satz kann man mit etwas Aufwand zeigen, dass g; homotop
zu einer Schleife g in (U N V,xy) ist. Also konnen wir gihy durch
die Schleife gihy in (V,xg) représentieren, und erhalten eine kiirzere
Produktschreibweise von a. U

Wir wollen jetzt den Satz von Seifert-van Kampen verwenden um
die Fundamentalgruppen von Fldchen zu bestimmen.

(A) Betrachten wir zuerst den Torus 7'. Dabei seien U und V' offene
Teilmengen von 7', wobei V' eine offene Scheibe ist, und U NV ein
offener Ring. Es sei P € UNV ein Punkt. (Siehe Abbildung B3]) Dann
folgt aus dem Satz von Seifert—van Kampen, dass

7T1(T> P) = 71-1(Uv> P) *rn(UNV,P) 71-1(‘/; P)

Hierbei gilt:

(1) m(V, P) ist trivial, nachdem V = D? einfach zusammenhiingend
ist. Wir wéhlen jetzt fiir m1(V, P) die Présentation mit der lee-
ren Menge an Erzeugern und Relationen.

(2) m (U, P) ist die freie Gruppe in den Erzeugern z und y, nach-
dem U homotopiedquivalent ist zu einem Graph mit einem
Eckpunkt und zwei Kanten. Wir wihlen jetzt fiir = (U, P) die
Préasentation (x,y).

(3) m (U NV, P)=Z, nachdem U NV homotopiedquivalent zu S*
ist.

Wir withlen nun einen Erzeuger von g von 71 (U N'V), welcher ‘gegen
den Uhrzeigersinn’ einmal den Ring durchléuft. Betrachten wir nun g
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P X

ABBILDUNG 33. Zerlegung von einem Torus in offene
Teilmengen U und V', wobei sich U und V in einem
‘diinnen’ Ring iiberlappen.

1

als Element in 7, (U, P) = (z,y), dann ist g = 2y~ 'z ~'y. Es folgt also

aus Lemma [I12.5 dass
7T1(T> P )
(x,y|Bild von ¢ in (z,y) = Bild von ¢ in der trivialen Gruppe)
= (zyleya7ly) = (z,y|yzy~a7h) = 72
Wir erhalten also wiederum, dass die Fundamentalgruppe des Torus
die freie abelsche Gruppe Z? ist.
(B) Betrachten wir nun eine Fldche F' von Geschlecht 2. Dabei seien
U und V offene Teilmengen von 7', wobei V' eine offene Scheibe ist, und

UNYV ein offener Ring. Es sei P € UNV ein Punkt. (Siche Abbildung
[34l) Dann folgt aus dem Satz von Seifert—van Kampen, dass

7T1(T, P) = 7T1(U, P) *7r1(UﬂV,P) 71'1(‘/, P)

12

Hierbei gilt:

(1) m (V, P) ist trivial.

(2) U homotopiedquivalent ist zu einem Graph mit einem Eck-
punkt und vier Kanten, also 7 (U, P) ist die freie Gruppe in
den Erzeugern xi,yi, oo, yo. Wir wéhlen jetzt fir m (U, P) die
Présentation (x1,y1, 22, ya2).

82U,
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ABBILDUNG 34. Zerlegung der Fliche von Geschlecht 2
in offene Teilmengen U und V.

(3) m (U NV, P)=Z, nachdem U NV homotopiedquivalent zu S*
ist.
Wir wéihlen nun wiederum einen Erzeuger von g von w1 (UNV'), welcher
‘gegen den Uhrzeigersinn’ einmal den Ring durchlduft. Betrachten wir
nun g als Element in m (U, P) = (x1, 1, T2, Y2), dann ist
g = wyay 'y gy yy L = [0, y1][%2, Yol
Es folgt also aus Lemma 12,5, dass
T (F, P)

Bild von g in (xq, y1, 2, y2)
Bild von g in der trivialen Gruppe )

= (T1,Y1, T2, Y2 | [T1, y1][72, ya])-
Ganz analog zeigt man natiirlich folgenden Satz:
Satz 12.7. Es gilt

m (Fliche von Geschlecht g) = (w1, Y1, ..., %g,Yg | [T1,21] - -+ - [Zg, Yql)-

= (71,Y1, T2, T2 | _

Wir beweisen jetzt folgendes Lemma:

Lemma 12.8. Es sei F' eine Fliche von Geschlecht g, dann gilt
T (F)[m(F), m(F)] = 2.

Die abelschen Gruppen Z* und Z' sind isomorph genau dann, wenn
k = [. Dies folgt zum Beispiel aus dem Hauptsatz iiber endlich er-
zeugte abelsche Gruppen. Zudem gilt fiir homéomorphe wegzusam-
menhéngende Raume X und Y, dass 7 (X) = m;(X), aber auch, nach

Satz [[2.3] dass
T (X)/[m (X), m(X)] = m (V) /[m (V), m (V)]

Wir erhalten nun also folgendes Korollar zum obigen Lemma:
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Korollar 12.9. Es sei g, h € N. Dann sind die Fliachen von Geschlecht
g und h homdomorph genau dann, wenn g = h.

Wir wenden uns jetzt dem Beweis von Lemma [I2.8 zu:

Beweis von LemmalI2.8 Wir bezeichnen mit F die Fldche von Ge-
schlecht g und wir bezeichnen mit G die freie Gruppe in 1, y1, . . ., Zg, Y.
Aus den Definitionen und aus Satz I2.71 folgt, dass

T (F)/[m(F), m(F)] = (2nyn, -2, Y | [11,01] - - (24, 4], (G, G)

J

~~

€|G,G]
= <x17y17"'7xg7yg|[G7G]>
= G/[G,G]
~ 7%,

13. EIN ABSTECHER IN DIE KNOTENTHEORIE
13.1. Definitionen.

Definition. Es seien P, ..., P, € R? Punkte mit P, = P;, so dass fiir
ije{l,....n—1} git:

0, wenni+ 1 jmodn

Pif)i+1mf)jf)j+1:{ P;, wenn ¢+ 1= j mod n.

Wir bezeichnen dann
n—1

UPPiicR
i=1

als Knoten.

Ein Knoten in unserem Sinne ist also ein geschlossener endlicher
Polygonzug in R® ohne Selbstschnitte.

Pl P4

ABBILDUNG 35. Der triviale Knoten, der Kleeblattkno-
ten und der Achter-Knoten.
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Eine elementare Transformation eines Knotens besteht darin eine
Kante AB durch zwei Kanten AC und C'B zu ersetzen, wobei wir die
Bedingung stellen, dass das Dreieck ABC' den Knoten nur in der Stre-
cke AB schneidet. Wir sagen, dass zwei Knoten dquivalent sind, wenn

. ¢

~B elementare

Transformation

A keine elementare
> Transformation
-B
C

ABBILDUNG 36. Beispiel einer elementaren Transforma-
tion und Beispiel einer nicht erlaubten Transformation.

S

man diese durch elementare Transformationen ineinander iiberfithren
kann. [’ Beispielsweise kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass die

drei Knoten in Beispiel 37 dquivalent sind.

-

ABBILDUNG 37. Zwei dquivalente Knoten.

Die offensichtliche Frage ist nun, wie kénnen wir zeigen, dass der
Kleeblattknoten nicht trivial ist, d.h. nicht dquivalent zum trivialen
Knoten ist?

83 Anschaulich gesprochen sind also zwei Knoten dquivalent, wenn Sie durch ‘Ver-
schiebungen’ ineinander iibergefithrt werden kénnen.
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Satz 13.1. Es seien K und L dquivalente Knoten, dann sind R\ K
und R®\ L homéomorph, insbesondere gilt

m(R*\ K) =7 (R*\ L).

Beweisskizze. Es folgt aus der Definition, dass es geniigt diesen Satz
zu zeigen fiir zwei Knoten, welche durch eine einzige elementare Trans-
formationen ineinander iibergefithrt werden konnen. Fiir eine einzige
elementare Transformationen ineinander kann man den Homéomorph-
ismus explizit hinschreiben. Allerdings ist das etwas miihsam und nicht
besonders erhellend, und wir iiberlassen dies daher dem Leser als frei-
willige Ubungsaufgabe. O

13.2. Die Wirtinger-Prisentation. Es sei K ein Knoten in R3. Wir
wollen nun eine Présentation fiir R? \ K finden. Nach einer endlichen
Zahl von elementaren Transformation konnen wir annehmen, dass die
Projektion von K auf die Ebene E := R? x 0 nur endlich viele Doppel-
punkte besitzt und nie mehr als zwei Punkte von K auf einen Punkt
in der Ebene E projeziert werden. Zudem kénnen wir annehmen, dass
K in R? x [—1,1] liegt. Wir sagen, dass solch ein Knoten in reguldirer
Lage ist.

Wir wihlen eine Orientierung fiir K (d.h. eine Durchlaufrichtung,
oder genauer gesagt, eine Anordnung der Eckpunkte). Wir bezeichnen
nun mit By, ..., By der Reihe nach die Streckenabschnitte (oder Bogen)
von K, welche wir in der Projektion sehen. Fiir jeden Bogen B; wihlen
wir eine Schleife x; in P, welche aus einer Strecke von P fast bis B;
besteht und aus einer Schleife um B;, welche B; einmal positiv umléuft
(‘rechte Handregel’), und dann die vorher gewihlte Strecke zuriick zu
P entlang lauft.

In Abbildung [38 betrachten wir den Kleeblattknoten und wir zeigen
x1. Von x5 und x3 zeigen wir einen Ausschnitt. Die Endpunkte der
gezeigten Abschnitte miissen nun noch jeweils mit P durch eine Strecke
verbunden werden.

Wir unterscheiden jetzt positive und negative Kreuzungen. Wir sa-
gen eine Kreuzung ist positiv, wenn der untere Strang vom oberen
Strang aus gesehen (mit der gegebenen Orientierung) von rechts nach
links geht. Andernfalls nennen wir die Kreuzung negativ. 27 Man be-
achte, dass diese Definition nicht von der Orientierung des Knoten
abhéngt, nachdem eine Umorientierung des Knotens die Orientierung

84\Man kann dies natiirlich auch mathematisch sauber formulieren, wenn v € R2
der Richtungsvektor des unteren Stranges ist und wenn w € R? der Richtungsvektor
des oberen Stranges ist, dann ist die Kreuzung positiv, wenn det(vw) > 0.
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P

(0,0,2)
B2 Bl

T
X2

A

gt
/ .

Bj K CR? x [—1,1]

ABBILDUNG 38. Der Kleeblattknoten mit den Schleifen
1, To und 3.

von beiden Striangen an einer Kreuzung dndert. Jeder Kreuzungspunkt
gibt uns nun eine Relation wie in Abbildung
Wir konnen jetzt folgenden Satz formulieren:

Satz 13.2. Es sei K C R® ein Knoten in requlirer Lage mit min-
destens einer Kreuzung. Wir setzen P := (0,0,2). Wir nummerieren
die Bogen mit 1, ...,k und bezeichnen mit xy, ...,z die dazugehdrigen
Schleifen in P. Wir durchlaufen die Kreuzungspunkte, an diesen wer-

den die Bégen 1 x; und x4 durch einen Bogen xyy;) getrennt. Wir
setzen

r; = x[lxs(i)xiﬂxs_é) bei einer positiven Kreuzung,
T; x[lxg(i)xiﬂxs(i) bei einer negativen Kreuzung.

Dann gilt
Wl(Rg\K) = <.f131,...,.§(3k‘7’1,...,7‘k>
Eine solche Priisentation von 7 (R3\ K) wird eine Wirtinger-Prisentation

genannt.

85Wir betrachten die Indizes modulo k.
86http://de.wikipedia. org/wiki/Wilhelm Wirtinger
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positive |
Kreuzung \I/

/ \Z'j

& = Relation z; = z2,, 12,

LL’j.H
— |«
oy,
— =
‘ | A%
negative ( = Relation z; = x,;lxﬁﬂk
Kreuzung T 4/\
Lj
Tj+1
—|=

ABBILDUNG 39. Relationen fiir positive und negative Kreuzungen.

Beispiel. (1) Wir fahren mit dem Beispiel des Kleeblattknotens fort.
In diesem Fall sind alle Kreuzungen negativ und wir sehen, dass

T (R3\ K) 2 (1, T, 23 | 70 = 2371251, 73 = 212077 L, 71 = Tox375 ).

In den Ubungen werden wir folgendes Korollar beweisen:

(2) Essei T der triviale Knoten. Wir konnen Satz[[3.2nicht auf das
‘triviale Diagramm’ anwenden, denn dieses hat keine Kreuzung.
Wir betrachten daher das Diagramm, welches in Abbildung
gegeben ist. Dieses besitzt nur einen Bogen und Satz be-
sagt, dass

m(RP\T) 2 (x| o wwr™) = (z]) = () 2 Z.
Wir skizzieren jetzt den Beweis von Satz [13.2]

Beweisskizze von Satz[132. Zum Aufwirmen iiberlegen wir uns zuerst,
warum diese Prisentation iiberhaupt Sinn macht. Es sei K C R3 ein
Knoten in regulérer Lage mit mindestens einer Kreuzung. Wir setzen
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A
|

/

ABBILDUNG 40. Ein Diagramm des trivialen Knotens.

P :=1(0,0,2). Wir nummerieren die Bégen mit 1, ...,k und bezeichnen
mit x1, ...,z die dazugehorigen Schleifen in P.

Wir betrachten die Kreuzung mit den Bogen x;, x;,1 und dem iiberkreuzenden
Bogen z;. O.B.d.A. sei dies eine positive Kreuzung. Dann sieht man in
Abbildung Bl dass die Schleife z; 193j93,-+1zvj_1 in der Tat eine nullho-

motope Schleife in (R \ K, P) ist. Dies beweist, dass es einen Grup-

. v

-1 -1
>z, xijlxj

X

ABBILDUNG 41. Die Schleife x;lxjxi+1I;1 ist nullhomotop.

penhomomorphismus
<$1,...,xk|7’1,...,7’k> _>7T1(R3\K7P)

gibt.

Wenden wir uns jetzt dem eigentlichen Beweis zu. Wir kénnen die z-
Werte der Eckpunkte des Knotens so abédndern, dass der Knoten ganz
in R? x 0 liegt, bis auf eine kleine Umgebung fiir jeden Kreuzungspunkt,
in der der Knoten gegeben ist wie in Abbildung 2] Wir setzen jetzt
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—

\

vertikal in (z,y) x [0, —1]

in R2 x 0

in R2 x —1

ABBILDUNG 42. Der Knoten in der Néhe einer Kreuzung.

U = RN\K)N{(r,y,2)|z > -1}
Vo= R\K)Nn{(z,y,2)|z< -1}

Dann kann man zeigen, dass U homotopiedquivalent ist zu der Ein-
punktvereinigung von k Kreisen, und m (U, P) = (g1,-..,gx). Ande-
rerseits ist V' homotopiedquivalent zu einem Punkt, es folgt also, dass
m1(V) trivial ist.

Wir wéhlen jetzt auch einen Basispunkt ) auf U NV und verbin-
den diesen durch einen Weg mit P. Wir fassen jetzt ¢i,.. ., g, auch als
Schleifen in @) auf. Die Menge U NV ist die Menge R? x —1 aus der k
Intervalle entfernt wurden. Insbesondere ist UNV homotopiedquivalent
zu der Einpunktvereinigung von k Kreisen. Fiir jedes Intervall wahlen

R? x —1

ABBILDUNG 43. Die Schnittmenge U N V.

wir jetzt eine Schleife y; in @, welche genau einmal das Intervall ‘um-
kreist’. Wir verweisen auf Abbildung [43] fiir eine Illustration.
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Es folgt nun aus dem Satz von Seifert-van Kampen und aus Lemma
12.5 dass

m (R \ K) (U, Q) *x wnv,) m1 (V. Q)

(g1, .., gk | Bild von y; in m (U, Q) ist trivial).

[l 11

Wir miissen also noch bestimmen, was das Bild von y; in 7 (U, Q) ist.
Wie in Abbildung 41l kann man nun sehen, dass die Schleife y; in U
homotop ist zur Schleife

1

-1 — .. .
T Ts(i) i1 ;) bei einer positiven Kreuzung,

x; 1938_(1)@“:55(1-) bei einer negativen Kreuzung.
Wir haben damit den Satz bewiesen. O

Wir haben jetzt also eine Prisentation fiir 71 (R?\ K') gefunden. Aber
was bringt uns das? Wir méchten gerne zeigen, dass K nicht der triviale
Knoten T ist, d.h. das 7 (R3\ K) # m(R?\ T') = Z. Die Prisentation
von 7 := m(R3\ K) schaut zwar kompliziert aus, aber vielleicht ist
die Gruppe trotz allem isomorph zu Z? In den Ubungen beispielsweise
werden wir sehen, dass wir die Préasentation vereinfachen kénnen:

T =m(R*\ K) = (2,29, 73| 72 = 237125 und 23 = 117927 1).

Koénnen wir die Prasentation vielleicht noch mehr vereinfachen?

Wir haben frither gesehen, dass die Abelianisierung einer Funda-
mentalgruppe manchmal schon geniigend Informationen enthélt, um
topologische Rédume zu unterscheiden. Wie schaut’s also jetzt mit der
Abelianisierung aus? Es folgt aus den Relationen, dass die Bilder von
2o und 1, sowie auch von x3 und x5 in der Abelianisierung identisch
sind. Andererseits definiert x; — 1,7 = 1,2, 3 einen Homomorphismus
/[, | — Z. Wir sehen also, dass die Abelianisierung von 7 isomorph
zu 7 ist. (Wir werden dies in de Ubungsblatt 13 noch etwas formaler
beweisen. )

In der Tat gilt sogar folgender Satz:

Satz 13.3. Es sei K C R? ein Knoten. Dann ist die Abelianisierung
von 7 (R3\ K) isomorph zu Z.

Die Abelianisierung kann uns also nicht helfen, den Kleeblattknoten
vom trivialen Knoten zu unterscheiden. Das folgende Lemma kommt
also vielleicht etwas iiberraschend.

87Streng genommen kénnen wir den Satz von Seifert-van Kampen nicht anwen-
den, weil U und V nicht offen sind. Dieses Problem kann man umschiffen, aber wir
unterlassen das aus Zeitgriinden.

88Bis auf alle Details, welche unter den Teppich gekehrt wurden.
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Lemma 13.4. Die Gruppe
T = 7T1(R3 \ K) = (21,29, 23| 29 = xgxlxgl und T3 = x1x2x1_1>

15t micht abelsch, insbesondere nicht isomorph zu Z.. Der Kleeblattkno-
ten ist also nicht der triviale Knoten.

Beweis. Wir bezeichnen mit S5 die Gruppe der Permutationen der drei-
elementigen Menge {1,2,3}. Wir betrachten

1 2 3 1 2 3 1 2 3

Fiir ¢ = 1,2,3 ordnen wir z; die Permutation P; zu. Man kann leicht
nachrechnen, dass

P2:P3P1P3_1U.1'ldP3:P1P2P1_1.

Es folgt also aus Lemma [[2.7], dass es einen Homomorphismus ¢: 7 —
Ss mit @(x;) = P, i = 1,2,3 gibt. Dieser Homomorphismus ist sur-
jekti, nachdem S3 nicht abelsch ist, folgt auch, dass 7 nicht abelsch
ist. 0

13.3. Weiterfiihrende Sitze der Knotentheorie. Man kann sich
nun fragen, wie hilfreich die Fundamentalgruppe des Knotenkomple-
ments ist, um zu zeigen, dass ein Knoten nicht-trivial ist. Folgender
Satz wurde von Papakyriakopoulos ] bewiesen:

Satz 13.5. (Papakyriakopoulos 1957) FEin Knoten K C R® ist
trivial, genau dann, wenn 7 (R3\ K) = Z.

Der Beweis fithrt weit iiber die Moglichkeiten dieser Vorlesung hin-
aus. Es stellt sich dann die Frage, wie man den nun fiir einen gegebenen
nicht-trivialen Knoten zeigen kann, dass 7, (R* \ K) % Z.

Nachdem wir fiir einen Knoten immer eine Prisentation finden konnen,
stellt sich folgende allgemeine Frage:

Frage. Es sei

7r:<gla"'agk|rl7"'arl>

eine Préasentation einer Gruppe. Gibt es einen Algorithmus, welcher
entscheiden kann, ob 7 trivial ist oder isomorph zu Z ist?

89Warum?
90 €. Papakyriakopoulos, On Dehn’s lemma and the asphericity of knots, Ann.
of Math. 66 (1957), 1-26.
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Diese Frage ist als das ‘word problem’ bekannt, und wurde von Adyan
und Rabin 1955 beantwort: P Sie haben unabhéngig von einander be-
wiesen, dass es solch einen Algorithmus nicht geben kann. Im Allgemei-
nen kénnen wir also nicht entscheiden, ob eine gegebene Prisentation
die Prasentation der trivialen Gruppe ist oder nicht.

Diese negative Aussage raubt uns erstmal alle Hoffnung, dass wir
Fundamentalgruppen von Knotenkomplement verwenden kénnen, um
festzustellen, ob ein gegebener Knoten trivial ist oder nicht. Zum Gliick
ist unser Leben aber etwas einfacher: nicht jede Prisentation taucht als
Prasentation der Fundamentalgruppe eines Knotenkomplements auf.

In Lemma [13.4 haben wir gezeigt, dass es im Falle des Kleeblattkno-
tens einen Epimorphismus 7 (R*\ K) — S3 gibt. Der folgende Satz von
Thurston besagt, dass diese Methode fiir jeden nicht-trivialen Knoten
funktioniert.

Satz 13.6. (Thurston 1982) Es sei K C R® ein nicht-trivialer Kno-
ten, dann gibt es einen Epimorphismus m (R*\ K) — G auf eine end-
liche nicht-kommutative Gruppe.

Dieser Satz beruht auf den Arbeiten fiir welche Thurston 1982 die
Fields-Medaille bekommen hat. [ Auch dieser Beweis geht weit jenseits
dessen, was in dieser Vorlesung machbar ist.

Man kann sich nun auch fragen, ob zwei Knoten K und L genau dann
Aquivalent sind, wenn 71 (R3\ K) = 7 (R3\ L). Dies ist im Allgemeinen
jedoch nicht der Fall. Fiir einen Knoten K bezeichnen wir mit K* das

91

(1) S. 1. Adyan, Algorithmic unsolvability of problems of recognition of certain
properties of groups, Dokl. Akad. Nauk SSSR (N.S.) 103 (1955), 533-535,

(2) M. Rabin, Recursive unsolvability of group theoretic problems, Ann. of
Math. (2) 67 (1958) 172-194.

92Giche

(1) W. P. Thurston, The geometry and topology of 3-manifolds, Princeton Lec-
ture Notes (1979), http://www.msri.org/publications/books/gt3m/,

(2) W. P. Thurston, Three dimensional manifolds, Kleinian groups and hyper-
bolic geometry, Bull. Amer. Math. Soc., New Ser. 6 (1982), 357-379.

(3) J. Hempel, Residual finiteness for 3-manifolds, Ann. of Math. Stud., 111,
Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1987
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Spiegelbild ] von K in der Ebene (z,y,0) C R3, d.h.
(r,y,2) € K & (z,y,—2) € K.

Dann sind R? \ K* und R3\ K offensichtlich homéomorphP, also be-
sitzen sie die gleiche Fundamentalgruppe. Andererseits sind im Allge-
meinen ein Knoten und sein Spiegelbild nicht dquivalent.

Wir kénnen also jetzt etwas vorsichtiger fragen ob zwei Knoten K
und L genau dann (bis auf Spiegelung) dquivalent sind, wenn  (R3\
K)>m(R3\ L).

Um diese Frage zu diskutieren brauchen wir den Begriff der zusam-
menhéngenden Summe K#L von orientierten Knoten K und L, wel-
cher in Abbildung [44] eingefiihrt wird. Wenn K ein orientierter Knoten

T (- T

K J K#J

ABBILDUNG 44. Die zusammenhédngenden Summe
K#L von orientierten Knoten K und L.

ist, dann bezeichnen wir mit K den gleichen Knoten mit umgekehrter
Orientierung. Mithilfe des Satzes von Seifert-van Kampen kann man
relativ leicht zeigen, dass fiir alle orientierten Knoten K und L gilt

m(R®\ K#L) = m(R*\ K#L),

andererseits gibt es Knoten K und L, so dass K#L weder mit K#L
noch mit dem Spiegelbild von K#L iibereinstimmt.

Wir sagen nun, dass ein Knoten K ein Primknoten ist, wenn K
nicht die zusammenhéngende Summe von zwei nicht-trivialen Knoten
ist. Folgender Satz wurde von Culler-Gordon-Luecke-Shalen-Witten &
bewiesen:

93Man kann relativ leicht zeigen, dass die Aquivalenzklasse des Spiegelbildes
nicht von der Wahl der Ebene abhingt. Der Grund ist, dass die Verkniipfung von
zwei Spiegelungen in R? eine Drehung ist, aber eine Drehung in R? #ndert die
Aquivalenzklasse eines Knotens nicht.

M Warum?

BDies ist allerdings nicht ganz einfach zu zeigen.
96

(1) M. Culler, C. Gordon, J. Luecke and P. Shalen, Dehn surgery on knots,
Ann. Math. 125 (1987), 237-300.
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Satz 13.7. (Culler-Gordon-Luecke-Shalen-Witten 1989) Es sei-
en K,J C R? zwei Primknoten mit 7 (R?*\ K) = 7 (R3\ J), dann gilt
K = J oder K = J°.

Dieser Beweis geht natiirlich auch weit iiber diese Vorlesung hinaus.

14. HOHERE HOMOTOPIEGRUPPEN

Wir haben mithilfe der Fundamentalgruppe verschiedene nicht-triviale
Satze bewiesen, beispielsweise:

(1) S* und S* mit & > 2 sind nicht homdomorph,

(2) R? und R™ mit n > 3 sind nicht hom6omorph,

(3) Fléchen von verschiedenen Geschlecht sind nicht homéomorph,
(4) der Kleeblattknoten ist nicht-trivial.

Andererseits konnen wir weiterhin nicht zeigen, dass R* und R nicht

homéomorph sind fiir £ # [ und k,1 > 3.

Wir werden in diesem Kapitel die héheren Homotopiegruppen ein-
fithren, welche zumindest dieses Problem 16sen kénnen. Aus Zeitgriinden
werden wir allerdings die meisten Beweise entweder weglassen oder nur
skizzieren.

14.1. Definition von den héheren Homotopiegruppen. Es seien
X und Y Mengen und A C X und B C Y Teilmengen. Eine Abbildung
f: (X, A) — (Y, B) ist definiert als eine Abbildung f: X — Y, so dass
f(A) C B.

Es seien nun f,¢g: (X, A) — (Y, B) stetige Abbildungen. Eine Ho-
motopie zwischen f und g ist eine stetige Abbildung

H: X x[0,1] =Y,
so dass
H(x,0) = f(z) und H(z,1) = g(z) fir alle z € X
und so dass
H(a,t) € B fiir alle a € A und ¢t € [0, 1].

Wenn eine Homotopie zwischen f und ¢ existiert, dann sagen wir, dass
f und g homotop sind, und wir schreiben f ~ ¢g. Wir fithren nun
folgende Notation ein:
I = 0,1
oI = {(x,...,x,) € I"| es gibt ein i, so dass x; = 0 oder z; = 1}.

(2) W. Whitten, Knot complements and groups, Topology 26 (1987), no. 1,
41-44.
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Es sei nun X ein topologischer Raum und zy € X. Mit diesen Defi-
nitionen kénnen wir schreiben

m1(X, x9) = Homotopieklassen von stetigen Abbildungen (I,0I) — (X, o).

Diese Definition 148t sich jetzt natiirlich leicht verallgemeinern: fiir je-
des n definieren wir

(X, 29) = Homotopieklassen von stetigen Abbildungen (1™, 01™) — (X, o).

Man beachte, dass 7, (X, x¢) a priori nur eine Menge ist. Wir wiirden
jetzt gerne eine Gruppenstruktur auf 7, (X, zg) einfiihren. Aber was
soll schon das Analogon von ‘Verkniipfung von Schleifen’ sein? Es sei
n > 1 und es seien f,g: (I",01") — (X, x¢) stetige Abbildungen. Wir
definieren

frg: (I"0I") — (X, x0)

fQxy, ..., 2x,), wenn 'y, ..., 2, € [0, 3],
(X1, .., 2p) g2z —1,..., 2z, — 1), wenn zy,...,, € [3,1],
To, sonst.

Dies ist wiederum eine stetige Abbildung, und man kann sich davon

f

AN

Punkte, welche auf xy geschickt werden

ABBILDUNG 45. Schematisches Bild der Definition von
[*g.

vergewissern, dass die Homotopieklasse von f % g nur von den Ho-
motopieklassen von f und g abhéngt. Wir kénnen also jetzt folgende
Abbildung definieren:

(X, ) X (X, 20) — ma(X, 20)
(F1:19) = [fllg] = [f = gl-

Man beachte, fiir n = 1 ist dies genau die gleiche Definition, welche wir
schon in Kapitel [[.2] eingefithrt hatten.
Wir koénnen jetzt folgenden Satz formulieren:
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Satz 14.1. Es sei X ein topologischer Raum und xo € X. Fs sein > 1.
Die Abbildung
T (X, o) X o (X, x0) — (X, x0)
(If11g]) = [fllg] :==[f = g]

definiert eine Gruppenstruktur auf m, (X, zo).

Beweisskizze. Wir {iberlassen den Beweis des Assoziativgesetzes als
freiwillige Ubungsaufgabe. Das neutrale Element ist durch die Aqui-
valenzklasse der konstanten Abbildung
Cro I — X
r = Xy

gegeben@. Die wohl interessanteste Frage ist, was soll eigentlich das
Inverse von [f] sein?

Es sei also f: (I",01") — (X, z0) gegeben. Wenn g¢: (I",01") —
(X, x0) eine beliebige weitere Abbildung ist, dann werden wir in Ubungs-
blatt 13 zeigen, dass f * g homotop ist zur Abbildung

fg([n’a[n) - (X>$0)

211, X9, ..., Xy), wenn z, € [0, 1],
(@1, @) {5((23:11—21,172,...),1'”), Wennzieé,ﬂ.
Wir betrachten nun
1 - X
(1, xn) = f(l—x1,29,...,2,).

Wir behaupten, dass [f * f] = [cu,]. Es geniigt zu zeigen, dass f - f
homotop ist zu ¢,,. Wir betrachten dazu die Abbildung

H:I"x[0,1] — X

i(Q(xl—%),@,...,xn), wenn z; € [%, 3],
(X1, .., Tp,t) f(L=2(xy — %), 29,...,2,), wenn x; E(%,%],
Lo, sonst.

Diese Abbildung ist stetig und ist in der Tat eine Homotopie der
Abbildungen f - f : (I",01") — (X, x¢) und ¢y : (1™, 0I") — (X, z9).
O

Die hoheren Homotopiegruppen m, (X, x) erscheinen nochmal kom-
plizierter als die Fundamentalgruppe. Uberraschenderweise ist aber zu-
mindest ihre algebraische Struktur einfacher:

Satz 14.2. Es sei X ein topologischer Raum und xo € X. Fiirn > 2
ist die Gruppe m,(X,xo) eine abelsche Gruppe.

97Wie kann man das wohl beweisen?
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f
f

Punkte, welche auf x
geschickt werden

ABBILDUNG 46. Schematisches Bild der Homotopien im
Beweis von [f * f] = [cy,]-

Beweisskizze. Es seien f,g: (I",01") — (X, zo) gegeben. Wir miissen
nun zeigen, dass f x g homotop ist zu g = f. Die Homotopie ist in
Abbildung (7 fiir den Fall n = 2 veranschaulicht. Es ist eine freiwil-
lige Ubungsaufgabe eine mathematisch priizise formulierte Homotopie
anzugeben. O

Bemerkung. Man kann sich davon iiberzeugen, dass es fiir n > 1 einen
Homdéomorphismus ®: I"/0I" — S™ gibt. Wir bezeichnen mit * das
Bild von [01"] unter ®.

Es sei X ein topologischer Raum und zy € X. Es folgt nun, dass ¢
eine Korrespondenz zwischen stetigen Abbildungen

(1", 01™) — (X, x0)
und stetigen Abbildungen

(S", %) = (X, z9)
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9

Punkte, welche auf x
geschickt werden

ABBILDUNG 47. Schematisches Bild einer Homotopie
von f*xgzugxf.

induziert. Wir konnen also Elemente in 7, (X, z¢) auch als Homotopie-
klassen von Abbildungen (5™, %) — (X, x) betrachten.

14.2. Eigenschaften von den héheren Homotopiegruppen. Viel-
leicht die erste Frage, welche sich stellt ist, in wie weit die Homotopie-
gruppen von der Wahl des Basispunktes abhéngen. Die Aussage des
folgenden Satzes ist eine Verallgemeinerung von Satz [[.8

Satz 14.3. Es X ein topologischer Raum und es seien xg,x1 € X,
welche durch einen Weg g: [0,1] — X wvon zo nach x; verbunden sind.
Dann sind 7,(X, zo) und m,(X, x1) isomorphe Gruppen.

Wenn X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum ist, und
wenn wir uns nur fiir den Isomorphietyp der n-ten Homotopiegruppe
von X interessieren, dann schreiben wir manchmal auch einfach 7, (X).

%BDiese Definition macht insbesondere Sinn fiir n = 0, wobei S° = {z € R||z| =
1} = {£1}, wir koénnen also 7y(X, z¢) betrachten. In Kapitel [ hatten wir auch
schon 7y(X), die Menge der Komponenten von X eingefiihrt. Besteht da ein Zu-
sammenhang, oder ist die Ahnlichkeit der Notation Zufall? (Oder vielleicht noch
schlimmer, Ungeschicktheit?)
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Beweisskizze. Es X ein topologischer Raum und es seien xg, r; € X,
welche durch einen Weg g: [0,1] — X von xy nach x; verbunden sind.
Es sei zudem f: (I™,0I") — (X, x;) eine stetige Abbildung. Wir de-

finieren dann eine neue Abbildung f: (1™, 0I") — (X, z¢) wie in Ab-

bildung skizziert. Diese Zuordnung f +— f induziert dann einen

/
/
\

g Weg von N
ro nach 1 =
\

\/

fo(Im,01") = (X, 21) fm,o1m) = (X, z0)

g auf den
Strecken, welche
die zwei Quadratseiten
verbinden

—

7R\

ABBILDUNG 48. Ein Weg von xy nach x; induziert eine
Abbildung 7, (X, z1) und 7,(X, z¢).

Gruppenisomorphismus 7, (X, 1) und 7,(X, x¢). Wir iiberlassen den
genauen Beweis dieser Aussage als freiwillige Ubungsaufgabe. O

Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen und zy € X. Wir schreiben yy = f(zo). Dann kann man
nachweisen, dass

foom(X,mo) — m(Y,90)
o2 (I",9I") — (X, 20)] — [foo:(I"dI") D (X,20) L (Y, y0)]

eine wohldefinierte Abbildung ist (d.h. sie héngt nicht von der Wahl
der Reprisentanten ab), und dass diese Abbildung ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Wir nennen diese Abbildung die durch f induzierte
Abbildung und bezeichnen sie mit f,.

Es folgt aus den Definitionen, dass

id, = id, fiir alle punktierten Paare (X, zo),
B fiir alle stetigen Abbildungen
Fogke = J00 (X a0) = (Vi) wnd g (V.90) = (Z,20)

Wir konnen diese Beobachtungen auch wie folgt in einem Satz zusam-
menfassen:



TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2012 151

Satz 14.4. Es seiT die Kategorie der punktierten topologischen Rdumen
und G die Kategorie der Gruppen. Dann ist

Ob(T) — Ob(G)

(X,SL’(]) — Wn(X,l’(])

zusammen mit den Abbildungen
C((X,20), (Yiyo)) — Hom(m, (X, z0), (Y, %0))
f= f

ein kovarianter Funktor.
Ganz analog zu Satz [[0.T] konnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 14.5. Es seien fo, f1 : X — Y zwei stetige Abbildungen zwi-
schen topologischen Rdumen. Fs sei xg € X und yo € Y. Wenn es
eine Homotopie F : X x [0,1] = Y zwischen fo und fi gibt, so dass
F(zo,t) = yo fir alle t € [0, 1], dann gilt

fo = gs: T (X, 20) — T (Y, v0)-
Ganz analog zu Satz[10.3konnen wir zudem folgenden Satz beweisen:

Satz 14.6. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
sche Raumen, welche eine Homotopiedquivalenz ist. Es sei xg € X ein
Punkt. Wir setzen yo = f(xo). Dann ist

f*: 7Tn(X> [L’()) — 7Tn(Y'a yO)
ein Isomorphismus.

Beiuspiel. Der topologische Raum R"™ ist homotopiedquivalent zu einem
Punkt P, es folgt, dass

mo(R?) 2 7, (P).

Nachdem es genau eine Abbildung von I"™ — P gibt, folgt offensichtlich,
dass m,(P) = 0.

Fiir Fundamentalgruppen haben wir viele Ergebnisse dadurch be-
wiesen, dass wir die Fundamentalgruppen von Uberlagerungen studiert
haben. Fiir n > 2 haben wir nun allerdings ein vollig anderes Verhalten
der Homotopiegruppen:

Satz 14.7. Es sei p: (X, x0) — (B,by) eine Uberlagerung von punk-
tierten topologischen Rdumen. Wir nehmen an, dass X und B weg-
zusammenhdngend, lokal wegzusammenhdngend und semilokal einfach
zusammenhdngend sind. Es sein > 2. Dann ist m,(X, x) — m,(B, bo)
ein Isomorphismus.
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Beweisskizze. Bs sei p: (X, 29) — (B, by) eine Uberlagerung von punk-
tierten topologischen Rdumen. Wir wollen nun eine zu p,: m,(X, zo) —
(B, by) inverse Abbildung konstruieren.

Wie wir in Kapitel [41] gesehen haben, konnen wir Elemente in
(B, by) auch als Homotopicklassen von Abbildungen (5™, %) — (B, by)
betrachten. Es sei also f: (S™, %) — (B, by) gegeben. Nachdem n > 2
folgt, dass m1(S™) = 0, insbesondere folgt, dass

Im(f, : m(S", s0) = m(B,by)) = {0} C Im(p, : m(X,20) = m(B,by)).
Es folgt also aus Satz [0.14] dass es eine eindeutig bestimmte Hoch-
hebung f : (8", s0) — (X, ) von f: (S™, s9) — (B,by) gibt. Zur
Erinnerung, fist also eine Abbildung, so dass p o f: f.

Ganz analog zeigt man, wiederum mithilfe von Satz .14, dass ho-
motope Abbildungen (S™, %) — (B,by) zu homotopen Abbildungen

(S™ %) — (X, z) hochgehoben werden.
Wir sehen also, dass die Hochhebung eine Abbildung

O m,(B,by) — (X, 0)

definiert. Es folgt sofort aus der Definition von einer Hochhebung,
dass ® o p, = ids,(Bp,). Zudem folgt aus der Eindeutigkeit von Hoch-
hebungen, dass p. o ® = id, (x4, Wir sehen also, dass ® eine zu
Py T (X, 29) — (B, by) inverse Abbildung ist. O

Beispiel. (1) Wir haben gezeigt, dass es eine Uberlagerung R — S*
gibt. Aus Satz [[Z1 folgt nun, dass m,(S!) = m,(R) = 0 fiir alle
n > 2.

(2) Es sei T' der Torus. Wie wir schon gesehen haben gibt es eine
Uberlagerung R? — T'. Aus Satz 4.7 folgt nun, dass ,(T") =
7,(R?) = 0 fiir alle n > 2.

(3) Es sei F' eine Fliache von Geschlecht g > 2. Die universelle
Uberlagerung ist in diesem Fall hombomorph zu einer offenen
Scheibe, also ist auch 7, (F) = 0 fiir alle n > 2.

(4) Es sei K C S? ein Knoten, Papakyriakopoulo&@ hat beweisen,
dass 7,(R3\ K) = 0 fiir alle n > 2. D.h. hthere Homotopie-
gruppen helfen uns nicht bei der Unterscheidung von Knoten.

Es sei X ein topologischer Raum und es seien U,V C X offene
Teilmengen mit X = U UV und mit U NV # (. Wenn U NV homo-
topiedquivalent zu einem Punkt ist, dann ist fiir n > 2 die abelsche
Gruppe m,(X) das direkte Produkt der Gruppen 7, (U) und m,(V).
Dies ist ganz dhnlich zur Aussage fiir Fundamentalgruppen, siehe Satz

99 (. Papakyriakopoulos, On Dehn’s lemma and the asphericity of knots, Ann.
of Math. 66 (1957), 1-26.
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11.3] mit der Ausnahme, dass wir bei den Fundamentalgruppen das
freie Produkt und nicht das direkte Produkt der Fundamentalgruppen
von U und V betrachten.

Satz 14.8. FEs set X ein topologischer Raum und es seien U,V C X
offene Teilmengen mit X = U UV und mit UNV # (. Wir wihlen
einen Basispunkt xo € UNV . Es sein > 2. Wenn folgende Bedingungen
erfullt sind:
(1) m(UNV,xy) =0 firi=1,.
()WZ(Uato)—Oundm(V:zo)—Ofurz—l n—1
dann ist die Abbildung

T (U, 2o) X m,(V, x0)
(a,b)

— (X, xg)
= a-b
ein Isomorphismus.

Der Beweis des Satzes ist zudem sehr &hnlich zum Beweis von Satz
ML3, und wir iiberlassen ihn als freiwillige Ubungsaufgabe. Es gibt
allerdings kein Analogon zu Satz fiir den Fall, dass U N V' nicht
homotopiedquivalent zu einem Punkt ist.

14.3. Homotopiegruppen von Sphéren. Fiir Fundamentalgruppen
haben wir gesehen, dass es der Satz von Seifert—van Kampen (siehe
Satz [1.3) oft erlaubt die Berechnung von Fundamentalgruppen auf
die Bestimmung von Fundamentalgruppen von einfacheren Objekten
zuriickzufithren. Ein solcher Satz gilt fiir hohere Homotopiegruppen
nicht, was die Berechnung von hoheren Homotopiegruppen im Allge-
meinen ungemein schwer macht.

In diesem Kapitel werden wir ohne Beweis verschiedene Aussagen zu
den Homotopiegruppen von Sphéaren machen. In Satz [ 11l haben wir
gesehen, dass

m (S") =0 fiir n > 2.
Wir haben dies dadurch gezeigt, dass wir zu jeder Abbildung f: S* —
S™ eine homotope Abbildung g: S* — S™ finden, welche nicht surjektiv
ist, d.h. deren Bild in S™ \ {*} = R™ liegt. Nachdem S™\ {*} = R"
homotopiedquivalent zu einem Punkt ist, folgt dass ¢ und damit auch
f null-homotop sind.

Mit etwas mehr Aufwand kann man nun dieses Ergebnis verallge-
meinern:

Satz 14.9. Es ist
m(S™) =0 fir k <n.
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Als néchstes stellt sich die Frage, was ist m,(5™)? Die Identitdtsab-
bildung id : S™ — S™ macht einen eher nicht null-homotopen Eindruck.
In der Tat kann man zeigen, dass die Identitdtsabbildung id : S™ — S
nicht null-homotop ist, und sogar ein Erzeuger von m,(S™) darstellt.
Genauer gesagt, gilt folgender Satz:

Satz 14.10. Die Abbildung

Z — m,(S™)

ro— r-lid: 8" — S
st ein Isomorphismus.

Dieser Satz ist fiir n > 2 deutlich schwieriger zu beweisen, als fiir
n = 1. Der Satz folgt beispielsweise aus dem Satz von Hurewicz ,
welcher es erlaubt in manchen Féllen die Homotopiegruppen durch Ho-
mologiegruppen zu bestimmen. Die Homologiegruppen eines Raumes
werden in der Vorlesung ‘Algebraische Topologie’ eingefiihrt. Die De-
finition ist deutlich komplizierter als fiir Homotopiegruppen, dafiir ist
die Berechnung dann deutlich einfacher.

Die obigen beiden Satze erlauben es uns nun folgenden Satz zu be-
weisen:

Satz 14.11. Es gilt
REx2R & k=1
Beweis. Der Beweis den wir geben ist ganz analog zum Beweis von

Korollar 10.41
Wir betrachten den Fall k£ < [. Nehmen wir an es gibt einen Homéo-

morphismus ¢: R¥ — R!. Es sei P € R¥ ein Punkt. Wir setzen Q :=
f(P). Dann sind auch R¥\ { P} und R\ {Q} homdomorph. Andererseits
ist RF \ {P} homotopieiiquivalent zu S*~! und R' \ {Q} ist homoto-
piediquivalent zu S'~'. Aus den Sitzen und folgt dann, dass

2= ma(SM) 2 ma (RPN AP 2 ma (RN AQY) = ma (871 = 0.
Wir erhalten also einen Widerspruch. 0

Wie schaut’s nun mit den Gruppen 7 (S™) aus, wenn k > n > 27
Um die ndchste Abbildung zu verstehen fithren wir erst den projektiven
komplexen Raum ein. Genauer gesagt, fiir n € N betrachten wir

CP" = (1 {0})/ ~
wobei

es gibt ein A € C\ {0} mit

(21,...,Zn)N(U)17...7wn)<:> (21,---,Zn):()\wl""’)\wn)

100h1:‘|:p ://en.wikipedia.org/wiki/Hurewicz theorem
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Die Aquivalenzklasse eines Punktes (21, ..., z,) with mit TR ﬂ
bezeichnet. Man kann nun zeigen, dass CPl homéomorph zu S? ist. ['*!
Wir werden im Folgenden CP! mit S? identifizieren.

Beispielsweise konnen wir folgende Abbildung betrachten:

H:S3={(z21,20) €C? |2} + 23 =1} — S?=CP!
(z21,22) +— [z1: 29].

Diese Abbildung geht auf Hopf zuriick und wird auch die Hopf-Abbildung
genannt. Es gilt folgender Satz:

Satz 14.12. Die Abbildung
Z —
r o=
15t etn Isomorphismus.
Bemerkung. Dieser Satz zeigt, dass eine ‘naive Verallgemeinerung’ des
Satzes von Seifert-van Kampen nicht gelten kann, den wir kénnen S®
schreiben als Vereinigung von zwei offenen Béllen U und V' mit U N
V = S x (—¢,¢e). Aber es gilt m(U) = m(V) = 0 fir i« > 1 und
m(UNV)=m(S") =0 fiiri > 2.
Die folgende Tabelle 148t erahnen, dass die hoheren Homotopie-
gruppen von Sphéren eher kompliziert sind.

T T T3 T4 Ts5 Tg Tr7 g Tg 10 T 712
Stz 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S2 0 Z Z Zy Zo Zns Lo Lo 73 L5 Zy 72
S30 0 Z Zo Zy Ziy Lo Lo 73 L5 Zy 72
S* 0 0 0 Z Zy Zy Z&HZs Zg Zg Lioa®ls Ly 7o
S50 0 0 0 Z Z Lo Loy 7 Lo Lo Zi3g
S0 0 0 0 0 Z Lo Lo Loy 0 7 7o
ST0 0 0 0 O 0 7 Ly Lo Loy 0 0
S0 0 0 0 O 0 0 Y/ Lo Zogs 0O

Wenn man diese Tabelle genauer anschaut, sieht man verschiedene Ge-
setzméafigkeiten. Beispielsweise hat Serre gezeigt, dass 7, (S™) und
Tan—1(S*") die einzigen unendlichen Gruppen sind. Zudem gibt es fiir
jedes k ein N, so dass

Tntk(S™) = Tk (S™) fiir alle n,m > N.

101Wir kénnen CP! wie folgt zerlegen:
P'={[z:1]|z€ C}U{[1:0]},
die Quotiententopologie auf CP! ist von der Gestalt, dass CP! = R? U {oco} = S2.

102Quelle: http://en.wikipedia.org/wiki/Homotopy_groups_of _spheres
103h1:‘|:p ://de.wikipedia.org/wiki/Jean-Pierre Serre
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D.h. die Gruppen auf den Nebendiagonalen sind ab einem gewissen
Punkt alle isomorph. Im Allgemeinen sind die hoheren Homotopiegrup-
pen von Sphéren allerdings weiterhin unbekannt.

14.4. Ein Beispiel fiir die Bestimmung von héheren Homoto-
piegruppen. Wir beschlieen das Kapitel mit einem Beispiel. Wir be-
trachten

X = Sl V 52 = {62mt |t € R} U1:(0707_1) 52
und wir wollen 7o(X') bestimmen. Nach Satz [4.7] kénnen wir genau-
so gut m der universellen Uberlagerung bestimmen. Die universelle
Uberlagerung ist gegeben durch

p: X =R Un:(O,O,—l)Xn,nEZ S?2x7 — X = {62mt | te ]R} U1:(070,_1) S?

wobei
p(t) = €™ fiirt € R und
p(Pxn) = P, fir P € S? und n € Z.
Bildlich kann man sich X vorstellen als Gerade, bei der an jedem Punkt
n € Z eine 2-Sphéire angeklebt wurde. In der Tat, man kann leicht
{iberpriifen, dass p eine Uberlagerung ist. Wir beweisen nun folgende

X =51v5s?

ABBILDUNG 49. Die universelle Uberlagerung von S* v S2.

Behauptung:
Behauptung. X ist einfach zusammenhéangend.
Wir betrachten fiir jedes £ € N den Raum
Xy o= {—k, —k+1,.. . k=1, k}Unz0.0 1) xnne—t k1. 0S¥ { =k, ... k}.

(Bildlich kann man sich X}, vorstellen als Strecke [—k, k|, bei der an
jedem Punkt n € Z N [—k, k] eine 2-Sphére angeklebt wurde.) Mithilfe
des Satzes von Seifert-van Kampen und mithilfe von Induktion kann

man nun zeigen, dass m (Xy) = 0 fiir jedes k. Sei nun g € m(X). Wir
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withlen eine Schleife s in X, welche g repriisentiert. Aus der Kompakt-
heit der Schleife folgt, dass s eine Schleife in X} ist fiir ein k& € N. Dann
ist aber s in X} zusammenziehbar, also auch in X. Wir haben damit
gezeigt, dass X einfach zusammenhéngend ist.

Mithilfe von Induktion und mithilfe von Sétzen und kann
man nun zudem zeigen, dass

mo(Xy) =2 ZF.

Es liegt nun auf der Hand anzunehmen, dass m,(X) der ‘Grenzwert’
der Gruppen Z*, k € Z ist, d.h. dass my(X) 2 Z*. Dies ist der Fall und
man kann den Begriff ‘Grenzwert’ der Gruppen auch préazise machen
mithilfe des Begriffes des ‘Kolimes’ oder ‘direct limit’, siehe

http://de.wikipedia.org/wiki/Kolimes
http://en.wikipedia.org/wiki/Direct_limit

15. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Wir erinnern zuerst an die Definition einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit X.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine n-dimensionale Karte fir X ist ein Homéomorphismus
®: U — V zwischen einer offenen Teilmenge U C X und einer
offenen Teilmenge von R".

(2) Es sei x € X. Eine n-dimensionale Karte um x ist eine Karte
O: U —Vmiteel.

(3) Wir sagen X ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn X
ein Hausdorff-Raum ist und wenn es zu jedem z € X eine Karte
®: U — V um z gibt.

Es sei nun f: X — R eine Funktion. Nachdem X ein topologischer
Raum ist, macht es Sinn von Stetigkeit von f zu sprechen. Kénnen wir
auch von Differenzierbarkeit von f sprechen?

Man koénnte ganz naiv folgende ‘Definition’ einfithren: wir sagen
f: X — Rist im Punkt x differenzierbar, wenn fiir eine Karte ®: U —
V mit z € U die Abbildung f o ®~!: V — R differenzierbar ist. Auf
den ersten Blick macht diese Definition Sinn, denn f o ®~! ist eine Ab-
bildung von einer offenen Teilmenge in R™ nach R, d.h. es macht Sinn
von der Differenzierbarkeit von f o ®~! zu reden.

Aber was passiert, wenn wir eine andere Karte W: U — W um x
wahlen? Es gilt

(15.1) foUt=(fod Ho(doU™).
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Wir wissen, dass ® o W1 stetig ist, aber a priori wissen wir nicht, dass
® o Ut auch differenzierbar ist. Im Allgemeinen folgt aus der Differen-
zierbarkeit von f o ®~! nicht notwendigerweise die Differenzierbarkeit
von fo W™l

Um dennoch einen Begriff von Differenzierbarkeit fiir Funktionen auf
Mannigfaltigkeiten zu haben miissen wir deswegen unsere Definition
verfeinern:

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Ein Atlas fir X besteht aus einer Familie von Karten {®;: U; —
Vitier, so dass Uje U; = X

(2) Ein Atlas {U, }icr heiit differenzierbar, wenn fiir alle i, j € I die
Abbildung

(I)j e} (I)Z-_ll (I)Z(Uz N Uj) — (I)j(UZ N Uj)
C* ist.
(3) Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Paar

(X,A), wobei X ein topologischer Raum ist, welcher Hausdorff
ist, und A ist ein differenzierbarer Atlas fiir X.

Bemerkung. Man kann sich fragen, was fiir 1-dimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten es gibt. Wir kennen natiirlich S und R, und es
erscheint auf den ersten Blick verniinftig, dass jede 1-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit zu einer der beiden Beispiele diffeomorph
ist. (Beispielsweise ist (—1,1) diffeomorph zu R, via ¢ > tan(5t).) Er-
staunlicherweise ist die jedoch nicht der Fall, es gibt noch eine weitere
1-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, die sogenannte ‘lange
Gerade’, siehe

http://en.wikipedia.org/wiki/Long_line_(topology) oder
http://de.wikipedia.org/wiki/Lange_Gerade

Um dieses exotische Beispiel auszuschliefen wird in der Literatur des-
halb in der Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit oft auch
noch gefordert, dass diese zweit-abzahlbar sein soll. Ein topologischer
Raum heif3t hierbei zweit-abzdhlbar, wenn es eine abzahlbare Basis fiir
die Topologie gibt. Beispielsweise besitzt R”, und damit auch jede Teil-
menge von R", eine abzidhlbare Basis der Topologie. Die lange Gerade
hingegen ist nicht zweit-abzahlbar.

In Kapitel [41] haben wir verschiedene Beispiele von Mannigfaltig-
keiten betrachtet. Man kann sich leicht davon vergewissern, dass die
Karten, welche wir betrachtet haben, jeweils einen differenzierbaren
Atlas bilden. Beispielsweise ist

A = {(I)U U i} U}UCR”oﬂen
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ein differenzierbarer Atlas fiir R”. Wir unterdriicken zumeist den Atlas
A von der Notation, und reden beispielsweise nur von der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit R™.

Wir Betrachten S™ mit den Abbildungen ¢ : S \ N — R" und
8"\ S — R" welche gegeben sind durch die stereographische Pro-
jektion vom Nordpol N = (0,...,0,1) oder Siidpol S = (0,...,0,—1).
Dann ist {¢, 1} ein differenzierbarer Atlas fir S™. Wir betrachten nun
S™ durchgehend als differenzierbare Mannigfaltigkeit beziiglich dieses
Atlas.

Definition. Es sei (X, A) eine n-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit und es sei f: X — R™ eine Abbildung.

(1) Es sei € X, wir sagen, eine Abbildung f ist differenzierbar
(bzw. C* oder C*°) in x, wenn es fiir jedes z € X eine Karte
®: U — V in A um z gibt, so dass fo ®~!: V — R differen-
zierbar (bzw. C* oder C*) in ®(x) ist.

(2) Wir sagen, f ist differenzierbar (bzw. C* oder C*) wenn f
differenzierbar (bzw. C* oder C*) in allen Punkten ist.

Wir iiberlassen es als freiwillige Ubungsaufgabe, folgende Definitio-
nen adiaquat einzufiihren:

(1) k-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit einer n—
dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

(2) Differenzierbarkeit einer Abbildung f: M — N zwischen diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten.

(3) Diffeomorphismus zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten.

Der Beweis vom Satz vom reguldren Wert liefert folgenden Satz:

Satz 15.1. (Satz vom reguliren Wert) Es sei U C R" offen,
f:U — R eine C*°-Abbildung und z € R ein requlirer Wert. Dann
gibt es einen differenzierbaren Atlas A auf M = f~1(z) C R", so dass
(M, A) eine (n — 1)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltig-

keit von R™ ist, mit der Figenschaft, dass die Einschrdinkung einer C>
Funktion auf U auf M ebenfalls C* ist.

Wenden wir den Satz auf

R"+1 S R
2 2
('le"vxn—l-l) = x1+"'+xn+1

104Es folgt leicht aus (I5.) und aus der Differenzierbarkeit des Atlases, dass
diese Definition nicht von der Wahl der Karte um z abhéngt.
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und z = 1 an, dann erhalten wir einen differenzierbaren Atlas fiir S™.
Man kann leicht zeigen, dass dieser Atlas dquivalent ist zu dem
vorherigen differenzierbaren Atlas.

Definition. Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G eine
Gruppe. Eine C*-Operation von G auf X ist eine Operation

GxX — X
(9,2) — g-=,
so dass fiir jedes g € GG die Abbildung

X — X
r = g-

eine C*°-Abbildung ist.
Folgender Satz wird nun ganz analog zu Satz bewiesen.

Satz 15.2. Es sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit und G eine Gruppe, welche auf X diskret und C*-operiert. Dann
gibt es einen differenzierbaren Atlas auf X/G, so dass die Abbildung
X — X/G eine C*°-Abbildung ist.

Wir betrachten daher im Folgenden den n-Torus, RP™ usw. als dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten. In Kapitel hatten wir unter ande-
rem den Torus, die Kleinsche Flasche und die Fléachen von Geschlecht g
eingefithrt. Man kann direkt mithilfe der Definitionen zeigen, dass diese
2-dimensionale Mannigfaltigkeiten einen kanonischen differenzierbaren
Atlas besitzen, wir fassen diese Flichen daher nun durchgehend als
differenzierbare Mannigfaltigkeiten auf.

Aus den Definitionen folgt auch leicht folgendes Lemma:

Lemma 15.3. Es seip: X — B eine Uberlagerung eine n-dimensionalen
differenzierbaren Mannigfaltigkeit B, dann gibt es einen differenzierba-
ren Atlas auf X, so dass die Abbildung X — B ein lokaler Diffeomor-
phismus 15t.

16. DIE POINCARE VERMUTUNG

In diesem Kapitel nehmen wir durchgehend an, dass alle topologi-
schen Rédume wegzusammenhéngend sind.

105y sagen zwei differenzierbare Atlanten sind dquivalent, wenn sie den
gleichen Differenzierbarkeitsbegriff liefern. Dies ist dquivalent dazu, dass Ver-
kniipfungen von den Karten diffeomorph sind.

106D 1. zu jedem PUnkt = € X gibt es eine offene Umgebung U, so dass p : U —
p(U) ein Diffeomorphismus ist.
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Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist n-fach zusam-
menhéngend, wenn m;(X) =0 firi =1,...,n. Eine geschlosse-
ne differenzierbare n-Mannigfaltigkeit X, welche (n — 1)-fach zusam-
menhéngend ist, nennen wir im Folgenden eine Homotopiesphére.
Es folgt aus Satz [I49 dass S™ eine Homotopiesphére ist.

Man kann sich nun fragen, ob S™ die einzige Homotopiesphére ist
ist.

Hierbei muss man allerdings die Fragestellung prézisieren: Wenn wir
schreiben ‘einzige Mannigfaltigkeit’ macht es a priori einen Unterschied,
ob ‘bis auf einen Homdéorphismus’ oder ‘bis auf einen Diffeomorphis-

mus’.
Fiir jedes n stellen sich also zwei Fragen:

Frage. Es sei X eine n-dimensionale Homotopiesphére.

(1) Ist X diffeomorph zu S™?
(2) Ist X homoomorph zu S™?

Wenn n = 1 oder n = 2 dann ist die Antwort auf beide Fragen in
der Tat ‘Ja’. Der Fall n = 1 ist eine interessante Ubungsaufgabe.
Der Fall n = 2 wurde im 19. Jahrhundert im Zuge der Klassifikation
von Flidchen bewiesen.

Der Fall n = 3 wurde in 1905 von Poincaré als Vermutung formuliert
und wurde als die Poincaré-Vermutung bekannt.

Die Beantwortung der Fragen erfolgte in Spriingen, welche man viel-
leicht so nicht erwarten wiirde. Der erste wichtige Satz wurde von John
Milnor [ in 1956 (Fieldsmedaille 1962) bewiesen:

Satz 16.1. (Milnor) Es gibt eine geschlossene differenzierbare 7-Mannig-
faltigkeit, welche homdomorph zu S aber nicht diffeomorph zu S” ist.

Eine differenzierbare n-Mannigfaltigkeit, welche homéomorph zu S™
aber nicht diffeomorph zu S™ ist wird exotische n-Sphére genannt. Fol-
gender Satz wurde kurze Zeit spater von Kervaire und Milnor bewiesen:

107 Kapitel B hatten wir m(X) als die Menge der Komponenten von X ein-
gefiihrt. Nachdem X wegzusammenhiingend ist, macht es Sinn von 7;(X) zu reden,
nachdem der Isomorphietyp nicht von der Wahl des Basispunktes abhéngt.

108Fiir n = 1 erhalten wir also den Begriff, dass X wegzusammenhingend und
einfach zusammenhéngend ist.

109Es folgt aus dem Satz von Hurewicz und Poincaré-Dualitiit, dass eine ge-
schlossene differenzierbare n-Mannigfaltigkeit X eine Homotopiesphére ist, wenn
m(X) =0 fiir i =0,...,[ 25" ]. Insbesondere ist eine geschlossene differenzierbare
3-Mannigfaltigkeit X eine Homotopiesphiire ist, genau dann, wenn 71 (X) = 0.

HOVermutlich.

Wlpttp://de.wikipedia.org/wiki/John Willard Milnor
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Satz 16.2. (Kervaire-Milnor) Es sein > 5. Dann gibt es hochstens
endlich viele exotische n-Sphdren, zudem gibt es in den Dimensionen
5 und 6 dberhaupt keine exotischen Sphdren.

Unabhéngig davon hat Moise schon in 1952 bewiesen, dass es in
Dimension 3 keine exotischen Sphéren geben kann. Kurze Zeit spéter
wurde im Jahre 1961 folgender Satz von Smale[] (Fieldsmedaille 1966)
bewiesen:

Satz 16.3. (Smale) FEs sei n > 5, dann ist jede Homotopiesphire
homdomorph zu S™.

Nach diesen Durchbriichen wurde es eine zeitlang ruhig bevor Freed-
man (Fieldsmedaille 1986) in 1981 die Poincarévermutung in Di-
mension 4 bewies:

Satz 16.4. (Freedman) Jede 4-dimensionale Homotopiesphire ist
homéomorph zu S*.

Dieser Beweis ist so schwierig und kompliziert, dass es angeblich nur 5
Mathematiker gibt, die den Beweis jemals verstanden haben. Freedman
wird im Friithjahr 2013 eine Vorlesung am Max-Planck Institut in Bonn
iiber den Beweis halten.

Es dauerte dann noch einmal 20 Jahre bis die urspriingliche Poin-
carévermutung endlich von Perelman (Fieldsmedaille in 2006 abge-
lehnt) 19 bewiesen wurde:

Satz 16.5. (Perelman 2003) Jede 3-dimensionale Homotopiesphire
ist homdomorph zu S3.

Die Poincarévermutung ist eine der 7 groflien Vermutungen , auf
welche die Clay-Stiftung ein Preisgeld von 1 Million Dollar ausgesetzt
hat. Es verbleiben jetzt noch 6 Wege um mithilfe von Mathematik reich
zu werden.

Was verbleibt jetzt noch zu beweisen? Folgende Frage ist weiterhin
offen:

U2 B, Moise, Affine structures in 3-manifolds. V. The triangulation theorem and
Hauptvermutung, Ann. of Math. (2) 56 (1952), 96-114.

Uhttp://de.wikipedia.org/wiki/Stephen Smale

Hipttp://de . wikipedia. org/wiki/Michael Freedman

115h‘c‘cp ://de.wikipedia.org/wiki/Grigori_Jakowlewitsch Perelman

U6 @, Perelman, The entropy formula for the Ricci flow and its geometric app-
lications, (2002).
G. Perelman, Finite extinction time for the solutions to the Ricci flow on certain
three-manifolds, (2003).
G. Perelman, Ricci flow with surgery on three-manifolds, (2003).

117h1:‘|:p ://de.wikipedia.org/wiki/Millennium-Probleme
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Frage. Gibt es in Dimension 4 exotische Sphéren?

Die 4-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten spielen in
der Topologie eine aulergewchnliche Rollen.

(1) Flachen, d.h. 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind seit dem
19. Jahrhundert klassifiziert.

(2) Mannigfaltigkeiten der Dimension grofier gleich fiinf sind rela-
tiv gut verstanden und viele Probleme wurden schon in den
Fiinfzigern und Sechzigern gelost.

(3) 3-dimensionale Mannigfaltigkeit sind zwar nicht klassifiziert,
aber durch die Arbeiten von Thurston, Perelman, Agol etc. ha-
ben wir jetzt ein relativ gutes Verstdndnis von 3-Mannigfaltigkeiten.

(4) 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten hingegen sind in vielerlei Be-
ziehung terra incognita. Wir wissen, dass sich Mannigfaltigkei-
ten in Dimension 4 dramatisch von Mannigfaltigkeiten in an-
deren Dimensionen unterscheiden. Beispielsweise gilt fiir k& #
4, dass es keine exotischen RF gib, andererseits folgt aus
den Arbeiten von Donaldson (Fieldsmedaille 1986, dass R?
iiberabzihlbare viele differenzierbare Strukturen besitzt[2

U8D h. fiir k # 4 ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit, welche homdomorph
zu R¥ ist, ist auch diffeomorph zu R*

"9nttp://de.wikipedia.org/wiki/Simon Donaldson

120D h. es gibt iiberabziihlbar viele differenzierbare Mannigfaltigkeit, welche
homomorph zu R* sind, aber welche paarweise nicht diffeomorph sind.
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