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1. EINLEITUNG

Die klassische euklidische Geometrie in R? ist bekannt aus der Schule und dem ‘alltigli-
chen’ Leben. Eine Gerade ist hierbei eine Kurve, welche zwischen je zwei Punkten auf der
Kurve, die kiirzeste Verbindung bildet.

R2

In der euklidischen Geometrie gelten insbesondere folgende Aussagen:

(1) Zu je zwei Punkten gibt es genau eine Gerade durch diese Punkte.

(2) Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P ¢ g gibt es genau eine Gerade h parallel
zu g durch P.

(3) Die Winkelsumme in einem Dreieck ist immer 7.

Wenn man einen Globus betrachtet, dann ist es offensichtlich, dass wir nicht nur die
euklidische Geometrie betrachten miissen, sondern auch die sphérische Geometrie. In der

Grofskreis
ABBILDUNG 1. GroRkreise auf S? geben ‘lokal’ die kiirzeste Verbindung.

mathematischen Abstraktion betrachten wir dazu
S* = {(z1, 2, 73) € R? | xf + x% + xi =1}.

Ein Grofkreis ist die Schnittmenge von S? mit einer Ebene durch den Ursprung.
In der sphirischen Geometrie gelten folgende Eigenschaften:
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(1) Zu je zwei Punkten gibt es einen Grofkreis, welcher beide Punkte enthélt. Jedoch
ist dieser im Allgemeinen nicht eindeutig.

(2) Parallelen gibt es nicht.

(3) Die Winkelsumme in einem Dreieck ist immer grofer als 7.

In dieser Vorlesung wollen wir noch eine weitere Geometrie kennenlernen, ndmlich die
hyperbolische. Diese ist auf dem ersten Blick nicht besonders intuitiv. Sie hat beispielsweise
folgende Eigenschaften:

(1) Zu je zwei Punkten gibt es genau eine Gerade, welche beide Punkte enthélt.

(2) Zu jeder Gerade g und jedem Punkt P ¢ ¢ gibt es unendlich viele Parallelen zu
Geraden g durch P.

(3) Die Winkelsumme in einem Dreieck ist immer kleiner als 7.

Obwohl die hyperbolische Geometrie solch eigenartige Eigenschaften besitzt, ist sie nichts-
destotrotz eine sehr natiirliche Geometrie, mindestens so wichtig wie die euklidische und
die sphéarische Geometrie. Beispielsweise werden wir zeigen, dass alle geschlossenen Fla-
chen bis auf die Sphire und den Torus “hyperbolisch” sind. In der Tat sind “fast alle”
2-Mannigfaltigkeiten hyperbolisch.

Das Ziel dieser Vorlesung ist die hyperbolische Ebene einzufiihren und die Gemeinsam-
keiten und Unterschiede zur euklidischen Geometrie herauszuarbeiten. Wir werden dann
zeigen, dass ‘fast alle’ Flichen eine hyperbolische Struktur besitzen. Zum Abschluft der
Vorlesung wenden wir uns den hyperbolischen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und der
Arbeit von Perelman zu.

2. DIE HYPERBOLISCHE EBENE UND DIE RIEMANN-SPHARE

2.1. Hyperbolische Geraden. Im Folgenden identifizieren wir durchgehend R? mit C.
Wir bezeichnen dann

H= {(z,y) e R*|y >0} = {2 € C| Imz > 0},

als die Hyperbolische Ebene. Wir definieren zudem eine Gerade in H oder auch Hyperbolische
Gerade als eine Teilmenge g von H der Form

g={z € H| Rez=a}, wobei a € R oder
g={z€H]||z—bl =7}, wobei b € R und r > 0.

H
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Das folgende Lemma besagt insbesondere, dass eine ganz grundlegende Eigenschaft fiir
euklidische Geraden auch fiir hyperbolische Geraden gilt.

Lemma 2.1. Zu je zwei Punkten P # Q) gibt es genau eine hyperbolische Gerade durch P
und Q.

Bewers. 1. Fall: Re P = Re Q.

Dann ist P,Q € {z € H| Rez = Re P} und diese Gerade ist auch die einzige, welche P
und Q) enthalt.

2. Fall: Re P # Re Q.

Die Mittelsenkrechte zu PQ ist nicht parallel zur z-Achse, denn es ist Re P # Re Q. Sei dann
b der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit der reellen Achse. Dann ist r := bP = bQ
und P, Q liegen auf {z € H||z — b| = r}.

Definition. Zwei Geraden heifen im Folgenden parallel, wenn sie sich nicht schneiden.

Das folgende Lemma zeigt nun, dass sich hyperbolische Geraden in einem wichtigen
Punkt radikal von den euklidischen Geraden unterscheiden.

Lemma 2.2. Es sei g eine Gerade in H und P ¢ g. Dann gibt es unendlich viele Geraden
wn H, die P enthalten und zu g parallel sind.

Beweis. 1. Fall: g ={z € H| Rez = a} fira e R
Wihle

. ) >0 falls P rechts von g liegt,
< 0 falls P links von g liegt.

Dann gilt fiir alle diese a, dass gN{z €e H||a — 2| =|a — Q|} = 2.

2.Fall: g ={z e H| |z —a| =1}

Wir betrachten h = {2z € H||z — a| = [a — Q|}. Dann ist @ € hund hN g = &. Zudem
gibt es ein € > 0, sodass fiir alle 0 < § < ¢ die Geraden {z € H||z —a + 0| < |a — — Q|}
auch parallel sind zu g. 0

Frage. Welche Transformationen von H? gibt es, die hyperbolische Geraden in hyperbolische
Geraden iiberfiihren?
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2.2. Die Riemann-Sphire. Es sei C = C U {oo} die sogenannte Riemann-Sphdire. Wir
wollen C nicht nur als Menge, sondern als topologischen Raum auffassen. Fiir z € C und
€ > 0 definieren wir dazu

Ucz) ={weC|lz —w| < e}
und

U.(00) = {w € CJu] > 1)

Wir sagen nun U C C ist offen, wenn fiir jedes z € U ein € > 0 existiert mit U.(z) C U. Es
ist relativ leicht zu zeigen, dass dies eine Topologie auf C definiert.

Beispiel. Die Abbildung
J:C—C
1
z+— —, wenn z € C\ {0}
z
00— o0
oo — 0

ist ein Homoéomorphismus.

Lemma 2.3. Die Abbildung
f:5*=C
00, wenn (x,y,z) = (0,0,1),
(xawa) = { ( x Y ) . sonst.

1—27 1—=2

ist ein Homdomorphismus. Sie wird die stereographische Projektion genannt.

Nordpol N = (0,0,1)

stereographische Projektion von P
P

ABBILDUNG 2. Die Stereographische Projektion vom Nordpol auf die xy-Ebene.
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Beweis. Die Abbildung ist bijektiv und stetig. Der Raum S? ist kompakt und C ist Haus-
dorffsch. Damit ist f~! stetig. O

Definition. Ein Kreis in C ist entweder ein euklidischer Kreis in C oder eine Gerade in C

zusammen mit dem Punkt {oo}. Anders ausgedriickt, ein Kreis in C ist eine Teilmenge der
Form

{2 € Clazz + bz + bz + c = 0},
wobei a,c € R, b € C, a # 0 und entweder b # 0 oder ¢ # 0, oder von der Form
{2 € C|bz+bz =0} U {oo},

wobei b # 0. B
Die stereographische Projektion bildet gerade Kreise in S? auf Kreise in C ab.

Definition. Sei A eine Teilmenge von H. Die Punkte im Unendlichen sind definiert als die
Menge

ANR,

wobei A der topologische Abschluss von A in C ist und R = R U {oo}.

H h H
g

ABBILDUNG 3. Die Punkte im Unendlichen von A sind @ und co. Die Punkte
im Unendlichen von ¢ sind ¢ und b.

Lemma 2.4. Fir alle Punktepaare P,QQ € R, P # Q existiert genau eine hyperbolische
Gerade g € H, sodass P und @ die Punkte im Unendlichen von g sind.

Beweis. 1.Fall: P, € R.
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P Q

ABBILDUNG 4. Bild zum Beweis von Lemma 2.4

. . P—
Die gesuchte Gerade ist g = {z € H| |z — ¥F| = | 2@\}.

2.Fall: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei P = oo.
Dann ist h = {z € H| Rez = @} die gesuchte Gerade. O

Lemma 2.5. Sei P € R und QQ € H. Dann ¢ibt es genau eine hyperbolische Gerade, sodass
Q auf g liegt und P ein Punkt im Unendlichen von g ist.

Bewers. 1. Fall: P € R und Re@ = Re P.
Dann ist g = {2z € H| Re z = Re P} die gesuchte Gerade.

Q/
H .
Q \\
g
P

2. Fall: P € R und Re(@ # Re P.
Folgt wie im Beweis zu Lemma 2.1.
3.Fall: P = o0.
Dann erfiillt g = {z € H| Rez = Re @} die gewiinschten Eigenschaften. O

3. MOBIUSTRANSFORMATION
3.1. Definition von Mobiustransformationen. Wir schreiben

Homeo(C) = {f: C — C| f ist ein Homdomorphismus}
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und

Homeo®(C) = {f € Homeo(C) | f bildet Kreise auf Kreise ab}.

Wir wollen im Folgenden die Gruppe Homeo(C) besser verstehen. Wir geben dazu erst

einmal Beispiele von Abbildungen in Homeo(C).

Lemma 3.1. Sei a # 0, a € C. Dann st die Abbildung
z+—az+b firzeC

o0 — 00

ein Homdomorphismus in Homeo®(C).

Bemerkung. Sei a = re® mit r > 0 und ¢ € R. Dann ist die Abbildung z — az + b eine
Drehung um ¢, gefolgt von einer Streckung um den Faktor r und einer Translation um b.

Beweis zu Lemma 3.1. Die Abbildung C — C, z — az + b erhilt euklidische Kreise und
Geraden. Damit priift man leicht, dass die Behauptung gilt. O

Lemma 3.2. Die Abbildung
J:C—=C
1
zH;fdrzE(C\{O}

0+ oo
oo — 0
liegt in Homeo®(C).
Beweis.
e SN 7

1.Fall: k£ C C euklidischer Kreis, also
k={2€Clazz+bz+bz+c=0}
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mit a,c € R, b€ C, a# 0 und b # 0 oder ¢ # 0.
Sei zunéchst ¢ # 0. Dann ist
11 R
J(k)={2€Cla—=+b-—+b=+c=0} =
2Z z  Z
={zecCla+bz+bz+czz =0},

also ist J(k) wieder ein euklidischer Kreis. Ist ¢ = 0, so ist

11 1 -1

={ze€Cla+bz+bz=0}U{c0o},
also eine euklidische Gerade. Alle anderen Fille berechnet man analog. O

Satz 3.3. Seien a,b,c,d € C mit ad—bc # 0. Dann gibt es genau einen Homdomorphismus
p: C— C mat
az+0b
Z
cz+d

fiir alle z € C mit cz +d # 0. Auferdem ist o € Homeo®(C).

Beweis. 1.Fall: ¢ = 0.
Da ad — be # 0 folgt d # 0 und damit

az+b a N b
= —Z —_
cz+d d d
fiir alle z € C. Diese Abbildung setzen wir mit co +— oo zu einem Homoéomorphismus

C — C fort. Aus Lemma 3.1 folgt, dass dieser sogar in Homeo®(C) liegt.

2.Fall: ¢ # 0.
Wir betrachten die Abbildung
C—C
az +b d
T atrd” 7 o
00 b —
c
d
—— 00
c

Dann ist die Abbildung ein Homdomorphismus, da sie eine Komposition der folgenden
Abbildungen ist:

(1) 2= ?z+d, 0o — o0,
(2) z+ %, 0+ 00,00 — 0 und
(3) 2+ —(ad — bc)z + %, 00 > 00
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ist, welche alle in Homeo®(C) liegen.
U

Definition. Die Abbildungen von der Form wie in Satz 3.3 werden Mdbiustransformationen
genannt. Im Allgemeinen werden sie nur mit

az+b
cz+d

bezeichnet.

Bemerkungen.

(1) Die Verkniipfung von Mobiustransformationen ist eine Mébiustransformation.
(2) Die Umkehrabbildung zu z — ?Z“’ ist gegeben durch

z+d
dz—0b

—cz+a

Z

Lemma 3.4. Jede nichttriviale Mébiustransformation hat héchstens zwei Fixpunkte.

az+b

poriy eine Mobiustransformation.

Beweis. Sei ¢: z +—>
1.Fall: ¢ = 0.

Dann ist m: z — %2+ g, 00 — 00. Damit ist oo ein Fixpunkt. Aulerdem hat die Gleichung
g2+ g = z genau eine Losung, also hat m hdchstens noch einen Fixpunkt in C.

2. Fall ¢ # 0.

Dann ist m(oo) = <. Damit ist {z € C|m(z) = 2} = {z € Clz = 22}, Auerdem ist

z+d
gjis eine quadratische Gleichung und hat damit héchstens zwei Losungen. 0

z =

Korollar 3.5. Jede Mdbiustransformation mit mindestens drei Fizpunkten ist bereits die
Identitdt.

Notation. Wir bezeichnen die Gruppe aller Mé&biustransformationen mit Mob™.

Korollar 3.6. Falls m,n € Méb™ an drei Punkten tbereinstimmen, so ist bereits m = n.

Beweis. Wenn m und n an drei Punkten iibereinstimmen, so hat die Abbildung m™! o

n € MobT drei Fixpunkte. Aus Korollar 3.5 folgt damit m™' on = id und somit die
Behauptung. 0

Satz 3.7. Seien (w1, we, w3) und (z1, 29, z3) Tripel von paarweise verschiedenen Punkten
in C. Dann gibt es genau ein m € Mob™ mit
(21, 22, 23) = (m(w1), m(wz), m(w3)).
Beweis. Ohne Einschrinkung sei (z1, 22, 23) = (0, 1, 00).
1.Fall: w1, We, W3 € C.
Dann hat
(Z — wl)<UJ2 — U)3)

m: z — € Mob™
(z — ws)(wy — wy)
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die gewtinschte Eigenschaft.
2.Fall: Dieser Fall wird in den Ubungsaufgaben betrachtet. U

Definition. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G auf X ist eine
Abbildung

GxX—=X
(9,7) = g -,

sodass ex = x fiir alle € X und (gh)z = g(hz) fiir alle x € X und g, h € G.

Definition. Eine Operation heilst {ransitiv, wenn fiir alle x,2’ € X ein g € G existiert,
sodass ' = gx. Die Operation heift eindeutig transitiv, wenn dieses g eindeutig ist fiir alle
x, 2’ € X.

Mit dieser Definition kénnen wir die Aussage von Satz 3.7 wie folgt formulieren: die
Gruppe ME)Er operiert eindeutig transitiv auf der Menge der Tripel von verschiedenen
Punkten in C.

Satz 3.8. Mob™ operiert transitiv auf der Menge der Kreise in C.
Fiir den Beweis von Satz 3.8 benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.9. Zu je drei verschiedenen Punkten in C gibt es genau einen Kreis, der diese
drei Punkte enthdlt.

Beweis. 1.Fall: zq, 29, 23 € C nicht kolinear.

Dann gibt es einen Kreis in C, der 2z, z5 und z3 enthalt.

2.Fall: 2y, 29, 23 € C kolinear.

Dann gibt es eine euklidische Gerade g in C mit 21, 29, 23 € ¢. Somit ist g U {oo} C C der
gesuchte Kreis.

3.Fall: Ohne Einschriankung sei z; = oo.

In diesem Fall gibt es eine euklidische Gerade g, welche z5 und z3 enthélt. Dann ist gU{oo}
der gesuchte Kreis. O

Beweis von Satz 3.8. Seien K und K’ Kreise in C. Wir wihlen paarweise verschiedene
21, 22,23 € K und 21, 25, 24 € K'. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung m € Méb™
mit m(z;) = 2} fiir i = 1,2, 3. Folglich sind damit 2|2}, 25 € m(K)N K’'. Da m(K) ein Kreis
ist und Kreise durch drei Punkte eindeutig festgelegt sind, folgt bereits m(K) = K. O

Definition. Eine Scheibe in C ist eine Zusammenhangskomponente von C \ K fiir einen
Kreis K C C.
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Bemerkung. Zu jedem Kreis gibt es genau zwei Scheiben und jede Scheibe legt einen Kreis
fest.

Satz 3.10. Mob™ operiert transitiv auf der Menge der Scheiben.

Beweis. Es seien D und D’ Scheiben in C. Ohne Einschrinkung sei D' = B(0, 1), also die
Einheitsscheibe. Nach Satz 3.8 gibt es ein m € Méb™, welches den Rand von D auf S*
abbildet. Dann gibt es zwei mogliche Fille.

1. Fall: mD = D'.

Dann folgt die Behauptung.

2. Fall: mD = C \ B(0,1).

Dann ist J om(D) = D'. O

Bemerkung. Mobiustransformationen erhalten Scheiben, da sie Kreise erhalten und da
Homd&omorphismen Zusammenhangskomponenten auf Zusammenhangskomponenten abbil-
den.

Definition. Es sei U C @k, Eine Funktion f: U — C heift invariant unter Mébiustrans-
formationen, wenn f(z1,...,2x) = f(m(z1),...,m(z)) fir alle (z1,...,2) € U und alle
m € Mébt mit (m(z),...,m(z)) € U.

Definition. Es seien 21, 29, 23, 24 vier paarweise verschiedene Punkte in C. Das Doppelver-

haltnis (engl. cross ratio) von zy, ...,z ist definiert als
. (21 - 24)(2’3 - 22)
{21722723724] - )
(21 - 22)(23 - Z4)
wenn zi,...,24 € C. Wenn z; = oo, dann definieren wir das Doppelverhéltnis als
23— 22
[0072272&24] = 5
%3~ %4

und ganz analog fiir co € {22, 23, 24 }.
Satz 3.11. Das Doppelverhdltnis ist invariant unter Mdbiustransformationen.
Beweis. Dies kann man leicht nachrechnen. 0

Satz 3.12. Paarweise verschiedene Punkte z,...,z4 € C liegen genau dann auf einem
Kreis, wenn [21, 29, 23, 24] € R.
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Beweis. Es sei m € Mob™ mit
m(z1) = oo, m(ze) =0,
m(zs) =1, m(z4) =: a.

Da das Doppelverhiltnis invariant unter Mébiustransformationen ist, geniigt es zu zeigen,
dass 00,0, 1 und a genau dann auf einem Kreis liegen, wenn [00, 0, 1,a] € R. Fiir a € C gilt
aber

1
[oo,(],l,a]:1 EResaeReaeceRU{o0}.

—a
Dabei ist RU{oo} genau der Kreis, welcher durch die Punkte oo, 0 und 1 festgelegt wird. [

3.2. Klassifikation von Mo6biustransformationen bis auf Konjugation.

Definition. Zwei Mobiustransformationen m,m’ heien konjugiert, falls es ein f € Mob™
gibt, sodass

m=fom oft

Satz 3.13. Hat eine Mdébiustransformation genau einem Fizpunkt, so ist sie konjugiert zu
z—= 24 1.

Beweis. Sei z der einzige Fixpunkt der Mobiustransformation m. Wir wéhlen y € C\ {z}.
Dann ist m(y) # y. Ferner sei f die Mébiustransformation mit f(z) = oo, f(y) = 0 und
f(m(y)) = 1. Dann gilt

(fomo f7h)(o0) = fom(z) = f(x)
und (fomoffl)(()) =

Also ist oo ein Fixpunkt, d.h. f o m o f~! ist von der Form z ~ az + b. Da f genau
einen Fixpunkt hat, hat auch f o m o f~! genau einen Fixpunkt, also ist a = 1. Wegen
fomo f71(0) = 1 ist aukerdem b = 1. O

00
1.

Definition. Mobiustransformationen mit genau einem Fixpunkt heifsen parabolisch. Aufker-
dem nennen wir z — z + 1 die Standardform einer parabolischen Md&biustransformation.

Satz 3.14. Hat eine Mdébiustransformation genau zwei Fixpunkte, so ist sie konjugiert zu
2+ az fir ein a #0,1.

Beweis. Es seien © # y die einzigen Fixpunkte der Mobiustransformation m. Sei f die
Mébiustransformation mit, f(x) = oo und f(y) = 0. Dann sind die Fixpunkte von fomo f~!
gerade 0 und oo. Eine leichte Rechnung zeigt nun, dass f om o f~! von der Form z +— az
mit a # 0 ist. O

Satz 3.15. Die Mdbiustransformationen z — az und z — bz sind genau dann konjugiert,
wenn a = b oder a = b~ .
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Bewess.
“<” Wenn a = b~! dann gilt

(z|—>az):(z»—>§)o(zr—>%z)o(zl—)%).

“=" Dies rechnet man leicht nach. 0J
Bemerkung. Sei m konjugiert zu z — az. Wenn |a| = 1 ist, dann nennen wir m elliptisch

und fiir |a| # 1 lozodromisch.
In Ubungsblatt 1 Aufgabe 4 wurde gezeigt, dass

®: PSL(2,C) — Méb*
a b (s az+b
c d cz+d

ein Isomorphismus ist. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

Mébt — PSL(2,C)

(zr—)az+b)r—> 1 (a b)
cz+d Vad —be \¢ d]’

Wir betrachten

7: Mébt —» C

m — Spur (<I>_1(m))2

Der folgende Satz besagt nun, dass wir mithilfe von 7 sofort den Konjugationstyp einer
Mobiustransformation bestimmen kdnnen.

Satz 3.16. Es sei m € Mob" \{id}. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) m ist parabolisch < 7(m) = 4.
(2) m ist elliptisch < 7(m) € [0,4).
(3) m ist lozodromisch < 1(m) ¢ [0,4].

Beweis. Der Typ von m und 7(m) ist invariant unter Konjugation, d.h. unter der Abbildung
m fomo f71L
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Wir wissen schon, dass

m parabolisch < m konjugiert zu z — 2z + 1

& ®71(m) ist konjugiert zu (é }) ,
ja] =1

m elliptisch < m konjugiert zu z — az mit

& ®7'(m) ist konjugiert zu (\/5

0

0 L) mit |a| =1,
Ja

m loxodromisch < m konjugiert zu z — az mit |a| # 1

. . . va 0
& &7 (m) ist konjugiert zu ( \/5)

0 mit |a| # 1.

Der Satz folgt nun aus folgender Beobachtung, welche leicht mithilfe von linearer Algebra
bewiesen werden kann: fiir A € PSL(2,C) gilt

T7(A) = 4 & A ist konjugiert zu ((1) }) ,
0
T(A) € (0,4) & A ist konjugiert zu (\65 %) ,al =1,

o N
T(A) ¢ [0,4] & A ist konjugiert zu ( 0 i)

Auferdem ist A entweder konjugiert zu (é 1) oder zu (g (1)) mit
b
"\o

O
3.3. Spiegelungen. Wir betrachten

= O

(b+g) €(0,4) < |b=1b+#=+1
#[0,4] b #1.

K:C—C
z+Z, wenn z € C

o0 Q.

Dann ist K € Homeo®(C). Wir definieren nun M&b als die von K und den Mobiustransfor-

mation erzeugte Untergruppe von Homeo®(C), d.h. wir definieren

Mob := {K™ omy o K™ omgo---omy|m; € Méb", n; € Z}.
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Satz 3.17. Jedes Element in Mob st fiir ad — be # 0 von der Form

az+b

, also aus Mob™,
cz +

oder

az +b ) ..
2 +— ——— also von der Form m o K mit m € Mob™.
czZ+d
Beweis. Es ist K? = id und K o (z —> %IS) oK = (z —> gj—j:g) € Mob™. Um die Notation
etwas zu vereinfachen, beweisen wir die Aussage fiir ein Element von der Form

K" omqo K™ omyo K™,
Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Dann ist

K™ omioK™omyo K™ = K™ ™% o K™ ™™ om0 K™ ™o K" omyo K™,

v ~~ ~
K oder id eMsbt eMsbt

also liegt das Element entweder in Mob™ oder es ist von der Form K om fiir ein m € Méb™.
O

Definition. Sei R C C ein Kreis und m € Méb™ mit m(R) = R. Wir definieren die

Spiegelung in R als mo K om™!.

Lemma 3.18. Die Spiegelung ist wohldefiniert.

Beweis. Siehe Blatt 2 Aufgabe 3. Dazu geht man folgendermafen vor.

(1) Man bestimme alle m € Mob™ mit_m(@) =R.
(2) Man zeige, dass die Spiegelung an R wohldefiniert ist.
(3) Man zeige den allgemeinen Fall. O

Satz 3.19. Jedes m € Mob st das Produkt von endlich vielen Spiegelungen.

Beispiel. Die Spiegelung an R = {z € C||z| = r} ist gegeben durch se’® — éew.

Ry
N

ABBILDUNG 5. Spiegelung an R
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Beweis von Satz 3.19. Sei m € Mob. Dann ist m die Verkniipfung von Abbildungen, welche
konjugiert sind zu K, z + 2z + 1, 2 + ez oder z — r mit r > 0. Wir zeigen, dass diese
Abbildungen Produkte von Spiegelungen sind. Fiir einen Kreis A C C bezeichnen wir im
Folgenden mit S(A): C — C die Spiegelung an K. Fiir eine euklidische Gerade g € C
schreiben wir zudem S(g) := S(g U {oo}). Man kann nun leicht folgende Aussagen zeigen:

(1) K ist selbst eine Spiegelung.

(2) 2z 2+1=5S({Rez=1})oS ({Rez = 1}).

(3) 2> ez =S ({re??|r € R}) o S ({re'? |r € R}).

(4) z—=>rz=S{re?|p e R}) o S ({/re®|p € R}).

O

Wenn man den Beweis des Satzes genauer durchliest, dann sieht man zudem, dass jedes
m € Méb™ Verkniipfung von einer geradzahligen Zahl von Spiegelungen ist.

Satz 3.20. Es qilt
Mé&b = Homeo®(C).

Beweis.

“C” wurde bereits gezeigt

“>”: Seinun f € Homeo®(C). Dann gibt es ein m € Mob™, sodass m(0) = f(0), m(1) = f(1)
und m(oc0) = f(oc0). Wir betrachten m~' o f. Diese Abbildung hat 0, 1 und oo als Fixpunk-
te.

Behauptung. Wenn (m~! o f) (H) = H, dann gilt m o f = id. Wenn (m~! o f) (H) = —H,
dann gilt (K om ™) o f =id.

Das entspricht

Behauptung. Ist g € Homeo®(C) mit g(0) = 0, g(1) = 1, g(c0) = oo und g(H) = H, so ist
g =id.
Beweisskizze. Sei X := {z € C|g(z) = z}. Wir machen zuerst folgende Beobachtungen:

(1) Da g € Homeo(C) und g(oco) = oo, werden euklidische Geraden auf euklidische
Geraden abgebildet.

(2) Seien ¢ und d Geraden mit ¢ N d = {co}. Dann gilt bereits g(c) N g(d) = {oo}.

(3) Seien ¢ und d Geraden, welche sich in P schneiden, fiir die g(c¢) = ¢ und g(d) = d
gilt. Dann ist cNd C X.

(4) Eine Gerade h ist tangential zu einem Kreis K, genau dann, wenn sich A und K
in genau einem Punkt schneiden. Es folgt, dass wenn eine Gerade h tangential zu
einem Kreis K ist, dann ist auch g(h) tangential zu g(K).

Fiir s € R definieren wir
H(s):={z€C|Imz = s},
V(s):={z € C| Rez = s}.
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Wir betrachten den Kreis k um z = % mit Radius %

V(0) V(1)

Dann sind V' (0) und V(1) Tangenten an den Kreis k.
Wir wenden jetzt g an. Dann gilt g(0) = 0 und ¢g(1) = 1. Auferdem ist g(K) ein Kreis durch
0 und 1. Aukerdem sind ¢g(V'(0)) und g(V (1)) parallele Tangenten an g(k) an den Punkten
0 und 1. Damit folgt ¢(V(0)) = V(0) und g(V' (1)) = V(1) sowie g(k) = k. Insbesondere ist
1
s e X.
2 —_—
Dann ist g(H(3)) parallel zu g(H(0)) = R. Da g(H) = H folgt nun, dass g(H(3)) = H(t)
fiir ein ¢ > 0.
Des Weiteren ist

1 1
(k) g (3)) = #kNH() = 1.

Damit ist g(H (1)) eine Tangente an k. Also ist g(H (%)) = H(3). Aus (3) folgt nun, dass
3,1+ 3i€ X.
Durch Fortfiihren diese Methode kann man zeigen, dass

b
A= {2%+2—ni|a,b€Z,m,n€N} C X.
Da f stetig ist und A C C dicht liegt, folgt X = C. O
Aus der eben gezeigten Behauptung folgt dann sofort die Aussage des Satzes. 0J

3.4. Konforme Abbildungen. Der Winkel zwischen zwei Geraden g und h in C in einem
Schnittpunkt P € C ist definiert als <p(g,h) = ¢ € [-7, 5], sodass

h—P=¢%(g—P).

Der Winkel zwischen zwei differenzierbaren Kurven, welche sich in P schneiden, ist definiert
als der Winkel zwischen den Tangenten in P.

Eine differenzierbare Abbildung f: C — C heit konform oder winkeltreu, wenn sie Abso-
lutbetrige von Winkeln erhilt.
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Satz 3.21. Alle Abbildungen in Mob sind konform.

Beweis. Jedes m € Mob ist eine Verkniipfung von Abbildungen der Form 2z +— az + b und
J:z— %, wobei erstere konform ist. Wir miissen also nur noch zeigen, dass J konform ist.
Es seien also g; und g, Geraden in C.

1.Fall: ¢g; und g, gehen nicht durch den Ursprung.

Fiiri=1,2 ist

gi = {2 € C|bjz+ b;Z+ 1 =0} fiir ein b; = r;e? # 0.
Dann ist
1 -1 3
o) = {ZEC‘biZ—i_bi%—i_l:O}:{Z€C|bﬁ+biz+z§:0}
= {z eC|lz+b” = b}

Es geniigt zu zeigen, dass der Winkel zwischen J(g;) und J(g2) im Punkt J(S) der gleiche
ist wie der Winkel zwischen ¢g; und g5 im Punkt S.
Aus der elementaren euklidischen Geometrie wissen wir, dass

<TJ(9) (J(gl)v J(Qz)) = <0=J(c0) (J(91)> J(QQ))

Damit ist
T T
<o (J(g1), J(g2)) = (1 + 5) — (2 + 5) =1 — Py =
T T
= (5 —p2) — (§ — 1) = <Ug2, 91)-
Die anderen Fille iiberlassen wir als freiwillige Ubungsaufgabe. 0

3.5. Mdébiustransformation der hyperbolischen Ebene. Wir betrachten ab jetzt
Méb(H) := {f € Méb | f(H) = H}

und ganz analog Mob™ (H).

Lemma 3.22. Jedes m € Mob(H) fihrt Geraden in H dber in Geraden in H.
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Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass m(R) = R, m konform ist, sowie der Beschreibung
der Geraden in H als Mengen der Form ¢ N H, wobei ¢ ein Kreis in C ist mit cLR. U

Definition. Wir definieren
M6b(R) := {m € Mob | m(R) = R}.
Satz 3.23. Fs setm: z — %Is € Mob™ mit ad — be = 1. Dann gilt
m € Mob™'(R) < (a,b, ¢,d € R oder a,b,c,d € iR).

Die ganz analoge Aussage gilt auch fiir z — 22 ¢ Mob.

cz+d
Beweis. “<7 ist klar.
“=": Sei also m € M6b(R). Wir schreiben
—d _
m(oo)=— €R
c
m(oo) = - €R

Ist a # 0, so ist

Also folgt ¢® € R und somit ¢ € R oder ¢ € iR.
Der restliche Beweis funktioniert iiber eine analoge Rechnung. 0

Bemerkung. Fiir m € M6b(R) rechnet man leicht nach, dass
m € Mob(H) < Imm(i) > 0.
Korollar 3.24. Es seien a,b,c,d € C mit ac — bd = 1. Dann gilt
(1) z+— %Ig liegt in MOb(H) genau dann, wenn a,b,c,d € R,
(2) z+— % liegt in Mob(H) genau dann, wenn a,b,c,d € iR.

Erinnerung. Méb™ operiert eindeutig transitiv auf

=3 . .
{(21,20,23) € C |z # 2z; & 1 # 5}
Lemma 3.25. M6b(H) operiert transitiv auf H.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Fiir jedes w = x + iy € H gibt es ein m € M&b(H) mit
m(w) = i.
Wir betrachten

l-z—x

: — 1 = ——— € Mob(H).
my:zv>z2—2x O-z+1€ 6b(H)
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Dann gilt m;(w) = iy und mit

1
1 =240
Mme: 2+— —2 = \/ﬂ—l € MOb(H)
ist (mg omy)(x +iy) = ma(yi) = i. O

Bemerkung. Mob(H) operiert nicht transitiv auf Paaren von Punkten in H. Zum Beispiel
kann man leicht nachrechnen, dass es kein m € M&b(H) mit m(i) = ¢ und m(2i) =
44 gibt. Wir werden spéter sehen, dass der tiefere Grund dafiir ist, dass es auf H eine
Abstandsfunktion gibt, beziiglich welcher M&b(H) mithilfe von Isometrien operiert, aber
der Abstand von i zu 2¢ ist verschieden vom Abstand von i zu 4.

Lemma 3.26. Zu je zwei Geraden g, h C H gibt es ein m € M6b(H) mit m(g) = h.

Beweis. Dieses Lemma ist eine Ubungsaufgabe. U

Definition. Ein offener Halbraum von H ist eine Zusammenhangskomponente vom Kom-
plement einer Geraden in H.

777771 A ey

ABBILDUNG 6. Darstellung von Halbraumen in H.

Satz 3.27. MOb(H) operiert transitiv auf der Menge der Tripel von paarweise verschiede-
nen Punkten in R.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir 21, 23, 23 € R ein m € Mob(H) gibt mit m(z;) = 0,
m(z9) =1 und m(z3) = oc.

Es gibt genau eine Gerade g mit z1, z3 als Punkte im Unendlichen von g. Also existiert
nach Lemma 3.26 ein m € M6b(H) mit m(g) = h, wobei h C H die Gerade mit 0 und oo
als Punkte im Unendlichen ist. Also ist {m(z1), m(z2)} = {0, 00}.
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200 = m(z2)

~ N

Z 2 <3 0=m(z) m(z3)

Wir wollen als néichstes arrangieren, dass in der z; auf 0 geschickt Wird Falls m(z;) = oo
betrachten wir (z — 1) o m. Diese Abbildung ist in Mob(H), da z — £ = %2t € Mob(H).
Wir wissen also jetzt dass z; auf 0 geschickt wird. Wir verkniipfen d1e Abbildung dann

noch mit z — ( 72, falls m(zz) > 0 und mit z — ( 7%, falls m(z2) < 0. O

Alternativer Beweis. Bs gibt ein m € Mob" mit m(z) = 0, m(z2) = 1 und m(z3) = oco.
Da 21, 29,23 € R folgt m(R) = R. Wenn m(H) = H, so ist m die gesuchte Abbildung.
Andernfalls betrachte (z — Z) o m. O

Satz 3.28. Es sei m € Mob™ (H). Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen.

(1) m =id.
(2) m besitzt genau einen Fizpunkt in R. Dann ist m konjugiert in Mob(H) zu z + z+1.
Damit 1st m parabolisch. B
(3) m besitzt genau zwei Fizpunkte in R. Dann ist m konjugiert in MOb(H) zu z — Az
mit A >0, X # 1. Damit ist m lozodromisch.
(4) m besilzt genau einen Fizpunkt in H. Dann ist m konjugiert in M&b(H) zu z
% fiir ein @ € R. Damit ist m elliptisch.
Beweis. Sei m: z — azig, m # id mit a,b,c,d € R und ad — bec = 1.
1.Fall: ¢ = 0.
: _a b
Also ist m(z) = G2 + 3

a) a = d. Dann ist b # 0 und m hat keine Fixpunkte in C. Also hat m genau einen
Fixpunkt in oco. Zudem ist a = d = +1. Folglich ist 7(m) = 4 und damit m
parabolisch.

b) a # d. Dann gibt es einen weiteren Fixpunkt s —
Fixpunkte in R. Zudem gilt 7(m) = (a + d)? > 4, da ad =1 und a # d und somit
a+d>2.
2.Fall: ¢ # 0.

az+b

g = %, also der

Also ist oo kein Fixpunkt. Die Fixpunkte von m sind Losungen von
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Gleichung cz? + (d — a)z — b = 0. Damit sind die Fixpunkte gegeben durch

—(d —a) £ +/(d—a)? + 4bc
2¢ '

212 =

Es ist

(d —a)? + 4bc = (d + a)* — dad + 4bc = (d + a)* — 4 (ad — bc)
=1

=(d+a)*>—4=r1(m)—4

Wir unterscheiden dann folgende Fille.

a) 7(m) = 4. Dann gibt es genau einen Fixpunkt und m ist parabolisch.

b) 7(m) > 4. Dann gibt es genau zwei reelle Fixpunkte und m is loxodromisch.

¢) 7(m) < 4. Dann gibt es genau einen Fixpunkt in H (der zweite liegt in —H) und m

ist elliptisch.

Wir miissen also noch zeigen, dass m in M6b(H) konjugiert ist zu einer der angegebenen
Abbildungen. _ _
Zunichst habe m genau einen Fixpunkt x in R. Sei y € R \ {z}. Dann existiert ein
f € Mob(H) mit f(x) = oo, f(y) = 0 und f(m(y)) = 1 und wir betrachten fomo f1.
Die Abbildung hat einen Fixpunkt in oo und 0 wird auf 1 abgebildet. Man priift aufserdem
leicht nach, dass fomo f™! = (2 2+ 1).

f7H ) = m(f7H(h))

h= fonyo f~1(h)

g=fomofg)

fHg) =m(f~(9))

z =m(z)

'\_/
g fogo f

ABBILDUNG 7. Die Kreise im rechten Bild, welche beziiglich der paraboli-
schen Abbildung m erhalten bleiben, heiken Horokreise.

Seien nun 7,y € R genau die (paarweise verschiedenen) Fixpunkte von m. Wir withlen
f € Mob(H), sodass f(z) = 0 und f(y) = oo. Dann sind die Fixpunkte von fomo f~!
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gerade 0 und oo. Damit ist fomo f~1: z + Az fiir ein A > 0. Wir nennen die von z und
y festgelegte Gerade in H die Achse von m.

h=fomo f7(h)
g=fomo f7(g
o) =m(f(g))

T Yy

f7H ) = m(f7H(h))

\_/
g fogo f7!

Sei nun x € H der einzige Fixpunkt von m. Dann existiert eine Abbildung f € Méb(H)
mit f(x) = i. Damit ist 7 der einzige Fixpunkt von fomo f~1. Wir schreiben fomo f=1(z) =
‘Cljj:fl, wobei a,b,c,d € R und ad — bc = 1. Aus Z;j:s = folgt ai +b = —c+id, also a = d
und b = —c. Damit ist 1 = ad — bc = a? + b*. Damit gibt es ein § € R, sodass a = cos@

und b = sin 4. OJ

Wir wollen im Folgenden noch die Abbildungen in Mob(H) \ Méb™ (H) klassifizieren,

welche durch z — gis mit a,b,c,d € R und ad — bc = 1 gegeben sind.

Beispiel. Wir betrachten

1z+0
Z - =72, also
0—1

T4y — —x+1y.

Diese Abbildung ist die Spiegelung an der y-Achse. Damit ist die Fixpunktmenge gerade
die y-Achse zusammen mit oo.

Beispiel. Wir betrachten

AZ+0
m:z»ﬁzzﬁ, —\’z
O_XZ

mit A\ # 1. Diese Abbildung lisst sich darstellen als Verkniipfung von z +— —Z, also der
Spiegelung an der y-Achse und z — A%z, also der loxodromischen Abbildung mit der y-
Achse als Achse der loxodromischen Abbildung. Die Fixpunkte von m sind 0 und oo.

Der folgende Satz gibt nun eine Klassifikation von den Abbildungen in Mob(IH)\Mob™ (H)
bis auf Konjugation.

Satz 3.29. Es sei m € Mob(H) \ Mob™ (H). Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen.
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(1) m besitzt einen Fizpunkt in H und m ist die Spiegelung an einer Geraden in H.

(2) m besitzt keinen Fizpunkt in H. In diesem Fall besitzt m genau zwei Fizpunkte x
und y in R und m = los, wobei s die Spiegelung an der durch x und y festgelegten
Geraden in H ist und | eine loxodromische Abbildung, wobei die Achse von | genau
die von x und y festgelegte Gerade in H ist.

Beweis. Ohne Beweis. Die Aussage (2) wird im folgenden Bild illustriert.

O

Lemma 3.30. Jedes m € Mob" (H) ist eine Verkniipfung von Abbildungen der Form
z+az+bmita >0 und b € R, sowic K: z — —L. Jedes Element m € Mob(H) ist

z

eine Verkniipfung von Abbildung derselben Form und gegebenenfalls B: z — —Z.
Beweis. Ohne Beweis. 0J

4. LANGENMASSE
4.1. Langenmafie auf Mannigfaltigkeiten.

Definition. Sei M eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine 1-Form w auf M ist eine
Zuordnung

M>Pw— (w,: TpM — R),
wobei wp eine Linearform ist. Fiir 1-Formen gibt es die Begriffe stetig, differenzierbar, C?,
C*, C*, usw.
Es sei nun p: [a,b] — M ein C'-Weg und w eine stetige 1-Form auf M. Wir definieren

/pw: /abwpm( P )dt

ETpyM

Es sei p: [¢,d] — [a,b] eine C'-Abbildung mit ¢(c) = a und p(d) = b. Wir nennen dann ¢
eine orientierungserhaltende Umparametrisierung undr sagen, p o ¢ geht aus ¢ durch eine
orientierungserhaltende Umparametrisierung hervor.
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Lemma 4.1. Wenn ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von p ist, so gilt

| w=fw
pop p
Beweis. Es gilt

/pw W= /cd Wp(p(t)) ((p o @)'(t)) dt = /cd Wy (D' (9(1)) - (1)) dt =

= [ anep o) - 02 [y ()= [
U

Definition. Ein Lingenmaf auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung A\: V' — Ry,
wobei

Av)=0<v=0,
A(sv) = |s|A(v) firv € V und s € R
und
Av+w) < Aw) + AMw) fiir v,w € V.
Ein Lingenmaf auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Zuordnung
M>Pw— ()\p: T,M — Rs(, Lingenmaf auf TpM>.

Mithilfe von Karten kann man definieren, was es heifsen soll, dass ein Langenmal auf einer
Mannigfaltigkeit stetig ist. Wenn ein Lingenmal P +— Ap stetig ist, und v: I — M ein
differenzierbarer Weg ist, dann ist insbesondere die Abbildung ¢ — A, (7/(t)) stetig.

Definition. Es sei p: [a,b] — M ein Weg und X sei ein stetiges Langenmafs auf M. Dann
definieren wir die Ldnge von p als

b
Linge, (p) := / Aoy (P (1)) dt.
Wir erweitern die Definition der Linge eines Weges auf offensichtliche Weise auf Wege,

welche abschnittsweise C! sind.

Bemerkung. Es sei ¢: [c,d] — [a,b] eine C'-Abbildung mit entweder ¢'(¢) > 0 fiir alle ¢
oder ¢'(t) < 0 fiir alle £. Dann nennen wir

poy: [c,d] = M

eine monotone Umparametrisierung von p. Ein Argument wie im Beweis von Lemma 4.1
zeigt nun, dass

Lénge, (p o ¢) = Lénge, (p).
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Definition. Es sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und A ein stetiges Langen-
mals auf M. Fiir z,y € M definieren wir

dy(z,y) = inf{Lénge,(p) | p: [a,b] — M abschnittsweise C'-Weg,
pla) = z,p(b) = y}.
Beispiel. Sei M = R?\ {0}, A die euklidische Norm und z = (—1,0) sowie y = (1,0).

——

r 0 Y

Dann ist d(x,y) = 2. Es gibt zwar nun fiir jedes ¢ > 0 einen Weg in M von x nach y der
Lange 2 + ¢, aber es gibt keinen Weg p: [a,b] — M mit Linge, p = d(x, y).

Satz 4.2. Sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit Lingenmaf X. Dann ist d
eine Metrik auf M.

Beweisskizze. Wir zeigen dazu:
(1) di(z,y) =0 x=y.
Der Beweis dazu ist nicht ganz trivial.
(2) d)\<l’,y) = dk(va)'
Dies ist klar, da Lange, p(t) = Lange, p(—t).
(3) Dreiecksungleichung.
Diese Aussage zeigen wir in den Ubungen. U

Satz 4.3. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit Lingenmafl X. Weiter seien x,y € M. Wenn
es einen Weg p von x nach y mit Lange, (p) = dx(z,y) gibt, dann gibt es auch einen C1-Weg
q von x nach y von konstanter Geschwindigkeit, d.h. Agu)(q'(t)) = const. fiir alle t.

Beweis. Ohne Beweis. U
Bemerkung. Es sei p: [a,b] — M ein Weg mit \(p/(t)) = c¢. Dann gilt Lange, (p) = ¢(b— a).
Definition. Es sei p: I — M eine C*-Abbildung und I C R ein Intervall. Wir nennen p
eine Geoddte, wenn

(1) Apy(P'(t)) =1 und
(2) fiir alle [a,b] C I gilt, dass

da(p(a),p(b)) = b — a = Linge, plja-

Es sei nun U C C = R? offen. Fiir alle w € U ist T,,U = R?. Es sei p: U — Ry eine
stetige Funktion. Wir bezeichnen mit p|dz| das LingenmaR mit (p|dz|)(v) = p(w)|v], wobei
w € Cund v e T,U =R2

Beispiel. In Abbildung 8 betrachten wir ein p, welches am Ursprung ein relatives Maximum
besitzt. Um von einem Punkt auf der x-Achse P zum gegeniiberliegenden Punkt @) zu
kommen, ist es beziiglich des Léngenmals p|dz| besser, den Ursprung zu umgehen.
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Graph von p: R? — Ry

I5]
der Weg 3 ist beztiglich p|dz| kiirzer als der Weg «

ABBILDUNG 8. Linge von Wegen in (R?, p|dz|).

Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall, dass p konstant 1 ist. In diesem Fall erhalten wir
folgenden Satz.

Satz 4.4. Es seien P,QQ € C. Dann ist
p:0,|P=Q]=C

t t
— P+ (1 — ) Q@
1P — Q) P — Q)
die einzige Geoddte mit p(0) = P und p(|P — Q|) =

Beweis. Da das Langenmaf |dz| invariant ist unter Abbildungen der Form (z) — B+ A(Z)

mit B € C und A € O(2), kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass P =0 und @ = (0,y). Sei dann

¢: 0,9 = C
= (1), 4y(1))
ein Weg von (0,0) nach (0,y). Dann ist

Lénge, (¢ / \/qx a, ))thZ/Oy (q;(t))th

= Lange, (t = (0, Qy(t>>7
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der Weg (¢, qy)

N =

ABBILDUNG 9. Geodéten in R? mit Lingenmaf |dz|.

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn ¢, = 0.
Wir unterscheiden zwei Fille:
LFall: g, (t) > 0 fiir alle ¢.

Linge, (1 (0.0,(0)) = [ d,(0dt = (0) - 0,(0) =y = Lime, .

2.Fall: Es gibt ein ¢ mit ¢, (t) < 0.
Wir setzen

)
I, - / max{0, (1) }dt
0
und

I = /Oy min{0, g, (t) }dt.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

Yy
I.+1_= / q,(t)dt = y.
0
Andererseits ist

Lange,q= 14|+ |[_|=1, - =1, +1_ -2 =y—-21_ >uy.
—

>0

31

die Projektion (0, g,) auf die y-Achs

ist kiirzer

Zusammenfassend habe wir also gezeigt, dass Lange, ¢ > Langep und Gleichheit genau
dann eintritt, wenn ¢, = 0 und g, (t) > 0 fiir alle . Wenn ¢ also eine Geodite ist, dann

muss ¢ schon gleich p sein.

O
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4.2. Langenmafie auf der hyperbolischen Ebene.
Ziel. Wir wollen ein Langenmaf auf H finden, welches invariant ist unter Méb(H).

Erinnerung. Die Erzeuger von Mob(H) sind z — z 4+ b mit b € R, z — rz mit r > 0,
K:zH—%undB:zH—E.

Frage. Gibt es ein p, sodass p|dz| invariant unter diesen Operationen ist?

Wir wollen diese Frage im Folgenden erst einmal etwas diskutieren. Wenn p|dz| invariant
unter z — z + b, b € R sein soll, dann muss p: H — R, invariant sein unter diesen
Translationen, d.h. p(z) hingt nur von Im z ab.

Was soll das heifsen, dass ein Ldngenmaf A\ invariant unter einer Abbildung m € Mo6b(H)
ist?
Fiir alle Wege p: [a,b] — H muss dann gelten, dass

/ab Aoy (P (1)) dt = /ab Ao ((m(p()))" ) .

Wir betrachten jetzt A = p(Im 2) - |[dz| und
p: [a,b] - H
t— (0,1)

und m(z) = rz. Es muss gelten

b b
| dowae= [ etyar
Andererseits ist

/a ’ Am(p(®) ((m(p(t)))’)dt - / b p(rt)|dz|(0, 7)dt = / br,o(rt)dt.

Wir brauchen also ein p: H — Rxq, sodass p(z + iy) = ¢(y) mit

/abso(y)dy = /abw(ry)dy

fiir alle a,b und r > 0. Die Funktion ¢ — % hat diese Eigenschaft. Diese Diskussion zeigt
also, wenn ein Lingenmaf auf H invariant unter Mobiustransformationen sein soll, dann
muss es schon von der Form z — £-|dz| fiir eine feste Konstante C' sein.

In der Tat haben wir jetzt folgenden Satz.

Satz 4.5. Das Lingenmafs

1
H> z— —|dz?|
Im =z

ist invariant unter den Operationen von MOb(H) auf H.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle z € H, v € T.H = R? und alle m € Mob(H) gilt,

dass
(Imz|dz|) (v) = (ﬁw) (d-m(v)).

Es gentigt dies fiir die Erzeuger von Mob(H) zu zeigen, also fiir

(1) z+— 2+ a mit a € R,
(2) z+ rz mit r > 0,
(3) B: z+— —1 und
(4) z+— Z.
Wir zeigen zundchst die Invarianz unter B: z +— —%. Unter der Identifikation C = R? ist

B gegeben durch
— .

Das Differential ist gegeben durch

—z—y +2$2 2$y 1 2 2
! s TR T (22 \ —2my 2%y

Sei nun v = (a,b) € T, H = R?. Dann ist

szy) (a,b) = im

Andererseits gilt

(il ) (@mto)) =

2 + y? 1 22 — 21y
y @ +y?)? —2xy z? —y?
1 2 1
b2 — a2zy + b(a? — y?)) =
\/ ) b2ay)” + (= a2oy + (e =) s
= (a2(x2 — )% + b*(22y)* + 2a(z? — y*)b2zy + a®(22y)?
bt = g — dary(a® — ) -
ya?+y?
L1 202 2\2 2, 2 22, 22)?
=y (7 ) B )
1
= —Va? + b2
Y

Wir haben also jetzt gezeigt, dass z — ——|dz| invariant ist unter der Abbildung B. Es ist
leicht zu sehen, dass das Langenmals auch invariant ist unter den anderen Abbildungen. [
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Es stellt sich nun die Frage, was ist der “schnellste Weg” von A nach B in (H, —|dz[)?
Wir geben im folgenden Satz eine vollstindige Antwort.

Satz 4.6. Fs seien A, B € H zwei verschiedene Punkte. Dann ist die Strecke von A nach
B ein kiirzester Weg. Zudem gilt, wenn Re A = Re B, dann ist

d(A,B) =|InIm A — InIm B|.
Wenn Re A # Re B, dann kinnen wir A und B schreiben als A = c+re® und B = c+re'®
mit ¢ € R, 7 € Ryg und 601,05 € (0,7). Dann gilt

. 0
sin t 2

dgy(A,B) = In ——| .
u(4, B) Il1—|—cost o,

0

z9 = c+ re

21 =c+ ret

der kiirzeste Wege von A nach B

/

Es gilt somit auch

lim dy(ia,it) = lim (Int —Ina) = co und

t—o00 t—00
lg%dH(za, it) = %g% (Ina —Int) = oco.

Beweis von Satz 4.6. Es seien A, B € H zwei verschiedene Punkte. Wir betrachten zuerst
den Fall, dass Re A = Re B. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass Re A = Re B = 0 und
Im B > Im A. Es gibt also b > a mit A = ia und B = ib mit b > a.
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Behauptung. Der Weg p: [a,b] — H, t — it ist einer kiirzester Weg.

Beweis. Sei g: [c,d] — H,t — (g.(t), g,(t)) ein beliebiger Weg von ia nach ib und zudem
h: [e,d] — H, t — (0, g,(t)). Dann gilt

Lingey(g) = / gyl(t)\/ (g:())" + (g(1))" > / ﬁ (9,())"
= Léangey(h)

mit Gleichheit genau dann, wenn g, = 0.

Es sei nun h: [¢,d] — H ein Weg mit h(c) = ia und h(d) = ib, sowie Reh(t) = 0.
Dann ist Langeyh > Langey g und Gleichheit gilt genau dann, wenn h eine monotone
Umparametrisierung von p ist. Dies folgt aus dem Beweis von Satz 4.4, da

oY

£ (Roo Ay (0) = im) % (oo, Ay(0) = o]

z—Inx

ein Isomorphismus ist. Dies gilt, da

fir y € iR und v € T;iR,. O

Bemerkung. Sei b > a. Dann gilt

b
dyy(ia, ib) = Lingey ( p: o, bl :f’tﬂ ) :/a %dt —Inb—Ina.

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass A und B verschiedene Realteile besitzen. Wir
wollen zeigen, dass die Strecke von A nach B ein kiirzester Weg ist. Es sei g die Gerade in
H durch A und B. Dann gibt es ein m € MObH mit m(g) = iR. Die Aussage gilt, wie
oben gezeigt, fiir Punkte auf der y-Achse. Da m Strecken in Strecken iiberfiihrt und eine
[sometrie ist, gilt die Aussage fiir A und B, d.h. die Strecke von A nach B ist ein kiirzester
Weg.
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Wir schreiben A = ¢+ 7e* und B = ¢ + re® mit ¢ € R,r € Rog und 0,6, € (0,7).

Dann gilt
T [917 02] — H . 02 1
du(A, B) = Lénge ( t s edqret | T A dt

rsint

02 : cos(62)
t u=cos —1
=r / Lth <ost . / 2du
01 1 —cos?t cos(01) 1—u

cos(f2) __ 1 1
2 2
=7 + ——du
/605(6’1) 1—u 14w

1 1 cos(62)
=r|(=Inl—u—=Inl4+uwu
2 2 cos(61)
11— 1 1—cost|™
= —In = —In—
2 14w cos(01) 2 14 cost 0,
1 1—cos?t | 1 sin2t  |%
= —-—1nN-——————- = —-—-1nN-————-
2 (I+4cost)?, 2 (1+cost)?|y,
sint |
=In——| .
1+ cost 0,

Definition. Seien X und Y Teilmengen von H. Wir definieren
dg(X,Y) = inf{dg(z,y) |z € X,y € Y}.
Frage. Was ist der Abstand von einem Punkt zu einer Geraden?

Satz 4.7. Sei g eine Gerade in H und P ¢ g ein Punkt. Dann ezistiert eine Gerade h
durch P, welche g orthogonal in einem Punkt ) schneidet. Zudem gilt

dH(Pa g) = d]HI(Pa Q)

und

du(P, @) < du(P, R) fir R € g\ {Q}.

Beweisskizze. In einer Ubungsaufgabe haben wir gezeigt, dass es ein m € Mob H gibt, mit
m(g) = S*NH und m(P) = \i fiir A > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei also
g={z€H]||z|] =1} und P = X\i mit A > 0. Man kann zeigen, dass

. 1 1 A+3)2 1
dg(iX,e®)=In | = (- = A —1
a(id, ") =1n 2( )\)+\/ 4 sin?0
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und dass das globale Minimum bei § = 7 liegt. Der Punkt @ = e’> = { hat also den
geringsten Abstand zu P, und wir wihlen A als der Teil der y-Achse, welcher in H liegt. [

Im euklidischen Fall gilt: Sind g und h parallel, so ist d)(g, P) = da(g, @) fiir P,Q € h. Es
stellt sich die Frage, wie verhilt sich der Abstand von parallelen Geraden im hyperbolischen
Fall?

Wir werden gleich sehen, dass es zwei verschiedene Typen von Parallelitat gibt. Ge-
nauer gesagt, wir nennen zwei Geraden g und h wultraparallel, wenn sie keinen Punkt im
Unendlichen gemeinsam haben.

Wir kénnnen jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 4.8. Es seien g und h zwei parallele Geraden in H. Wenn g und h nicht ultraparallel
sind, dann gilt dg(g,h) = 0.

Im Beweis werden wir eine genauere Aussage zeigen, welche in Abbildung 10 skizziert
wird.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt
g={z€H|Rez=0} und
h={z¢€ H| Rez=a > 0}.
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T Abstand zwischen Punkten auf Geraden wird kleiner

g h

N |

J/ Abstand zwischen Punkten auf Geraden wird grofer

/N

ABBILDUNG 10. Der Abstand zwischen zwei Geraden mit einem gemeinsa-
men Punkt im Unendlichen.
Der Satz folgt jetzt insbesondere aus folgender Behauptung.

Behauptung. Es gilt
lim dg(is,h) = 0 und

S5—00
lim dg(is, h) = oco.
s—0
Es ist
: , o r:[0,a] — H
B i ) < i Lawges (%) 30 )
“1
= lim [ =dt=1lim = =0.
s—=o0 Jg S §—00 §

Andererseits gilt mit r = va? + r2, dass

p: [5, 5 +arctan §] — H ) B

PL% du(is, h) = g% Langey ( A S
= lim dg (a + rei(%ﬂmtan(%)), a+ Te%) —

S§—00
14+ cosZ 1+ cos(Z + arctan
111( 2)-111( (2 s)>|:

in & in (T a
sin 5 sin (2 -+ arctan S)

= lim
S— 00

= Q.

Wir haben damit die Behauptung und insbesondere den Satz bewiesen.
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Wir betrachten jetzt den Fall, dass g und h ultraparallel sind.

Satz 4.9. FEs seien g und h parallele Geraden in H, welche zudem ultraparallel sind. Dann
gibt es einen Punkt P auf g und einen Punkt Q) auf g, so dass die Strecke PQ in H
orthogonal ist zu g und h, zudem gilt

Im Beweis vom Satz werden wir eine etwas genauere Aussage beweisen, welche in Abbil-
dung 4.2 skizziert wird.

g

N

N\

Abstand zu g geht gegen Unendlich

ABBILDUNG 11. Abstand zwischen ultraparallelen Geraden.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei dabei g die y-Achse und wir kdnnen
annehmen, dass die Punkte im Unendlichen von h gegeben sind durch 1 und x > 1. Die
Geraden werden in Abbildung 12 skizziert. Der kiirzeste Weg von einem Punkt auf h nach
g ist dann ein Segment von dem Kreis re, r > 0. Wir betrachten

f(r) = Langey ¢,
wobei ¢, in Abbildung 12 skizziert ist. Es ist

1 z 1 0
f(r)=1n <L07:32) —In <ﬂ) ‘

sin 3 sin 6,

N

=0

In unserem Fall ist also
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e
S

g = y—Achse

h

Cr

ABBILDUNG 12. Die Geraden g und h.

und
2
inb, = /T ool \/ o
:13 + 1
Also ist
L+ 55 1 ((r+ Dz +7)
f(r)=—In rie-l) =.=ZIn|————""7.
] _ it 2 (r—x)(1—r)
GEESHE

Dabei nimmt f(r) sein Minimum genau bei r = \/z an. Es ist

2\/5x;1COS(7T_90):\/52+(x—1)2_<x+1)220.

2 2
Damit ist cos(m — ¢) = 0, also ¢ = 7. Es gibt also genau eine Strecke, welche orthogonal
zu g und h ist. Diese ist auch der kiirzeste Weg von g nach h. U

4.3. Geoditen und vollstindige Mannigfaltigkeiten.

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit und A ein Lingenmaf auf M. Eine Geoddte in M
ist eine C'-Abbildung g: I — M, wobei I C R ein Intervall ist, Ay (g’(t)) = 1 fiir alle
¢ € I und fiir alle a,b € I gilt, dass Lénge,(g|4) = da(g(a), g(b)).

Definition. Eine Mannigfaltigkeit M mit Lingenmafs heifst wvollstindig, wenn es zu jeder
Geodite g: [a,b] — M eine Geodite h: R — M gibt, sodass h|.4 = g.
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/

kiirzester Abstand bei r = |/z

S~
/ \

1 x

g = y—Achse

h

Abstand zu g geht gegen Unendlich

Beispiele.
(1) (R?, euklidisches Léngenmaf |dz|) ist vollstéindig.
(2) (R*\ {0}, |dz|) ist nicht vollstéindig, da sich p: [1,2] — R\ {0}, t > (¢,0) nicht auf
R fortsetzen lafit.
(3) Wir betrachten (H, Ag). Dann ist fiir b > a

g:[0,Inb—Ina|] — H,
t— (0,e'a)

eine Geodéte von ia nach b, diese Geodéte 1dft sich aber offensichtlich auf R fort-
setzen. Nachdem jede Geodite bis auf eine Isometrie vom obigen Typ ist, 14kt sich
jede Geodate auf R fortsetzen. Damit ist gezeigt, dass (H, Ag) vollstandig ist.

5. AXIOMATISCHE GEOMETRIE

In diesem Kapitel wollen wir einen axiomatischen Aufbau der euklidischen und hyper-
bolischen Geometrie betrachten. Die Idee dabei ist, dass die euklidische und die hyperbo-
lische Geometrie viele formale Gemeinsamkeiten besitzen. Beispielsweise gelten viele der
klassischen Kongruenzsitze fiir Dreiecke in beiden Geometrien und kénnen, von einem
Axiomensystem ausgehend, fiir beide Geometrien gleichzeitig bewiesen werden. Die Wege
von euklidischer und hyperbolischer Geometrie trennen sich dann am Ende, wenn wir die
Eindeutigkeit von Parallelen betrachten.

Der axiomatische Aufbau von Geometrien ist nicht nur eine mathematische Spielerei,
sondern er lenkt auch den Blick auf das Wesentliche. Wir werden sehen, dass sich viele von
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den Aussagen iiber hyperbolische Geometrie relativ leicht beweisen lassen, ohne, dass man
dauernd auf die Analysis zuriickgreifen muss.

Das Kapitel ‘Axiomatische Geometrie’ basiert fast durchgehend auf dem Buch FEbene
Geometrie von Ernst Kunz.

5.1. Geradenaxiome.

Definition. Eine Ebene ist eine Menge E zusammen mit einer Menge G C P(E), also eine
Teilmenge der Potenzmenge von E, sodass folgende Axiome gelten.

(Al) Zu A, B € E gibt es ein g € G mit A, B € g.

(A2) Zu A, B € E, A # B gibt es hichstens ein g mit A, B € g.

(A3) Jedes g € G enthilt mindestens zwei Elemente.

(A4) Es gibt drei Elemente in E, welche nicht in einem g € G liegen.

Sprechweise: Elemente in E heilen Punkte und Elemente in G heifsen Geraden in E.

Beispiel. Wir betrachten folgende Beispiele fiir eine Ebene.

(1) R? mit G = {euklidische Geraden}.

(2) H? mit G = {hyperbolische Geraden}.

(3) R™ mit Geraden G = {{P + tv |t € R}, P,v € R?*}.

(4) Es sei E = {A, B,C} eine Menge mit genau drei Elementen. Dann erfiillt E, zu-
sammen mit G = {{A4, B}, {4, C},{B,C}}, die vier Axiome.

(5) Wir betrachten S? mit Grofkreisen. Dies ist keine Ebene, da (A2) nicht gilt. Alle
anderen Axiome gelten aber. Dies zeigt insbesondere, dass man (A2) nicht aus den
anderen Axiomen herleiten kann.

Ganz analog kann man zeigen, dass jedes Axiom unabhéngig ist von den anderen
Axiomen. D.h. fiir jedes Axiom gibt es ein E und G, so dass die anderen Axiome
gelten, aber das ausgewihlte Axiom gerade nicht gilt.

(6) Sei K ein Korper. Dann ist K" mit den Geraden {P + tv|t € K} fiir P € K",
v € K™\ {0} eine Ebene.

Lemma 5.1. Jedes P € E st ein Schnittpunkt zweier Geraden.

Beweis. Nach (A1) gibt es ein g € G mit P € g. Nach (A4), zusammen mit (A3) gibt es
ein A ¢ g. Damit existiert nach (Al) und (A2) eine Gerade h € G mit A, P € hund h # g.
Dann ist P € g N h und sogar g N h = {P}. O

Bemerkung. Seien A, B in E. Dann bezeichnen wir die Gerade, welche A und B enthilt
mit g(A, B). Diese existiert laut (A1) und ist dank (A2) eindeutig.

5.2. Streckenaxiome.

Definition. Eine Ebene mit Strecken ist eine Ebene mit einer Abbildung
Ex E— P(E),
(A, B) — AB,

welche folgende Axiome erfiillt.
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(B1) Fiir alle A, B € E gilt A € AB.

(B2) Fiir alle A, B € E gilt AB = BA.

(B3) Fiir alle A, B € E, A# B gilt AB C g(A, B).

(B4) Fiir alle A, B € E gibt es ein C' # B, sodass B € AC.

(B5) Fiir alle A,B,C € E, A+ B, C # Bund C € AB gilt B € AC.

(B6) Es seien A, B,C € E, welche nicht auf einer Geraden liegen und ¢ eine Gerade mit

gNAB # @. Dann gilt ¢ N AC # @ oder ¢ N BC # @.

Das Axiom (B6) wird oft auch das Aziom von Pasch genannt. Es besagt, dass eine
Gerade, welche eine Seite eines Dreiecks trifft, auch eine der anderen beiden Seiten treffen
muss.

Beispiel. Wir betrachten folgende Beispiele.

(1) Fiir R? mit euklidischen Geraden und Strecken gelten alle Axiome.

(2) Fiir H mit hyperbolischen Geraden und den iiblichen Strecken gelten alle Axiome. In
der Tat, die Axiome (B1) bis (B5) folgen leicht aus den Definitionen. Der Beweis von
(B6) ist etwas schwieriger und wird beispielsweise in Kapitel 8 von [K| nachgewiesen.

(3) Fiir R® mit euklidischen Geraden gelten (B1) bis (B5), aber nicht (B6). Man sieht
also, dass man das Axiom von Pasch nicht aus den anderen Axiomen herleiten kann.
Auch in diesem Fall kann man zeigen, dass in der Tat alle Axiome unabhéngig von
einander sind. Der Beweis dieser Aussage wird in |K]| ausgefiihrt.

(4) Sei K ein Teilkorper von R. Dann erfiillt K? mit den iiblichen Geraden und den
Strecken

AB :={A+t(B-A)|[tc€Kn][0,1]}
alle Streckenaxiome.

Satz 5.2. Es sei A,B € R, A+ B. Dann existiert ein Punkt C € AB mit C ¢ {A, B}.
Definition. Ein innerer Punkt von AB ist ein Punkt C € AB mit C ¢ {A, B}.
Beweis zu Satz 5.2. 1dee:

D

A/C B

ABBILDUNG 13. Die Konstruktion des gesuchten Punktes.

Nach (A4) existiert ein D ¢ g(A, B). Nach (B4) existiert ein £ # D, sodass D € AE.
Nach (B4) existiert ein F' # F, sodass E € BF.
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Behauptung. Es gilt D # F.

Beweis der Behauptung. Wir nehmen an, dass D = F' gilt. Dann ist

9(A, D) = g(A, E) = g(D, E) "=" ¢(F, E) = ¢(E, B),

womit dann A, B und D auf einer Geraden liegen, was ein Widerspruch ist. 0

Behauptung. A, B und FE liegen nicht auf g = ¢g(D, F).

Beweis der Behauptung. Wenn A € g, dann ist AD C ¢ und somit £ € g. Wenn B € g,
dann ist BF C g und somit E € g. Es geniigt also zu zeigen, dass F ¢ g. Angenommen
E € g, dann ist EF C ¢. Damit ist B € ¢ und DE C ¢, also A € g. Damit wiren
A, B, D € g, was ein Widerspruch ist, da diese nicht auf einer Geraden liegen. O

Wir betrachten nun ¢ und A4pg. Die Gerade ¢ schneidet AE. Nach (B6) schneidet g
entweder AB oder EB. Falls g die Strecke AB schneidet, dann gilt, da A, B ¢ g dass gNAB
ein innerer Punkt ist.

Nehmen wir andernfalls an, dass {Q} = g N EB. Damit folgt, dass g = g(F, Q) = g(F, E).
Damit ist E € g, was ein Widerspruch ist.

Die folgenden Sitze werden alle in Kapitel 2 von |K] bewiesen.
U

Satz 5.3. Es seien A, B,C paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden, dann gilt

genau eine der drei folgenden Aussagen.

(1) A€ BC.
(2) B e AC.
(3) C € AB.

Satz 5.4. Es seien Ay, As, A3 € E drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen.
Seien ferner P, € A1 Ay, Py € AjAs und Py € A3A,. Dann liegen Py, Py und P3 nicht auf

etner Geraden.

Definition. Sei g eine Gerade und A, B € E \ g. Wir schreiben

Awngﬁmﬂg:@.
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4

ABBILDUNG 14. Esist A~ B und C # D.

Satz 5.5. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation und es gibt genau zwei Aquivalenz-
klassen. Wir nennen die Aquivalenzklassen die durch g bestimmten Halbrdume.

Definition. Es sei g eine Gerade, P € g und A, B € g\ {P}. Wir schreiben A ~p B, wenn
P ¢ AB.

Satz 5.6. Die Relation ~p ist eine Aquivalenzrelation und es gibt genau zwei Aquivalenz-
klassen, welche wir Halbgeraden oder Strahlen nennen.

Lemma 5.7. Seien A, B € E und P € AB. Dann gilt APUPB = AB und APNPB = {P}.

Lemma 5.8. FEs sei A’ und B’ innere Punkte von AB. Dann gilt A’B’ C AB.
Korollar 5.9. Es sei A # B. Dann enthilt AB unendlich viele Punkte.
Beweis. Nach Satz 5.2 gibt es einen inneren Punkt C' € AB.

A C B

Nach Lemma 5.7 gilt AC' C AB. Die induktive Fortsetzung des Verfahrens mit AC zeigt
die Behauptung. 0

Definition. Ein Winkel ist eine Menge der Form {P} U s; U sy C E, wobei P € E und s;
und s, Strahlen sind, welche von P ausgehen.

S1
P<

S2

Definition. Eine Flagge in E ist ein Tripel (P, s, H), wobei P € E, s ein Strahl, welcher
von P ausgeht und H eine der beiden Halbebenen, welche durch s bestimmt werden.
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P s

5.3. Bewegungsaxiome. Seien E und E’ Ebenen. Eine bijektive Abbildung

fiE—E

heift streckenerhaltend, wenn f(AB) = f(A)f(B) fir alle A, B € E. Der folgende Satz
wird in Kapitel 3 von |K] bewiesen.

Satz 5.10. Fiir eine streckenerhaltende Abbildung f gelten folgende Aussagen.

(1) f dberfihrt Geraden in Geraden, Winkel in Winkel und Flaggen in Flaggen.
(2) f~1 ist streckenerhaltend.

Definition. Eine Ebene mit Strecken und Bewegungen ist eine Ebene mit Strecken, zusam-
men mit einer Abbildung

{Geraden in E} — Aut®(E) = {f: E — E| f ist streckenerhaltend}
g — 0y,

sodass

(Cl) o4(P) = P fiir alle P € g und o, vertauscht die Halbebenen, welche durch o,
definiert sind.

(C2) Fiir alle P, () € E existiert eine Gerade g, sodass 0,(P) = Q.

(C3) Es sei P U sy U sy ein Winkel. Dann existiert eine Gerade g mit oy(s1) = so.

(C4) Fiir jede Bewegung /3, d.h. fiir jede Verkniipfung f = 0,4, o--- 00y, von Spiegelung,
und jede Flagge (P, s, H) gilt:
Wenn (P, s, H) = (P, s, H), so ist § = id.

Beispiel. (1) Sei K C R ein Teilkorper, sodass
a,be K= va2+b €K

gilt, also dass K pythagoriisch ist. Es sei ¢ = {P + tv|t € K} mit P,v € K?,
v € K2\ {0}. Wir definieren

Og: K? — K2

QH—@—PH&@—waﬁ+P
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Dann hat diese Abbildung die gewiinschten Eigenschaften.

(2) Sei E = H und o, die Spiegelung an einer Geraden g. Dann ist (C1) erfiillt. Um
einzusehen, dass (C2) erfiillt ist, nehmen wir an, dass P = ip und @ = ig. Dann
besitzt g = {z € H||z| = \/qp} die gewiinschte Eigenschaft.

Um (C3) zu zeigen, sei P U s; U sy ein Winkel. Seien v; und vy die Tangential-
vektoren an s; und so in P. Es sei w die Winkelhalbierende von <((vy, v2). Ferner

Winkelhalbierende von P U sy U s9

sei g der euklidische Halbkreis durch P mit Mittelpunkt auf der xz-Achse und w
als Tangentialvektor in P. Dann erfiillt o, die gewiinschten Eigenschaften, da o,
winkelerhaltend ist.

Um (C4) einsehen zu konnen, sei ohne Einschrinkung die Flagge

(P,s,H) = (i,iR>1,{z € H| Rez > 0})

und es ist
b
m:zn—>az+ mit a,b,c,d € R und ac —db =1
cz+d
oder
Z+b
m:zn—>az+ mit a, b, c,d € iR und ac — db = 1.

cz+d

Dann gilt m(P, s, H) = (P, s, H) genau dann, wenn m = id.

Lemma 5.11. Es sei g eine Gerade. Dann gilt 040 04 = id.
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Beweis. Sei P € g und s ein Strahl auf g an P. Dann ist 0,(s) = s nach (C1), 0,(H) =
H’, also die von g begrenzte Halbebene, welche nicht H ist. Dann ist o,(H') = H, also
og004(H) = H. Also folgt mit (C4), dass 0,00, = id. O

Definition. Zwei Geraden g und ¢ heifen rechtwinklig oder orthogonal, wenn o,(g') = ¢

und oy (g9) = g.

Satz 5.12. Es sei g eine Gerade und P ein Punkt. Dann existiert genau eine Gerade h
durch P orthogonal zu g. Die Gerade h wird als das Lot von P auf g bezeichnet.

Beweisskizze.

1. Fall: P ¢ g.

Es sei P’ = 0,(P). Dann setzen wir h = g(P, P') und es ist 0,(h) = h, da beide Geraden P
und P’ enthalten.

2.Fall: Sei P € g.

Nach Fall 1 gibt es ein h.lg. Wenn P € h ist nichts zu zeigen. Ansonsten sei {Q} = hNg.
Es sei k£ die Gerade mit o4x(P) = Q. Dann hat o,(h) die gewiinschte Eigenschaft. Die
Eindeutigkeit wird in Kapitel 3 von [K] bewiesen. O

Die folgenden Sétze werden in Kapitel 3 von [K] bewiesen.

Satz 5.13. Die Gerade in (C2) ist eindeutig, wenn A # B. Sie wird in diesem Fall die
Mittelsenkrechte von A und B genannt.

Satz 5.14. Es sei o ein Winkel. Dann ist die Gerade in (C3) eindeutig bestimmt. Wir
nennen sie die Winkelhalbierende von «.

Satz 5.15. Sei g eine Gerade und P ¢ g. Dann gibt es eine Gerade h durch P mit hNg = .
Bewers. Sei h das Lot von P auf G und k das Lot von P auf h.

h

Nehmen wir an, dass ¢ und h sich in einem Punkt A schneiden. Da hlg und k_Lh folgt
on(g) = g, on(k) = k. Also ist 0,(A) =: A" auch ein Schnittpunkt von ¢ und k. Damit sind
A # A’ zwei Punkte in ¢ Nk und damit folgt bereits g = k. Damit wire P € k = g, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. U
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Sei s(A, B) der Strahl an A durch B. Die folgenden zwei Lemmas werden in Kapitel 4
von |K] bewiesen.

Definition. Seien (My,...,M,) und (Mj,..., M) n-Tupel von Teilmengen von E. Wir
nennen die beiden Tupel kongruent, falls es eine Bewegung § gibt mit S(M;) = M/ fiir alle
i. In diesem Fall schreiben wir (M, ..., M,) = (M;,..., M]).

Lemma 5.16 (Eindeutigkeit der Abtragung von Strecken). Es sei AB = A'B’ und 3 eine
Bewegung mit 5(A) = A" und auflerdem B(s(A, B)) = s(A’, B"). Dann gilt f(B) = B’.

Lemma 5.17 (Eindeutigkeit der Abtragung von Winkeln). Fs sei <BAC = <B'A'C" und
B eine Bewegung, welche G(A) = A" und (s(A, B)) = s(A’, B') erfillt und die Halbebene
H' an g(A, B), welche C enthdlt auf die Halbebene H' an g(A’, B'), welche C' enthidlt,
schickt. Dann gilt 5(s(A,C)) = s(A,C").

Der folgende Satz besagt insbesondere, dass ein Dreieck genau dann zwei gleiche Seiten
besitzt, wenn es zwei gleiche Winkel besitzt.

Satz 5.18. FEs sei (A, B,C) ein Dreieck. Dann gilt
AC = BC < <BAC = <ABC

und wenn eine der beiden Aussagen gilt, so ist die Winkelhalbierende von <ACB gleich der
Mittelsenkrechten von A und B.

Beweis. “="
Es sei g eine Winkelhalbierende von <<ACB. Dann folgt aus der eindeutigen Abtragung
von Strecken, dass o,(A) = B. Also ist g die Mittelsenkrechte von AB, d.h. o,(A) = B und
o4(B) = A. Wir sehen also, dass o,(Apgac) = 04,(Aapc), d.h. insbesondere o, (<BAC) =
JABC.

“<:77:
Es sei nun ¢ die Mittelsenkrechte von AB. Aus der eindeutigen Abtragung von Winkeln
folgt o,(«BAC) = <ABC'. Dann schickt o, den Schnittpunkt der Geraden g(A,C) und
g(B,(C) auf den Schnittpunkt der Geraden g(A,C) und g(B, (), einfacher ausgedriickt,
es ist 0,(C) = C. Es folgt, dass C' € g, also ist auch 0,(AC) = 0,(BC), d.h. g ist die
Winkelhalbierende von <AC'B. OJ

Die folgenden Lemmas und Sétze werden in Kapitel 4 von [K| bewiesen.

Lemma 5.19. Seien (P, s, H) und (P',s', H'") Flaggen. Dann gibt es genau eine Bewegung
mit B(P) = P', B(s) = s und f(H) = H'.

Satz 5.20 (SWS). Seien A, B,C € E, sodass C ¢ g(A, B). Falls AB=A'B", AC = A'C'
und <BAC = <aB'A'C’, so ist

(A,B,C) = (A, B,C").
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Beweis. Sei H die Halbebene an g(A, B) welche C enthélt und H' die Halbebene an
g(A’, B'), welche C" enthilt. Sei 8 die Bewegung, welche die Flagge (A, s(A, B),H) in
(A’,s(A’, B"), H') iiberfiihrt. Dann folgt mit Lemma 5.16 aus AB = A’B’ bereits 3(B) = B'.
Mit Lemma 5.17 folgt aus <BAC = <B'A'C’ sofort [(s(A,C)) = s(A’,C") und da
AC = A'C" auch B(C) = C’ und somit die Behauptung. O

Satz 5.21 (WSW). Seien A, B,C € E, sodass C ¢ g(A, B). Ferner seien A', B',C" € E,
sodass AB = A'B’, <BAC = <B'A'C" und <ABC = <A'B'C". Dann gilt (A, B,C) =
(A, B, C").

Satz 5.22 (SSS). Seien wieder A, B,C € E, sodass C' ¢ g(A, B) und A, B',C" € E, sodass
AB = A'B', AC = A'/C" und BC' = B'C". Dann gilt bereits (A, B,C) = (A, B',C").

Beweis. Sei H die von g(A, B) begrenzte Halbebene, die C' enthélt, H' die von g(A’, B)
begrenzte Halbebene, die C” enthiilt und § die Bewegung, welche die Flagge (A, s(A, B), H)
auf (A, s(A’, B'), H') iiberfithrt. Dann ist 5(A) = A’ und B(B) = B’. Wir miissen also noch
zeigen, dass 5(C) = C". Angenommen, 3(C) # C’. Dann gibt es eine Mittelsenkrechte m
von B(C') und C’. Nach Satz 5.18 liegen dann A’ und B’ auf m. Fiir die Spiegelung o, gilt,
dass sie die Halbebenen an g(A, B) vertauscht und dass o,,(5(C)) = C’. Dann liegen 5(C)
und C” in verschiedenen Halbebenen von g(A’, B'), was ein Widerspruch ist. O

5.4. Langenmalie in Ebenen.

Motivation. Wir wollen jeder Strecke AB eine “Linge” I[(AB) € Rsq zuweisen, welche die
folgenden Eigenschaften hat.
(L1) Fiir A,B,C,D € E gilt AB=CD < I(AB) =1(CD
(L2) Ist B € AC, so gilt I(AC) = I(AB) + I(BC).

Frage. Gibt es eine solche Abbildung?

~—

Nehmen wir im Folgenden an, wir hétten eine Ebene mit Strecken und Bewegungen,
zusammen mit einer Abbildung [: {Strecken in F} — Ry, welche die Axiome (L1) und
(L2) erfiillt.

Bemerkung. Da wir beliebige Strecken AB auf einen Strahl s abtragen konnen, ist  schon
durch die Einschrinkung auf s festgelegt.

Definition. Sei s ein Strahl an P und A € s. Wir bezeichnen fiir n € N die n-te wiederholte
Abtragung von PA auf s mit n -; A oder kurz mit nA.

Bemerkung. Liegen B und C auf einem Strahl an A und gilt aukerdem I[(AB) < I(AC), so
gilt B € AC.

Lemma 5.23. Sei E eine Ebene mit Strecken, Bewegungen und Langen. Sei s ein Strahl
an P und A, B € s. Dann gibt es ein n € N mit B € P(nA).

Beweis. Da A # P ist [(PA) > 0. Dann ist [(P(nA)) = nl(PA). Fiir hinreichend grofe n
gilt [(P(nA)) > I[(PB). Damit ist B € P(nA). O
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Bemerkung. Es gibt Ebenen mit Strecken und Bewegungen, in denen es einen Strahl s an
einen Punkt P gibt, zusammen mit A, B € s, sodass B ¢ P(nA) fiir alle n € N. Also
besitzt nicht jede Ebene mit Strecken und Bewegungen eine Abbildung [ der obigen Form.

Beispiel. Sei R(z) = {g | f, g € R[z], g # 0} geordnet durch folgende Ordnungsrelation. Sei
p € R(z). Dann ist p > 0 genau dann, wenn p(r) > 0 fiir hinreichend grofe r € R. Sei dann
E = (R(z))* und g C E eine Cerade, wenn es a,b, ¢ € R(x) gibt , (a,b) # (0,0), sodass
g={(z,y) € E|ax + by = c}.
Seien A, B € E, A = (ay,a3) und B = (b, bs). Dann definiert
AB={M+(1-NB0<A<1)\eR()}

einen Streckenbegriff.
Sei nun P = (0,0), A = (1,0). Dann ist A € s(P,A) = {(2,0)|z > 0}. Auferdem ist
(,0) € s(P,A). und n -3 A = (n,0). Aber (z,0) liegt nicht in P(nA).

Wir haben also jetzt gesehen, dass es nicht fiir jede Strecke und Bewegung eine Abbildung
[: {Strecken in F} — R gibt, welche die Axiome (L1) und (L2) erfiillt. Wir fiihren jetzt
noch folgendes Axiom ein.

Aziom (Archimedisches Axiom, D1). ! Es gibt einen Strahl s an einen Punkt P, sodass fiir

beliebige Punkte A, B € s ein n € N existiert mit B € P(nA).

Das archimedische Axiom ist erfiillt fiir R? und H, und auch noch etwas allgemeiner fiir
K2, wobei K C R ein pythagoriischer Teilkorper ist.

Satz 5.24. Sei E eine Ebene mit Geraden, Strecken und Bewegungen, in der (D1) gilt.
Seien A und B zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es genau eine Abbildung

l: {Strecken in E} — R>g
mit (AB) = 1, welche (L1) und (L2) erfiillt.
Dieser Satz wird in [K| Kapitel 5 bewiesen. Dort wird auch bewiesen, dass die Abbildung
[: {Kongruenzklassen von Strecken} — R
injektiv ist. Gilt das folgende Axiom, so ist sie auch surjektiv.

Aziom (Vollstéindigkeitsaxiom, D2).  Sei (A4, B,)nen eine Folge von Strecken, fiir welche
A.B, D A,11B,1 gilt. Dann gibt es ein

T € ﬁ A, B,.
n=1

IDas archimedische Axiom ist moralisch das gleiche wie das archimedische Axiom fiir reelle Zahlen: Zu
jedem £ > 0 und C' > 0 gibt es ein n € N, sodass n-¢ > C.

2Auch das Vollstindigkeitsaxiom kommt uns bekannt vor, fiir reelle Zahlen besagt es gerade, dass jede
Cauchy-Folge in der Tat einen Grenzwert besitzt.
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Beispiel. (1) Die Ebenen R? und H erfiillen das Vollstindigkeitsaxiom.
(2) Es sei K = {x € R|z algebraisch}. Dann gilt fir £ = K? das Axiom (D1), aber
nicht das Axiom (D2).

5.5. Das Parallelenaxiom.

Erinnerung (Eulersches Parallelenaxiom,(P)). Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P ¢ g
gibt es genau eine Gerade h durch P, welche parallel ist zu g.

Bemerkung. Das Axiom (P) gilt in R?, aber nicht in H. Also ist (P) unabhiingig von (A1)
bis (A4), (B1) bis (B6), (C1) bis (C4), sowie (D1) und (D2).

Satz 5.25. Es sei E eine Ebene, in der (A1) bis (A4), (B1) bis (B6), (C1) bis (C}),
sowie (D1) und (D2) gelten. Dann ist E = R? vermdge eines geraden-, strecken- und
bewegungserhaltenden Isomorphismus.

Beweisskizze. Wir wihlen A # B. Dann existiert nach Satz 5.24 und dem Vollstandig-
keitsaxiom eine surjektive Abbildung

[: {Strecken in E} — R
PQ — UI(PQ),
sodass [(AB) = 1 gilt, [ invariant ist unter Bewegungen und die Aussage

(PQ)=1(P'Q) = PQ=Pq

gilt.
Wir wihlen nun zwei g, h Geraden in E, welche orthogonal sind.

h
H’/ H/l
P
Yt---=
1 G
O X @Gy

Es sei {O} = gNh und P € E. Sei dann X der Schnittpunkt des Lotes von P auf g
mit ¢ und Y der Schnittpunkt des Lotes von P auf h mit h. Es seien G',G” die durch g
bestimmten Halbebenen und H' und H” die durch h bestimmten Halbebenen.

Wir definieren

I(0OX), wenn X € H”,
z(P) = ¢ —I1(0X), wenn X € H',
0, wenn X € h.
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Analog sei y(P) € R definiert. In Kapitel 7 von |K| wird gezeigt, dass die Abbildung
E —R?* P (zg;) ein Isomorphismus von Ebenen mit Strecken und Bewegungen ist. [J
Satz 5.26. Sei Isom(H) die Gruppe aller Isometrien auf H. Dann gilt

Isom(H) = Mob(H).

Beweis. Sei f € Isom(H). Wir schreiben s := {iy € H|y > 1} und H := {z € H| z > 0}.
Dann ist (i,s, H) eine Flagge und auch f(i,s, H) ist wiederum eine Flagge. Da M&b(H)
transitiv auf Flaggen operiert, konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
dass f die obige Flagge erhilt, d.h. dass f(:) =14, f(s) =sund f(H) = H.

Behauptung. Es ist f(iy) = iy fir y > 1.

Es ist f(iy) = iy, mit d(i,iy') = d(i,iy). Damit folgt y = 3/. Wir haben also damit die
Behauptung bewiesen.

Behauptung. Es gilt f(z) = z fiir z € H, mit Rez > 0.

2t~

Wir betrachten das Dreieck (7,27,2). Dann ist f(Aj.) = i f-). Nachdem f eine
[sometrie ist, folgt, unter Anwendung des Satzes 5.22 (SSS), dass es eine Bewegung [ gibt
mit (i) = i, §(2¢) = 2i und S(z) = f(z). Die Bewegung erhilt also insbesondere die obige
Flagge. Damit folgt aus (C4), dass f = id. Damit ist f(z) = ((z) = z. Wir haben also
damit auch diese Behauptung bewiesen.

Damit folgt bereits die Aussage des Satzes. O

5.6. Das Winkelmats.

Definition. Ein Winkel {P} U s; U sy heit gestreckt, wenn s; # s, und sp, sy auf einer
Geraden liegen. Das Innere eines gestreckten Winkels ist eine der beiden, durch s; und s
festgelegten Halbebenen.

Es sei {P}Us; Uss ein Winkel, welcher nicht gestreckt ist. Dann ist das Innere definiert
als Hy N Hy, wobei H; die Halbebenen sind, welche durch s; begrenzt und durch s3_; C H;
eindeutig bestimmt sind.

Definition. Es sei w = {P} U s; U sy ein Winkel und ¢ ein Strahl, welcher von P ausgeht,
im Inneren von w liegt und auf der Winkelhalbierenden von w liegt. Dann nennen wir
{P}Usy Ut und {P} Ut U sy halbe Winkel von w.
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das Innere des Winkels

592

.

ABBILDUNG 15. Das Innere eines nicht gestreckten Winkels.

Winkelhalbierende

ABBILDUNG 16. Die Winkelhalbierende und halbe Winkel.

Definition. Es seien «, [ zwei Winkel. Wir sagen o < 3, wenn es eine Bewegung f gibt,
sodass

f(Scheitelpunkt von a)) = Scheitelpunkt von 3
und

f(a) \ (Scheitelpunkt von 3) C Inneres von f.
Satz 5.27. FEs gibt genau eine Abbildung
w: { Winkel in E} — [0, 2],

sodass folgende Figenschaften erfillt sind.

(1) w(gestreckter Winkel) = .

(2) w ist invariant unter Bewegungen.
(3) w(Hilfte von a) = Jw(w).

(1) a < f=wla) <w(p).

Beweisskizze.  Die Idee fiir den Beweis wird in Abbildung 17 skizziert. U

Der folgende Satz ist Satz 5.19 in [K], und wird dort auch bewiesen.
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halber gestreckter Winkel mit w = %7‘(

gestreckter Winkel mit w =7

\

Winkelmafs jeweils w = éﬂ'

Wir approximieren den gegebenen Winkel durch sukzessives Unterteilen
des gestreckten Winkels in zwei Hélften

ABBILDUNG 17. Skizze fiir die Definition des Winkelmafs.

Satz 5.28. Es qilt
w(a) =w(f) & a=p.

Satz 5.29. Fs sei E eine Ebene mit Strecken und Bewegungen. Dann gilt fiir jedes Dreieck,
dass

Summe der Innenwinkel < .

Beweis. Es sei also Ay g ¢ ein Dreieck. Es sei D der Mittelpunkt von BC. Ferner sei C' # A

C

B B

der Punkt auf dem Strahl s(A4, D), sodass C'D = AD.
Beobachtung. Aus Satz 5.20 (SWS), folgt dass A s pc = Acps.
Wir betrachten Ay per. Dann ist o =o' ++' und 8 = 5 + .
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Beobachtung. S+~ = ' < 7, d.h. die Summe von den zwei Innenwinkeln 5 und + ist hochs-
tens 7. Nachdem wir das gleiche Argument auch fiir beliebige zwei Innenwinkel durchfiihren
konnen, sehen wir, dass die Summe von je zwei Innenwinkeln immer héchstens 7 ist.

Zudem ist
0 / /
a +p+y=a+8+9"
=o/+'y’ B/

Aus a = o/ ' folgt, dass o/ < § oder 7/ < §. Nehmen wir an, dass o+ +v = 7 + ¢ fiir
e > 0. Wenn wir den obigen Prozess geniigend oft iterieren, dann erhalten wir ein Dreieck
AA”,B”,C” mit CK”—FB”"”')/” = Oé+5+’)/ = e+m und o' < e. Damit ist ﬂ,—l-’)// = 7T—|—€—Oé, >,
was ein Widerspruch ist, zur obigen Erkenntnis, dass die Summe von zwei Innenwinkeln
immer < 7 ist. O

Satz 5.30. Sei Ay o ein Dreieck in H. Dann gilt
Summe der Innenwinkel < .

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei A =14, B = yi mit y > 1 und ReC > 0.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei 8 spitz. Wir wihlen a,r > 0 so dass

B =yi B =vyi
r
C
A= S
AN | T
a b

g(A,C)={ze€H||z —a| =7}
Wir wéhlen zudem b < 0, s > 0 sodass die Gerade {z € H||z — b] = s} den Punkt A
enthélt und den Winkel g mit der y-Achse besitzt.
Behauptung. Fiir t > 0 betrachten wir g, = {z € H| |z — bt| = st}. Dann gilt:
(1) Der Winkel zwischen ¢; und der y-Achse ist immer £.

(2) g schneidet g(A,C) in {z| Rez > 0} genau dann, wenn ¢ < §.

Beweis der Behauptung.
(1) Es sei B; der Schnittpunkt von g, mit der y-Achse. Dann ist Aj p , dhnlich zu
Afg o, wobei AF euklidische Dreiecke bezeichnet, da [(0bt) = tb = ¢ - [(b0) und
[(btB;) =t - 1(bB) und <(bt,0, B;) = <(b,0, B).
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(2) Wir betrachten die linke Skizze in Abbildung 18. Also schneidet g die Gerade g(A, C')
in {z € H| Rez > 0} genau dann, wenn bt + st < a + r was genau dann eintritt,

a+tr
wenn t < bts

U

tb+ts a+r

ABBILDUNG 18. Das Dreieck mit Eckpunkten A, B; und C}.

Es sei Cy der Schnittpunkt von ¢; mit g(A, C'). Wir betrachten A 4 g, ¢,, wobei der Winkel

bei A gleich « ist, der Winkel bei B; ist § und der Winkel bei C; mit v, bezeichnet wird.
Behauptung. Es ist cos(y,) = 5= (t+ 1) + 2.

2rs

Beweis der Behauptung. Wir betrachten das Dreieck A, 4 ¢, auf der rechten Seite von Ab-
bildung 18. Aus dem Kosinussatz folgt, dass

(a — bt)* = (st)? + r* — 2rst cos(7).
Zudem gilt r? = a®+1 und s? = b?>+ 1. Damit rechnet man die Behauptung leicht nach. [
Beobachtung. Die Abbildung

{LCL—FT} LR
b+s

ist streng monoton steigend.

Also ist
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streng monoton fallend. Es geniigt zu zeigen, dass oo + 5 + 7, = 7. Fiir ¢t > 1 erhalten wir
dann hyperbolische Dreiecke. Dann gilt

a+fB+yw<a+pf+y=m.
Um a + 8 + 71 = 7 einzusehen, betrachten wir Abbildung 19.

ABBILDUNG 19. Die Winkelsumme « + § + ~; betragt .

O

Korollar 5.31 (Korollar zum Beweis von Satz 5.30). Fin Dreieck in H ist bis auf Kongruenz
durch seine Innenwinkel festgelegt.

Beweis. Es sei Ay p e ein Dreieck mit Innenwinkeln «, § und . Wir kénnen ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit annehmen, dass A =i, B = yi fiir y > 1 und ReC > 0. Es
seien a,b,r und s wie im Beweis zu Satz 5.30. Nachdem [1, ‘;frﬂ — [0, 7] streng monoton
ist, gibt es genau ein ¢ mit v, = . Damit ist C'= C; und B = B;. ([

Es sei

"b+s
t|—>’}/t.

o {1 “”} [0, 7)

Dann ist Vair = 0. Damit folgt, das die Winkelsumme in (« + 3, 7) liegt. Wir sehen, dass

die Winkelsumme um so kleiner ist, je ‘grofer’ das Dreieck ist.

Wir kénnen diese Aussage auch préziser machen. Wir bendtigen dazu den Begriff des
Flacheninhalts. Es sei U C H. Wir definieren

1
Flacheninhalty (U) := / —dzdy.
vy

Man kann nun leicht nachrechnen, dass der Flacheninhalt invariant ist unter Mobiustrans-
formationen, d.h. es gilt Flacheninhalty(m(U)) = Fliacheninhalty(U) fiir alle m € M&b(H).
Folgender Satz wird in [A] als Theorem 5.16 bewiesen.

Satz 5.32. Es set Ay o ein Dreieck in H mit Innenwinkeln o, B und . Dann gilt
a+ 8+~ =7 — Flicheninhalty (A4 5.¢).
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U

Flacheninhalt von Quadrat mit Eckpunkt (z,y) und euklidischen Seitenldngen A,, A, ist
hyperbolische Seitenldnge mal hyperbolische Seitenlénge
also inetwa 1A, - 1A, = LALA,

Yy y—Y Ty Yy

ABBILDUNG 20. Flacheninhalt wird durch die Flacheninhalte von kleinen
Quadraten approximiert.

Wir erhalten sofort folgendes iiberraschendes Korollar.

Korollar 5.33. Die Fldicheninhalt von jedem Dreieck in H ist kleiner als .

6. FLACHEN

Definition. Eine Fldiche ist eine zusammenhédngende, orientierbare und kompakte zweidi-
mensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Satz 6.1 (Rado, 1923). Jede Fliche ist diffeomorph zu genau einer der folgenden Flichen:
(1) S2.
(2) 2-Torus.
(3) Flache von Geschlecht > 2.

Das Ziel ist, folgende Fragen zu beantworten:
Frage. Wie kann man “Fliachen von Geschlecht > 2”7 mathematisch sauber definieren?
Frage. Wie kann man Flachen als geometrische Objekte auffassen?
6.1. Die Sphére. Zur Erinnerung: Die 2-Sphére ist definiert als
S? ={(z,y,2) e R*|2® + 9> + 2* = 1}.
Satz 6.2. Die 2-Sphdre ist eine Fldche.

Beweis. Ein moglicher Atlas ist gegeben durch die stereographischen Projektionen als Basis.
Die 2-Sphére ist zudem kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. Der Normalenvektor an
jedem Punkt definiert zudem eine Orientierung des Tangentialraumes an jedem Punkt. [
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Bemerkung. Zudem gilt fiir alle P € S?
T,5* = {veR?|v- P=0}.

Definition. Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit
einer C*°-Zuordnung

P ngTPMXTpM—)R
bilinear, positiv definit und symmetrisch

Auf S? betrachten wir die Riemannsche Struktur
T}JS2 X Tp52 — R
(v,w) — v-w,
wobei (v,w) +— v - w das euklidische Skalarprodukt in R? ist.
Definition. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir definieren fiir v € Tp M
o]l :== v/ gp(v,v)
als Linge von v. Dies ist ein Lingenmafs auf M. Wir erhalten den Begriff der Linge eines
Weges und des Abstandes zwischen zwei Punkten auf M.

Sei I C R ein Intervall. Wir sagen nun eine differenzierbare Abbildung f: I — M ist eine
Geodite, wenn || f'(t)|| = 1 fiir alle t € I und wenn es zu jedem ¢y, € I ein € > 0 gibt, sodass
3

d(f(s0), f(s1)) = [s0 — 51
fiir alle sg,s1 € (tg —e,to+¢) N 1.

Beispiel. Wir betrachten S?. Es seien v,w € R? orthogonale Vektoren. Es sei I C R ein
Intervall. Dann ist

f:I—5?
t—sint-v+cost-w
eine Geodite. Zudem ist jede Geodite auf S? von dieser Form.
Satz 6.3. Die Abbildung
O(3) — Isom(S?)
A— (P— A-P)
15t ein Isomorphismus.
Korollar 6.4. Zu je zwei Punkten P,Q € S* und Vektoren v € TpS? und w € TpS? mit
|v]| = ||w|| gibt es ein f € Isom(S?) mit f(P) = Q und df (v) = w.

3Diese Definition unterscheidet sich also ein bisschen von der Definition, welche wir in Kapitel 4.1
gegeben hatten. Dort hatten wir verlangt, dass eine Geodite fiir alle Punkte die kiirzeste Verbindung ist.
Jetzt verlangen wir nur noch, dass die Geodéte die kiirzeste Verbindung ist fiir Punkte, welche nahe genug
beieinander liegen.
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der Weg t — sin(t) - v + cost - w bewegt
sich auf dem Grof&kreis ‘von w nach v’

Grofkreis, welcher von v und w aufgespannt wird

ABBILDUNG 21. Eine Geodéte auf der Sphére.

Beweis. Dies ist eine Ubungsaufgabe. U

Definition. Es sei M eine kompakte n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei
f: M — R eine stetige Funktion. Wenn es eine Karte

o:U—=V

mit U C R” und V C M gibt, sodass der Triger von f ganz in V enthalten ist, dann
definieren wir

dl’l Ce dl‘n

det <g¢(x)(dx¢(el)7 dw¢(ej)) -

3

ffizgf@(fﬂl,--.,:cn))

M

Mithilfe des Transformationssatzes fiir Integrale kann man leicht zeigen, dass diese Defini-
tion nicht von der Wahl der Karte abhingt. Fiir ein allgemeines f verwendet man in der
Definition von fM f eine Partition der Eins auf M.
Fiir U C M definieren wir das Volumen von U als

Vol(U) = /M -

wobei xp die charakteristische Funktion von U ist, d.h. xy(z) = 1, wenn z € U und
xv(r) = 0, wenn x € U. * Im Falle einer 2-Mannigfaltigkeit schreiben wir Fldche oder
Flacheninhalt statt Volumen.

4Aus der Maftheorie wissen wir natiirlich, dass nicht alle Mengen mefibar sind. Dies wird im weiteren
Verlauf fiir uns allerdings keine Rolle spielen.
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Beispiel. Wir betrachten die Karte
¢: U = (0,27) x (0,7) — S?

cospsinf
(p,0) — [ singpsind
cos 6
Dann ist
Flicheninhalt(S?) = / 1= / 1=
52 ¢(U)
sin  cos 6 sin ¢ cos 6
o pw cospsing | - | cospsinf
= / / det 0 0 dfdy

27 ™ .9
_ / / \/ det <S”69 )‘d@dﬁp / / sin d0dep — 4.
0 0

Beispiel. Wir betrachten H? mit g, (v, w) = (Imz)Qv w fiir z € H? und v, w € T,H? = R
Dann gilt fiir U C H?, dass

Flacheninhalty (U / \/

Dies entspricht der Definition aus Kapitel 7.

1
2

det y

da:dy— / —dxdy.

Beispiel.
Wir betrachten das “Zweieck” U mit Winkel « wie in Abbildung 22 skizziert. Dann ist

Zweieck mit Winkel «

52

ABBILDUNG 22. Ein Zweieck mit Innenwinkel o auf S?.

Flacheninhalty(U) = 2o = & - 4.
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Satz 6.5. Es sei A4 p o ein Dreieck auf S?, d.h. drei Punkte verbunden durch Strecken auf
Grofkreisen mit Streckenlinge kleiner als w. Dann gilt

Summe der Innenwinkel = m + Flacheninhaltg: A4 g o

Betrachten wir beispielsweise ein Dreieck, welches aufgespannt wird durch den Nordpol
(0,0,1) und zwei Punkte auf dem Aquator. Es sei o der Innenwinkel am Nordpol. Die

Innenwinkel an den Punkten auf dem Aquator sind gerade 5. Wir sehen also, dass der
Flacheninhalt des Dreiecks gegeben ist durch

Summe der Innenwinkel — 7 = o + g + g — T = q.

Winkel «

52

ABBILDUNG 23. Ein Dreieck auf S? aufgespannt durch den Nordpol und
zwei Punkten auf dem Aquator.

Beweis von Satz 6.5. Es sei A = Ay p e ein Dreieck auf S?. Die drei Grokkreise, welche
durch die Seiten des Dreiecks gebildet werden, zerteilen S? in 8 Dreiecke, wobei immer
genau zwei Dreiecke antipodal sind. Wir bezeichnen mit X das Dreieck, welches gegeniiber
von A liegt, d.h. es sei X # A das Dreieck, welches BC' als Seite besitzt. Ganz analog
definieren wir Y und Z. Wir bezeichnen mit X', Y’, Z’ und A’ die Antipoden von X,Y, Z
und A. Wir bezeichnen zudem mit z,y, 2,0, 2,9/, 2/, §' die Flacheninhalte von XY, Z, A\,
XY 7' N Aus der Symmetrie der Sphéire und der Grofkreise folgt sofort, dass § = ¢,
r=12,y=1vy,z=72.Esist AUz ein Zweieck mit Winkel .. Damit ist 2+ = 2a. Analog
gilt x +6 =20 und z 4+ 9 = 2.

Aus der Zerlegung der Sphéire in 8 Dreiecke folgt nun, dass

dr=0+8+r+2'+y+y +z2+42 =20+ 2x+2y+ 2z

Wir erhalten nun, dass

1 1
a—l—ﬁ—l—fy:§(x+y+z+35):5(277—1—2(5):7?—1—(5.
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A I 4 .‘ 7 X
Y
Zusammenfassend kénnen wir also festhalten, dass auf S? die iibliche Riemannsche Metrik
folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Summe der Innenwinkel im A = 7 + Flacheninhalt A.
(2) Firalle P,Q € S*,v € TpS? w € TpS? mit ||v|| = ||w|| = 1 gibt es ein f € Isom(S?)
mit

f(P)=@Q und dpf(v) = w.
(3) Es gibt genau eine Metrik auf S?, welche 1) und 2) erfiillt.

Wir wollen im Folgenden studieren, ob es auch auf anderen Flachen interessante Riemann-
sche Metriken gibt.

6.2. Der Torus. Wir betrachten jetzt den Torus, wie in Abbildung 24 auf der linken
Seite skizziert. Eine mathematisch saubere Beschreibung des Torus kann dadurch gegeben
werden, dass wir den Torus wie folgt konstruieren: wir nehmen einen Kreis in der zz-Ebene
mit Radius i um den Punkt (1,0, 0), und rotieren diesen dann um die z-Achse. Wir erhalten
dann folgende Beschreibung vom Torus 7', es ist

cosp singp 0 1 1 cosf
T = —sinp cose 0] - 0 +4_L 0 0,0 € R?
0 0 1 0 sin 6

Fir P € T und v, w € T,T definieren wir
gp(v,w) =v - w,

wobei v - w wiederum das Skalarprodukt von Vektoren in R3 ist. Dies definiert eine Rie-
mannsche Metrik auf 7T'.

Frage. Gibt es zu P,Q € T eine Isometrie von (T, g), sodass f(P) = Q7

In diesem Fall ist die Antwort ‘Nein’, denn man kann zeigen, dass Drehungen um die
z-Achse und Spiegelungen die einzigen Isometrien von (T, g) sind. Die Isometrien operieren
also nicht transitiv auf 7.
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der Torus anschaulich

Kreis K in der zz-Ebene mit Radius *

4
4 um den Punkt (1,0,0)

der Kreis K rotiert um die z-Achse

ABBILDUNG 24. Der Torus.

Wir wollen dieses Manko dadurch beheben, indem wir eine ‘bessere’ Metrik auf 7" wihlen.
Um diese Idee auszufiihren, benotigen wir allerdings noch etwas mehr Theorie.

Erinnerung. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X (mittels
Homéomorphismen) operiert. Wir betrachten

X/G = {Aquivalenzklassen von z ~ y :< 3g € G : gz =y}
und die Projektionsabbildung
p: X = X/G
Dann ist
U C X/G offen < p~(U) offen in X
eine Topologie auf X/G.
Beispiel. Wir betrachten
7" x R" - R"
(z,0) = z 4 0.
Dann ist
R™/Z" — S* x -+ x St
[(V1,...,0)] (62’””1, . ,62”"”)

ein Homdomorphismus.
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Definition. Fine Gruppe operiert diskret auf einem topologischen Raum X, wenn es zu
jedem x € X eine offene Umgebung U von x gibt, sodass g(U) N U = @ falls g # e.

Beispiel. Wir betrachten Z™ x R" — R" wie oben. Sei v € R". Dann hat
1
U= —w| < =
fullo-ul <3}

Satz 6.6. Es ser M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und G x M — M eine diskrete
Operation, sodass fiir alle g € G die Abbildung M — M, m + g-m ein Diffeomorphismus
ist. Dann besitzt M /G die Struktur einer n-Mannigfaltigkeit, sodass die Projektionsabbil-
dung p: M — M/G ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei Q € M/G ein Punkt. Sei Q € M mit p(Q) = Q. Wir wihlen eine Umgebung
U von () wie in der Definition der diskreten Operation. Dann ist

plv: U —pU)C M/G
ein Hom6omorphismus. Es sei ¢: V — W,V C M, W C R" eine Karte um (). Dann ist

die gewiinschte Eigenschaft.

—1
p(UNV) ) Ay 4 Re

eine Karte um Q.

Wir miissen noch zeigen, dass diese Karten einen differenzierbaren Atlas bilden. Es folgt
leicht aus den Definitionen, dass die Kartenwechsel immer gegeben sind durch Abbildungen
vom Typ

u - V

m — gm
wobei U und V offen sind und g € G festgewéhlt ist. Aber wir hatten gerade vorausgesetzt,
dass die Abbildungen m + g - m fiir jedes g € G ein Diffeomorphismus sind. O

Beispiel. Wegen Satz 6.6 ist R™/Z™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Satz 6.7. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und G x M — M eine diskrete
Operation, sodass fiir jedes h € G die Abbildung M — M, m — hm eine Isometrie ist. Dann
existiert auf M /G eine Riemannsche Metrik, sodass p eine lokale Isometrie ist.

Beweisskizze. BEssei Q € M/G und v, w € T5(M/G). Wir wihlen @ € M, sodass p(Q) = Q.
Des Weiteren wihlen wir eine Umgebung U C M von @, sodass p|y ein Diffeomorphismus
ist. Wir definieren

gg(v,w) = g (plv). ™ (©), (plo). " (w)) .
Mithilfe der Voraussetzung, dass GG mithilfe von Isometrien operiert, kann man nun leicht
zeigen, dass gg(v, w) wohl-definiert ist, d.h. nicht von der Wahl des Urbildes @ abhéngt.
Man kann sich auch leicht davon iiberzeugen, dass die Metrik g auf M /G die gewiinschten
Eigenschaften besitzt. O
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Konvention. Eine Isometrie ist immer schon ein Diffeomorphismus.

Satz 6.8. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf
M diskret durch Isometrien operiert. Es sei f: M — M eine Isometrie. Wenn es fiir alle
m e M, g€ G eing €G gibt, sodass f(gm) = ¢ f(m) gilt, so existiert eine Isometrie
f: M/G — M/G, sodass das Diagramm

Mt
ph hp
f
M/G M/G

kommutiert.
Beweis. Wir definieren

J(G-m) =G f(m).
Behauptung. Die Abbildung f ist wohldefiniert.

Es sei also m’ € M mit Gm = Gm’. Dann existiert ein g € G mit m’ = gm. Also ist

Gf(m') = Gf(gm) = Ggf(m) = Gf(m).
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Es folgt aus der Definition, dass das Diagramm

M / M

p‘;hp

M/G —— M/G

kommutiert. Nachdem f eine Isometrie ist und p eine lokale Isometrie, folgt aus der Kom-
mutativitdt des Diagramms, dass f eine Isometrie ist. 0

Bemerkung. Jede Isometrie von R? ist eine Verkniipfung von

(1) Rotationen,
(2) Translationen und
(3) Spiegelungen an einer Geraden.

Beispiel. Wir betrachten
fiR* > R?
(.1', y) = (_ya IL’)
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Dann ist im Allgemeinen f(P+v) # f(P)+w, aber es gilt immer, dass f(P+v) = f(P)+w
fiir ein w € Z2. Damit induziert f eine Isometrie auf R?/Z2.
Wenn f € Isom(R?) die Bedingung aus Satz 6.8 erfiillt, so gilt insbesondere, dass

1(2%) = 22 + £(0).
Daraus erhélt man das folgende Lemma.

Lemma 6.9. Die Isometrien von R?, welche die Bedingung des Satzes 6.8 erfiillen, sind
Verkniipfungen von

(1) der Rotation um %,

(2) Translationen und
(3) der Spiegelung an der x-Achse, y-Achse, der Diagonalen oder der Antidiagonalen.

Korollar 6.10. Fir alle P,Q € R?/Z? gibt es eine Isometrie f mit f(P) = Q.

Beweis. Sei seien P, Q € R? Urbilder von P und @ unter der Projektion p: R? = R2/Z2.
Wir betrachten

f R2—>R2,xl—>x+(©—ﬁ).
Dann induziert f eine Abbildung f: R?/Z? — R?/Z? mit der gewiinschten Eigenschaft. [
Frage. Gibt es zu allen v, w € TpR?/Z? mit ||v|| = |Jw]|| eine Isometrie f mit df (v) = w?

Lemma 6.11. Die Abbildung f: I — R?/Z*t — [P + tv], wobei R € R?, |jv]| = 1 und
I C R ein Intervall ist, sind Geoditen und sogar die einzigen Geoditen auf R?/Z?.

Beweis. Wir erinnern zuerst daran, dass die Abbildungen der Form I — R% ¢t +— P + tv
mit ||v]| = 1 sind die einzigen Geodéten auf R% Das Lemma folgt dann aus der Tatsache,
dass “geodiitisch” eine lokale Eigenschaft ist und R?/Z? lokal isometrisch zu R? ist. O

Definition. Eine Geodate f: R — M heifst periodisch, wenn es ein T € R\ {0} gibt, sodass

f(t+T) = f(t) fir alle t € R.
Wir nennen

inf{T € Roo| f(t+T) = f(¢) fiir alle t € R}
die Periode von f.
Lemma 6.12. Es sei v = (z,y) € R? mit ||v|| = 1. Dann ist
f:R— R?/Z?
t— [P+ tv]

genau dann eine periodische Geoddite, wenn y = 0 oder 5 € Q mity #0.
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Beweis. “<=":
Es sei v = (z,y) mit x,y # 0 und € Q. Dann gibt es r, s € Z, sodass = = . Damit gilt
fiir alle t € R, dass

f(t+£):P+(t+f)v:P+tv+Z(:c,y):P+tv+(r,s)
T i T N——~
€72
=P+tv mod Z>.
“=7 Essei T € Rog mit f(t+7) = f(t) fiir alle t € R. Damit ist
P+tv+Tv=P+tv mod Z?

fir alle t € R. Also ist Tv € Z?, also T(z,y) = (r,s) mit r,s € Z. Also folgt, dass

z __ Tx __r

Bemerkung. Wir sagen v € R ist rational, wenn entweder y = 0 oder % e Q.

Korollar 6.13. Es sei P € R* und v € R?* mit ||v|| rational. Es sei f: R*/7Z* — R?/7Z?
eine Isometrie. Dann ist ||df (v)|| rational.

Beweis. Jede Isometrie einer Riemannschen Mannigfaltigkeit schickt periodische Geodéten
auf periodische Geoditen. Das Korollar folgt nun aus Lemma 6.12. U

Es gibt Tangentialvektoren v,w € TpR?/Z? mit ||v]| = |lw||, so dass v rational und
w irrational ist. Aus dem Korollar folgt, dass es keine Isometrie f mit df(v) = w gibt.
Insbesondere ist die Antwort auf die obige Frage “Nein”.

Frage. Was ist der Flicheninhalt von R?/Z*?

Die Abbildung p: X := {(z,y) € R*|z,y € (0,1)} — R?/Z? ist eine Isometrie auf p(X)
und R?/Z? \ p(X) ist eine Nullmenge. Also folgt

Flécheninhalt (R*/Z*) = / 1= / 1=1.
R2/72 X

Bemerkung. Jedes Dreieck A in R?/Z? lisst sich durch eine Isometrie komplett in p(X)
verschieben.

Satz 6.14. Es sei /\ ein Dreieck in R?/Z%. Dann ist die Summe der Innenwinkel von /A
gleich .

Beweis. Da die Projektion p: X — R?/Z? eine Isometrie ist, kénnen wir A auf X C R?
zuriickziehen. Fiir Dreiecke in R? ist die Summe der Innenwinkel natiirlich gleich 7. U
Frage. Ist eine Metrik auf dem Torus 7" durch die Eigenschaften

(1) Fiir P,Q € T gibt es ein & € Isom(7T) mit {(P) = Q.

(2) Es gilt Flacheninhalt 7" = 1.

(3) Fiir alle Dreiecke ist die Winkelsumme 7.

eindeutig bestimmt?
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Beispiel. Sei A = (2) 2) Dann wirkt AZ? = {Av|v € Z?} durch Translation diskret

2
auf R%. Wir bilden R?/AZ?. Wie vorher erbt R?/AZ? die Struktur einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit von R?, sodass R?/AZ? lokal isometrisch zu R? ist. Zudem ist

p: R?/7% — R?/AZ>
v+ 7% s Av + AZ?

ein Homéomorphismus. Also ist R?/AZ? topologisch ein Torus. Die Quotientenabbildung
p: R? — R?/AZ? eingeschriinkt auf

) o o)

ist eine Isometrie auf p(X). Die Menge R?/AZ? \ p(Y) ist eine Nullmenge. Damit ist

Flacheninhalt (R*/AZ?) = / 1= / 1=1
R2/AZ2 Y

Frage. Ist R?/AZ? isometrisch zu R?/Z??

Wir suchen dazu weitere Invarianten einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Wir betrach-
ten folgende Invariante A(M, g) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).

Definition. Zu einer periodische Geodéte v auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
bezeichnen wir die Periode von v mit A(7y). Dann definieren wir

ANM,g) = inf A().

~ periodische Geodite
Beispiel. Betrachten wir S?, zusammen mit der sphirischen Metrik. Dann ist
A(S?, g) = 2.
Dies folgt, da alle Geodaten von der Form
v: R — §2
t — costv + sintw
mit ||v]] = [Jw|| = 1 und v_Lw sind.
Satz 6.15. Es seien v, w € R? linear unabhingig. Dann gilt
A (R*/(Zv + Zw)) = min{||P — Q|| | P # Q, P,Q € Zv + Zw}.

Beispiel. Wir betrachten die Gitter Z? C R? und AZ? C R? in Abbildung 6.2. Der kiirzeste
Abstand zwischen zwei Punkten auf Z? ist 1, d.h. es gilt X (R?/Z?) = 1. Andererseits ist der
kiirzeste Abstand zwischen zwei Punkten auf AZ? gerade 3, d.h. es gilt A (R?/AZ?) = 1.

Korollar 6.16. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit R? /72 ist nicht isometrisch zu R*/AZ?.
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das Gitter Z? C R? das Gitter <§ (1)) 72 C R?
der minimalem Abstand 2

der minimale Abstand

zwischen zwei Gitterpunkten = 1 . S
P zwischen zwei Gitterpunkten = 1

Beweis von Satz 6.15. “<”:
Sei P, € Zv & Zw mit P # (. Dann ist

v: R — R*/Zv + Zw

t
tr—>P+—HP_QH(Q—P)

eine periodische Geodéte mit A(y) < ||P — @Q||. Damit folgt
A (R?/Zv + Zw) < min{||P — Q||| P # Q, P,Q € Zv + Zw}.

Wir miissen also noch “>” zeigen.
Sei v: R — R?/Zv + Zw eine periodische Geodite. Dann wissen wir aus der algebraischen
Topologie, dass man v hochheben kann zu

N

Da p eine lokale Tsometrie ist, ist 4 auch eine Geodiite in R% Da v(0) = v(A(y)), ist
7(0) — ¥(A\(7)) € Zv + Zw. Damit ist insbesondere ||F(A(7)) — F(0)]| = |A(y) — 0| = A(v),
da 7 eine Geodite ist. Somit ist A(y) > min{||P|| |0 # P € Zv + Zw}. Also folgt

A (R?/Zv + Zw) > min{||P — Q||| P # Q, P,Q € Zv + Zw}.

v: R R?

p

R?/Zv + Zw.
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7. DAS POINCARE-SCHEIBENMODELL

In diesem kurzen Kapitel lernen wir eine alternative Beschreibung des hyperbolischen
Raums kennen. Diese wird uns dann spéter behilflich sein, wenn wir hyperbolische Metriken
auf Flichen finden wollen.

Definition. Wir definieren
D:={ze€C||z| < 1}.
Sei ferner
&:D—H
1z +1
—z+1

Dann ist ¢ die Einschrdnkung einer Abbildung aus Mob(C) und wie man leicht sehen
kann, ist £ ein Diffeomorphismus. Durch ¢ kann die hyperbolische Metrik von H auf D
zuriickgezogen werden.

Z

Definition. Eine Menge g C D ist genau dann eine hyperbolische Gerade in D, wenn £(g)
eine hyperbolische Gerade in H ist.

Lemma 7.1. Die Geraden in D sind genau folgende beiden Typen von Teilmengen:
(1) Schnitte von euklidischen Geraden durch den Ursprung mit D, d.h. Teilmengen von
der Form {re'|r € (—1,1)} fir ein t € [0,27], oder
(2) der Schnitt DNk, wobei k ein euklidischer Kreis k in C ist, welcher den Einheitskreis
St c C senkrecht schneidet.

hyperbolische Gerade in D

1
i
'
i
’
’
’
’
/

euklidischer Kreis,
welcher S senkrecht schneidet

ABBILDUNG 25. Beispiele von hyperbolische Geraden in D.
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Beweis. “=": B
Sei g eine hyperbolische Gerade in H. Dann gibt es einen Kreis k in C, welcher R senkrecht
schneidet, sodass £(g) = HN k. Es folgt aus Satz 3.21 und damit ist ¢7'(k) ein Kreis in C,
welcher S* senkrecht schneidet.
4(<:77:
Dieser Beweis verlduft analog. 0
Wir definieren nun die Linge eines C?-Weges ~: [a,b] — D als
Léngep v := Langeg (€ o 7).
Die dadurch induzierte Metrik dp hat, per Definition, die Eigenschaft dass
dp(z,y) = du(&(2),{(y))

fiir x,y € D. Insbesondere ist ¢ damit eine Isometrie.

Satz 7.2. Seiy: [a,b] = D ein C'-Weg. Dann ist

b2 2
La = ——— Y ()|dt = | ————]|dz|.
inges() = | o pph Okt = [ Tl

Beweis. Es gilt
b 1
Léngey (y) = Langey (£ 0 y) = / (o) (o) (t)|dt =

_[The+ir 2
_/a T~ hOF o e Ol

b
2 , 2
= —tht:/—dz,
/a e Ol = | Tpld

da Im¢&(z) = |12_+":||22 und |¢'(2)] = ﬁ O

Lemma 7.3. Sei & € Mob(C) mit £(D) = H und : [a,b] — D ein C'-Weg. Dann ist
Lingey(¢ 0 7) = Liingeg(§ 0 ).
Beweis. Es gilt

LéingeH(go v) = LéingeH(é o §‘1 of o) = Langey(£ 0+.)
€MGb(H)
O

Bemerkung. Die Metrik von D héngt nicht von der Wahl der Abbildung £ € M6b(H) mit
£(D) = H ab.
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Definition. Wir definieren die Funktion
o:DxD—R,

[z —yP?

(1= l=[?) (1 = [y?)

Durch elementares nachrechnen kann man folgendes Lemma beweisen.

(z,y) =

Lemma 7.4. Die Funktion ¢ ist invariant unter der Diagonalwirkung von Mob(ID), d.h.
es gilt

p(€(),6(y)) = wlz,y)
fiir alle £ € Méb(D) und z,y € D.

Satz 7.5. Firx,y € D gilt

o(x,y) = sinhQ(% dp(z,y)).

Beweis. Es gilt

sinh(x) = %,

cosh(x) = %7
sinh(x)

tanh(x) = M, und

cosh?(x) 4 sinh?®(x) = 1.
Es gibt ein p € M6b(D) mit p(z) = 0 und p(y) = ir € iR-, da sich diese Eigenschaft von
H zuriickziehen ldsst auf . Damit gilt

T'2

1—r2

o(r,y) = p(p(r), p(y)) = ¢(0,ir) =
Auferdem gilt

—-T

1
dp (0, ir) =1n(1”).

Dies folgt, da ~v: [0,r] — D, t — it die Umparametrisierung einer Geodaten ist. Damit ist
dp(0,ir) = La = — + ——dt
5(0,r) = Linges() = [ =it = [

(1—|—r)
=In )
1—r
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Damit ist 7 = tanh (3 dp(0,7)). Folglich ergibt sich
1
) = p(0.ir) = sl (3 do(z) )

da
tanh®(z) sinh?(x)

= = sinh*(z).
1 —tanh?(z)  cosh?(z) — sinh?(x) sinh™(z)

0

Definition. Der hyperbolische Kreis in D mit Radius r > 0 und Mittelpunkt x € D ist
definiert als

{y e D| dp(z,y) =r}.
Satz 7.6. Ein hyperbolischer Kreis in D st ein euklidischer Kreis in D und umgekehrt.

Bemerkung. Ein hyperbolischer Kreis C' hat im Allgemeinen einen anderen Mittelpunkt
und einen anderen Radius als C, aufgefasst als euklidischer Kreis.

Beweis von Satz 7.7. “=":
1.Fall: Sei C' ein hyperbolischer Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r.
Fir y € D gilt

2T lyl® 2 (T
dp(0,y) =1 < ¢(0,y) = sinh (5) S ME = sinh <§>

& tanhg =ly|.

Damit ist C' ein euklidischer Kreis um 0 mit Radius tanh 3.

2.Fall: Sei C' C D ein hyperbolischer Kreis mit Mittelpunkt z # 0. Wir wihlen £ € Méb(D)
mit £(z) = 0. Dann ist £(C) ein euklidischer Kreis und somit auch C' = £~ 0 £(C).

4(<:77:

Ist C' C D ein euklidischer Kreis um 0, dann folgt die Aussage analog zu Fall 1. Sei also C'
ein euklidischer Kreis um P # 0. Sei dann ¢ die euklidische Gerade durch 0 und P. Dann
ist g auch eine hyperbolische Gerade. Sei () der hyperbolische Mittelpunkt von g N C' und
m € Mob(D) mit m(Q) = 0 und

{z,y} =m(g) N m(C) CR.

Da x und y hyperbolisch dquidistant von 0 sind, sind sie auch euklidisch dquidistant von
0. Da z,y € R, folgt damit insbesondere x = —y. Also ist m(C') ein euklidischer Kreis um
0 und somit auch ein hyperbolischer Kreis um 0. Damit ist bereits C' ein hyperbolischer
Kreis in D. 0]

Wir definieren ganz analog auch hyperbolische Kreise in H. Nachdem die Abbildung &
per Definition eine Isometrie ist und zudem, als M&biustransformation, euklidische Kreise
in euklidische Kreise iiberfiihrt erhalten wir sofort folgendes Korollar.
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Korollar 7.7. Ein hyperbolischer Kreis in H ist ein euklidischer Kreis in H und umgekehrt.

8. FLACHEN VON GESCHLECHT GROSSER EINS

Wir hatten gesehen, dass die Fliche von Geschlecht Null, dass heift die 2-Sphire S? eine
Riemannsche Metrik mit folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) Fiir jedes Dreieck gilt
Winkelsumme = 7 + Flacheninhalt.

(2) Zu je zwei Punkten P und @ auf S? und je zwei Vektoren v € TpS? und w € TS?
mit [|v|| = ||w|| gibt es eine Isometrie & von S? mit h(P) = Q und dph(v) = w.
Dariiber hinaus gibt es genau eine Riemannsche Metrik auf S?, welche diese beiden Eigen-
schaften besitzt.
Fiir die Fliche von Geschlecht eins, dass heifit dem 2-Torus 7 hatten wir gesehen, dass
es eine Riemannsche Metrik mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) Fiir jedes Dreieck gilt
Winkelsumme = 7.
(2) Zu je zwei Punkten P und Q auf T? gibt es eine Isometrie i von T2 mit h(P) = Q.

In diesem Fall ist die Riemannsche Metrik durch diese beiden Eigenschaften allerdings nicht
mehr eindeutig bestimmt.

In diesem Kapitel wollen wir nun Flichen hoéheren Geschlechts studieren. Wir miissen
dazu allerdings erst eine mathematische saubere Beschreibung von Fléachen einfiihren.

8.1. Topologische Beschreibung von Flichen von héherem Geschlecht. Betrach-
ten wir jetzt ein reguliires Oktagon ® Fg wie in Abbildung 26. Wie fiir den Torus wihlen
wir jetzt eine Aquivalenzrelation, so dass zwei Kanten, welche durch genau eine Kante ge-
trennt sind, mit ‘entgegengesetzter Orientierung’ dquivalent werden. Das Oktagon mit den
Verklebungen wird in Abbildung 26 skizziert.

Der topologische Raum FEg/ ~, den wir dadurch erhalten, ist anschaulich die Fliche von
Geschlecht 2. Dies kann man wie folgt sehen: Wir betrachten in Eg zuerst die rechte obere
Hilfte, wir identifizieren dann jeweils zwei Kanten, und erhalten einen ‘Torus minus eine
Scheibe’. (Siehe die untere Hélfte von Abbildung 26). Wir erhalten jetzt Es/ ~, indem wir
zwei solche ‘Torus minus eine Scheibe’ am Rand verkleben.

Wir beschreiben jetzt Es und die Aquivalenzrelation noch mal etwas préziser. Dabei
bezeichnen wir mit Fg das regulire Oktagon mit den Eckpunkten Q, = e*™*/16 mit
k=1,3,...,15. Fiir Punkte A, B € R? = C bezeichnen wir wie iiblich mit AB die eu-
klidische Strecke von A nach B. Zudem bezeichnen wir fiir z € S mit s,: C* — C? die

Ein n-Eck F im R? heift reguliir, wenn alle Kanten die gleiche Linge besitzen und wenn alle Innenwinkel
gleich sind.
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ABBILDUNG 26. Die Flache von Geschlecht 2.

Spiegelung an der euklidischen Geraden {tz |t € R}. Wir bezeichnen mit ~ die Aquiva-
lenzrelation auf Eg, welche definiert ist durch

P € Qop-1Qok+1 ~ Serithinysa(P) € Qap3Qok+5

fiir k = 0,1,4,5. Obwohl es nicht ganz offensichtlich ist, sind bei dieser Aquivalenzrelation
alle Eckpunkte des Oktagons dquivalent. Wir bezeichnen dann den topologischen Raum
Eg/ ~ als die Flache von Geschlecht 2. Ganz analog kann man auch die Fliche von Ge-

ABBILDUNG 27. Die Fliche von Geschlecht 2 als Quotient von Fj.

schlecht g definieren.
Satz 8.1. Die Flache von Geschlecht g ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall g = 2. Der allgemeine Fall geht fast genauso.
Wir betrachten also wieder das Oktagon Eg mit der Aquivalenzrelation ~. Wir bezeichnen
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mit p die Projektionsabbildung Fs — F := Eg/ ~. Wenn P ein Punkt im Inneren on FEjg
ist, dann gibt es ein € > 0, so dass

Ue(P) :={Q e C[[|P-Q| <¢}

noch ganz im Inneren von Eg liegt. Es folgt, dass schon die Identitéit eine Karte um p(P)
ist. Wir bezeichnen dies als Karte vom 1. Typ.

ABBILDUNG 28. Karte fiir einen Punkt im Inneren von FEj.

Es sei nun P ein Punkt, welcher im Inneren einer Kante von FEg liegt. Wir wollen eine
Karte um p(P) finden. O.B.d.A. sei P € _;Q. Wir bezeichnen mit P’ = s xi/a(P) den
Punkt, welcher mit P identifiziert wird. Wir wéhlen ein ¢ > 0, so dass U.(P) keinen
Eckpunkt des Oktagons beriihrt. Wir schreiben U := U.(P) N Eg und U’ := U.(P') N Es.
Dann ist p(U U U’) eine offene Umgebung um P. Es sei f: R? — R? die Spiegelung an
der Geraden, welche durch die Kante ¢)_1Q); definiert wird. Es folgt nun leicht aus den
Definitionen, dass die Abbildung

p(U U U) — UAP)
(X) X, wenn X € U
p f(Sem'/4 (X))7 wenn X € U’

wohl-definiert ist, und dass diese Abbildung ein Homdomorphismus ist. Insbesondere ist

ABBILDUNG 29. Karte fiir einen Punkt im Inneren einer Kante von FEj.
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dies also eine Karte fiir Fg um p(P). Wir bezeichnen dies als Karte vom 2. Typ.
Wir wollen nun noch eine Karte um p(Q p(Q3) = -+ = p(Q15) finden. Fiir

1) =
k = 1,3,...,15 betrachten wir jetzt Uj : Ué(Qk) N Es. Die Mengen Uy, Us, ..., Uss
sind disjunkt und es folgt aus den Definitionen, dass

p(U1) Up(Us) U---Up(Uss)
eine offene Umgebung von p(Q1) = p(Q3) = - -+ = p(Q15) ist.

Bevor wir die Karte mathematisch sauber aufschreiben, wollen wir uns die Lage ver-
anschaulichen. In Abbildung 30 sehen wir links die Mengen Uy, ..., U;s. Wenn wir diese

Umgebung von P

ABBILDUNG 30. Karte fiir einen Eckpunkt von Fj.

wie im zweiten Bild anordnen, dann sehen wir die ‘Tortenstiicke’ mit den Winkel ?jf mit
den jeweiligen Identifikation am Rand. Die Abbildung vom zweiten Bild zum dritten Bild
ist dadurch gegeben, dass wir jedes ‘Tortenstiick’ auf ein Drittel des Winkels zusammen-
stauchen. Diese acht Tortenstiicke, welche jeweils den Winkel 7 besitzen, fiigen sich dann

zusammen zu einer Scheibe in R2.

Wir fithren jetzt die gerade beschriebene Idee sauber aus. Wir betrachten die Abbildung

: p(U)U---Up(Uis) — Ua(0)
p(X) = e (a—(k)+7(k))

/
Wl

,wenn X = Q) + re'®
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wobei (k) und (k) durch folgende Tabelle gegeben sind:
k 13 5 7 9 11 13 15

3 53— 7 | p—

(k) g7 m Jm 5w gm0 37 57
5. 3. 3 117

y(k) m g7 5w 3w 0 gm 3T 4T

Diese Abbildung staucht also jedes U; auf ein Drittel des Winkels, ‘dreht es zum richtigen
Winkel” und verschiebt es in den Ursprung. Man kann nun leicht {iberpriifen, dass die
Abbildung ® wohl-definiert ist und das dies in der Tat ein Homéomorphismus ist.

Wir bezeichnen diese Abbildung als Karte vom 3. Typ.

Wir haben bisher nur bewiesen, dass die Fliche von Geschlecht g eine topologische 2-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Wir miissen nun noch zeigen, dass die obigen Karten
einen differenzierbaren Atlas bilden. Dies ist in der Tat der Fall. Wenn wir die Karten
von den ersten beiden Typen vergleichen, dann sind diese auf dem Uberlappungsgebiet
entweder identisch oder sie unterscheiden sich um zwei Spiegelungen. In beiden Fillen ist
der Kartenwechsel differenzierbar. Wenn wir die Karte um den ‘Eckpunkt’ mit den anderen
Karten vergleichen, dann sieht man, dass sich diese im Uberlappungsgebiet wiederum nur
um Spiegelungen und um die Abbildung

{re*|r e (0,55),a€(0,3m)} — {ree|r e (0, 55),@ € (0, 3m)}
Z +» Z3

unterscheiden. Diese Abbildung ist auf dem angegebenen Definitionsbereich jedoch ein Dif-
feomorphismus. O

8.2. Riemannsche Metriken und Kartenwechsel. Es sei F' = Eg/ ~ wiederum die
Fldache von Geschlecht 2. Wir sind auf der Suche nach einer Riemannschen Metrik auf F,
welche ‘iiberall gleich ausschaut’. Eine erste Idee wére, die Riemannsche Metrik mithilfe
der im vorherigen Kapitel beschriebenen Karten zu definieren. Wenn dies klappen wiirde,
dann wéire die Metrik zuallermindest iiberall im Inneren von Eg ‘gleich’.

Um diese Idee genauer zu diskutieren, filhren wir folgende Definitionen ein. Es sei NV
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein N-Atlas fiir eine Mannigfaltigkeit M ist eine Fa-
milie {@;: U; — V;}ier von Homdomorphismen von offenen Teilmengen in M zu offenen
Teilmengen in N, so dass U;c;U; = M. Fiir i, j € J bezeichnen wir dann die Abbildung

(pilv;nu;) ejlu;nu;

1
QOZ(UZPIU]) UZﬂU] —>(,0](UZQUJ)

als den Kartenwechsel von ¢; zu ;. Wir haben nun folgendes allgemeines Lemma, welches
leicht aus den Definitionen folgt.

Lemma 8.2. Es sei (N, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei zudem M eine wei-
tere Mannigfaltigkeit und es sei {¢;: U; — V;}ier ein N-Atlas fir M. Dann sind folgende
beiden Aussagen dquivalent:

(1) Fir alle i,5 € I ist der Kartenwechsel von @; zu p; eine Isometrie.
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(2) Fir P e M undv,w € TpM und alle i,j € I mit P € U; und P € U; gilt:

9ou(P)(dppi(v), dppi(w)) = gy, (p)(dpp;(v), dpp;(w)).
Wenn eine der beiden dquivalenten Bedingungen erfillt ist, dann definieren wir

gp(v,w) = gy, (p) (dppi(v), dppi(w)),
wobei @; eine Karte um P ist. Die Zuordnung P — gp ist dann wohl-definiert und dies ist
eine Riemannsche Metrik auf M.

Wir fithren nun folgende Bezeichnungen ein:

(1) E bezeichnet die Ebene R? = C zusammen mit der euklidischen Metrik.
(2) S bezeichnet die Sphire S? zusammen mit der sphérischen Metrik.
(3) D bezeichnet die Poincaré-Scheibe D? zusammen mit der hyperbolischen Metrik.

Wir sagen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist lokal isometrisch zu E wenn es zu
jedem Punkt P € M eine offene Umgebung U von P, eine offene Menge V' C E sowie eine
[sometrie f: U — V gibt. Wenn (M, g) lokal isometrisch zu E ist, dann sagen wir, g ist eine
euklidische Metrik auf M, und wir sagen, dass (M, g) eine euklidische Mannigfaltigkeit ist.
Ganz analog definieren wir auch sphérische und hyperbolische Metriken sowie sphérische
und hyperbolische Mannigfaltigkeiten.

Beispiel. Wir wihlen N = Y2 zusammen mit der sphirischen Metrik. Wir betrachten den
2-dimensionalen projektiven Raum

RP?:= S%/ ~ wobei P~ Q < P = +Q.
Wir bezeichnen mit p: S? — RP? die Projektionsabbildung. Fiir einen Vektor v € S?

betrachten wir H, := {w € S*|v-w > 0}. Die Einschrinkung von p auf H, ist ein
Homo6omorphismus und die Abbildungen

{p|;(£qv) p(Hv) — Hv}v652

bilden einen S2-Atlas fiir RP?, wobei ein Kartenwechsel entweder die Identitit oder die
Spiegelung am Ursprung ist. In beiden Féllen ist dies eine Isometrie von S?. Nach Lemma
8.2 definiert dieser S2-Atlas also eine Riemannsche Metrik auf RP?, welche lokal isometrisch
zu S? ist, d.h. RP? ist eine sphérische Mannigfaltigkeit.

Beispiel. Die Karten, welche wir fiir den Torus R?/Z? mithilfe der Projektionsabbildung
R? — R?/Z? konstruiert hatten, erfiillen ebenfalls die Bedingung von Lemma 8.2. Der
Torus R?/Z? besitzt also eine euklidische Metrik.

Beispiel. Wir betrachten nun

-1 1 -1 1
M:=|—,-| X |—,=| /~
272 22
wobei ~ die Aquivalenzrelation mit (z,1) ~ (z,—31) und (—3,y) ~ (1, —y) ist. Der topo-
logische Raum M beschreibt die Kleinsche Flasche. Wir wéhlen nun N = R? zusammen
mit der euklidischen Metrik. In den Ubungen werden wir sehen, dass die Kleinsche Flasche
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B=(-33) A= (L
N ./
\/ \
S TN
C=(-3-3) D=(3-3)

ABBILDUNG 31. Kleinsche Flasche.

einen [E-Atlas wie in Lemma 8.2 besitzt. Insbesondere ist M eine 2-dimensionale Mannig-
faltigkeit und M besitzt eine Riemannsche Metrik, welche lokal isometrisch zu E? ist, d.h.
M ist eine euklidische Mannigfaltigkeit.

Wir kehren nun wieder zuriick zur Diskussion von Flichen von Geschlecht 2. Wir be-
trachten nun den Spezialfall, dass N = R? und g die iibliche euklidische Metrik auf R?
ist. Wir konnen nun iiberpriifen, ob wir das Lemma auf die Karten im Beweis von Satz
8.1 anwenden konnen. Wie wir im Beweis schon erwahnt hatten, sind die Kartenwechsel
zwischen den Karten vom 1. und 2. Typ entweder gegeben durch die Identitét oder durch
Spiegelungen. Insbesondere ist der Kartenwechsel also durch Isometrien gegeben. Anderer-
seits ist der Kartenwechsel zwischen Karten von den ersten beiden Typen um dem 3. Typ
die Verkniipfung von Spiegelungen und der Abbildung z — 2!/? auf einem Teilgebiet von
{re|r € (0,5), € (0,37)}. Wir werden in Ubungsblatt 12 zeigen, dass diese Abbil-
dung auf keinem Teilgebiet von C eine Isometrie ist. Wir sehen also, dass wir die Karten
aus dem Beweis von Satz 8.1 nicht verwenden konnen um eine Riemannsche Metrik auf F
einzufiihren.

8.3. Reguliare n-ecke und hyperbolische Geometrie. Wenn man die Diskussion der
letzten beiden Kapitel genauer betrachtet, dann sieht man, dass der Haken bei der Kon-
struktion die Tatsache ist, dass bei den Kartenwechseln die Abbildung z + 2% auftaucht,
welche keine Isometrie ist. Die Abbildung z — 23 wiederum taucht deswegen auf, weil
der Innenwinkel in einem euklidischen Oktagon %ﬂ' betragt, und wir den Innenwinkel ‘mit
Gewalt’ auf Z—iw reduzieren miissen.

Wir konnten dieses Problem umschiffen, wenn wir ein Oktagon mit Innenwinkel iﬂ' hat-
ten. Dies ist im euklidischen Fall natiirlich nicht moglich. Aber wir werden jetzt sehen, dass

dies im hyperbolischen Fall kein Problem ist.
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Lemma 8.3. Es sein > 3. Dann gibt es fir jedes a € (0,71 — 27”) ein requlires n-Eck ° in

D? mit Innenwinkel a.
Beweisskizze. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung:

Behauptung. Es seien «, ¢ Winkel mit ¢ + 2a < m, dann gibt es ein Dreieck in D mit
Innenwinkeln o, a und ¢.

Nachdem D isometrisch zu H ist geniigt es die Behauptung in H zu beweisen. Es seien
also a, ¢ Winkel mit ¢ + 2a < . Wir setzen ¢ := $¢. Wir setzen C' = ci = (0, ¢) fiir ein
¢ > 0 und wir wahlen x < 0, so dass das Dreieck xtOC am Punkt x den Winkel v besitzt.
Es sei r = |ci — x|, d.h. r ist der Abstand zwischen den Eckpunkten C' und z des Dreiecks
xOC. Wir betrachten jetzt den Kreis um z mit Radius r. Genauer gesagt, fiir ¢ € (0,))
betrachten wir die Punkte

Ay =z +re" = (z+rcost,rsint).

Wir bezeichnen zudem mit B, das Spiegelbild von A; an der y-Achse.

C

B
! Ay = (x + rcost,rsint) Ay = (x4 rcost,rsint)

vt rsint
arctan ( z+rcost )

Fiir einen Punkt P € C und ein s € R, bezeichnen wir nun mit K (P, s) den euklidischen
Kreis um P mit Radius s. Es sei nun «; der Innenwinkel vom Dreieck A,CB; am Punkt
A;. Dann gilt
a; = Winkel zwischen den Tangentialvektoren der Kreise K (0, |A;|) und K(z,r) am Punkt A,

= Differenz zwischen den Normalenwinkeln der Kreise K (0, |A;|) und Kreis K(z,r) am Punkt A,

_ rsint o
= arctan (a:—l—rcost) t.

%Ein n-Eck E in D? heift reguliir, wenn alle Kanten die gleiche Liinge besitzen und wenn alle Innenwinkel
gleich sind.
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Die Funktion ¢ — a4 ist also inbesondere stetig. Zudem gilt, dass

in0
lim oy = arctan _rsmu o) 0=0.
t—0 z +rcos0

Auferdem gilt lim; ,,(z + 7 cosv) = 0, also ist limy_,(z + rcosv) =0

, , ( < rsint > ) T
lima; = lim { arctan | —— | —t | = = — 1.
t—1p t—1) x4+ rcost 2
Aus dem Zwischenwertsatz folgt nun, dass es ein ¢ mit oy = « gibt. Wir betrachten das
Dreieck A,C B;. Das Dreieck ist symmetrisch um die y-Achse, es folgt also, dass der Winkel
bei B; ebenfalls a = o betrigt, und der Winkel am Punkt C' ist gerade 2¢) = ¢. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.
Aus der Behauptung folgt insbesondere, dass es ein Dreieck A in D? mit Innenwinkel %
und 7 gibt. Aus Satz wissen wir, dass das Dreieck gleichseitig ist. Mithilfe von Tsometrien
von D kénnen wir nun ein Dreieck AOB in D mit folgenden Eigenschaften finden:

(

(2) der Winkel am Punkt O betrigt T,

(3) der Winkel am Punkt A betrigt g,

(4) der Winkel am Punkt B betrigt g,

(5) A ist das Spiegelbild von B an der z-Achse.

Wir erhalten nun das gewiinschte Oktagon, in dem wir A um die Winkel k% fir k= 1,...,7
rotieren und die acht Dreiecke zusammenfiigen.

ooy

™
4

ABBILDUNG 32. Hyperbolisches Oktagon mit Innenwinkel 7.
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8.4. Hyperbolische Metriken auf Flachen. In diesem Kapitel wollen wir Fliachen nicht
mehr als Quotienten von euklidischen 4¢g-Ecken betrachten, sondern als Quotienten von
hyperbolischen 4g-Ecken. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir wiederum
nur den Fall g = 2. Der allgemeine Fall kann ganz analog durchgefiihrt werden.

Wir betrachten das regulare hyperbolische Oktagon Hg in D, welches wir im Beweis von
Lemma 8.3 konstruiert hatten. Die Eckpunkte des Oktagons sind die Punkte Q, = re?™/16
mit k£ = 1,3,...,15, wobei r so gewihlt ist, dass die Innenwinkel alle gleich 7 sind. Fiir
Punkte A, B € D? bezeichnen wir wie mit AB die hyperbolische Strecke von A nach B.
Zudem bezeichnen wir fiir 2 € S! mit s,: D — D die Spiegelung an der hyperbolischen
Geraden {tz |t € (—1,1)}. (Man beachte, dass in diesem Fall die hyperbolische Spiegelung
nichts anderes als die euklidische Spiegelung ist.) Wir bezeichnen mit ~ die Aquivalenzre-
lation auf Hg, welche definiert ist durch

P € Qou—1Qa2k41 ~ Semitksny/a(P) € Qory3Q2r45
fiir k =0,1,4,5. Es ist offensichtlich, dass der topologische Raum Hg/ ~ homéomorph zu

Q15 - Q—l

ABBILDUNG 33. Hyperbolisches Oktagon mit Innenwinkel 7 mit identifizier-
ten Seiten.

Es/ ~ ist. Der topologische Raum Hg/ ~ beschreibt also die Flache von Geschlecht 2.
Wir betrachten jetzt Karten auf Hg/ ~. Wir bezeichen mit p die Projektionsabbildung
Hg — Hg/ ~. Wenn P ein Punkt im Inneren on Hg ist, dann gibt es ein € > 0, so dass

U.(P) :={Q € D*|dp(P, Q) < ¢}

noch ganz im Inneren von Hg enthalten ist. Es folgt, dass schon die Identitéit eine Karte
um p(P) ist. Wir bezeichnen dies wiederum als Karte vom 1. Typ.

Es sei nun P ein Punkt, welcher im Inneren einer Kante von Hg liegt. Wir wollen einen
Karte um p(P) finden. O.B.d.A. sei P € _1Q;. Wir bezeichnen mit P’ = S,2xi/s(P)
den Punkt, welcher mit P identifiziert wird. Wir wéhlen ein ¢ > 0, so dass U.(P) keinen
Eckpunkt des Oktagons beriihrt. Wir schreiben U := U.(P) N Hg und U’ := U.(P’") N Hs.
Dann ist p(U U U’) eine offene Umgebung um P. Es sei f: D? — D? die Spiegelung an der
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hyperbolischen Gerade, welche durch die Kante ()_1(); definiert wird. Es folgt nun leicht
aus den Definitionen, dass die Abbildung
p(UUU) — UAP)
(X) X, wenn X € U,
p f(Sem'/4<X))u wenn X € U’

wohl-definiert ist, und dass diese Abbildung ein Homdomorphismus ist. Insbesondere ist

ABBILDUNG 34. Karte fiir einen Punkt im Inneren einer Kante von Hsg.

dies also eine Karte fiir Hg um p(P). Wir bezeichnen dies wiederum als Karte vom 2. Typ.

Wir betrachten nun noch p(Q;) = p(Q3) = -+ = p(Q15), das Bild der Eckpunkte des
Oktagons. Wir wahlen ein € > 0, so dass 2¢ kleiner als die Kantenldnge vom Oktagon Hg
ist. Fiir £ = 1,3,...,15 betrachten wir dann Uy = U.(Q) N Hs. Die Mengen Uy, Us, ..., Uss
sind disjunkt und es folgt aus den Definitionen, dass

p(Ur) Up(Us)U---Up(Uss)
eine offene Umgebung von p(Q1) = p(Q3) = - -+ = p(Q15) ist.

Wir wihlen nun k € Ry, so dass dp(0, k) = e. Fiir ¢, ¢ € [0, 27] bezeichnen wir dann
mit
T(p,¢) = {re"™|r € [0,x) und t € [0, ]}
das hyperbolische “Tortenstiick’” um den Ursprung mit hyperbolischer Seitenlinge ¢ =
d(0, ke'), Offnungswinkel 1), welches um den Winkel ¢ zur z-Achse verdreht ist.
In Ubungsblatt 12 wird folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 8.4. Fir jedes k € {1,3,...,15} und jedes ¢ gibt es eine eindeutige orientierungs-
erhaltende Isometrie f: U, — T(p, §).

Fir k € {1,3,...,15} bezeichnen wir nun mit f; die eindeutige orientierungserhaltende
Tsometrie Uy, — T(y(k), %) wobei die (k) durch folgende Tabelle gegeben sind:
k1 3 5 7 9 11 13 15
y(k) m 27 2m 2m 0 Im sm Im
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ABBILDUNG 35. Die Isometrie f: Uy — T'(p, §).

Wir betrachten jetzt die Abbildung

32

p(X) — fk(X),WeHH X e Uk

Diese Abbildung verschiebt also jedes U; in den Ursprung und dreht es zum richtigen Winkel
hin. Man kann nun leicht iiberpriifen, dass die Abbildung ® wohl-definiert ist, und das dies
in der Tat ein Homdomorphismus ist.

Wir bezeichnen diese als Karte vom 3. Typ.

ABBILDUNG 36. Karte fiir die Projektion der Eckpunkte von Hs.

Wir haben jetzt also wiederum bewiesen, dass Hg/ ~ eine 2-dimensionale Mannigfaltig-
keit Mannigfaltigkeit ist. Dieses Mal jedoch haben wir nur mit Isometrien von D? gearbeitet.
Es folgt nun aus den Definitionen, dass alle Kartenwechsel gegeben sind durch Isometrien
von D2

Es folgt daher aus Lemma 8.2, angewandt auf (N, g) = (D? hyperbolische Metrik), dass
Hg/ ~ eine Metrik besitzt, welche lokal isometrisch zu D? ist.
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8.5. Eigenschaften von hyperbolischen Metriken auf Flichen.

Satz 8.5. Die Fliche F' von Geschlecht g > 2 besitzt eine Riemannsche Metrik mit folgen-
den FEigenschaften:

(1) Die Riemannsche Mannigfaltigkeit F ist hyperbolisch.

(2) Der Flicheninhalt von F betrigt (4g — 4)m.
(3) Fir jedes Dreieck in F gilt

Summe der Innenwinkel = m — Flicheninhalt des Dreiecks.

Beweis. Die erste Aussage hatten wir fiir ¢ = 2 gerade in diesem Kapitel bewiesen. Den
allgemeinen Fall zeigt man ganz analog, in dem man ein regulires 4g-gon mit Innenwinkeln
i—’g“ konstruiert und dann die Seiten geeignet miteinander verklebt.

ABBILDUNG 37. Das 12-gon ergibt mit der angegebenen Identifikation der
Seiten eine Fliche von Geschlecht 3.

Anders ausgedriickt, wir erhalten die Fliche von Geschlecht g, indem wir 4g Dreiecke in

D? mit Innenwinkeln %, % sowie i—g an den Seiten verklebt haben. Es folgt also, dass

2
Fléche von (F,g) = 4g - (7‘(‘ - (% + % + é)) = (49 — 4)7.
Nachdem die Riemannsche Mannigfaltigkeit F' lokal isometrisch zu D ist, gilt die Gleich-
heit
Summe der Innenwinkel = 7 — Fléche des Dreiecks

fiir geniigend kleine Dreiecke, d.h. fiir Dreiecke, welche sich in einer offenen Menge von F'
befinden, welche isometrisch zu einer offenen Menge von D? ist. Die allgemeine Aussage folgt
nun dadurch, dass wir ein gegebenes Dreieck in geniigend kleine Dreiecke unterteilen. [

Fiir die Sphire und den Torus hatten wir eine deutlich stirkere Symmetrie-Aussage:
die Isometriegruppe operiert transitiv auf der Fliche, d.h. zu je zwei Punkten gibt es eine
[sometrie der Fliche, welche den einen Punkt auf den anderen schickt. Es stellt sich nun
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die Frage, ob die Isometriengruppe auch im Falle von hyperbolischen Flachen transitiv
operiert.

Wir wollen nun also der Frage nachgehen, welche Symmetrien besitzt die hyperbolische
Metrik, welche wir auf F' = H,,/ ~ konstruiert hatten. Wir betrachten dazu zuerst Spiege-
lungen entlang Geraden durch den Ursprung. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
fiir jedes k € Z die Abbildung

Spiegelung an Geraden durch gegeniiberliegende Eckpunkte von Hja

Oy F=Hyy/~ — F=Hy/~
P] [s - (P)]
e 89

eine wohl-definierte Isometrie von F' = Hy,/ ~ ist. Wir kénnen das 4g-gon zudem auch
drehen, und man sieht, dass fiir jedes | € Z die Abbildung

Drehung um den Winkel 27”

U F=Hy/~ — F=H,/ ~
2mil
P] — [eTP]
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eine wohl-definierte Isometrie von F' = Hy,/ ~ ist. Man kann sich auch leicht davon
iiberzeugen, dass jede beliebige Verkniipfung von den Isometrien &, und V¥; wiederum
entweder eine Spiegelung oder eine Drehung ist, d.h.

{Cbklo\I/llo---OCDk o, ki,lz‘GZ}:{(I)(),...,(I)g_l}U{\Ilo,...,q)g_l}.

Wir sehen also, dass die Isometriegruppe von F' — Hy,/ ~ eine Untergruppe mit g+ g = 2g
Elementen enthélt.

Es stellt sich nun raus, dass es in der Tat nicht deutlich mehr Isometrien von hyper-
bolischen Flidchen gibt. Genauer gesagt, es wird in |[BP, Theorem B.4.23| folgender Satz
bewiesen:

Satz 8.6. Es sei F' eine Flache von Geschlecht g > 2 zusammen mit einer hyperbolischen
Metrik. Dann besitzt die Isometriegruppe hichstens 168(g — 1) + 1 Elemente.

Es ist offensichtlich, dass wenn die Isometriengruppe von F' transitiv auf F' operieren
wiirde, dann miisste die Isometriegruppe iiberabzihlbar sein. Wir erhalten also folgendes
Korollar, welches eine negative Antwort zu unser oben gestellten Frage liefert.

Korollar 8.7. Es sei F' eine Flache von Geschlecht g > 2 zusammen mit einer hyperboli-
schen Metrik. Dann operiert die Isometriegruppe nicht transitiv auf F.

Es stellt sich auch die Frage wie eindeutig die Metrik aus Satz 8.5 bestimmt ist. Anders
gefragt, konnen wir unsere Konstruktion der Riemannschen Metrik abwandeln, um andere
hyperbolische Metriken zu finden?

In unserer Konstruktion hatten wir in einem regularen 4¢g-Eck mit Innenwinkel i—;r jeweils
immer zwei Seiten mithilfe einer Isometrie verklebt und wir hatten eine Metrik erhalten,
welche lokal isometrisch zu D ist, weil die Summe der Innenwinkel gerade 27 betragt. Anders
ausgedriickt, die gleiche Konstruktion liefert uns eine hyperbolische Metrik fiir jedes 4¢g-Eck

mit den Kantenldngen £, ..., ks, und den Innenwinkeln oy, ..., ayy, so dass
ki = kg, ko =ky, ... kag3=Fhag1,kag 2 = kuy

sowle mit aq + -+ - + ayg = 2.

Wieviele solche 4g-Fcke gibt es? Wir wollen diese Frage erstmal naiv betrachten. Fiir die
Seitenldngen haben wir Parameter £y, k3, ..., k4g—1 und fiir die Innenwinkel haben wir die
Parameter a;, ..., ous. Andererseits haben wir die Bedingung, dass a; + -+ + oy, = 27.
Zudem gibt es noch eine weitere Bedingung, ndmlich der Polygonzug mit den Kantenldngen
ki, ks, ..., kig und den Winkeln ay, ..., ayg—1 muss geschlossen sein. Wenn der Polygonzug
geschlossen sein soll, dann ist der letzte Winkel und die letzte Kantenldnge durch die
anderen Winkel und Kantenldngen festgelegt. Wir erhalten also zwei Bedingungen.

Zusammengefasst haben wir 2g + 4g = 6g Parameter mit 1 + 2 = 3 zu erfiillenden
Bedingungen. Etwas naiv betrachten erhalten wir also, dass die Menge

Isometrieklassen von geschlossenen 4g-Ecken
mit Kantenlidngen ki = ks, by = Ky, ..., kag_o = Ky
und Summe der Innenwinkel ist gleich 27
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ky

eine ‘6g — 3-dimensionale’ Menge * ist. Manche dieser 4g-Ecke ergeben moglicherweise
isometrische Flichen und vielleicht gibt es ja auch noch andere Moglichkeiten, hyperbolische
Metriken zu studieren.

Nichtsdestotrotz fiihrt diese naive Diskussion erstaunlicherweise fast zum richtigen Fr-
gebnis. Genauer gesagt gilt folgender Satz, welcher in [BP, Kapitel B.4] bewiesen wird.

Satz 8.8. Die Menge der hyperbolischen Metriken auf der Flache von Geschlecht g besitzt
die Struktur einer Mannigfaltigkeit der Dimension 6g — 6.

8.6. Der Satz von Gauss-Bonnet. Wir hatten in Kapitel 8.5 nun viele hyperbolische
Metriken auf Fliachen eingefiihrt. Ein Argument wie im Beweis von Satz 8.5 besagt, dass
fiir jede dieser Metriken die Fliche wiederum (4g — 4)7 betragt. Wir werden im Folgenden
den Satz von Gauss-Bonnet formulieren, und wir werden sehen, dass dieser impliziert, dass
die obige Aussage iiber Flacheninhalte fiir alle hyperbolische Metriken auf Fliachen gilt.

Um den Satz von Gauss-Bonnet zu formulieren benétigen, wir den Begriff der Kriim-
mung einer Riemannschen Flache an einem Punkt. Wir kénnen die Kriimmung nicht fiir
alle Riemannsche Flidchen einfiithren, aber wir wollen zumindest einen wichtigen Spezialfall
betrachten.

Es sei F' C R3? eine Fliche und es sei ¢ die Riemannsche Metrik auf F, welche durch
das Skalarprodukt auf R? gegeben ist. Genauer gesagt gilt fiir v,w € TpF C R3, dass
g(v,w) = v-w. Wir wollen nun die Kriimmung von (F, g) an einem Punkt P € F definieren.
Wir wihlen dazu eine orthogonale Matrix A € O(3), so dass

A-TpF =R* x 0= {(z,9,0) | z,y € R}.

In dem wir F durch AF ersetzen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass TpF = R? x 0. Wir
schreiben P = (xp, yp, zp). Es folgt beispielsweise aus dem Satz iiber implizite Funktionen,
dass F' lokal um P ein Graph ist, d.h. es gibt eine offene Umgebung U von (xp,yp) und

"Die Aussage ist natiirlich denkbar vage, nachdem wir keine Topologie auf der Menge definiert haben.
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eine C°-Funktion f: U — R, so dass

{(@,y, f(z,9)) | (z,y) € U}

eine Teilmenge von F' ist, welche zudem eine offene Umgebung von P ist. Wir definieren
dann die Kriimmung von (F, g) am Punkt P als

k(P) := Determinate der Hesse-Matrix von f am Punkt (xp,yp).

Es ist relativ leicht zu sehen, dass diese Definition nicht von der Wahl der orthogonalen
Matrix A abhangt. Mit etwas mehr Aufwand kann man auch zeigen, dass die Kriimmung
k sich durch lokale Isometrien von (F, g) nicht abéndert.

Wir betrachten nun mehrere Beispiele:

(1) Wenn F eine Teilmenge einer Hyperebene ist, dann ist AF parallel zur zy-Ebene,
d.h. die Funktion f ist konstant. Wir sehen also, dass k(P) = 0 fiir alle P € F.

(2) Es sei nun F' = S? und P = (0,0,1) der Nordpol. Dann kiénnen wir A = id wihlen
und es ist f(z,y) = /1 — 22 — y2. Es ist nun leicht nachzurechnen, dass k(P) = 1.
Wenn P # (0,0,1), dann kénnen wir durch Rotation um eine Orthogonale Matrix
den Punkt P auf den Nordpol (0,0, 1) schicken. Nachdem orthogonale Matrizen die
Sphére erhalten, sehen wir wiederum, dass k(P) = 1.

(3) Es sei I C R ein Intervall und es sei

F=S'xITcCxR=R?

ein Zylinder. Dann ist k(P) = 0 fiir alle Punkte P auf F.
(4) Wir betrachten die Sattelfliche F' in Abbildung 38. Es ist ziemlich offensichtlich,

P

ABBILDUNG 38. Eine Sattelflache.

dass am Punkt P die Hesse-Matrix der beschreibenden Funktion in etwa von der
Form

<8 2) mit ¢ > 0und b <0

ist. Die Kriimmung am Punkt P ist also negativ. In der Tat ist die Kriimmung an
allen Punkten negativ.
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Man kann nun allgemeiner fiir eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit (F,g) die
Kriimmung k(P) an einem Punkt einfiihren. Die Kriimmung héngt dabei nur vom lokalen
Isometrietyp von (F,g) um den Punkt P ab. Wenn F' C R® und wenn g durch das Ska-
larprodukt definiert ist, dann stimmt die allgemeine Kriimmung mit der obigen Definition
iberein.

Es folgt also aus der obigen Diskussion, dass die Kriimmung an jedem Punkt von X
gleich 1 ist, und dass die Kriimmung an jedem Punkt von E gleich 0 ist. Zudem kann man
zeigen, dass die Kriimmung an jedem Punkt von I gleich —1 ist. Nachdem die Kriimmung
eine lokale Isometrieinvariante ist folgt nun, dass die Kriimmung einer sphérischen Fliche
an jedem Punkt wiederum 1 betriagt. Ganz analog gelten die Aussagen fiir euklidische und
hyperbolische Flichen.

Wir kénnen nun den Satz von Gauss-Bonnet formulieren.

Satz 8.9. (Gauss-Bonnet) Fs sei I eine Fliche von Geschlecht g zusammen mit einer
Riemannschen Metrik, dann gilt
/ k= (4—4g)m.
F

Nachdem sphérische Flichen konstante Kriimmung 1 besitzen folgt sofort aus dem Satz,
dass eine sphéarische Fliche Geschlecht Null besitzt. Ganz analog folgt, dass eine euklidi-
sche Fliche das Geschlecht Eins besitzt, und es folgt, dass jede hyperbolische Fliche ein
Geschlecht g > 2 besitzt.

Zudem erhalten wir auch noch folgendes Korollar, welches gerade der eingangs gemachten
Behauptung iiber den Flidcheninhalt von hyperbolische Fliachen entspricht.

Korollar 8.10. Fs sei I' eine hyperbolische Fldche, dann gilt
Fldcheninhalt von F = (49 — 4)m.

9. PARKETTIERUNGEN

Erinnern wir uns noch einmal an die Konstruktion der Karten fiir das hyperbolische
Oktagon Hg mit den Eckpunkten Q) = re?™/16 mit k = 1,3,...,15. Fiir k = 0,...,7
bezeichnen wir mit K} die Kante Kj = QQor_1Q2r+1 und bezeichnen mit Gy die durch K}
definierte Gerade. Zur Erinnerung: Um die Fliache von Geschlecht 2 zu erhalten, identifi-
zieren wir Ky mit Ky mithilfe der Abbildung

Ay := Spiegelung an der Mittelsenkrechten von K o Spiegelung an G,
zudem identifizieren wir K; mit K3 mithilfe der Abbildung

By := Spiegelung an der Mittelsenkrechten von K5 o Spiegelung an G
sowie K, mit Kg mithilfe der Abbildung

Ag := Spiegelung an der Mittelsenkrechten von K5 o Spiegelung an G4
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Ko

\ \\\§\\\\

ABBILDUNG 39. Die Isometrie A;.

K

K.
3 Mittelsenkrechte von K

Ky

{

Go

und K5 mit K7 mithilfe der Abbildung
By := Spiegelung an der Mittelsenkrechten von Ky o Spiegelung an Gj.
Wir bezeichnen jetzt mit G die Untergruppe von Isom(D), welche von den Isometrien
Ay, By, As, By erzeugt wird, d.h.
G:={fio---ofel fi,..., fr e {AT, Bi', A3, By 'Y}
Dann gilt folgender Satz, welcher in |B, Kapitel 6.5] bewiesen wird.

Satz 9.1. Die Gruppe G operiert frei und transitiv auf D, zudem induziert die Inklusions-
abbildung Hy — D einen Homdomorphismus

Hg/ ~ — D/G.
Wir erhalten dann folgendes Korollar.
Korollar 9.2. Es gilt
JgHs =D

geG
und fir alle g # h € G gilt, dass entweder gHys NhHg = 0),0der gHg N hHyg ist ein Eckpunkt
von gHg, oder gHg N hHy ist eine Kante von gHg.

Das Korollar besagt also, dass wir D als Vereinigung von Mengen schreiben konnen, wel-
che alle isometrisch zu Hg sind, und welche sich nur in Kanten oder Eckpunkten iiberschnei-
den. Eine solche Zerlegung von D nennt man eine Parkettierung von D. Parkettierungen
von ID spielen beispielsweise eine grofse Rolle in den Werken von Escher.

Beweis. Aus Satz 9.1 folgt, dass es fiir jedes P € D ein g € G mit gP € Hg gibt. Anders
ausgedriickt, es ist P € g~ ' Hy. Es folgt also, dass

|J gHs =D.

geG
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Andererseits, wenn X € gHg N hHg wobei g # h, dann ist X = gP = hQ mit P, € Hs.
Nachdem Hg/ ~ — D/G eine Bijektion ist folgt, dass P ~ @, d.h. P und @ liegen auf
einem Eckpunkt oder einer Kante von Hg. Dann liegt natiirlich X = ¢gP auf einem Eckpunkt
oder einer Kante von gHs. OJ

Aj ist erst die Spiegelung an der
Mittelsenkrechten von K;
und dann die Spiegelung an der Gerade Gy

ABBILDUNG 40. Das Bild von Hg unter der Isometrie A;.

ABBILDUNG 41. Parkettierung von D mithilfe von hyperbolischen Achtecken.
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10. ALLGEMEINE FLACHEN

Bisher haben wir zumeist geschlossene orientierbare 2-Mannigfaltigkeiten betrachtet. In
diesem Kapitel wollen wir auch noch den Fall von nicht-orientierbaren 2-Mannigfaltigkeiten
und von 2-Mannigfaltigkeiten mit Rand behandeln. Mit ‘Fliche’ bezeichnen wir ab sofort
jede zusammenhdngende, kompakte 2-Mannigfaltigkeit, moglicherweise mit Rand.

10.1. Nicht-orientierbare geschlossene Flichen. Wir haben nun also gesehen, dass je-
de geschlossene orientierbare 2-Mannigfaltigkeit eine Metrik besitzt, welche entweder sphé-
risch, euklidisch oder hyperbolisch ist. Wir wenden uns nun den nicht-orientierbaren ge-
schlossenen 2-Mannigfaltigkeiten zu.

Fiir die topologische Klassifizierung von geschlossenen nicht orientierbare 2-Mannigfal-
tigkeiten bendtigen wir noch eine Definition: Es seien F, G zwei 2-Mannigfaltigkeiten und
es seien C' C F und D C G zwel offene Scheiben. Wir verkleben dann F'\ C' und G'\ D
entlang den Randkreisen, welche 0C und 0D entsprechen. Wir bezeichnen dann den neuen
topologischen Raum F#G als die zusammenhdngende Summe von F und G. Beispielsweise
ist die zusammenhédngende Summe von zwei Tori eine Fliche von Geschlecht 2. Fiir eine

F#G

ABBILDUNG 42. Die zusammenhingende Summe von zwei Tori ist eine F1a-
che von Geschlecht 2.

Flache F' bezeichen wir im Folgenden zudem mit kF' die zusammenhédngende Summe von k
Kopien von F'. Beispielsweise, wenn 7" der Torus ist, dann ist k7" die Fliche von Geschlecht
k.

Der folgende Satz, welcher beispielsweise in [M| bewiesen wird, gibt uns nun die topolo-
gische Klassifikation von geschlossenen nicht orientierbare 2-Mannigfaltigkeiten.

Satz 10.1. Jede geschlossene nicht orientierbare 2-Mannigfaltigkeit ist homdomorph zu
ERP? fiir ein k > 0. Zudem ist kRP? homdomorph zu zu IRP? genau dann, wenn k = .

Wenn £ eine geschlossene nicht orientierbare 2-Mannigfaltigkeit ist, welche hom&omorph
zu kRP? ist, dann definieren wir

Geschlecht von F' =k — 1.
Es folgt aus dem Satz, dass das Geschlecht wohl-definiert ist.
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Wir konnen den Satz in dieser Vorlesung nicht beweisen, aber wir wollen zumindest
nachvollziehen, warum die Aussage fiir die Kleinsche Flasche richtig ist. Das Argument
teilt sich in zwei Teile auf:

(1) Wenn wir aus dem projektiven Raum eine Scheibe entfernen, dann erhalten wir ein
M&biusband.
In Abbildung 2 skizzieren wir den Beweis der dquivalenten Aussage, dass wenn
wir an den Rand des Mobiusbands eine Scheibe ankleben, dann erhalten wir den
projektiven Raum.

(2) Die Kleinsche Flasche kann entlang einer geschlossenen Kurve zerlegt werden in
zwei Mobiusbénder. Der Beweis dieser Aussage wird in Abbildung 2 skizziert.

der projektive Raum

\
/
% %% i das Einkleben einer Scheibe am Rand
/ < ist Aquivalent zum Verkleben N\

der Randintervalle

das Mébiusband mit Rand % / /////
N

Wir hatten in Kapitel 8.2 schon gesehen, dass der RP? eine sphirische Metrik besitzt,
und dass die Kleinsche Flasche eine euklidische Metrik besitzt. Der folgende Satz besagt,
zusammen mit Satz 10.1, dass alle anderen nicht-orientierbaren geschlossenen Flichen eine
hyperbolische Metrik besitzen.

Satz 10.2. FEs sei F' die nicht-orientierbare geschlossene Fldche, welche die zusammen-
hingende Summe von k > 3 projektiven Rdaumen ist. Dann besitzt F' eine hyperbolische
Metrik.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall £ = 3. Die anderen Fille werden fast genauso
bewiesen.

Wir wihlen ein Hexagon Hg in D, sodass die Summe der Innenwinkel 27 betrigt, und so-
dass die Kantenlngen ki, ..., kg die Eigenschaft haben, dass k; = ko, k3 = k4 und ks = kg.
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die Kleinsche Flasche

\/ / " \/
zerschneiden entlang der
geschlossenen Kurve /

i

geschlossene Kurve auf der Kleinschen Flasche

v
.
/

Mobiusband, Mobiusband
wie man durch verkleben
der blauen Kanten erkennen kann

Wir identifizieren dann die Kanten mithilfe einer Isometrie, so dass die Orientierung er-
halten bleibt. Dies wird in Abbildung 43 auf der linken Seite skizziert. Das Argument von

projektive Raum minus eine Scheibe

projektive Raum minus eine Scheibe

projektive Raum minus eine Scheibe

ABBILDUNG 43. Die zusammenhéngenden Summe von drei projektiven Raumen.
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Kapitel 8.4 kann nun wortwortlich iibernommen werden, um zu zeigen, dass der Quotient
Hg/ ~ wiederum eine hyperbolische Metrik besitzt.

Der topologische Raum Hg/ ~ kann zudem als zusammenhidngende Summe von drei
projektiven Raumen beschrieben werden. Dies ist auf der rechten Seite von Abbildung
43 skizziert. Wir unterteilen dabei Hg in drei Teile, so dass jedes Teilgebiet zwei Kanten
enthilt, welche identifiziert werden. Diese sind dann gerade der projektive Raum minus
einer Scheibe. 0

10.2. Flichen mit Rand. Wir haben jetzt also gezeigt, dass jede geschlossene Fléche
eine Metrik besitzt, welche entweder sphérisch, euklidisch oder hyperbolisch ist. Wir wol-
len nun Metriken auf Flichen mit Rand studieren. Die folgenden beiden Sdtze geben die
topologische Klassifikation von kompakten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten.

Satz 10.3. Fir jede Fliche F mit k Randkomponenten gibt es eine geschlossene Fldche S
und disjunkte offene Scheiben Dy, ..., Dy auf S, so dass F zu S\ (D1 U---U Dy) diffeo-

morph ist.

Wir hatten uns beispielsweise schon in Kapitel 10.1 davon iiberzeugt, dass wir das
Mébiusband erhalten, indem wir aus dem RP? eine offene Scheibe entnehmen.

Beweis. Es sei F' eine Fliche, also eine kompakte zusammenhingende 2-dimensionale Man-
nigfaltigkeit F', mit k& Randkomponenten. Nachdem F' eine kompakte 2-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist, ist der Rand eine geschlossene 1-Mannigfaltigkeit, d.h. der Rand von F
besteht aus & Kopien von S'. Wir kleben dann k Scheiben an die Randkomponenten und
erhalten eine geschlossene Fliache S. Wir erhalten dann F' aus S, indem wir diese offenen
Scheiben wieder entfernen. O

Es sei F' eine kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit F', und es sei S eine geschlossene
Flache S, so dass I diffeomorph ist zu S\ (D; U --- U Dy). Wir definieren das Geschlecht
von F' als das Geschlecht von S. Der folgende Satz gibt nun die topologische Klassifikation
von Flichen mit oder ohne Rand.

Satz 10.4. Zwei Flichen F und G sind genau dann homdomorph, wenn folgende drei
Bedingungen gelten:

(1) entweder sind beide Flichen orientierbar, oder beide Flichen sind nicht orientierbar,
(2) F und G besitzen das gleiche Geschlecht,
(3) F und G besitzen die gleiche Zahl von Randkomponenten.

Beweis. Es seien also F' und G zwei Flichen F' und G, fiir welche die Bedingungen (1), (2)
und (3) erfiillt sind. Wir bezeichnen mit &k die Zahl der Randkomponenten. Wir bezeichnen
zudem mit F’ und G’ die Fliachen, welche wir erhalten, in dem wir k& Scheiben an F und G
ankleben. Dann folgt aus (1) und (2), und aus der Klassifikation von geschlossenen Fléchen,
dass I’ und G’ hom6omorph sind. Dann sind aber auch ' und G homéomorph. O
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Nachdem unklar ist, was wir mit Metriken auf dem Rand meinen, betrachten wir nun
Metriken, welche nur im Inneren einer Mannigfaltigkeit definiert sind. Zudem wollen wir
vollstandige Metriken betrachten.

Beispiel. Es sei F' = D? die geschlossene 2-Scheibe. Dann ist das Innere von F die offene
2-Scheibe. Die Einschrankung der euklidischen Metrik auf das Innere von F'ist dann keine
vollstandige Metrik. Wir hatten allerdings schon gesehen, dass das Innere einer 2-Scheibe
eine vollstindige hyperbolische Metrik besitzt. Zudem ist das Innere einer 2-Scheibe diffeo-
morph zu R?, wir kénnen also mithilfe des Diffeomorphismus die vollstindige euklidische
Metrik von R? auf das Innere der 2-Scheibe zuriickziehen. Wir sehen also, dass das Innere
der 2-Scheibe sowohl eine vollstdndige hyperbolisch als auch eine vollstdndige euklidische
Metrik besitzt.

Fiir die Formulierung des nédchsten Satzes ist es hilfreich, noch folgende Definition ein-
zufiithren. Fiir eine orientierbare Fldche F' bezeichnen wir im Folgenden

X(F') :=2 — 2. Geschlecht von F' — Anzahl der Randkomponenten
als die Euler-Charakteristik von F'. Fiir eine nicht-orientierbare Fliache F' bezeichnen wir
X(F) := 1 — Geschlecht von F' — Anzahl der Randkomponenten

als die Euler-Charakteristik von F. ®
Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 10.5. Es sei ' # D? eine Fliche. Dann gilt:

(1) Wenn x(F) > 0, dann besitzt das Innere von F eine vollstindige spharische Metrik.

(2) Wenn x(F) = 0, dann besitzt das Innere von F eine eine vollstindige euklidische
Metrik.

(3) Wenn x(F) < 0, dann besitzt das Innere von I eine vollstindige hyperbolische
Metrik.

Beweis. Es sei I’ # D? eine orientierbare Fliche von Geschlecht g mit & Randkomponenten.
Wenn F' eine geschlossene Fliche ist, d.h. wenn k£ = 0, dann folgt der Satz sofort aus der
Definition von x(F) und unseren bisherigen Ergebnissen.

Wir betrachten nun den Fall, dass k > 0. Nachdem wir annehmen, dass F # D? folgt
sofort, dass x(F') < 0. Nehmen wir nun zuerst an, dass x(F) = 0. Wenn F' zudem orien-
tierbar ist, dann ist F' eine orientierbare Fliche von Geschlecht 0 mit 2 Randkomponenten,
d.h. F' ist diffeomorph zu einem Annulus. In diesem Fall ist das Innere diffeomorph zu

8Die Euler-Charakteristik einer Fliche kann auch kombinatorisch eingefiihrt werden. Wenn F' eine kom-
pakte Fliche ist, dann besitzt F' eine Triangulierung, d.h. eine Zerlegung in Dreiecke, so dass zwei Dreiecke
sich entweder gar nicht schneiden, oder in einer Vereinigung von Kanten und Eckpunkten. Dann gilt

Euler-Charakteristik von F' = +Anzahl der Dreiecke

= —Anzahl der Kanten
= +4Anzahl der Eckpunkte.
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R x S' = R x R/Z, und wir werden in Ubungsblatt 13 zeigen, dass F eine vollstindige
euklidische Metrik besitzt. Andererseits, wenn F' nicht orientierbar ist, dann ist F' eine
nicht-orientierbare Fliche von Geschlecht 0 mit einer Randkomponente, d.h. F' ist diffeo-
morph zu einem Mébiusband. In diesem Fall werden wir ebenfalls in Ubungsblatt 13 zeigen,
dass das Innere von F' eine vollstindige euklidische Metrik besitzt.

Wir wenden uns nun dem Fall y(F) < 0 zu. Wir wihlen nun eine Fliache G von Geschlecht
g und k disjunkte offene Scheiben in F', so dass

F=G\(DyU---UDy).
Es ist dann leicht ? zu sehen, dass das Innere von F diffeomorph ist zu
G\ (PLU---UP),

wobei P, ..., P, Punkte in G sind. '°

Betrachten wir nun als erstes den Fall, dass F' eine orientierbare Fliche von Geschlecht
Null und mit einer Randkomponente ist. Aus der obigen Diskussion folgt, dass das Innere
von F' gerade ein einfach punktierter Torus ist. Wir wéhlen vier Punkte @Q1, Q2, @3, Q4
auf S', welche im Uhrzeigersinn angeordnet sind. Wir bezeichnen dann mit g(Q1, Q») die
eindeutig bestimmte Gerade in D? mit den Punkten @, und @), im Unendlichen. Ganz ana-
log definieren wir auch ¢(Qs, Q3), 9(Q3, Q1) sowie g(Q4, Q7). Nachdem die Isometrien von

Q2

H,

ABBILDUNG 44. Der einfach punktierte Torus.

D? transitiv auf Tripeln von Punkten von S! operiert, gibt es insbesondere eine Isometrie
A von D, deren Fortsetzung auf S' die Punkte Q; und Q4 sowie Qo und Q5 vertauscht.
Man beachte, dass A dann auch einen Homéomorphismus von ¢g(Q1, Q3) auf g(Qq, Q4) de-
finiert. Zudem gibt es eine Isometrie B von D, deren Fortsetzung auf S* die Punkte Q)

9Fiir R > r bezeichnen wir mit D(R,7) = {z € C|R > ||z|| > r} den offenen Annulus. Dann ist D(R, )
diffeomorph zu D(R,0).

10Fine Fliche aus der k verschiedene Punkte entfernt wurden nennt man auch eine k-fach punktierte
Fléiche.
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und @), sowie Q3 und @4 vertauscht. Die Einschrinkung von B auf g(Qs, Q)3) ist dann ein
Homoéomorphismus auf g(Q1, Q4).

Wir bezeichnen nun mit H, das von den Geraden g(Q1,Q2), 9(Q2, @3), 9(Q3,Q4) sowie
9(Q4, Q1) abgegrenzte geschlossene Gebiet, in ID. Wir bezeichnen mit ~ die Aquivalenzre-
lation auf H,, welche gegeben ist durch

x =y, oder
r~yes < x=Ay), firz,ye g(Q1,Q3)Ug(Qs2,Q4), oder
v = B(y), fiirz,yeg(Q2,Q3)Ug(Q1,Q4).

Der topologische Raum Hy/ ~ ist dann homéomorph zum punktierten Torus. In der Tat,
denn wir den Punkt @)1 = Q2 = Q3 = Q)4 noch hinzufiigen wiirden, dann erhielten wir den
normalen Torus. Nachdem die Abbildungen A und B Isometrien sind, zeigt das Argument
von Kapitel 8.4, dass Hy/ ~ eine hyperbolische Metrik besitzt.

Wir skizzieren jetzt den Fall, dass das Innere von F' eine dreifach punktierte Sphére ist.
In diesem Fall betrachten wir Abbildung 45. Wir betrachten also wiederum die gleichen

Q2

@

Q4

Hy

ABBILDUNG 45. Die dreifach punktierte Sphére.

Punkte wie fiir den Torus, aber dieses mal verwenden wir eine andere Aquivalenzrelation.
Wenn man die ‘fehlenden Punkte @1, Q2, @3, Q4" hinzufiigt, dann sieht man leicht, dass
der topologische Raum eine Sphire ist. Bei der Aquivalenzrelation werden nur @; und Qs
identifiziert. Wir sehen also, dass wir Hy/ ~ dadurch erhalten, dass wir aus der Sphére drei
Punkte entfernen. Genau die gleichen Argumente wie zuvor zeigen nun, dass die dreifach

punktierte Sphire eine hyperbolische Metrik besitzt.
Wir iiberlassen den Beweis, dass alle anderen Flichen mit y(F) < 0 eine hyperbolisch
Metrik besitzen als Ubungsaufgabe. Einige Beispiele werden in Ubungsblatt 13 behandelt.
OJ

Zum Abschlufs dieses Kapitels iiber Flachen wollen wir den punktierten Torus mit der
hyperbolischen Metrik geometrisch noch etwas besser verstehen. Zuerst wollen wir den
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Flacheninhalt des punktierten Torus bestimmen. Die Formel
Summe der Innenwinkel = 7 — Flécheninhalt

gilt nicht nur fiir Dreiecke mit Eckpunkten in D?, sondern auch fiir Dreiecke mit Punkten
im Unendlichen. Ein Dreieck mit einem Punkt im Unendlichen ist gegeben durch zwei
verschiedene Punkte A, B in D? und einem Punkt C ein Punkt in S*. Wir betrachten dann
die Menge
AABC = EU S(A, C) U S(B, C)

wobei s(A,C) der durch A und C eindeutig festgelegte Strahl ist, und s(B,C) ist der
durch B und C eindeutig festgelegte Strahl. Der Innenwinkel von A4pc am Punkt C ist
per Definition der Nullwinkel und wir erhalten dann wieder folgende Formel:

Summe der Innenwinkel = © — Flacheninhalt.

Diese Definitionen und Aussagen verallgemeinern sich auf offensichtliche Weise zu Dreiecken
mit zwel und drei Punkten im Unendlichen. Wir unterteilen dann H, in die zwei Dreiecke
AQ,0,0; und Ag, 0,0, und erhalten, dass

Flacheninhalt vom einfach punktierten Torus = 27.
11

Es ist nicht moglich den einfach punktierten Torus isometrisch in R? einzubetten. Die
Abbildung 46 kann daher nur etwas als Anschauungshilfe fungieren. Der griine und der

Q2
Q1

Q3
Q4

Hy
ABBILDUNG 46. Der einfach punktierte Torus.

rosa Weg in Hy werden zu geschlossenen Kreisen unter der Identifizierung der roten und
der blauen Seiten. Der Schnittpunkt des griinen und des rosa Wegs ist ‘unendlich weit weg’

"n der Tat folgt aus einer Verallgemeinerung vom Satz von Gauss-Bonnet, dass fiir eine vollstindige
hyperbolische Metrik im Inneren einer kompakten Mannigfaltigkeit F' folgende Gleichheit gilt:

Flécheninhalt von F' = —2mx(F).
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von dem Punkt ), im Unendlichen. Wir skizzieren das in der Abbildung dadurch, dass der
gelbe Weg in beiden Féllen ‘unendlich lang ist’.

11. DER DREIDIMENSIONALE HYPERBOLISCHE RAUM

Wir betrachten in diesem Kapitel den dreidimensionale hyperbolische Raum. Die meisten
Aussagen und Beweise stammen hierbei aus [B|. Wir bezeichnen

H? := {(z,y,u) € R*|u > 0}
zusammen mit der Riemannschen Metrik, welche an jedem Punkt P € H? gegeben ist durch

jijHI3 X TPH3 — R

(v,w) — Hv-w,

als den dreidimensionalen hyperbolischen Raum.

Der dreidimensionale hyperbolische Raum H? ist also fast genauso definiert wie der zwei-
dimensionale hyperbolische Raum H?, aufer das wir jetzt noch eine ‘dritte Richtung g’
eingefiihrt haben.

Ganz analog zum 2-dimensionalen Fall wollen jetzt in den folgenden Kapiteln folgenden
zwei Fragen nachgehen:

(1) Was sind die Isometrien von H?3?
(2) Was sind die Geodéten auf H?.

11.1. Einige Isometrien von H3. Wir betrachten jetzt auch
R3 = R* U {oo}.

Wir fassen dies wiederum als topologischen Raum dadurch auf, dass eine Menge U eine
Umgebung von oo ist, genau dann, wenn oo € U und wenn es ein C' > 0 gibt, so dass

{(z,y,v) e R?|[|(z,y,u)|| > C} C U.

Wir betrachten nun folgende Diffeomorphism von R3.
(1) Fiir alle o, yo € R nennen wir
R3 — R3
(Z’,y,U,) = ($+x0,y+yo,U)
00 > 00

eine horizontale Translation.
(2) Fiir jedes A > 0 nennen wir die Abbildung
R3 — R3
(z,y,u) = (Az, Ay, Au)
00 00

eine Homothetie.
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(3) Die Spiegelung an der yu-Ebene ist wie folgt definiert:
R3 +— R3
(9579:“) = (_xay)u)
00— 00.

(4) Die Spiegelung an der Einheitssphére ist wie folgt definiert:

R3 +— R3
(24,0) # (0,0,0) = (e b i)
(0,0,0) — oo
oo — (0,0,0).
(5) Fiir jedes 6 € R ist die Abbildung
R — R3
(x,y,u) +— (xcos(f) —ysin(f),xsin(d) + ycos(b), u)
0 00

die Rotation um die u-Achse mit Rotationswinkel 6.

Ganz analog zum zweidimensionalen Fall kann man nun zeigen, dass sich alle diese Abbil-
dungen auf eine Isometrie von H? einschrinken.
Wir betrachten jetzt die vertikale Halbebene

H :={(x,0,u) € R*|u >0} C H°.

Die Abbildung
H? = {(z,y) e R*|y >0} — H
(z,y) = (2,0,y)

ist eine Bijektion und es folgt sofort aus den Definitionen, dass diese Abbildung eine Iso-
metrie ist. Wir beniitzen jetzt diese Abbildung um H mit H? zu identifizieren.

Wie wir beispielsweise im Beweis vom néchsten Satz sehen werden, erméglicht die Identi-
fikation H = H? viele Beweise fiir den 3-dimensionalen hyperbolischen Raum auf Aussagen
iiber den 2-dimensionalen Fall zuriickzufiihren.

Satz 11.1. Fir alle Punkte P,Q € H? und alle Vektoren v € TpH? und w € ToH? mit
|v]| = [Jw]| gibt es eine Isometrie @ von H® mit (P) = Q und dpp(v) = w.

Beweis. Mithilfe von Rotationen um die u-Achse und horizontalen Translationen kénnen
wir 0.B.d.A annehmen, dass P und () in H liegen, und dass v und w tangential zu H sind.

Aus Lemma 5.19 folgt, dass es eine Isometrie ¢: H = H> — H = H? mit ¢(P) = Q
und dpty(v) = w gibt. Jede Isometrie von H? ist nach Lemma 3.30 eine Verkniipfung
von Translationen entlang der x-Achse, Homothetien, Spiegelungen an der y-Achse und
Spiegelungen an dem Einheitskreis. Alle diese drei Typen von Abbildungen lassen sich
fortsetzen zu Isometrien auf H3. Insbesondere gibt es also eine Isometrie ¢ von H?® mit
©|p = 1. Diese Isometrie ¢ hat dann die gewiinschte Eigenschaft. 0
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11.2. Geodéten in H?. Im Folgenden identifizieren wir die zy-Ebene in R?® mit C. Wir
erinnern an die Definition C = C U {oo} mit der {iblichen Topologie. Wir betrachten jetzt
auch
' =H*UC = {(z,y,u) € R*|u > 0} U {oo}.
Fiir eine Teilmenge X von H? definieren wir die Punkte im Unendlichen von X als Teil-
menge von C ganz analog wie im zweidimensionalen Fall.
Eine Gerade in H? ist entweder eine Teilmenge von der Form

{(z,y,u)|u> 0}

fiir fest gewihlte x,y € R, oder der Schnitt von H?® mit einem Kreis in R?, dessen Mit-
telpunkt auf der xy-Ebene liegt, und welcher auf einer Ebene liegt, welche orthogonal zur
ry-Ebene ist.

X

ABBILDUNG 47. Geraden in H3.

Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Fiir zwei verschiedene Punkte A, B € H?® gibt es genau eine Gerade g(A, B) in
H? durch A und B.. Wir bezeichnen dann mit AB das durch A und B definierte
Teilstiick von g(A, B).

(2) Jede Gerade in H? besitzt zwei Punkte im Unendlichen und zu je zwei verschiedenen
Punkten A, B € C gibt es genau eine Gerade g(A, B) in H?, fiir die A und B die
Punkte im Unendlichen sind.

Satz 11.2. Fiir zwei verschiedene Punkte P,QQ € H? g¢ibt es genau eine_Geodite von P
nach Q, und diese bewegt sich auf der durch P und Q) definierten Strecke P(Q).

Wir kénnen die Geodéte in Satz 11.2 auch explizit beschreiben. Es seien P, Q € H?. Wir
bezeichnen mit P’ und @’ die die Projektionen von P und @ auf die xy-Ebene. Dann gelten
folgende Aussagen:

(1) Wenn P’ = @), dann ist der offensichtliche vertikale Weg von P nach @ die eindeu-
tige Geodéte von P nach Q).
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(2) Wenn P’ # (', dann sei K der eindeutig bestimmte Euklidische Kreis durch P und
@), dessen Mittelpunkt auf g(P’, Q") liegt. Dann beschreibt das Kreisstiick auf K
von P nach @) die eindeutige Geodite von P nach Q).

w P /Q
AV

ABBILDUNG 48. Geoditen in H?.

Bewers. Mithilfe von Rotationen um die u-Achse und horizontalen Translationen kénnen

wir 0.B.d.A annehmen, dass P und () in H liegen. Man kann dann, ganz analog zum

2-dimensionalen Fall, zeigen, dass eine Geodéte von P nach @ sich schon in H befinden

muss. Nachdem H aber isometrisch zu H? folgt die Aussage des Satzes nun sofort aus

der entsprechenden Aussage, welche wir in Kapitel 4.2 bewiesen hatten, fiir Geodéten in

H?2. 0
Wie im zweidimensionalen Fall kann man nun auch folgenden Satz beweisen.

Satz 11.3. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit H? ist vollstindig, und die Geoditen R — H?
werden gerade durch die Geraden in H? beschrieben.

11.3. Die Isometriegruppe von H3.

Definition. Eine zsometmsche Fortsetzung auf A einer Mobiustransformation m von C ist
eine stetige Abbildung h: A — & mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Einschrinkung von h auf C ist gerade die Abbildung m.

(2) Die Einschrinkung von h auf H? ist eine Isometrie.

Satz 11.4. Jede Mébiustransformation besitzt eine eindeutige isometrische Fortsetzung auf
—3

H .
Beweis. Es sei m eine Mdabiustransformation m von C. Es folgt aus Lemma 3.30, dass
m eine Verkniipfung von Translationen, Rotationen, Homothetien, Spiegelungen an der y-
Achse und Spiegelungen am Einheitskreis ist. Jede dieser Mobiustransformationen 14t sich
isometrisch auf T fortsetzen.

Wir miissen noch zeigen, dass die isometrische Fortsetzung der Mobiustransformation m
eindeutig ist. Es seien also ¢ eine isometrische Fortsetzung von m und es sei P € H?. Wir
wollen zeigen, dass ¢(P) nur von m und P abhingt.
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Wir withlen zwei Geraden a und b in H3, so dass P der einzige Schnittpunkt von a und
b ist. Wir bezeichnen mit A;, As die Punkte im Unendlichen von a und wir bezeichnen mit
B, B, die Punkte im Unendlichen von b. Anders ausgedriickt, es seien A;, Ay, By, B, € C
mit a = g(A;, As) und b = g(By, Bs).

Nachdem ¢ eine [sometrie ist fiihrt diese Geodéaten iiber in Geodédten, und nachdem die
Geoditen in H? gerade die Geraden sind, fiihrt ¢ die Geraden a und b wiederum in Geraden
iiber. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt zudem, dass ¢ auch die Punkte im Unendlichen von
a, b iiberfiihrt in die Punkte im Unendlichen von ¢(a) und ¢(b). Zusammengefasst erhalten
wir also, dass

o(P)=p(anb) = 9(A1, A2) N g(By, Ba))

9(A1, A2)) N p(g( By, Bz))
= g(p(A1), p(A2)) N g(o(Br), p(Bz))
= g(m(A1), m(Az)) N g(m(B1), m(Bz)).

Wir sehen also, dass ¢(P) durch m eindeutig bestimmt ist.
O

Wir haben jetzt also eine Abbildung Mob — Isom(H?) konstruiert. Wir zeigen jetzt, dass
diese Abbildung sogar ein Isomorphismus ist.

Satz 11.5. Die Abbildung

®: Mib — Tsom(H?)
m +— die Finschrinkung der isometrische Fortsetzung von m auf H3

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung ® ein Homomorphismus ist. In gewisser
Weise folgt dies sofort aus der Definition der Abbildung, aber der Vollstdndigkeithalber
fithren wir das Argument aus. Es seien also m,n € Md&b. Es folgt aus Lemma 3.30, dass
m = fio---o fyund n = g; o--- o g; eine Verkniipfung von Translationen, Rotationen,
Homothetien, Spiegelungen an der y-Achse und Spiegelungen am Einheitskreis ist. Wir
bezeichnen mit fl, cee fk,gl, ..., g die isometrischen Fortsetzungen. Dann folgt aus der
Definition von ®, dass

®(m)od(n) = fro---ofrogio--0g=d(fio---ofrogio---0g)=d(mon).

Der Homomorphismus & ist injektiv. In der Tat, es sei m € Mob und es sei ¢ die
isometrische Fortsetzung. Wenn ®(m) = ¢|gs die Identitit auf H? ist, dann folgt aus der
Stetigkeit auch, dass ¢|g die Identitéit ist. Aber dann ist auch m = ¢|g die Identitdt. Wir
haben also gezeigt, dass ® injektiv ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass ® surjektiv ist. Es sei also v eine Isometrie von H?. Wir wer-
den jetzt mehrmals verwenden, dass die Isometrie v vollstindige Geodéten auf vollstandige
Geoditen schickt, d.h. nach Satz 11.3 schickt ¢ Geraden in H? auf Geraden in H?3.

(1) Wir bezeichnen mit g(O,00) die Gerade in H?, deren Punkte im Unendlichen der
Ursprung O und der Punkt oo sind. Nachdem 1) eine Isometrie ist, ist 1(g(O, 00)) wieder
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eine vollstandige Geodite in H?, d.h. g(O, ) ist eine Gerade g in H®. Die Abbildung
¥: g(0,00) = g setzt sich fort auf eine stetige Abbildung

¥:9(0,00) =g
wobei g(O, 00) und G der jeweilige topologische Abschluf in HB sind. Wir schreiben jetzt
A :=1(0) und B := 1¢(c0). Es gilt dann insbesondere, dass g = g(A, B). Nachdem Mob
transitiv auf der Menge der Paare von Punkten in C operiert, gibt es ein m € M&b mit
m(A) = O und m(B) = oo. Es ist also (mo)(0O) = O und (mo)(o0) = oo, insbesondere
gilt dann (®(m) 0 )(g(O, 0) = g(O, ).

(2) Wir kénnen nun o0.B.d.A. annehmen, dass ¢ (g(O, c0) = ¢g(O,00). Indem wir ¢ zu-
dem mit einer geeignet gewéhlten Homothetie ®(n) verkniipfen, kénnen wir erreichen, dass
®(n) o1 einen Punkt auf der Geodite fixiert. Nachdem ®(n) o ¢ eine Isometrie ist, welche
die Gerade g(O, 00) erhilt, welche den Punkt O im Unendlichen auf O und den Punkt oo
auf oo schickt, und welche einen Fixpunkt auf der Gerade besitzt, ist ®(n) o die Identitét
auf ¢(O, 00).

(3) Wir nehmen nun nun o.B.d.A. an, dass ¢ schon die Identitdt auf g(O,c0) ist. Es
sei nun g eine Gerade in H3, welche in H? verlduft, und welche die Gerade g(O,0) in
einem Punkt P schneidet. Dann ist 1(g) eine Gerade in H® durch den Punkt P. Die

u

.

P / g(0,00)

/g

Teilmenge H? C H? kénnen wir insbesondere beschreiben als die Vereinigung aller Geraden
in H?, welche sowohl ¢g(O,00) als auch g\ {P} schneiden. Es folgt daraus, dass (H?)
die Vereinigung aller Geraden in H? ist, welche sowohl ¢g(O, 00) als auch (g) \ {¢(P)}
schneiden. Man sieht nun leicht, dass die Menge 1 (H?) gerade die vertikale Halbebene ist,
welche ¢(O, 00) und 9 (g) enthélt. Indem wir ¢ gegebenenfalls mit einer Drehung um die
u-Achse verkniipfen kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass o (H?) = H>.

Die Einschrinkung von 1 auf H? ist ebenfalls eine Isometrie. Wir schreiben nun ¢ :=
|g2. Aus Satz folgt, dass ¢ eine Verkniipfung von Translationen entlang der x-Achse,
von Homothetien usw ist. Alle diese Abbildungen lassen sich auf H? fortsetzen und wir
bezeichnen mit ¥ die dadurch gegebene Fortsetzung von ¢ auf H3. Die Abbildung @' o1
ist dann die Identitit auf H?.
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(4) Wir kénnen nun also 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ auf H? die Identitit ist. Wir be-
zeichnen nun mit
o:H® — W3
(.%’, Y, u) = (ZE, Y, U)
die Spiegelung an H2. Wir zeigen nun, dass entweder ¢ = id oder ¢ = o.

Es sei nun P € H3 \ H2. Man kann nun zeigen, dass es dann genau einen Punkt @ auf
H? gibt, so dass die Strecke PQ orthogonal zu H? ist. Dann ist ¢(PQ) eine Strecke von
Q = ¥(Q) zum Punkt 1(P), welche orthogonal zu H? ist, und so dass PQ und 1(PQ)
die gleiche Linge besitzen. Es folgt nun, dass entweder ¢)(P) = P oder ¥(P) = o(P).
Wir bezeichnen nun mit K, K’ die zwei Komponenten von H? \ H2. Nachdem K und K’
zusammenhéngend sind und nachdem v als Isometrie stetig ist, folgt, dass fiir alle P € K
entweder ¢(P) € K oder fiir alle P € K gilt ¥(P) € K'. Im ersten Fall ist ¢ die Identitét
auf K, im zweiten Fall ist ¢ = o auf K. Ganz analog folgt, dass ¢|x = id oder ¥|x = 0.
Nachdem v : H?® — H? insbesondere eine Bijektion ist folgt nun, dass entweder 1) = id oder
Y =o0. 0]

12. HOMOTOPIESPHAREN UND DIE POINCARE-VERMUTUNG

Wir wenden uns in diesem kurzen Kapitel Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension zu.
Wir wollen die Poincaré-Vermutung in allen Dimensionen diskutieren. Im darauffolgenden
Kapitel werden wir uns dann den 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten zuwenden und die
Poincaré-Vermutung und die hyperbolische Geometrie in Verbindung bringen.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir jedes k mit N = (0,...,0,1) € S* den ‘Nordpol’. Wir
sagen ein topologischer Raum ist k-nullhomotop wenn es zu allen stetigen Abbildungen
f: S* — M eine stetige Abbildung F': S* x [0,1] — M mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

(1) fiir alle z € S* gilt F(z,0) = f(x),

(2) fiir alle ¢t € [0,1] ist F'(N,t) = F(N,0),

(3) fiir alle z € S* ist F(z,1) = F(N,1).
Etwas vereinfacht gesprochen ist ein topologischer Raum k-nullhomotop, wenn alle k-
Sphiren zu einem Punkt zusammengezogen werden konnen. 2

Beispiel. (1) Der Raum R ist k-nullhomotop fiir jedes k.
(2) Ein topologischer Raum X ist 0-nullhomotop genau dann, wenn X wegzusammen-
hangend ist.
(3) Die n-Sphére S™ ist k-nullhomotop fiir alle & < n. Diese Aussage ist ziemlich {iber-
zeugend. Ein echter Beweis benotigt allerdings dann doch einigen Aufwand.

Definition. Eine n-dimensionale Homotopiesphdre ist eine geschlossene, orientierbare n-
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, welche fiir alle £ < n die Eigenschaft besitzt,
dass sie k-nullhomotop ist.

12pg folgt, sofort aus den Definitionen, dass ein topologischer Raum X genau dann k-nullhomotop ist,
wenn die n-te Homotopiegruppe 7, (X) verschwindet.
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Es ist nun offensichtlich, dass die Standardsphére S™ eine Homotopiesphére ist. Es stellt
sich nun die Frage, ob die einzige Homotopiesphire ist.

Hierbei muss man allerdings die Fragestellung préazisieren: Wenn wir schreiben ‘einzige
Mannigfaltigkeit” macht es a priori einen Unterschied, ob ‘bis auf einen Hom&orphismus’
oder ‘bis auf einen Diffeomorphismus’.

Fiir jedes n stellen sich also zwei Fragen:

Frage. Es sei X eine n-dimensionale Homotopiesphére.

(1) Ist X diffeomorph zu S™?
(2) Ist X homdoomorph zu S™?

Die Beantwortung der Fragen erfolgte in Spriingen, welche man vielleicht so nicht er-
warten wiirde. Wenn n = 1 oder n = 2, dann ist die Antwort auf beide Fragen in der Tat
‘Ja’. Der Fall n = 1 ist '% eine interessante Ubungsaufgabe. Der Fall n = 2 wurde im 19.
Jahrhundert im Zuge der Klassifikation von Flichen bewiesen.

Der erste wichtige Satz wurde von John Milnor ™ in 1956 (Fieldsmedaille 1962) bewiesen:

Satz 12.1. (Milnor) Fs gibt eine geschlossene differenzierbare 7-Mannigfaltigkeit, welche
homéomorph zu S™ aber nicht diffeomorph zu S7 ist.

Eine differenzierbare n-Mannigfaltigkeit, welche homéomorph zu S”, aber nicht diffeo-
morph zu S™ ist, wird ezotische n-Sphéire genannt. Folgender Satz wurde kurze Zeit spiter
von Kervaire und Milnor bewiesen:

Satz 12.2. (Kervaire-Milnor) Es sei n > 5. Dann gibt es hichstens endlich viele exo-
tische n-Sphdren, zudem gibt es in den Dimensionen 5 und 6 tberhaupt keine exotischen
Sphdren.

Unabhiingig davon hat Moise '® schon in 1952 bewiesen, dass es in Dimension 3 keine

exotischen Sphiren geben kann. Kurze Zeit spiter wurde im Jahre 1961 folgender Satz von
Smale ' (Fieldsmedaille 1966) bewiesen:

Satz 12.3. (Smale) Es sein > 5, dann ist jede Homotopiesphdre homdéomorph zu S™.

Nach diesen Durchbriichen wurde es eine zeitlang ruhig bevor Freedman '* (Fieldsme-
daille 1986) in 1981 die Poincarévermutung in Dimension 4 bewies:

Satz 12.4. (Freedman) Jede /-dimensionale Homotopiesphire ist homdomorph zu S*.

Dieser Beweis ist so schwierig und kompliziert, dass es angeblich nur 5 Mathematiker
gibt, die den Beweis jemals verstanden haben. Folgende Frage ist aber weiterhin offen:

13Vermutlich.

Ynttp://de.wikipedia. org/wiki/John_Willard_Milnor

15 B. Moise, Affine structures in 3-manifolds. V. The triangulation theorem and Hauptvermutung, Ann.
of Math. (2) 56 (1952), 96-114.

Yhttp://de.wikipedia.org/wiki/Stephen_Smale

17http ://de.wikipedia.org/wiki/Michael_ Freedman
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Frage. Ist jede 4-dimensionale Homotopiesphire diffeomorph zu S4?

Dies Frage ist sicher eine der schwierigsten Fragen der Topologie. In der Tat ist 4-
dimensionale Topologie in vielerlei Beziehung deutlich schwieriger als 3-dimensionale To-
pologie, aber auch, liberraschenderweise, deutlich schwieriger als Topologie in Dimension
n > 5. Beispielsweise ist fiir n # 4 jede Mannigfaltigkeit, welche homéomorph zu R" ist,
auch schon diffeomorph zu R™. Diese Aussage ist vollig falsch fiir n = 4. '®

Im Jahr 2000 hat dann die Clay-Stiftung ein Preisgeld von 1 Million Dollar auf 7 grofe
Vermutungen ausgesetzt. Zu diesen gehdrt beispielsweise die Riemannsche-Vermutung
aber auch die Poincaré-Vermutung. %

Vermutung 12.1. (Poincaré 1900) Jede 3-dimensionale Homotopiesphdre ist homdo-
morph zu S3.

Bevor wir uns der Poincaré-Vermutung wieder zuwenden, wollen wir im Folgenden erst
einmal die Theorie der 3-Mannigfaltigkeiten etwas genauer kennenlernen.

13. 3-DIMENSIONALE MANNIGFALTIGKEITEN

Wie hatten also jetzt die Poincaré-Vermutung in allen Dimensionen n # 3 behandelt.
Bevor wir uns wieder der Poincaré-Vermutung fiir 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten zu-
wenden, wollen wir erst einmal die Theorie der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten etwas
genauer kennenlernen.

13.1. Beispiele von 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Um iiberhaupt ein Gefiihl
fiir 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten zu entwickeln wollen wir erstmal eine lingere Liste
von Beispielen von kompakten 3-Mannigfaltigkeiten erstellen.

Die einfachste kompakte 3-Mannigfaltigkeit ist natiirlich die 3-Sphére
S? ={(w,r,y,2) € R w? + 2> +9y° + 22 =1} = {(21,22) € C?||z1]* + |=|* = 1}.
Die 3-Sphéire hat auch verschiedene Quotientenmannigfaltigkeiten. Beispielsweise ist
RP? = S%/ ~

wobei P ~ +P fiir alle P € S3, ebenfalls eine 3-Mannigfaltigkeit. Dieses Beispiel kann man
noch etwas verallgemeinern. Es seien p, ¢ € N zwei teilerfremde Zahlen. Wir definieren auf
S3 die Aquivalenzrelation

(wl, wg) ~ (Zl, Zg) = (wl, UJQ) = <€2k7r/p21, 62k7rq/pz2> fir ein k € 7.

Dann ist L(p,q) := S/ ~ eine Mannigfaltigkeit, welche wir als Linsenmannigfaltigkeit
bezeichnen.

Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_R4
Ynttp://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_ Vermutung
2Ohttp://de.wikipedia.org/wiki/Millennium-Probleme



HYPERBOLISCHE GEOMETRIE - WINTERSEMESTER 2013-2014 113

Eine wichtige Klasse von 3-Mannigfaltigkeiten ist gegeben durch Knotenaukenrdume.
Genauer gesagt, es sei K C S? ein Knoten, d.h. K sei das Bild einer Einbettung ¢: S* — 53,
Man kann nun zeigen, 2! dass es eine Einbettung ®: S' x D? — S% mit ®(z,0) = ¢(z) gibt.

> (D

triviale Knoten Kleeblattknoten Achter-Knoten

Wir nennen das Bild von ® die geschlossene Tubenumgebung von K und wir bezeichnen
das Innere der geschlossenen Tubenumgebung als die offene Tubenumgebung vK von K.
Wir bezeichnen dann X (K) := S\ vK als den Knotenaukenraum. Dies ist offensichtlich
eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit einer Randkomponente, welche ein Torus ist. Es ist
offensichtlich (aber nicht ganz so einfach zu beweisen), dass es unendlich viele verschiedene
[sotopietypen von Knoten gibt. Die Knotenaufkenrdume bilden also eine grofe Klasse von
kompakten 3-Mannigfaltigkeiten.

Eine Verschlingung ist die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Knoten in S3. Wie im

oA
O %)

Hopt-Verschlingung Borromaische Ringe

Falle von Knoten ist der Verschlingungsaufenraum X (L) := S®\ vL eine kompakte 3-Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Der Rand besteht dabei aus Tori, welche gerade den Komponenten
der Verschlingung entsprechen.

Wir erhalten auch 3-Mannigfaltigkeiten, indem wir diese aus Flichen ‘zusammenbasteln’.
Beispielsweise sei F' eine kompakte Fliiche mit Randkomponenten cy, . . ., ¢, dann ist St x F
eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit Randkomponenten S! x ¢1,..., St x ¢.

2lsiehe beispielsweise Bredon: Geometry and Topology
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Wir konnen aus Fliache auch interessantere 3-Mannigfaltigkeiten konstruieren. Es sei dazu
F eine orientierbare Fliache und ¢: F' — F ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus.
Wir betrachten dann den Abbildungstorus

M(F, ) := F x[0,1]/ ~
wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, welche durch

(2,0) ~ (#(2), 1)

definiert ist. Dann ist M (F, ) eine orientierbare 3-Mannigfaltigkeit, deren Rand aus Tori
besteht. Die Mannigfaltigkeit M (F, ) besitzt eine Abbildung

p: M(F,p) — S?
[(z,0)] = ™,

welche ein Faserbiindel ist, insbesondere ist fiir jedes z € S das Urbild p~!(z) diffeomorph
zur Fliche F'. Wir nennen M (F, p) daher auch eine gefaserte Mannigfaltigkeit.

Wenn wir ¢ = id wihlen, dann ist M(F,p) = F x S'. Man kann zudem zeigen, siche
beispielsweise Rolfsen: Knots and Links, dass der Knotenaufsenraum vom Kleeblattknoten
K gefasert ist. Genauer gesagt, es gibt einen Diffeomorphismus ¢ von

F := Torus minus eine offene Scheibe,

so dass X (K) diffeomorph ist zu M (F, ). Der Knotenaufenraum vom Achter-Knoten ist
ebenfalls gefasert, aber die ‘meisten” Knotenaufenrdume sind nicht gefasert.

13.2. Konstruktionen von weiteren 3-Mannigfaltigkeiten. Wir werden in diesem
Kapitel sehen, dass wir aus gegebenen 3-Mannigfaltigkeiten durch einfache Operationen
weitere 3-Mannigfaltigkeiten konstruieren kénnen.

Es seien M, N zwei orientierte 3-Mannigfaltigkeiten. Wir wihlen zwei geschlossene 3-Bille
B C M und C' C N. Die Sphiren 0B und 9C sind dann Randkomponenten der Mannig-
faltigkeiten M \ Inn(B) und N \ Inn(C'). Die Orientierungen von M und N induzieren
dann eine Orientierung auf 0B und 0C. Wir wahlen jetzt einen orientierungsumkehrenden
Diffeomorphismus f: 0B — 0C und definieren

M#N = (M \ Inn(B) U N\ Inn(C))/ ~
wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, welche gegeben ist durch
b~ f(b) fiir alle b € OB.

Man kann nun zeigen, dass der Diffeomorphietyp von M#N nicht von der Wahl der Bille
B und C' und nicht von der Wahl von f abhidngt. Wir bezeichnen dann M#N als die
zusammenhdngende Summe von M und N. Diese Konstruktion ist ganz analog zur zusam-
menhéngenden Summe von Flichen/
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Es seien nun M, N zwei 3-Mannigfaltigkeiten und es sei T" eine Toruskomponente von M
und es sei U eine Torusrandkomponente von N. Es sei zu dem f: T' — U ein Diffeomor-
phismus. Wir definieren dann

MUy N:=(MUN)/ ~
wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, welche gegeben ist durch
t~ f(t) fir alle t € T.

Bildlich gesprochen haben wir also die Mannigfaltigkeit N an M mithilfe der Abbildung
f: T — U rangeklebt.

Wir haben jetzt schon alle Konstruktionen die man benétigt um geschlossene orientier-
bare 3-Mannigfaltigkeiten zu beschreiben. Genauer gesagt wurde 1962 der folgende Satz
von Lickorish und Wallace bewiesen:

Satz 13.1. Es sei M eine geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeiten. Dann existiert
eine Verschlingung L C S® und es existieren Diffeomorphismen f;: St x St — T;, i =
L,...,k, wobei Ty, ..., Ty die Randkomponenten von X (L) sind, so dass

M:X(L)UflslXD2~"UkaIXD2.

Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten neue 3-Mannigfaltigkeiten zu konstruieren. Es sei
beispielsweise M eine 3-Mannigfaltigkeit und ¢: w1 (M) — G ein Epimorphismus auf eine
endliche Gruppe. Dann besagt die Uberlagerungstllveorie, dass es eine endliche Uberlagerung
p: M — M mit (M) = ker(yp) gibt. Nachdem M lokal diffeomorph zu M ist folgt auch,

dass M wiederum eine 3-Mannigfaltigkeit ist.

13.3. Der Primzerlegungssatz. Wir haben jetzt viele Beispiele und Konstruktionen von
3-Mannigfaltigkeiten gesehen, und die Aufgabe ist nun in diesen Zoo wieder eine Ordnung
rein zu bringen.

Wir sagen im Folgenden, dass eine 3-Mannigfaltigkeit M prim ist, wenn M nicht als
nicht-triviale zusammenhingende Summe geschrieben werden kann. Genauer gesagt, eine
3-Mannigfaltigkeit M ist prim, wenn aus M = M;# M, folgt, dass M; = S oder M, = S3.
Beispielsweise sind Knotenaubenrdume und gefaserte Mannigfaltigkeiten prim.

Wir haben jetzt folgenden Satz.

Satz 13.2. Es sei M eine orientierte 3-Mannigfaltigkeit. Dann ezistieren Primmannigfal-
tigkeiten My, ..., My, so dass

M = M# . ..#M,.
Dariber hinaus, wenn

M = Ni# ... #N,

eine weitere Zerlequng in Primmannigfaltigkeiten ist, dann gilt k = [, und es gibt eine
Permutation o € Sy, so dass M; = Ny firi=1,... k.
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Die Existenz der Primzerlegung wurde 1929 von Kneser bewiesen, die Eindeutigkeit
wurde von Milnor 1962 bewiesen. Fiir die Klassifikation von 3-Mannigfaltigkeiten geniigt
es daher Primmannigfaltigkeiten zu studieren.

13.4. Seifert gefaserte Mannigfaltigkeiten. Eine Seifert gefaserte Mannigfaltigkeit ist
eine 3-Mannigfaltigkeit, welche eine disjunkte Zerlegung in Kreise besitzt. Beispielsweise
ist fiir jede Fliche I die Mannigfaltigkeit S! x F' Seifert gefasert, denn wir kénnen S x F
als Vereinigung der disjunkten Kreise {S* x P}per beschreiben. Das néchste Lemma gibt
ein etwas komplizierteres Beispiel von Seifert gefaserten Mannigfaltigkeiten.

Satz 13.3. Die 3-Sphire S® und die Linsenriume L(p,q) sind Seifert gefasert.

Beweis. Wir bezeichnen mit CP! den ein-dimensionalen komplexen projektiven Raum, d.h.
CP' = (C*\ {(0,0)}) / ~

wobei (wy,wy) ~ (21,22) genau dann, wenn es ein A € C\ {0} mit (wy,we) = (Az1, A22)
gibt. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (21, 2;) mit [z : 25]. Wir betrachten die
Abbildung
{(z1,22) € C*||z1]* + |22]* =1} — CP!
(z21,22) V> [21: 29).

Man kann nun leicht zeigen, dass das Urbild von einem Punkt [z : z5] immer ein Kreis ist.
Wir haben also bewiesen, dass S* Seifert gefasert ist.

Es folgt auch leicht aus den Definitionen, dass die Bilder der oben konstruierten Kreise in
S3 unter der Projektionsabbildung S* — L(p, q) wiederum disjunkte Kreise sind. Es folgt
also, dass auch die Linsenrdume L(p, q) Seifert gefasert sind. O

Ein Torusknoten ist ein Knoten in S3, welcher eine Teilmenge der Oberfliche des Stan-
dardtorus in S? ist.
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Satz 13.4. Der Knotenauflenraum X (K) ist Seifert gefasert genau dann, wenn K ein
Torusknoten ist.
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Beweisskizze. Wir schreiben S? als die Vereinigung von zwei Volltori U und V, wobei der
eine Volltorus der Standardtorus in S® = R3? U co ist. Es sei nun K C 9U = 9V ein
Torusknoten. Wir schreiben dann U \ K als Vereinigung von Kreisen, welche alle parallel
zu K sind. Wir konnen diese Zerlegung in Kreise auf die Volltori U und V fortsetzen. [J

13.5. Die JSJ-Zerlegung einer 3-Mannigfaltigkeit. Es sei 7" ein Torus in einer Prim-
mannigfaltigkeit M. Wir sagen T ist inkompressibel, wenn T nicht der Rand von einem
Volltorus ist.

Beispiel. Es sei M # S! x D? eine Primmannigfaltigkeit und 7" eine Torusrandkomponente
von M, dann ist T inkompressibel.

Wir sagen ein Torus 7' in einer 3-Mannigfaltigkeit M ist parallel zum Rand, wenn es eine
Isotopie H: T x [0,1] — M gibt, so dass H(T,0) =T, und so dass H(T,1) ein Randtorus
von M ist. Wir sagen eine 3-Mannigfaltigkeit M ist atorisch, wenn jeder inkompressible
Torus parallel zum Rand von M ist.

Beispiel. Es sei K ein Knoten in einem Volltorus S! x D?, so dass sich K nicht in einem 3-
Ball in S' x D? befindet. Es sei nun J ein Knoten in S2. Wir wihlen einen Diffeomorphismus

¢+ Volltorus S x D? = geschlossene Tubenumgebung von .J.

Wir bezeichnen dann S := p(K) C S* als Satellitenknoten. Wir betrachten nun X =
S3\ vS. Der Torus T = p(S! x S') C X berandet auf der einen Seite S' x D? \ vK und
auf der anderen Seite S\ vJ. Der Torus T ist also inkompressibel und nicht parallel zum
Rand.

Beispiel. Es folgt aus Dehns Lemma?®?, welches 1957 von Papakyriakopoulos bewiesen wur-
de, dass eine Homotopiesphére insbesondere atorisch ist.

Folgender Satz wurde 1979 von Johannson und Jaco—Shalen bewiesen.

Satz 13.5. Es sei M eine orientierbare Primmannigfaltigkeit, so dass M entweder ge-
schlossen ist, oder so dass OM nur aus Tori besteht. Dann g¢ibt es inkompressible Tori
Ty,..., Ty in M, so dass jede der Komponenten von %3

M \ LkJTiX<_171)

entweder Seifert gefasert oder atorisch ist.

Betrachten wir beispielsweise noch einmal den Satellitenknoten, welchen wir oben kon-
struiert hatten. Wir bezeichen mit M das Komplement des Knoten und wir bezeichnen mit
T den in der Abbildung skizzierten inkompressible Torus. Dann besteht M \ T' x (—1,1)
aus zwei Komponenten, welche in Abbildung 13.5 skizziert sind. Eine Komponente ist der

22http: //de.wikipedia.org/wiki/Dehns _ Lemma
2Wenn F eine Fliche in einer 3-Mannigfaltigkeit ist, dann kann man diese immer etwas ‘aufdicken’,
d.h. es gibt immer eine Einbettung i: F' x [—1,1] — M, so dass i(F x 0) = F.
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Auflenraum vom Achter-Knoten, die andere Komponente erhalten wir dadurch, dass wir

aus dem Volltorus eine offene Tubenumgebung um den Knoten J entfernen. Man kann nun
zeigen, dass beide Komponenten atorisch sind.

13.6. Atorische Mannigfaltigkeiten. Nach Satz 13.5 stellt sich also folgende Frage.

Frage. Was sind denn die atorischen Primmannigfaltigkeiten?

Bevor wir eine Antwort geben verallgemeinern wir die Definitionen aus Satz 8.2. Zum
einen fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

(1) E? bezeichnet den Raum R? zusammen mit der euklidischen Metrik.
(2) S? bezeichnet die Sphire S® zusammen mit der sphérischen Metrik.
(3) H? bezeichnet {x,y, )|z > 0} zusammen mit der hyperbolischen Metrik.
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Wir sagen, eine 3-Mannigfaltigkeit M ist sphérisch, wenn M eine Riemannsche Metrik
besitzt, so dass (M, g) an jedem Punkt im Inneren von M lokal isometrisch zu S* ist. Ganz
analog definieren wir auch euklidische und hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten.

Man kann nun zeigen, dass eine 3-Mannigfaltigkeit genau dann sphéarisch ist, wenn es
eine Untergruppe von Isom(S?) gibt, welche diskret ** auf S® operiert, so dass M = S%/G.
Die analogen Aussagen gelten auch fiir euklidische und hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten.

Es ist nun relativ leicht Beispiele von sphéirischen 3-Mannigfaltigkeiten zu geben. Bei-
spielsweise ist die Gruppe

em'k/p 0
G:{< 0 eﬂ'iqk/p ’kIO,,p_l

eine Untergruppe von U(2) C O(4) = Isom(S?), welche diskret auf S® operiert. Wir sehen
also, dass S®/G eine sphirische Mannigfaltigkeit ist. Der Raum S%/G ist natiirlich gerade
der Linsenraum L(p,q). Wir haben also gezeigt, dass alle Linsenrdume sphérisch sind. Mit
elementarer Uberlagerungstheorie 2° kann man zudem zeigen, dass wenn M = S3/G eine
Homotopiesphire ist, dann ist G die triviale Gruppe, d.h. jede sphérische Homotopiesphére
ist schon S3.

Beispiele von euklidischen 3-Mannigfaltigkeiten sind der 3-Torus S* x S! x S! und das
Produkt K x S! von der Kleinschen Flasche mit S*. Man kann sich leicht davon iiberzeugen,

247ur Erinnerung: Es G eine Gruppe, welche auf einem topologischen Raum X operiert. Wir sagen, G
operiert diskret, wenn es fiir jedes x € X eine offene Umgebung U gibt, so dass

U nNgU # 0 fiir alle g # e.

25Wenn M eine einfach zusammenhiingende Mannigfaltigkeit ist und G eine Gruppe ist, welche auf M
diskret operiert, dann gilt 7 (M/G) = G. Insbesondere, wenn M /G einfach zusammenhingend ist, dann
muss G die triviale Gruppe sein, d.h. M/G = M.
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dass es, wie bei den Fléchen, nicht allzu viele euklidische 3-Mannigfaltigkeiten gibt. In der
Tat gibt es genau 10 verschiedene euklidische 3-Mannigfaltigkeiten.

Es ist sehr schwierig Untergruppen G von Isom(H?) explizit hinzuschreiben, welche dis-
kret auf H? operieren, und so dass H? /G das Innere von einer kompakten 3-Mannigfaltigkeit
ist. Bis etwa 1974 gab es genau ein Beispiel %° von einer kompakten orientierbaren hyperboli-
schen Mannigfaltigkeit. Im Jahre 1974 hat dann Riley explizit gezeigt, dass der Aufenraum
vom Achter-Knoten hyperbolisch ist. Weniger Jahre spiter hat dann Thurston 7 folgenden
Satz bewiesen, fiir den er 1982 die Fields-Medaille erhielt.

Satz 13.6. Es sei K C S® ein Knoten, so dass der Aufenraum X (K) atorisch ist, dann
ist X (K) hyperbolisch.

Wenden wir uns nun wieder Ausgangsfrage zu, namlich, was sind den nun die atorischen
Primmannigfaltigkeiten? Es folgt aus dem schon erwidhnten Dehns Lemma, dass sphérische
3-Mannigfaltigkeiten atorisch sind. Ebenfalls mithilfe von Dehns Lemma und etwas hyper-
bolischer Geometrie kann man zeigen, dass hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten ebenfalls
atorisch sind. Die Frage wurde dann 2003 von Perelman vollstdndig beantwortet. Genauer
gesagt hat Perelman ? folgenden Satz bewiesen.

Satz 13.7. (Perelman) FEs sei M eine atorische Primmannigfaltigkeit, dann ist M ent-
weder sphdarisch, oder hyperbolisch.

Wir haben schon gesehen, dass Homotopiesphiren atorisch sind. Ein einfaches Uber-
lagerungstheorieargument ?° zeigt zudem, dass Homotopiesphéren nicht hyperbolisch sein
konnen. *® Aber wir hatten oben schon gesehen, dass S® die einzige Homotopiesphiire ist,
welche sphérisch ist. Wir erhalten also aus dem obigen Satz folgendes Korollar.

Satz 13.8. (Perelman) Jede 3-dimensionale Homotopiesphdre ist homdomorph zu S3.

Anders ausgedriickt, Perelman hat ‘nebenbei’ auch noch die Poincaré-Vermutung be-
wiesen. Perelman hat damit eines der 7 Millenium-Probleme gelost, auf welche die Clay-
Stiftung ein Preisgeld von 1 Million Dollar ausgesetzt hat. Es verbleiben jetzt noch 6 Wege
um mithilfe von Mathematik reich zu werden. Perelman hitte auch 2006 die Fields-Medaille
bekommen, wenn er diese hitte annehmen wollen.

26http: //en.wikipedia. org/wiki/Seifert-Weber_ space

2Thttp://de.wikipedia.org/wiki/William_ Thurston

Zhttp://de.wikipedia.org/wiki/Grigori_Jakowlewitsch_Perelman

29

30Es sei M eine Homotopiesphiire. Dann ist m (M) = 0, also ist M schon seine eigene universelle
Uberlagerung, insbesondere ist die universelle Uberlagerung von M kompakt. Andererseits, wenn N =
H3 /G eine hyperbolische 3-Mannigfaltigkeit ist, dann ist H die universelle Uberlagerung. Insbesondere ist
die universelle Uberlagerung von N nicht kompakt.
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13.7. Hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten. Wir wollen die Aussagen der wichtigsten
Séitze iiber 3-Mannigfaltigkeiten noch einmal zusammenfassen. Mithilfe von Satz 13.2 kon-
nen wir uns bei der Klassifikation von 3-Mannigfaltigkeiten auf Primmannigfaltigkeiten
einschrianken konnen. Satz 13.5 wiederum besagt, dass wir jede Primmannigfaltigkeit in
Seifert gefaserte und atorische Mannifaltigkeiten zerlegen kénnen. Nachdem Seifert gefa-
serte Mannigfaltigkeit klassifiziert sind geniigt es zumeist atorische Mannigfaltigkeiten zu
studieren. Diese wiederum sind nach Satz 13.7 entweder sphérisch oder hyperbolisch. Die
sphérischen Mannigfaltigkeiten sind ebenfalls klassifiziert®!. Es stellt sich also folgende Fra-

ge:
Frage. Konnen wir hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten klassifizieren?

Oder, etwas bescheidener:

Frage. Konnen wir die topologischen und geometrischen Eigenschaften von hyperbolischen
3-Mannigfaltigkeiten verstehen?

Diese Fragen sind umso wichtiger als man zeigen kann dass, wie im Falle von Flichen,
‘fast alle” 3-Mannigfaltigkeitn hyperbolisch sind.

Erinnern wir uns noch einmal an die Theorie der hyperbolischen Flichen. Wir hatten
gesehen, dass jede Fliche von Geschlecht g > 2 viele paarweise nicht-isometrische hyperbo-
lische Strukturen besitzt. Fiir hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten ist die Lage ganz anders.

Genauer gesagt gilt folgender Satz, welcher 1973 von Mostow und Prasad bewiesen wurde.
32

Satz 13.9. Es sei M eine hyperbolische 3-Mannigfaltigkeit, welche entweder geschlossen
ist oder dessen Rand aus Tori besteht. Dann besitzt M bis auf Isometrie genau eine hyper-
bolische Metrik.

Der Satz besagt also, dass wenn g und h hyperbolische Strukturen auf M sind, dann gibt
es eine Isometrie f: (M, g) — (M, h). Insbesondere sind also alle geometrischen Invarianten
schon topologische Invarianten. Beispielsweise, wenn M eine hyperbolische Mannigfaltigkeit
ist, dann ist

Vol(M) := Vol(M, hyperbolische Metrik)
wohl-definiert, und hangt nicht von der Wahl der hyperbolischen Metrik ab.
Betrachten wir noch einmal den Achter-Knoten. Dieser ist hyperbolisch und man kann

zeigen, dass
Vol(S? \ vAchter-Knoten) =~ 2.02988. . ..

Cao—Meyerhoff hatten 2001 gezeigt, dass der Achter-Knoten der Knoten mit minimalen
Volumen ist.

Es gibt weiterhin viele offene Fragen iiber hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten. Insbeson-
dere ist folgende Frage, welche 1982 von Thurston gestellt wurde, weiterhin offen:

3IMan kann unter Anderem zeigen, dass sphirische Mannigfaltigkeiten Seifert gefasert sind
32http://de.wikipedia.org/wiki/Mostow-Starrheit



122 STEFAN FRIEDL

Frage. Sind die Volumina von hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten rationale oder irrationale
Zahlen?
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