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Les variéteés fibrées.

Définition. Soit N une variété de dimension trois.
Nous supposons que N est orientable, N est sans
bord ou que le bord est torique. Soit N € HY(N;Z) =
Hom(w1(N),Z). Nous disons que le pair (N, ¢) est
fibré s'il existe une fibration p : N — S! telle que

px = @.

Lemme. Soit 2 C N une surface dual a ¢ de genre
minimal. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) (N, ¢) est fibré

(2) il existe une forme n fermée telle que n # 0
partout et telle que [n] = ¢

(3) N\v =3 x[0,1]

(4) les applications m1(X) =, w1 (N \ ) sont des
isomorphismes

(5) le revétement qui correspond a Ker(¢) est
égale a > xR



Question. Comment est-ce qu’on peut déterminer
si (N, ¢) est fibré?

Le polynome d’Alexander.

Soit (N,¢) comme au—dessus. Nous considerons
le module d’Alexander:

Hy(N; Z[t71]) = H1(Cx(N) @z, vy ZIt ) = Hi(revete

ou C«(N) est le complexe de chenes du revétement
universel de N et Z[r1(IN)] est I'algébre du groupe
m1(N). Si H{(N; Z[t*1]) = @Z[t+1]/p;(t) alors nous
définissons

Ay 4 = ]]pi(t)le polyndme d’Alexander

Example. Si K est un noeud est ¢ : H1(S3\vK) —
Z, surjective, alors AS3\VK¢ = Ay.



Le polynome d’Alexander est les varietés fibrées.

Proposition. Soit (N, ¢) fibré. Alors Ay 4 est un
polyndme unitaire (¢ca veut dire le coefficient du
terme de plus haut degré est 1) est

deg(Ay,4) = ||4ll7 + 1002

ICi ||¢||T est la norme de Thurston de ¢, ¢a veut
dire (plus ou moins) que

|él|7 = min(=x(X) | = dual a¢).

Déemonstration. Soit (IV, ¢) fibré et soit X |a fibre
de la fibration. Alors

H1(N; Z[t*1])) = H;(revétement qui correspond a ¢) =
Soit M la matrice de I'action de t sur H1(X), alors
Ay g =det(t-id — A).

Maintenant c’est €vident que A 4 est un polyndme
unitaire est

deg(An 4) = 2genre(X) = ||¢||7 + Llou2.



Exemple. Soit K le noeud de tréfle. Le tréfle
est fibre est le genre de K est 1. Le polyndme
d’Alexander de K est égale a 1 —t + 2.

Exemple. Soit K le noeud de bretzel (5,-3,5).
Le genre de K est €égalea 1 est A =1 —3t—|—t2,
mais K n'est pas fibré.

Le polynOme d’Alexander twistée.

Soit (N,¢) comme au—dessus. Soit o : 11 (N) —
G un epimorphisme. (G est toujours un groupe
G fini). Nous considerons le module d'Alexander
twisté

Hy(N; Z[G][t1]) = H1(Ce(N) @z, () ZIGIE])



Si H1(N; Z[G][t*1]) = @Z[t*1] /p;(t) alors nous définissor

Jav,qs = || pi(t)le polyndme d’Alexander twisté

Les polnOmes d’'Alexander twisté sont les polynomes
d’'Alexander ordinaires des revévetements finies de
N.

Proposition. (Cha, Goda—Kitano—Morifuji, Goda—
Pajitnov, F—Kim) Soit (V, ¢) fibré. Soita: m11(N) —
G un epimorphisme. Alors A?v,gb est un polyndme

unitaire est

deg(Ang) = |G| ||ollT+ ...

Les computations ont démontré que les polynOme
twistés déceles tres souvent les pairs non—fibrés.



Théoreme. (F—Vidussi 2008) Supposons que pour
chaque epimorphisme a : 711 (NN) — G le polynodme
A?V¢ est unitaire est

deg(A%y ) = 1G] - [[gllr + .
Alors (N, ¢) est fibré.

Avant d’'expliquer la démonstration je voudrais don-
ner une application.

Les variétés symplectiques.

Soit W une variété de dimension 4. Une forme
symplectique est une 2-forme différentielle w fermé
et non dégénérée, ca veut dire que w Aw #*# 0
partout.

Théoréme (Thurston) Soit N une variété de di-
mension trois fibrée, sans bord. Alors S1 x N est



symplectique.

Demonstration. Soit p : N — S! une fibration.
Nous posons ¢ = p*(dt). Nous pouvons trouves
une métrique telle que ¢ est harmonique. Con-
siderons

w=ds N\ ¢+ *xo.

C'est une 2-forme fermée est

wAw=2ds N\ o AxpF* 0.

Question. Est-ce que la réciproque est vraie? Ca
veut dire, si N est une variété de dimension trois
est si S x N est symplectique, est-ce que N est
fibrée?

Le premier indice que la réponse a cette question
est affirmative était le théoréme suivant:



Théoreéme (Kronheimer, Vidussi) Soit N une variété
telle que Sl « N est symplectique. Alors il existe
¢ € HY(N) telle que Ay, est unitaire est

deg(An,g) = ||®ll7 + - ..

Demonstration. Si W est une varété symplec-
tigue de dimension 4, alors les invariants de Seiberg—
Witten sont ‘unitaires’. Si W = S x N, alors les
invariants de Seiberg—Witten de W sont égale au
polyndme d’Alexander de N en plusieurs variables.

Soit W symplectique est p : W — W un revétement
universel. Alors p*(w) est aussi une forme symplec-
tique puisque les conditions sont locales.

Nous obtenons immédiatement le théoréme suiv-
ant:



Théoreme. Soit N une variété telle que St x N
est symplectique. Alors il existe ¢ € HY(N) telle
que pour chaque epimorphisme o : 11 (N) — G le
polynodme A%,qb est unitaire est

deg(A% ) = 1G] 16l + -

Corollaire. Soit N une variété telle que S1 x N
est symplectique, alors N est fibrée.

La démonstration.

Rappelons que nous voudrions démontrer le théoreme
suivant:

Théoreme. (F—Vidussi 2008) Supposons que pour
chaque epimorphisme a : 711 (IN) — G le polynodme
A?‘V¢ est unitaire est

deg(A% ) = IGI - 16l + -



Alors (N, ¢) est fibré.

Théoreme A. Supposons que pour chaque epi-
morphisme « : m1(N) — G le polynodme A?qu est
unitaire est

deg(Ay 4) = |Gl lI9llr + - ...

Soit 2 une surface dual a ¢ de genre minimal, alors
les application v+ @ (X)) — w1 (N \vX) 7?77?77 un
Isomorphisme des groupes pro—résolubles.

Ca veut dire, que pour chaque groupe S résoluble
fini les applications

Hom(mw1(X),S) — Hom(m1 (N \vX), )

est bijective.

Par example, si nous prenons les groupes abeliens,
alors le théoreme dit que les applications H1(X) —
Hi(N \ vX) sont des isomorphismes. Si K est



un noeud alors c'est bien connu que H{(X) —
H1(N \ vX) si et seulement si Ag est unitaire est
deg(A i) = 2genre(K).

Ce théoreme n’est pas suffisant puisque w1 (N \
v ) en general n'est pas résiduellement résoluble.
Rapelons qu’'un groupe m est résiduellement résoluble
s'il existe une filtration

™TOT DT D ...

telle que
(1) w; C @ est normal est d'indice fini,
(2) Nm; = {e},

(3) w/m; est résoluble.

Théoreme B. Soit N une variété de dimension
trois quelconque. Alors w1(N) est virtuellement
résiduellement p. Ca veut dire, il exist un sous-
groupe ' C pi1(N) d’indice fini est un nombre
premier p tel que ©’ est residuellement p.



Le théoréme est une generalization du fait bien—
connu que les groupe linéaires (par exemple les
groupes des variétés hyperboliques) sont virtuelle-
ment résiduellement p.

Desormais il suffit de considerer les variétés telles
que w1 (N) est résiduallement p (ce qui implique
que w1 (N) est résiduallement résoluble).

Théoreme C. Soit > C N une surface de genre
minimal. Supposons que

(1) les application v+ : m1(X) — m1 (N \vX) 7777
un isomorphisme des groupes pro—résolubles, (2)
le groupe w1 (N \ vX) est résiduellement résoluble,
alors N \ vX> est un produit.

LLa réunion de Théoreme A, B et C donne la démonstratic
du théoreme.



Quelques remarques sur la démonstration du
théoreme C.

Définition. Soit w un group. Nous disons que
m est RFRS (résiduellement fini, rationnellement
résoluble) s'il existe une filtration

™ OT] DT D ...

telle que
(1) m; C m est normal est d'indice fini,
(2) Nm; = {e},

(3) l'application m; — m;/m; 41 se factorise par m; —
Hy (m;)/torsion — m;/m;4 1.

Par exemple les groupes libres et les groupes de
surfaces sont RFRS.

Théoréme (Agol). Soit N une variété de di-
mension trois t. qg. w(IN) est RFRS. et ¢ €
HY(N:;7Z) une classe non—fibrée. Alors il existe un
revétement p : N/ — N résoluble t.q. p*(¢) est
presque fibrée, plus exactement, p*(¢) est au bord
d'un cbne fibré de N’.



