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KONVENTIONEN UND DEFINITIONEN AUS DER MENGENLEHRE

Wir geben in der Vorlesung Analysis I eine axiomatische Einfithrung in die Analysis. Die

einzigen Begriffe, welche wir nicht definieren werden, sind die folgenden:

(1) der Mengenbegriff,

(2) die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...} sowie Ny :={0,1,2,3...},

(3) die Menge der ganzen Zahlen Z und der rationalen Zahlen Q.
Fiir Mengen verwenden wir hierbei die folgenden iiblichen Schreibweisen:

(1) @ bedeutet die leere Menge, d.h. die Menge ohne Elemente.

(2) a € A bedeutet, dass a ein Element der Menge A ist.

(3) A C B bedeutet, dass A eine Teilmenge von B ist.

(4) Seien Ay, ..., A Mengen, dann schreiben wir

A X - xAk:{(al,...,akHal EAL...,CL]C GAk}
Beispielsweise ist
{1,2,3} x {A, B} = {(1,4),(1, B), (2, 4), (2, B), (3, 4), (3, B)}
und
RxRxR= {(al,ag,ag) | ay,ag,as € R}

ist die Menge der Vektoren im R3.
Eine Abbildung f: A — B von einer Menge A zu einer Menge B ordnet jedem Element in
A genau ein Element in B zu.” Beispielsweise ist

N —- Z
n — n>—5m-+2

eine Abbildung von der Menge N zur Menge Z. Hierbei bezeichnet die erste Zeile, dass wir

eine Abbildung von N nach Z betrachten, wihrend die zweite Zeile die Abbildungsvorschrift

angibt, d.h. in diesem Fall wird dem Element n € N das Element n® — 5n + 2 zugeordnet.
Ein weiteres Beispiel ist gegeben durch

{0,1,2} —
0 — =5,
1 —

2 — =5

Man kann eine Abbildung A — B auch definieren als Teilmenge S C A x B mit der Eigenschaft, dass
es zu jedem a € A genau ein b € B mit (a,b) € S gibt. Aber diese Definition ist zu Anfang des Studiums
vielleicht nicht sehr hilfreich.
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Dies isteine Abbildung von der Menge {0, 1,2} zur Menge Z der ganzen Zahlen.
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1. DER KORPER DER REELLEN ZAHLEN

1.1. Die Korperaxiome. In der Analysis I beschéftigen wir uns mit dem ‘Korper der
reellen Zahlen’. Hierbei miissen wir erst einmal den Begriff des ‘Korpers’ einfiihren.

Definition. Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen: 2

KxK — K ‘Addition’
(a,b) — a4+,

und
KxK — K ‘Multiplikation’
(a,b) — a-b,

welche folgende Eigenschaften erfiillen:
(A1) Fiir alle z,y,z € K gilt

(x+y)+z = o+ (y+2) (Assoziativgesetz).
(A2) Fiir alle z,y € K gilt

r+y = y+uw (Kommutativgesetz).
(A3) Es existiert ein Element N € K, so dass fiir alle z € K gilt:
r+ N = =z
(A4) Zu jedem x € K existiert ein Element y € K, so dass
r+y = N.
(M1) Fir alle z,y, z € K gilt
(x-y)-z = x-(y-2) (Assoziativgesetz).
(M2) Fir alle z,y € K gilt
Ty = y-x (Kommutativgesetz).
(M3) Es existiert ein Element £ € K, so dass N # E, und so dass fiir alle z € K gilt:
r-E =
(M4) Zu jedem z € K mit x # N existiert ein Element z € K, so dass
r-z = E.
(D) Fiir alle z,y, 2z € K gilt
r-(y+z2) = z-y+x-z (Distributivgesetz).

Wir nennen die Eigenschaften (A1)-(A4) die Aziome der Addition und die Eigenschaften
(M1)-(M4) die Aziome der Multiplikation. Die Eigenschaften (A1)-(A4), (M1)-(M4) sowie
(D), welche zusammen einen Korper definieren, werden Kérperariome genannt.

2Eine Abbildung K x K — K ordnet je zwei Elementen ¢ und b in K ein Element in K zu. In diesem
Fall bezeichnen wir das a und b zugeordnete Element mit a + b.



6

ANALYSIS I

Beispiel.

(1)

(2)

(3)

Die Eigenschaften kommen uns natiirlich bekannt vor, beispielsweise erfiillt K = Q
oder K = R mit der iiblichen Addition und Multiplikation alle Kérperaxiome, wobei
N =0 und E = 1. Anders ausgedriickt, K = Q und K = R sind Korper.

Wenn wir K = Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation betrachten, dann
gelten die Axiome der Addition mit N = 0, zudem gelten die Axiome (M1) bis
(M3) mit £ = 1 und das Distributivgesetz. Das Axiom (M4) gilt allerdings nicht,
beispielsweise gibt es fiir 2 € Z kein z € Z, so dass 2- z = 1.

Neben den Korpern K = Q und K = R, welche aus der Schule bekannt sind, gibt
es noch andere Korper. Betrachten wir beispielsweise Fo = { N, F'}, d.h. die Menge
mit zwei Elementen {N, E'}. Wir definieren die Addition folgendermafien: ®

FQXFQ — Fg

(N,N) = N+N:=N
(N,E) = N+E:=E
(E,N) — E+N.=E
(B,E) — E+E:=N

und die Multiplikation wie folgt:

FQXFQ — FQ

(N,N) = N-N:=N
(NE) = N-E:==N
(E,N) —» E-N:=N
(E,E) — E-E:=E

Wir miissen nun zeigen, dass alle Kérperaxiome gelten. Beispielsweise sind die Defi-
nitionen der Addition und der Multiplikation symmetrisch, also gelten die Kommu-
tativgesetze (A2) and (M2). Es ist auch relativ elementar nachzupriifen, dass (A3)
und (A4) sowie (M3) und (M4) gelten. Es ist hingegen eine etwas umstédndliche
Fieselarbeit zu nachzuweisen, dass die iibrigen Koérperaxiome ebenfalls erfiillt sind.
Fiir (A1) muss man beispielsweise acht verschiedene Fille verifizieren. Im Laufe der
linearen Algebra Vorlesung werden Sie sehen, dass die Definition der Addition und
Multiplikation auf Fy nicht willkiirlich sind, sondern sich ganz natiirlich aus der
Addition und Multiplikation auf Z herleiten. ®

3In diesem Fall ist Fy x Fy die Menge bestehend aus {(N, N), (N, E), (E, N), (E, E)}. Eine Abbildung
Fy x Fo — F2 ordnet also jedem Element in {(N, N), (N, E), (E,N),(E, E)} entweder das Element E oder
das Element N in Fy zu.

4Es stellt sich nun die Frage, ob man auf jeder Menge X geschickt eine Addition und Multiplikation
definieren kann, so dass alle Axiome gelten. In der Algebravorlesung wird normalerweise gezeigt, dass man
dies fiir eine endliche Menge durchfiithren kann, genau dann, wenn die Anzahl der Elemente in X eine
Primpotenz ist, d.h. von der Form p™ wobei p eine Primzahl ist und n € N.
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(4) Es gibt noch sehr viele weitere Beispiele von Korpern, beispielsweise ist

K = Menge der rationalen Funktionen = {‘28 ‘ p(t), q(t) # 0 Polynome in t}

mit der iiblichen Addition und Multiplikation ein Kérper. B

1.2. Folgerungen aus den Axiomen der Addition. In diesem Kapitel beweisen wir
verschiedene Aussagen, welche aus den Korperaxiomen folgen. Die Aussagen sind fiir K = Q
und K = R aus der Schule vertraut. Indem wir diese jetzt direkt aus den Korperaxiomen
herleiten, erhalten wir diese Aussagen fiir alle Korper, beispielsweise fiir den Korper [Fy.

Satz 1.1. Sei K ein Korper. Dann ezistiert genau® ein Element k € K, so dass fiir alle

x e K gilt
r+ k==

Beweis. Wegen Axiom (A3) wissen wir, dass es mindestens ein Element & € K gibt, so
dass fiir alle z € K gilt

r+k=ux.
Wir miissen nun noch zeigen, dass es nicht mehr als ein Element gibt, welches die Ei-

genschaft erfiillt. Es seien k& und &’ zwei Elemente mit der Eigenschaft, dass fiir alle x € K
gilt © + k = 2 und = + k' = x. Wir miissen zeigen, dass k = k’. In der Tat gilt ©

k = k+Fk Definition von k' angewandt auf x = k
= k' +k  Kommutativgesetz (A2)
= K Definition von k angewandt auf = = k'

O
Wir nennen das durch den obigen Satz eindeutig bestimmte Element die Null des Korpers,

welche wir mit ‘0" bezeichnen. Man beachte, dass fiir alle x € K aus dem Kommutativgesetz
(A2) folgt, dass 0+ 2z =2+ 0 = z.

Satz 1.2. Sei K ein Korper und x,y,a € K. Wenn x4+ a =y + a, dann gilt x = y.

SBeispielsweise gilt in K, dass

1 +2t2—1 L34+ 2+ (240202 —-1) 2884517 —t+1
2+t 3+t2 (24 1)(3 +12) B 42243t 46

D.h. die Summe von zwei rationalen Funktionen ist wiederum eine rationale Funktion.
6Die Aussage ‘es existiert genau ein Element mit einer Eigenschaft E’ sind genau genommen zwei
Aussagen auf einmal:

(1) es gibt ein Element, welches die Eigenschaft E besitzt, und
(2) es gibt nicht mehr als ein Element, welches die Eigenschaft E besitzt.

"Wir verwenden auch, dass aus a = b folgt, dass b = a. Aber das ist kein Axiom, das ist offensichtlich.
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Beweis. Nach Axiom (A4) gibt es ein k € K, so dass a + k = 0. Dann gilt

xr = x40 Eigenschaft der 0

x+ (a+k)  Wahl von k

(x+a)+k  Assoziativgesetz (Al)

(y+a)+k  Nach Voraussetzung ist  +a =y +a
= y+(a+k) Assoziativgesetz (A1)

y+0 Wahl von k

=y Eigenschaft der 0.

O

Satz 1.3. Sei K ein Korper und sei x € K. Dann existiert genau ein FElement y € K, so
dass

r+y=0.

Beweis. Sei x € K. Wegen Axiom (A4) wissen wir, dass es ein Element y € K gibt
mit x +y = 0. Wir miissen nun wiederum die Eindeutigkeit von y zeigen. Es sei also
Yy € K gegeben, mit x + ¢y = 0. Wir miissen zeigen, dass y = 3. Dies folgt sofort aus
r+y=0=x+7y und aus Satz 2. O

Fiir x € K schreiben wir —z, genannt minus z, fiir das durch den obigen Satz eindeutig
bestimmte Element in K. Ab sofort schreiben wir zudem

v —yi= o+ (-y).
Aus Axiom (A2) folgt, dass x —y = —y + .

Satz 1.4. Sei K ein Korper und es seien x,y € K. Dann gilt
(1) =0 =0,

(2) —(~2) = 2,
(3) ~(w+y) = —z—v.

Beweis. (1) Zur Erinnerung: fiir ¢ und b in K gilt —a = b genau dann, wenn a + b = 0.
Wenn wir also zeigen wollen, dass —0 = 0, dann miissen wir zeigen, dass 0+ 0 = 0.
Aber dies folgt sofort aus der Eigenschaft der 0.
(2) Sei x € K. Wie in Teil (1) miissen wir zeigen, dass (—x) + = = 0. Aber es gilt in
der Tat, dass

(—x)+z = x4+ (—2z) Kommutativgesetz (A2)
= 0 Definition von —z.

(3) Der dritte Teil ist eine Ubungsaufgabe im 1. Ubungsblatt.
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1.3. Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation. Im Folgenden ist K durch-
gehend ein Korper. Der folgende Satz wird dhnlich bewiesen wie Satz 1. Man muss nur die
Axiome der Addition (A2) und (A3) durch die entsprechenden Axiome der Multiplikation
(M2) und (M3) ersetzen.

Satz 1.5. Es existiert genau ein Element k € K, so dass fir alle x € K gqilt
x-k=ux.

Wir nennen das durch den obigen Satz eindeutig bestimmte Element die Fins des
Korpers, welche wir mit ‘1’ bezeichnen. Man beachte, dass fiir alle z € K wegen dem
Kommutativgesetz gilt, dass 1 -x =z -1 ==z .

Der néichste Satz wird ganz analog zu Satz [ bewiesen.

Satz 1.6. Sei K ein Korper und z,y,a € K wobei a # 0. Wenn x -a = y - a, dann gilt
x=1y.

Der folgende Satz wird dhnlich bewiesen wie Satz 3.

Satz 1.7. Sei x € K mit x # 0. Dann ezistiert genau ein Element y € K, so dass
x-y=1.

Fiir x # 0 in K bezeichnen wir mit 2=!, genannt x hoch minus eins, das durch den

obigen Satz eindeutig bestimmte Element.® Aus dem Kommutativgesetz (A2) folgt dann
auch, dass -z =2 271 =1.
Der néchste Satz wird ganz dhnlich wie Satz 4 bewiesen.

Satz 1.8. Es seien x,y € K. Dann gilt:

(1) 171 =1,

(2) falls © #0, dann gilt (71" =z,

(3) falls x,y # 0, dann gilt (xy)~' =z 1y,
Satz 1.9. Fir allex € K gilt x -0 = 0.

Obwohl wir den Satz natiirlich so erwarten, ist er doch etwas iiberraschend: Die 0 wur-
de definiert durch die Axiome der Addition. Aber der Satz macht eine Aussage iiber das
multiplikative Verhalten der 0. Das einzige Axiom, welches die Addition mit der Multipli-
kation verbindet, ist das Distributivgesetz. Wir werden dieses dementsprechend im Beweis
verwenden.

Beweis. Es sei x € K. Dann gilt

z-0 = z-(04+0)  Eigenschaft der 0
= x-0+2-0 Distributivgesetz (D).

Andererseits gilt -0 =z - 0 4+ 0. Es folgt nun aus Satz [, dass 0 = = - 0. 0

S8Hierbei ist ‘z hoch minus eins’ nur ein feststehender Begriff, wir haben nicht eingefiihrt, was ‘@ hoch
irgendwas’ heiflen soll.
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Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz, in dem wiederum sowohl die Addition
als auch die Multiplikation verwendet werden. Aussage (3) wird in Ubungsblatt 1 behandelt.

Satz 1.10. For alle x,y in einem Korper K gilt

(1) (=) -y =—z-y,
(2) (=1)-z = -z,
(3) (=2) - (=y) = 2.

1.4. Weitere Definitionen. In diesem Kapitel sei K weiterhin ein Koérper. Es seien
ai,...,as € K, wir definieren

aj+as+---+as:=(..((ac1 +az)+asz)+...)+ as.

Es folgt aus dem Assoziativgesetz (Al), dass a3 + -+ + a5 nicht von der Reihenfolge der
Klammern abhingt. ® Wir schreiben auch

S
g a; = ap+---+ as.
i=1

Fiir x,y € K schreiben wir ab sofort

Ty = T-Y.
Zudem, wenn y # 0, dann schreiben wir
Lo aly =y
Fiir aq,...,as € K definieren wir
aj-ag-----as = (...((ag-az)-as)-...) - as.
Es folgt aus dem Assoziativgesetz (M1), dass ay - --- - a5 nicht von der Reihenfolge der

Klammern abhéngt. Wir schreiben

S
i=1

Der folgende Satz folgt aus mehrfacher Anwendung des Distributivgesetzes:
Satz 1.11. FEs seien aq,...,a, € K und by,...,bs € K, dann gilt

(550) (50) - £

i=1 i=1 j=1

9Das Assoziativgesetz fiir s = 4 besagt beispielsweise, dass
((a1 + a2) 4+ az) + ag = (a1 + a2) + (a3 + as) = a1 + (a2 + (az + aq),

d.h. es ist vollig egal, wie wir die Klammern setzen. Wir kénnen diese dementsprechend weglassen.
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Es sei z € K und n € N. Wir definieren

[
n—Mal

Zudem definieren wir z° := 1 (auch fiir z = 0) und fiir n € Ny und x # 0 definieren wir
" =1/(z").

Wie nicht anders zu erwarten, bezeichnen wir =" als  hoch n oder auch als n-te Potenz
von .

Der folgende Satz fasst einige elementare Eigenschaften von Potenzen zusammen. Der
Satz kann aus den Axiomen und den Definitionen hergeleitet werden. Wir iiberlassen den
Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe.

Satz 1.12. FEs seien x,y € K mit x,y # 0 und es seien m,n € Z, dann gilt

xm—&-n = gMm.gn
(xn)m — l.mn
"yt = (zy)".

Wir haben in den letzten Kapiteln gesehen, dass fiir Koérper die ‘iiblichen’ Rechen- und
Umformungsregeln gelten. Im Folgenden werden wir nun die verwendeten Korperaxiome
nicht mehr explizit auffithren und wir werden die obigen Sétze nicht mehr explizit zitie-
ren. Zudem verwenden wir ab sofort die iiblichen Rechenregeln, ohne diese im Einzelnen
herzuleiten.

Zum Abschlufl der Diskussion von den Koérperaxiomen, wollen wir noch kurz der Frage
nachgehen, warum die Axiome so formuliert sind, wie sie sind. Beispielsweise hétten wir
noch folgendes Axiom formulieren konnen

(A5) fiir alle z,y,z € K gilt, dass (z +y) +x =2+ (y + ).

Aber man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass (A5) schon aus dem Assoziativgesetz
und dem Kommutativgesetz folgt. Das Ziel ist, einen Korper iiber moglichst wenige Axiome
zu charakterisieren, und dann ist (A5) tiberfliissig, nachdem es schon aus (Al) und (A2)
folgt. Jetzt stellt sich die Frage, ob man nicht vielleicht eines der anderen Axiome weglassen
konnte. Wir hatten gesehen, dass Z alle Axiome bis auf (M4) erfiillt. Nachdem (M4) jedoch
nicht fiir Z gilt, kann (M4) nicht aus den anderen Axiomen folgen. Wir konnen Axiom (M4)
also nicht weglassen.

Es ist eine amiisante Aufgabe, sich fiir jedes Axiom ein Beispiel zu iiberlegen, fiir welches
alle anderen Axiome gelten, aber das gewihlte Axiom gilt nicht. Beispielsweise erfiillen die
Quaternionen

http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion
alle Axiome bis auf (M2).
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1.5. Angeordnete Korper.
Definition. Ein angeordneter Kérper ist ein Kérper K zusammen mit einer Relation™ ‘>’
welche folgende Ordnungsaxiome erfiillt:

(O1) Fiir alle z,y € K gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:

x>y oder y>x oder x=uy.
(02) Fiir alle z,y, z € K gilt:
r>yundy > 2=z > 2.
(03) Fiir alle z,y,a € K gilt:
r>y=—x+a>y+a.
(O4) Fiir alle z,y,a € K gilt:
x>y und a > 0= xa > ya.

Beispiel. (1) Es sei K = Q der Korper der rationalen Zahlen mit der iiblichen Bedeu-
tung von >, dann ist Q ein angeordneter Korper.
(2) Hier ist ein etwas komplizierteres Beispiel von einem angeordneten Koérper. Wie in
Kapitel I sei K der Korper der rationalen Funktion, d.h.

K = Menge der rationalen Funktionen = {Zg; ‘p(t), q(t) # 0 Polynome in t}.

Fiir f, g € K schreiben wir dann
f>g & Es existiert ein € > 0, so dass f(z) > g(z) fiir alle z € (0, €).

Beispielsweise gilt —&5 > 23, weil diese Ungleichheit gilt fiir alle z € (0, %) Man

kann nun zeigen, dass K mit dieser Ordnung > in der Tat die Ordnungsaxiome
(O1) bis (0O4) erfiillt.

(3) Es stellt sich nun die Frage, ob man nicht auch auf anderen Korpern eine Ordnung
> einfithren kann, welche die Axiome (O1) bis (O4) erfiillt. Beispielsweise, ist dies
fiir den Korper 'y, moglich? Wir werden diese Frage spéter noch beantworten.

Im Folgenden sei K ein angeordneter Kérper. Fiir beliebige x,y € K definieren wir @

rT<y & y>ur,
x>y & x>yoderxz =y,
r<y & x<yoderz =y,
T positiv & x> 0,
T negativ & x < 0.

108trenggenommen ist eine Relation in K eine Teilmenge V von K x K. Wir schreiben dann

a > b genau dann, wenn (a,b) € V.

HDje Notation :< bedeutet hierbei, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Beispiels-
weise bedeutet x < y :& y > z, dass wir genau dann x < y schreiben, wenn y > z.
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Satz 1.13. FEs sei x € K mit x # 0, dann gilt

2 > 0.

Beweis. Nachdem x # 0 folgt aus Axiom (O1), dass entweder x > 0 oder 0 > x. Wir
beweisen jetzt den Satz fiir die beiden Félle getrennt.

1. Fall: z > 0. Aus = > 0 und aus Axiom (O4) sofort, dass z> =z -x >z -0 = 0.
2. Fall: 0 > z. Es sei also 0 > x. Aus Axiom (03) folgt, dass

—r =0—-2 >z—2 = 0.
Nachdem —x > 0 folgt nun aus dem 1. Fall, dass (—z)(
)

=g = (—2) (—2x

—z) > 0. Wir erhalten also, dass
> 0.
O

Korollar 1.14. FEs sei x € K mit x > 0, dann g¢ilt auch % > 0.

Beweis. Es sei x € K mit z > 0. Nach Satz T3 gilt (%)2 > (0 und nach Voraussetzung gilt
x > 0. Es folgt aus Axiom (O4), dass

pee() 0 (Q) =
U

Das folgende Korollar folgt aus Satz I3 und der Tatsache, dass 1 = 1-1 = 12 ein
Quadrat ist.

Korollar 1.15. Es sei K ein angeordneter Korper, dann qilt:
1>0.
Der folgende Satz wird in Ubungsblatt 1 bewiesen.
Satz 1.16. Set K ein angeordneter Korper.
(1) Fir alle a,b,c,d € K gilt
a>bundc>d=a+c>b+d.
(2) Fir alle a,b e K gilt

a>b>0 —= 1>1>O.
b a

Korollar 1.17. Es sei K ein angeordneter Korper, und n € N, dann gilt:
I+---+1 > 0,
—_———
n—Mal
insbesondere
1441 # 0.
—_——

n—Mal
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Bewers. Nach Korollar I3 wissen wir, dass 1 > 0. Wenn wir Satz I8 auf 1 > O und 1 > 0,
erhalten wir 14+1 > 0. In dem wir jetzt Satz [CI8 insgesamt (n — 1)-Mal anwenden, erhalten
wir die erste Aussage des Korollars. Die zweite Aussage folgt dann sofort aus (O1). OJ

In dem Korper Fy mit zwei Elementen gilt 1 + 1 = 0. Das Korollar T4 besagt also
insbesondere, dass der Korper Fy kein angeordneter Korper sein kann, d.h. man kann auf
Fy keine Ordnung “>" definieren, welche alle Axiome (O1) bis (O4) erfiillt.

Definition. Es sei K ein angeordneter Korper und x € K. Wir definieren den Absolutbetrag
von x als
2] = { x, falls x > 0,
' —z, falls z < 0.

Satz 1.18. Es sei K ein angeordneter Korper und x,y € K, dann gilt:

lz] > 0,
lz] =0 < z=0,
|z -y lz| - |y,

le+y| < |z|+ |yl (Dreiecksungleichung).

Die ersten drei Aussagen sind leicht zu beweisen, die vierte ist eine Ubungsaufgabe im
2. Ubungsblatt.

Wir haben uns jetzt davon iiberzeugt, dass in einem angeordneten Korper die iiblichen
Regeln fiir > gelten. Wie bei den Korperaxiomen werden wir daher im Folgenden auch die
Ordnungsaxiome (O1) bis (O4) nicht mehr explizit angeben, und wir werden auch nicht
mehr explizit auf die Sétze in diesem Kapitel verweisen.

1.6. Der Satz iiber die reellen Zahlen. Sei K ein Korper, € K und n € N. Wir
definieren

n-r = r+---+1.
—_——
n—Mal
Beispielsweise gilt fir £ € Fy = {E, N} undn=3,dass3- E=E+F+E=N+FE=FE.
Wir fithren nun noch ein 5. Ordnungsaxiom ein, welches auf den ersten Blick etwas
eigenwillig ist.

Definition. Wir sagen ein angeordneter Korper erfiillt das archimedische Aziom, wenn gilt

(N) fiir alle z > 0 und y > 0 existiert ein n € N, so dass
n-x>y.

Bemerkung. Das archimedische Axiom ist ‘so offensichtlich richtig’ fiir K = Q, dass man
sich kaum vorstellen kann, dass es nicht immer erfiillt ist. Wenn wir aber zum vorerst
letzten Mal den Korper K der rationalen Funktionen mit der oben definierten Ordnung
betrachten, dann sehen wir, dass > alle Axiome (O1) bis (O4) erfiillt. Aber > erfiillt nicht
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das archimedische Axiom. In der Tat, fiir die rationalen Funktionen p = 1 und ¢ = z gilt
1 > 2 ™, aber es gilt auch fiir alle n € N, dass 1 > n - 2™

Wir fithren nun noch ein allerletztes Ordnungsaxiom ein, ndmlich das Vollstandigkeitsaxiom.

Definition. Ein angeordneter Korper heiflt vollstindig, wenn das Vollstandigkeitsaxiom gilt:
(V) Jede Cauchyfolge in K konvergiert.

Die Definition von ‘Cauchyfolge’ und ‘Konvergenz einer Cauchyfolge’ wird im iibernéchsten
Kapitel nachgereicht. Mit diesen Definitionen kénnen wir aber nun folgenden Satz formu-
lieren:

Satz 1.19. Es gibt (bis auf einen eindeutig bestimmten Isomorphismus)™ genau einen
angeordneten Korper, welcher das archimedische Aziom erfillt und welcher vollstindig ist.

Dieser Satz wird erst in einer héheren Vorlesung bewiesen. ™ Wir nennen den durch den
Satz eindeutig bestimmten Korper den Korper der reellen Zahlen und bezeichnen ihn mit
R.

Dieser Korper der reellen Zahlen ist natiirlich nichts anderes als die reellen Zahlen, welche
Sie schon aus der Schule kennen. Allerdings werden diese in der Schule in der Regel etwas
schwammig definiert (‘Zahlen mit unendlich vielen Ziffern hinter dem Komma’). Wir werden
in der Vorlesung nur verwenden, dass die reellen Zahlen die Korperaxiome (A1)-(A4), (M1)-
(M4) und (D), sowie die Ordnungsaxiome (O1)-(O4), das archimedische Axiom (N) und
das mysteriose Vollstandigkeitsaxiom erfiillen. Wir werden aus diesen Axiomen alle weiteren
Aussagen herleiten.

1.7. Reelle Zahlen und natiirliche Zahlen. Wir wollen nun den Zusammenhang zwi-
schen den natiirlichen Zahlen, und den abstrakt eingefiihrten reellen Zahlen kldren. Dazu
bendétigen wir noch folgende Definition.

Definition. Eine Abbildung f: A — B zwischen zwei Mengen heifit injektiv, wenn fiir alle
ai,as € A gilt

ar # ay = f(a1) # f(az).

121n der Tat, denn fiir z € (0,1) gilt, dass 1 > z.

1311 der Tat, denn fiir z € (0, %) gilt, dass 1 > nx.

MDen Ausdruck ‘bis auf einen eindeutig bestimmten Isomorphismus’ kénnen Sie erst einmal ignorieren.
Der Vollsténdigkeit halber ist hier noch die Definition: Ein Isomorphismus f: K — K’ zwischen zwei
angeordneten Korper K und K’ ist eine bijektive Abbildung f: K — K’ mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle z,y € K ist f(x +y) = f(z) + f(y).

(2) Fir alle z,y € K ist f(z-y) = f(z) - f(y).

(3) Fiir alle z,y € K gilt x >y = f(z) > f(y).
Der Satz besagt also, dass wenn K und K’ zwei vollstéindige angeordnete Korper sind, dann gibt es genau
einen Isomorphismus f: K — K.

15Wenn wir am Ende ganz viel Zeit haben sollten, werden wir den Satz auch noch in dieser Vorlesung
beweisen, aber das ist leider eher unwahrscheinlich.
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Beispielsweise ist die Abbildung
f*N — N

mr—>m2

injektiv, denn fiir natiirliche Zahlen gilt m # n = m? # n%. Anderseits ist die Abbildung
f: 7Z — Ny

m +— m?
nicht injektiv, denn (—1)% = 12.
Satz 1.20. Es bezeichne 1 das Fins-Element des Kéorpers R. Dann ist folgende Abbildung

o:N — R
n — l+---4+1=n-1
—_—
n—Mal

injektiv.
Beweis. Es sei aj,as € N mit a; # as. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.)
konnen wir annehmen, dass a; > as. (Andernfalls gilt ay > a; und der folgende Beweis

funktioniert genauso, nur mit den Rollen von a; und ay vertauscht.) Es folgt, dass ein x € N
existiert mit a; = ay + x. Daraus wiederum folgt, dass

plar) = plas+z) = 14+-4+1 =1+ +1+1+-+1 = p(a) + ().

Vv Vv
(a2+z)—Mal as—Mal r—Mal

In Korollar T2 haben wir bewiesen, dass ¢(z) > 0. Ordnungsaxiom (O3) besagt, dass
p(r) > 0= plaz) + () > p(as).

Zusammenfassend erhalten wir
p(ar) > p(as),
welches nach (O1) impliziert, dass ¢(a1) # ¢(as). O

Nachdem die Abbildung ¢: N — R vom Satz injektiv ist, werden wir von nun an N als
Teilmenge der reellen Zahlen auffassen. Wir definieren nun

Z = NuU{0ju{-neR|neN}CR (die Menge der ganzen Zahlen),
Q = {§ lp,q € Z,q#0} CR (der Korper der rationalen Zahlen),
Ry = {zeR|z >0} (die Menge der positiven reellen Zahlen).

Wir beschlieen das Kapitel mit folgendem Satz. Dieser erscheint ‘ganz offensichtlich’,
aber wir wollen diesen wiederum nur aus den Axiomen herleiten.

Satz 1.21. Flr jedes € > 0 in R existiert ein n € N, so dass

1
— < €.
n
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Der Satz besagt also, dass es ein n € N gibt, so dass eine gewisse Ungleichung gilt.
Das einzige Axiom, und die einzige Aussage, welche wir von diesem Typ haben, ist das
archimedische Axiom (N). Es liegt also nahe, dieses zu verwenden. Die Schwierigkeit im
Beweis ist nun, die Aussage des Satzes so umzuformulieren, dass das archimedische Axiom
in der Tat hilfreich ist.

Beweis. Aus Korollar T4 folgt, dass £ > 0. Nach dem archimedischen Axiom (N) existiert
daher ein n € N, so dass n - % > 1. Es folgt nun aus Satz [CI8, dass

1
— < €.
n
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2. DIE VOLLSTANDIGE INDUKTION

Im néchsten Kapitel fithren wir Folgen von reellen Zahlen und die Konvergenz von reel-
len Folgen ein. Dabei werden wir in den Beweisen immer wieder die vollstdndige Induktion
verwenden. Wir unterbrechen deswegen kurzzeitig die Diskussion der reellen Zahlen, und
fithren die vollstdndige Induktion als Beweismethode ein.

Die Idee hinter einem Induktionsbeweis ist eigentlich ganz einfach. Fiir jedes n € Ny sei
eine Aussage A(n) gegeben. Nehmen wir an, dass folgendes gilt:

(1) A(0) ist wahr,
(2) fiir jedes beliebige n > 1 gilt: Falls A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Dann folgt aus wiederholter Anwendung von (2), dass A(n) wahr ist fiir alle n € Ny.

Ein typischer Induktionsbeweis besteht aus drei Schritten:

(1) Induktionsanfang: Man zeigt, dass A(0) gilt.

(2) Induktionsvoraussetzung: Man nimmt an, dass A(n) gilt fiir ein beliebiges n > 0.

(3) Induktionsschritt: Man zeigt, dass unter der Induktionsvoraussetzung auch A(n+1)
wahr ist.

Dann hat man gezeigt, dass A(n) wahr ist fiir alle n.

Wir werden jetzt eine ganze Reihe von Sétzen mithilfe von Induktion beweisen. Wir
beginnen mit folgendem Satz, den wir in Zukunft immer mal wieder verwenden werden.

Satz 2.1. Fir alle v € R\ {1} und n € Ny gilt:
- ko 1 —.Tn+1
>t = 1oz
k=0
Beweis. Es sei x € R\ {1}. Fiir n € Ny sei A(n) die Aussage
+1

n
1—=x
k=0

Wir miissen zeigen, dass A(n) wahr ist fiir alle n > 0.
Induktionsanfang. Wir miissen also zeigen, dass die Aussage A(0) wahr ist. Dies kénnen
wir leicht verifizieren, denn es ist

0
1 —
E ot =20 =1 = x,
11—z
k=0

d.h. A(0) ist wahr.
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Induktionsannahme. Wir nehmen an, dass A(n) fir ein n € Ny wahr ist, d.h. wir nehmen

an, dass
n n+1
o 1—x
x = —_—

k=0

1—=x

Induktionsschritt. Wir miissen nun zeigen, dass auch A(n + 1) wahr ist. Wir miissen also
ZZ;Lé z* bestimmen. Die Idee ist nun, diese Summe aufzuspalten, in die ersten n Summan-
den und den letzten Summanden. Die Summe der ersten n Summanden kennen wir schon
per Induktionsannahme. Wir fithren nun diese Idee aus:

n+1 n
k=0 h=0
= % + "t (Induktionsvoraussetzung)
(1—z" D)4 (1—z)z" !
1-z
1—gnt2
1-z

Nach Induktion folgt nun, dass A(n) wahr ist fiir alle n, d.h. wir haben den Satz bewiesen.
O

Lemma 2.2. Fiir allen € N gilt

3

1
k= En(n +1).
k=1
Beweis. Man kann dieses Lemma leicht mithilfe von Induktion beweisen™, aber man kann
dass Lemma auch direkt mithilfe vom ‘Trick vom kleinen Gauss’ zeigen. Nehmen wir zuerst

an, dass n = 2l gerade ist. Indem wir den ersten Summanden mit dem letzten addieren,
den zweiten Summanden mit dem vorletzten, usw. erhalten wir, dass

n 21
Yok=>k = 14+24+3+...+2—-2)+ (20—-1) + 2
k=1 k=1

:(H&D+@+%—U+@+§—@+~~+Q+m10—m.
=1+2i =1+21 =1+2I =142

Wir haben also [ Summanden, welche jeweils 1 4 2] betragen, und wir sehen, dass

n 2l
1
k=) k=1@20+1)= Sn(n+1).
k=1 k=1
Der Fall, dass n ungerade ist, wird ganz dhnlich bewiesen. U

16(as ist auch eine gute freiwillige Ubungsaufgabe
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Lemma 2.3. Fiir allen > 1 gilt
9 1
Zk: = —n(n+1)(2n + 1).
Beweis. Fiir n € N sei A(n) die Aussage
9 l
Zk = “n(n+1)2n+1).

Wir miissen zeigen, dass A(n) wahr ist fiir alle n > 1.
Induktionsanfang. Wir kénnen leicht verifizieren, dass die Aussage A(1) richtig ist. In der
Tat ist

Zk2 — 1= 111+ 1D-2+1).

Induktionsannahme. Wir nehmen nun an, dass A(n) wahr ist fiir ein n € N, d.h. wir nehmen
an, dass

Z!{:Q _ 1 n(n+1)(2n+1).

Induktionsschritt. Wir miissen nun zeigen, dass auch A(n+1) wahr ist. Wir miissen also die
Summe Y k+1 k? bestimmen. Die Idee ist nun wiederum, diese Summe aufzuspalten, in die
ersten n Summanden und den letzten Summanden. Die Summe der ersten n Summanden
kennen wir schon per Induktionsannahme. Genauer gesagt berechnen wir, dass

n+1

SR = YR 4 (n 1)
k=1 k=1

= én(n +1)2n+1) + (n+1)* (Induktionsannahme).

Eine elementare Rechnung zeigt, dass
S+ D@+ 1)+ (412 = S+ D)+ + 1)+ 1),
OJ

Bemerkung. In Beweisen wird die Induktionsannahme oft ausgelassen, allerdings empfehle
ich diese am Anfang immer noch aufzufiithren, weil es im Induktionsschritt hilfreich ist,
diese vor Augen zu haben.

Satz 2.4. (Bernoullische Ungleichung). FEs sei x > —1 eine reelle Zahl, dann gilt fir
jedes n € Ny, dass

(14+2)" > 14 nax.
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Beweis. Es sei x > —1. Fiir n € Ny sei A(n) die Aussage, dass
(I+2z)" > 1+ nz.

Induktionsanfang. Man kann leicht nachrechnen, dass die Aussage A(0) wahr ist.
Induktionsannahme. Wir nehmen an, dass A(n) fiir ein n € Ny wahr ist, d.h. wir nehmen
an, dass

(I+2z)" > 1+ nz.
Induktionsschritt. Es gilt

1+z)"™ = Q+2)"(1+2)
> (1+nz)(l+2x) (Induktionsannahme)
= 1+ (n+ 1)z +na?
> 1+ (n+1)z.
Beachten Sie, dass wir im 2. Schritt implizit verwendet haben, dass 1 +z > 0.” 0

Das folgende Korollar besagt insbesondere, dass die Potenzen von einer Zahl b > 1
‘beliebig gro3” werden konnen.

Korollar 2.5. Es sei b > 1 und C' € R, dann existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng
qgilt
b" > c.

Beweis. Wir wollen also ein n finden, so dass die Potenz b™ groflier als eine gegebene Zahl
wird. Das klingt ein bisschen wie das Archimedische Axiom, allerdings behandelt dies ein
Produkt nx und keine Potenz. Andererseits konnen wir mithilfe der Bernoullischen Unglei-
chung eine Potenz durch einen Ausdruck der Form 1 4 nx abschétzen.

Die Idee des Beweises ist also, das Korollar mithilfe der Bernoullischen Ungleichung auf
das Archimedische Axiom zuriick zu fithren.

Wir miissen den Ausdruck b" in die Form (1 4 x)™ bringen. Wir setzen daher x = b — 1.
Es folgt aus Satz P4, dass fiir ein beliebiges n gilt:

" = (1+2)" > 1+ na.
Das archimedischen Axiom wiederum besagt, dass es ein ny € N mit
nor > C
gibt. Fassen wir beides zusammen, dann erhalten wir fiir n > ng, dass
" = (14+2)" > 1+nx > 1+ngx > nox > C.
O

17Bei Siitzen in der Mathematik ist es immer eine gute Ubungsaufgabe, sich zu iiberlegen, ob in der Tat
alle Voraussetzungen verwendet wurden.
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Fir n € N definieren wir

n! = H k  (n Fakultit),

zudem definieren wir 0! := 1. Fiir 0 < k < n in Ny definieren wir auflerdem
|
(Z) = m genannt ‘k aus n’

Fiir £ = 0 oder k = n ist dieser Ausdruck gerade eins.

Lemma 2.6. Fir0 <k <n gilt

n+1\ (n n
()= () ()
Beweis. Es ist

n n n! n!
k)T \k—1) = Gk® T k)R
(n+1—k)n! nlk

LR R T kD) (k—1)k
(n+1—k)n! nlk
n+l-k)kl T (n—k+1)k!

(
n+1)! 1
= (n+1=k)+ k)5 'Ic)'k' = (n(+1+—113)!k! = <n—]|€— ) :

Mithilfe von diesem Lemma konnen wir jetzt folgenden Satz beweisen.
Satz 2.7. Fira,be R undn >0 gilt
(a+b)" = Z (Z) a"o" k.
k=0

Der Satz kann als Verallgemeinerung der iiblichen binomischen Formel betrachtet werden.
In der Tat besagt der Satz fiir n = 2, dass

(a+b)? = (g) a’b* + (?) a'bt + (g) a’t’ = b* + 2ab+ a®.

Fiir n = 3 sieht man leicht, dass der Satz besagt, dass
(a+0b)* = a®+3a’b+ 3ab® + b°.
Beweis. Seien a,b € R. Fiir n > 0 sei A(n) die Aussage:

(a+0b)" = i (Z) akb*,

k=0
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Induktionsanfang. Die Aussage A(0) gilt trivialerweise.™
Induktionsannahme. Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h. wir nehmen an, dass

(a+b)" = i (Z) akbnk,

k=0
Induktionsschritt. Mithilfe der Induktionsannahme berechnen wir
(a+b)"™ = (a+b)(a+b)"

= (atb)- 3 (Z) kbt

k=0
. (Z) abHipnk 4 3 (Z) akpr—k+1
k=0 k=0

Wir wenden jetzt folgenden Trick an:
n+1

n
E Cr = E Cl—1-
k=0 k=1

Wir wenden jetzt diesen Trick auf die erste Summe an. Mithilfe von Lemma P28 erhalten
wir nun
n+1

(a+ b)n+1 — Z i ﬁ 1 akbn—k—i-l + Z (Z) akbn—k+1
k=1 k=0

_ Y  nt170 - n n kpn—k+1 Y\ 01n+l
= () £ ((00) + (1)) + (5) o

gt ot i n;{i—l akpn—k+1
k=1

— %1 (n + 1) akpr—r+L,
o\ K
Der Satz folgt nun also per Induktion. 0

8Hier ‘trivial’ heiBt, dass man es leicht durch Einsetzen zeigen kann. Das Ganze ist so langweilig, dass
man es sich sparen kann, dazu etwas zu schreiben.
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3. FOLGEN UND REIHEN

Nach der Einfiihrung in das Prinzip des Induktionsbeweises kehren wir jetzt zuriick zu
den reellen Zahlen. In diesem Kapitel fithren wir Folgen und Reihen ein. Diese Begriffe
werden uns durch die ganze Analysis begleiten.

3.1. Folgen.

Definition. Eine Folge ist eine Abbildung
N — R
n o— a,

Eine solche Folge wird oft auch mit (ay,as, as,...), oder mit (a,),>1 oder, noch knapper,
mit (a,) bezeichnet. ™ Wir bezeichnen zudem die einzelnen Zahlen a,, auch als Folgenglieder.

Wir betrachten jetzt eine ganze Reihe von Folgen, damit wir ein Gefiihl dafiir kriegen,
wie Folgen ausschauen kénnen. Wir wollen dabei auch ‘qualitativ’ beschreiben, wie sich die
jeweilige Folge verhélt:

Definition der Folge die ersten Folgenglieder qualitatives Verhalten

(a) (Bnen 1,3, 5, 5> 55 - -- die Folge geht gegen 0

(b) (F)neny 1, 3, 80 550 550 - - die Folge geht gegen 0

(¢) (3)neny 3,3,3,3,3, ... die Folge ist immer gleich 3

(d) (3+ %)neN 9, 3%, 3%, 31—26, 322—5, ... die Folge ndhert sich immer mehr der 3

(e) (=)")peny —1,1,—-1,1, -1, ... die Folge springt zwischen 1 und —1 hin und her
(f) (%)neN 33 % o) 350 -+ die Folge geht gegen 0

(9) (n®)nen 1,8,27,64,125,216,... die Folge wird immer grofier

Es gibt aber auch noch kompliziertere Folgen, welche man nicht mit einem einzigen mathe-

matischen Ausdruck definieren kann. Beispielsweise
1

=, fallsn gerade .
(h) 71_21 sonst & -1, ;, —%, }1, —2—15, %, die Folge geht gegen 0
n ’l .
(1) { g’ 2?3111185? prin 5, %, %, 5, %, 5, %, 5,5,... die Folge ist ‘zumeist’ 5, aber nicht immer
<
(7) { 9! iigsstn =10 9,...,9 1, 5 1 - fiir grofie n geht die Folge gegen 0

Wir sehen also, dass der Fantasie bei der Definition von Folgen keine Grenzen gesetzt sind.

Wir haben in den Beispielen gesehen, dass viele von den Folgen ‘gegen einen Wert stre-
ben’. Wir wollen nun dieses ‘gegen einen Wert streben” mathematisch prézise formulieren.
Wir fithren dazu folgende Definition ein. Diese ist eine der wichtigsten Definitionen der

I9Manchmal betrachten wir auch Abbildungen Ny — R, welche wir ebenfalls als Folgen bezeichnen.
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Analysis. Sie ist leider auch zu Anfang eine der am schwersten zu verdauenden Definitio-
nen.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge. Wir sagen die Folge konvergiert gegen a € R, geschrieben
als lim,,_, a, = a, falls gilt: Zu jedem e > 0 existiert ein N € N, so dass

la, —al <e
fir alle n > N.

Anders ausgedriickt, eine Folge (a,)nen konvergiert gegen a € R, wenn es zu jedem e-
Intervall (a —€,a+€) um a ein N € N, so dass ab N alle Folgenglieder in dem e-Intervall
(a —€,a + €) liegen.

Wenn eine Folge (a,) gegen a konvergiert, dann schreiben wir

lim a, = a
n—oo

und wir nennen a den Grenzwert der Folge (a,). Konvergiert (a,) gegen 0, dann sagen wir,
dass (a,) eine Nullfolge ist.

Betrachten wir beispielsweise das erste Beispiel, d.h. die Folge (%)%N. Wir haben den
Eindruck, dass die Folge gegen 0 strebt. Wenn unsere Definition von Konvergenz Sinn
machen soll, dann muss diese gegen 0 konvergieren. Wie wir jetzt sehen werden ist dies in
der Tat der Fall.

Behauptung. Es ist

lim 3 = 0.
n—oo 1N

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass
3
‘— — 0’ < €
n

3o

fir alle n > N.
Sei also € > 0 eine beliebige reelle Zahl grofler Null. Wir miissen ein N € N finden, so

dass
3
— < €
n
fiir alle n > N. Diese Aussage dhnelt ganz stark der Aussage von Satz 2. In der Tat,

gibt es nach Satz 20 ein N € N, so dass

1<6
N 3

Wir wollen nun zeigen, dass dieses N die richtige Eigenschaft besitzt. Es sei also n > N,

dann gilt

3 3 3e

2 < 2 2 _
n N3 €
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Betrachten wir nun das vierte Beispiel, d.h. die Folge (3+ %)neN. Diese scheint ge-
gen 3 zu streben. Wir sehen jetzt, dass dies auch mit unserer Definition von Konvergenz
iibereinstimmt.

Behauptung. = Es ist
lim (34 %) =3,
n

n—0o0

Bewers. Wir miissen also zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

‘<3+%>—3‘<6
N n J/

~
2
=5

fir alle n > N.
Sei also € > 0 eine beliebige reelle Zahl groBler Null. Wir miissen ein N € N finden, so

dass
2
? <€
fir alle n > N.
Nach Satz 21 gibt es zu jedem v > 0 ein N € N, so dass

! <V
N .
Wenn wir den Satz auf v = § an erhalten wir ein N € N, so dass
1 - €
N 2

Wir wollen nun zeigen, dass dieses N die richtige Eigenschaft besitzt. Es sei also n > N,
dann gilt
1
32 — Ql_ < 21 <2
n nn n

€
<2-f=e
B €

2l

. O

=

Hierbei haben wir auch verwendet, dass % <1 und % <

In den Ubungen werden wir sehen, dass die Folgen (a) bis (j), welche unserem Gefiihl nach
gegen eine Zahl konvergieren, auch in der Tat gegen die entsprechende Zahl konvergieren.

Der Ausdruck der Grenzwert legt natiirlich nahe, dass wenn es einen Grenzwert gibt,
dann ist dieser eindeutig. Dies ist in der Tat der Fall, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 3.1. FEine konvergente Folge konvergiert gegen genau eine reelle Zahl.

Beweis. Es sei (a,)nen eine konvergente Folge. Es seien a, b reelle Zahlen mit lim,, . a, = a
und lim,, . a, = b. Wir miissen zeigen, dass a = b.

20Djeses Beispiel haben wir in der Vorlesung nicht behandelt, aber es ist vielleicht hilfreich, auch dieses
zu studieren.
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Nehmen wir an, dass a # b. Wir wollen diese Annahme zu einem Widerspruch fiihren,
d.h. wir wollen zeigen, dass dies nicht sein kann. 2

Grob gesprochen heifit lim,, ,, a, = a, dass fiir ‘ganz groBle n’ die Folgenglieder
‘ganz in der Nihe von a sind’. Ganz analog heifit lim,, .., a, = b, dass fiir ‘ganz
grofle n’ die Folgenglieder ‘ganz in der Néhe von b sind’. Der Widerspruch muss
also daher kommen, dass sich fiir ganz grofle n, die Folgenglieder nicht gleichzeitig
‘ganz in der Nédhe von @’ und ‘ganz in der Nédhe von b’ sein kann. Um diese Idee in
einen mathematischen Beweis zu verwandeln, miissen wir quantifizieren, was ‘ganz
in der N#he’ heiBlen soll. Wenn wir mit d = |a — b| den Abstand zwischen a und b
bezeichnen, dann kann es nicht sein, dass sowohl der Abstand von einem Folgenglied
zu a kleiner als g ist, als auch der Abstand zu b kleiner als g ist. Wir wollen diese

Idee nun ausfiithren.
_ la=b|

Wir setzen e := ~—. Nachdem wir annehmen, dass a # b folgt, dass ¢ > 0. Nachdem

lim,, . a, = a existiert daher ein N, € N, so dass
la, —a| <e

fir alle n > N,. Nachdem lim,,_, a,, = b existiert zudem auch ein N, € N, so dass
la, —b| <€

fir alle n > N,.
Es sei nun n > max{N,, N}, wobei wir mit max{N,, N,} das Maximum der beiden
Zahlen N, und N, bezeichnen. Dann gilt

la—b = |(a—a,)—(b—a,)| Umformen, so dass a, —a und a, — b auftauchen
< la—au|+|b—a,|  Dreiecksungleichung
< €+¢€ nachdem n > N, sowie n > N,
= |a—b Definition von e.

Zusammengefasst sehen wir also, dass |a — b| < |a — b|, was natiirlich nicht sein kann.
Wir erhalten daher einen Widerspruch zur Annahme, dass die Folge (a,,) zwei verschiedene
Grenzwerte besitzt. O

Im Folgenden nennen wir eine Folge (a,,) beschrinkt, wenn es ein C' € R gibt, so dass
jan| < C

fiir alle n € N. Andernfalls heifit die Folge unbeschrankt. In den obigen Beispielen ist die
Folge (n?)neny = (1,8,27,64,125,...) unbeschrinkt. Alle anderen Beispiele sind hingegen
beschrankt.

Satz 3.2. Eine konvergente Folge ist beschrinkt.

2IDer Absatz, welcher eingeriickt in blau geschrieben ist, ist streng genommen nicht Teil des Beweises.
In den Kursiv geschriebenen Stellen eines Beweises, will ich nur motivieren, wie man auf die Idee fiir den
Beweis kommt. Der eigentliche, formale Beweis, besteht nur aus den nicht-kursiv geschriebenen Absétzen.
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Beweis. Es sei (a,) eine konvergente Folge. Wir setzen a = lim,, ., a,,. Es existiert insbe-
sondere ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

la, —a| < 1.
Wir setzen nun
C := max{|a1|,...,|lan_1], |a] + 1},
d.h. C ist das Maximum der Zahlen |a4|,...,|ay_1|, |a| + 1.

Wir wollen nun zeigen, dass C' die gewiinschte Eigenschaft besitzt, d.h. wir wollen zeigen,
dass |a,| < C fiir alle n. Es ist offensichtlich, dass dies wahr ist fiir n € {1,..., N — 1}. Sei
nun n > N. Dann erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung, dass in der Tat gilt

la,) = la, —a+a|l < |a,—a|l+]a| <1+a] < C.
O
Der folgende Satz gibt uns nun einige hilfreiche Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Satz 3.3. Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen und es seil € R. Dann gilt:

(1) lim (@, +b,) = lima, + limb,
n— 00 n—00 n—o0
(2) lim (a, -b,) = lima, - limb,,
n—o0o n—oo n—0o0
(3) lim Aa,, = Alim a,.

Wenn b, # 0 fiir alle n und wenn lim,,_,., b, # 0, dann gilt zudem

. ap A an
(4) Jm = Tm
n—oo

Beweis. Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen.

Es ist eine gute Idee, den Grenzwerten einen Namen zu geben, und die Definition
der Konvergenz der Folgen (a,) und (b,) noch einmal hinzuschreiben. Nachdem es
am Ende viele €’s geben wird, ist es auch weise, diese unterschiedlich zu bezeichnen.

Wir schreiben a := lim,,_,o, a,, und b := lim,_,, b,. Nach Definition von lim,,_,., a, = a
und lim,, .o, b, = b gilt: Zu jedem ¢, > 0 existiert ein N, € N, so dass

la, —al <€,

fiir alle n > N,. Auflerdem existiert zu jedem ¢, > 0 ein N, € N, so dass
b, — b < €

fir alle n > N,,.

(1) Wir miissen also jetzt zeigen, dass lim, ,(a, + b,) = a + b. Es sei also € > 0
gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein N € N gibt, so dass

|(an +b,) — (a+b)| <e
fir alle n > N.
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Wir miissen also |(a,,+b,)—(a+b)| ‘beliebig klein kriegen’. Nachdem lim,, ., a,, =
a und lim,_,o b, = b, kénnen wir |a, — a| und |b, — b| ‘beliebig klein kriegen’.
Wir miissen daher |(a, + b,) — (a + b)| so umschreiben, dass |a,, — a| und
|b,, — b| auftauchen. Wir machen dies durch folgende Ungleichung, welche aus
der Dreiecksungleichung folgt:

|(@n +bn) = (a +b)| = |(an — a) + (bn = )| < [an — a| + |bn — O],

Wir setzen jetzt €, = 5 und ¢, = 5. Aus der Definition der Konvergenz der Folgen
(an) und (by,) folgt, dass es N, und N, gibt, so dass
€
la, —al < 5
fir alle n > N, und
€

fiir alle n > N,
Wir setzen N = max{N,, N,}. Wir wollen zeigen, dass dieses N die gewiinschte
Eigenschaft besitzt. Es sei nun also n > N. Wir miissen zeigen, dass

|(an + b,) — (a+b)] <e.

Es folgt aus der Dreiecksungleichung und der Tatsache, dass n > N, und n > N,
dass in der Tat

|(an +bn) — (a+ )| (an —a) — (b—by)|
la, — a| + |b, — b

— €.

AVAN|

N |

s+

Sei also € > 0.
Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,b,) gegen ab konvergiert. In diesem Fall
miissen wir also |a,b, — ab| mithilfe von |a, — a| und |b, — b| abschétzen. In
diesem Fall braucht das aber etwas mehr Phantasie als in (1).

Es folgt aus der Dreiecksungleichung, dass

|a,b, — ab, + ab, — ab|
|ayb, — ab,| + |ab, — ab|
|bnl - |an — al + |al - |b, — ).

Nach Satz B2 existiert ein C, so dass |b,| < C fiir alle n € N. Wir kénnen zudem
C' so wihlen, dass auferdem |a| < C' und C' > 0. Dann gilt

lab — anby| < |bn| - |an —al +lal - b, — b < C(la, —al + b, — b))

fiir alle n € N.
Wir setzen nun ¢, =

|a,b, — ab|

IIA

£

5o und ¢ = 55. Wir wihlen N, und NV, so dass

€
n - < —
la al 50
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fir alle n > N, und

€

b, — b

fir alle n > Ny,. Wir setzen N = max{N,, Ny}. Es sei nun n > N. Dann gilt

(3) Diese Aussage folgt sofort aus (2), wenn man b,, = [ setzt fiir alle n.
(4) Wir nehmen nun also an, dass b, # 0 fiir alle n, und dass lim,,_,, b, # 0. Es gilt

anb — aby,
bnb

an, a

b, b

anpb — ab + ab — ab,
bnb

a

bby,

-|an—a|+‘

1
bn

Nachdem b = lim,,_,, b, # 0 gibt es ein N’ € N, so dass |b,| > % fiir alle n > N'.
Wir wahlen zudem C > 0 mit C > ‘%‘ und C > ,‘f—g] Wir wahlen N, und Ny, so
dass

€ €
B .. > B .. > N,
la, —a| < 20 fir alle n > N, und |b, — b < Yol fir alle n > N,

Wir setzen N = max{N’, N,, N;}. Es sei nun n > N. Dann gilt

=8 < |l —al + || - 1ba =]
< %-|an—a|+%—g-|bn—b| weil n > N’
< %‘%—i—i—g% weil n > N, und n > N,
< %‘.2’%‘+§—“ 2‘§_a‘ weil C > |2] und € > |2|
< %‘1‘%26 :

O

Satz 3.4. Es seien (a,,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so dass a, > b, fir alle n. Dann
qilt auch

lim a,, > lim b,.
n—roo n—roo
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Beweis. Wir schreiben a = lim,,_, a,, und b = lim,,_, b,,. Nehmen wir an, dass b > a. Wir
setzen € = b_T“. Es ist € > 0, es existiert daher ein N, so dass fiir alle n > N gilt, ® dass

(1) la, —al <e= b_Ta, daraus folgt a, € (a — b_Ta,a—i- b_Ta> = a, < aT+b, sowie
———
_atb
2
_ b—a _
(2) |bn—b|<e:b7a, daraus folgt bn€<b— ,b—i—bTa,) = bn>a7+b
————
_atb
-2
Zusammengefasst erhalten wir, dass b, > “TH’ > a,, im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass a,, > b, fiir alle n. O

Beispiel. Es seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so dass a,, > b,, dann gilt nicht
notwendigerweise, dass auch lim, , a, > lim, ,. b,. In der Tat, % > 0 fiir alle n, aber
limy, o0 = = 0 = lim, o 0.

3.2. Quantoren. Im Folgenden verwenden wir folgende Abkiirzungen

YV  bedeutet ‘fiir alle z gilt’

xT
J  bedeutet ‘es gibt ein z, so dass’.
xT

Die Symbole V und d nennen wir Quantoren. Betrachten wir ein Beispiel:

~ fiiralle . = esgibt fiir alle
e\zlo NEGIN n\gN lan —a] < e bedeutet: e>0 &Y emnNeN® n >N

oder sprachlich etwas hiibscher:

~ fiir alle gibt es fiir alle
6\2’0 N56|N n\gN la, —a] < € bedeutet: >0 oenNeNS dass >N la, —al <e.

Dies ist natiirlich gerade die Definition der Aussage, dass die Folge (a,,) gegen a konvergiert.
D.h. in Quantorenschreibweise gilt

lima,=a < V 3 Ve, —a <e
n—00 e>0 NeN n>N

Wir konnen auch viele andere Aussagen und Definitionen mit Quantoren schreiben:

das archimedische Axiom besagt v d nz>y
z>0,y>0 neN

eine Folge (a,,) ist beschriinkt, genau dann, wenn 3 Y lan| < C.
CeR neN

22Genau genommen folgt aus der Definition von a = lim,,_, o, a@,, und b = lim,,_,, b,,, dass es ein N, € N
gibt, so dass |a, — a| < € fiir alle n > N, und es gibt ein N, € N, so dass |b, — b| < ¢ fiir alle n > N;,. Wir
setzen N := max{N,, Ny}. Dann gilt |a,, — a| < € und b, — b| < € fiir alle n > N.

o dass gilt |a, —a| <e.
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In vielen Féllen miissen wir eine Aussage negieren. Es sei beispielsweise M eine Menge
und fiir jedes x € M, sei A(x) eine Aussage, welche wahr oder falsch sein kann. Dann ist

Negation von ‘fiirallex € M, gilt A(z)” = ‘esgibteinz € M, sodass A(z) falschist’.
Fiir eine Folge (a,) gilt beispielsweise
Negation von ‘fiirallen € Nista,, > 1" = ‘es gibt ein n € N, so dass a, <1 7
——
Negation von
alpha, > 1
oder in Quantorenschreibweise
Negation von V. a,>1 = da, <1
neN neN
Die gleiche Logik funktioniert auch mit den Rollen von V und 3 vertauscht:
Negation von ‘fiir alle x € M, gilt A(z) > = ‘esgibteinz € M,sodass A(x) falschist’.
Fiir eine Folge (a,) gilt beispielsweise
Negation von ‘esgibt einn € Nmita2 =2 = ‘fiir alle n € N ist a # 2
——
Negation von
alpha? = 2

oder in Quantorenschreibweise

Negation von 34 a2 =2 = Va2 #2
neN neN

Wir sehen also, dass wir die Negation dadurch erhalten, dass wir V und 3 vertauschen,
und die jeweilige Aussage A(z) negieren. Dies funktioniert ganz analog, fiir Verkettungen
von Quantoren. Beispielsweise ist

Negation von ‘a, konvergiert gegen a’ = Negation von V  J \ la, —a| <€
e0 NeN n>N

= 4 VvV 4 la, —al >¢€ .
e0 NeN n>N N———
Negation von

la, —al <€
3.3. Bestimmte Divergenz.

Definition. Wir sagen, eine Folge (a,) konvergiert, wenn die Folge einen Grenzwert besitzt,
d.h. wenn die Folge (a,) gegen ein a € R konvergiert. Anders ausgedriickt:

(an) konvergiert & 3 V. 3V a,—da|<e
aeR e>0 NeN n>N

Wenn die Folge (a,,) nicht konvergiert, dann sagen wir die Folge divergiert, d.h.

1 1 : —al > e
(a,) divergiert :& GYR EO NEN ngN la, —a| > ¢

Manchmal schreiben wir dann ‘lim,, ., a,, divergiert’.
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Beispiel. Im 3. Ubungsblatt werden Sie zeigen, dass die Folge n — (—1)™ divergiert. Es
gibt viele weitere Folgen, welche divergieren, beispielsweise (—3n?).

Bei divergenten Folgen wollen wir zwei Typen von divergenten Folgen besonders betrach-
ten.

Definition. Es sei (a,,) eine Folge. Wir sagen
(a,) divergiert bestimmt gegen +co0 & V 4V q,>K
KER NeN n>N
und ganz analog definieren wir

divergiert bestimmt —00 - K

(ay) divergiert bestimmt gegen —oo & KZR =N n\ZV/N ap <

= Tm ersten Fall schreiben wir lim, .. a, = +oo und im zweiten Fall schreiben wir
lim,, o @, = —00.

Beispiel. (1) Die divergente Folge n + (—1)" divergiert nicht bestimmt gegen +oc oder
—o0. In der Tat kann man fiir K = 1 beziehungsweise K = —1 kein geeignetes N
finden.

(2) Die divergente Folge (—3n?) divergiert bestimmt gegen —oo, d.h. es ist lim,, o, 3n* =
+00. In der Tat: es sei K € R. Wir wihlen ein N € N mit N > |K|, dann gilt fur
alle n > N, dass

—3n? < -3N? <-N <—|K| < K.

Hierbei folgt die erste Ungleichung aus n > N, die zweite folgt aus der ganz all-
gemeinen Aussage, dass 3k* > k fiir jede natiirliche Zahl k, die dritte Ungleichung
folgt aus N > K, und die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir x € R
gilt —z < |z|.

Lemma 3.5. Es sei x € R, dann gilt

0, falls |x| < 1,
lim 2" — 1, falls © =1,
n=»c0 divergiert, falls x < —1,

00, falls © > 1.

Beweis. Der Fall |z| < 1 wird wie Ubungsaufgabe 3 (b) in Ubungsblatt 2 bewiesen. Der
Fall z = 1 ist offensichtlich. Der Fall x < —1 wird im 3. Ubungsblatt bewiesen.

Es sei nun zuletzt x > 1. Wir miissen zeigen, dass lim,,_,., 2" = 400, d.h. wir miissen
zeigen, dass die Folge (2™) bestimmt gegen +oo divergiert. Aber dies folgt sofort aus Ko-
rollar 23. 0

Das folgende Lemma wird in Ubungsblatt 3 bewiesen.

23Manchmal wird ‘bestimmte Divergenz’ auch als ‘uneigentliche Konvergenz’ bezeichnet.
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Lemma 3.6. Es sei d € Z, dann gilt

400, wenn d > 0,
lim n? = 1, wennd=0,
e 0, wennd<DO0.

Satz 3.7. Es sei (a,) eine Folge, welche bestimmt gegen +o0o oder —oo divergiert. Dann
gibt es ein ng € N, so dass a, # 0 fir alle n > ng, und es gilt
1
lim — = 0.
n— oo a,n
Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass lim,,_,., a, = 400. Aus der Definition von
lim,, o a, = 400 angewandt auf K = 0 folgt, dass es ein ny € N gibt, so dass a,, > K =0,
fur alle n > ny.
Wir miissen jetzt noch zeigen zeigen, dass lim,, i = 0. Es sei also € > 0 gegeben. Wir
setzen K = % Nach Voraussetzung existiert ein N € N, so dass

anp > K
fiir alle n > N. Es folgt, dass fiir alle n > N gilt
1 1 1
Der Fall, dass limn_zOO a, = —oo wird ganz dhnlich bewiesen. Wir iiberlassen dies, mal
wieder, als freiwillige Ubungsaufgabe. 0

Zur Erinnerung, eine Folge (a,,) heit Nullfolge, wenn lim,,_,, a,, = 0. Der folgende Satz
wird dhnlich bewiesen wie Satz B2 (siehe beispielsweise Forster §4 Satz 9).

Satz 3.8. Sei (a,,) eine Nullfolge mit a, > 0 fir alle n (bzw. a,, <0 fir alle n), dann gilt

lim — = —o0.
n—00 U,

1
lim — = 400 bzw.
n—00 (A,

Wir fithren auf der Menge R U {—oc0} U {+0o0} folgende partielle Addition und partielle

Multiplikation ein #
. a>0 0 a<0 400 —00
+ |aeR o0 -0 b>0| a-b 0 a-b +4oo —o0
beR|a+b 400 —0 and 0 0 0 0 * *
400 | +00 400 % b<0| a-b 0 a-b —o0 +x
—0o0 —00 * —00 +o00 | 400 *x —00 400 —0
—00 | —00 k¥ 400 —00 +00

24Nachdem wir nur wissen, dass a, # 0 fiir n > ng, ist die Folge (z5) nur fiir n > ng definiert. Die

Definition von Konvergenz ist dann ganz analog zur Definition von Folgen, welche bei n = 1 beginnen.
2Die Addition und die Multiplikation ist dabei definiert, wie man es sich ‘naiv’ denken wiirde. Wenn
eine Verkniipfung ‘naiv’ nicht klar ist, z.B. —oo + 0o, dann ist diese in unserem Falle auch nicht definiert.
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hierbei bedeutet *, dass die Addition beziehungsweise die Multiplikation nicht definiert ist,
d.h. wir haben oo + (—o0) und (—o0) + oo nicht definiert und wir haben auch 0 - (+00)
nicht definiert.

Es gilt folgender Satz:

Satz 3.9. Es seien (a,) und (b,) Folgen, welche entweder konvergieren, oder welche be-
stimmt divergieren. Dann gilt

(1) lim (a, +b,) = lima, + limb,
n—00 n—oo n—o00
(2) lim (a, -b,) = lima, - limb,
n—00 n—o00 n—00

wenn die jeweilige rechte Seite definiert ist.

Beweis. Wenn (a,) und (b,) konvergente Folgen sind, ist dies gerade die Aussage aus
Satz B3. Wenn (a,) eine konvergente Folge ist, und wenn (b,) bestimmt gegen +oo di-
vergiert, dann werden wir im 3. Ubungsblatt zeigen, dass (a, + b,) bestimmt gegen +oc
divergiert. Wenn zudem lim,, ,, a, > 0, dann werden wir im 3. Ubungsblatt zeigen, dass
(ap, - by,) bestimmt gegen +oo divergiert. Alle weiteren Fille werden dhnlich bewiesen. Diese
sind eine freiwillige Ubungsaufgabe. O

Korollar 3.10. Es seien cgy,...,cq € R mit d > 1 und cq # 0. Dann gilt

oo, wenn cq >0,

lim (¢ cn 4+ con® + -+ cgn® 1 + egn?) =
(co+en+em” -+ cay +can’) —o0, wenn cqg < 0.

n—oo

Beweis.

Die Aussage des Korollars klingt so, als sollte man wohl Satz B4 (1) anwenden. Aber
dies ist im Allgemeinen nicht méglich. Beispielsweise divergiert bei der Folge —3n +
4n? der erste Summand bestimmt gegen —oo und der zweite Summand divergiert
bestimmt gegen +oo. Aber die Summe (—o00) + oo hatten wir nicht definiert. Die
Idee ist daher, die Folge co+cin+con?+- - - +cqg_1n? ' 4c4n? so umzuschreiben, dass
man doch Satz B9 anwenden kann. Nachdem man ‘additiv’ wenig umschreiben kann,
werden wir die Folge ‘multiplikativ’ umschreiben und dann Satz B9 (2) anwenden.

Es ist ) i ;
lim (Co+01n—|—62n + -+ cqg_n® —|—cdn)
SR 1 1 1 1

= Jiﬂgon '(Com+61F+CQW+"'+6d—1;+Cd)-

Wir wollen nun Satz B9 anwenden, aber dazu miissen wir zeigen, dass die Folgen

1 1 1 1
d .
(n?)  sowie (COE + AT + CQHCF2 + 4+ Cd—lﬁ + cd>

konvergieren oder bestimmt divergieren, und dass zudem das Produkt definiert ist.
Nachdem d > 1 folgt aus Lemma B8, dass lim,,_,. n¢ = +00. Durch mehrfaches Anwen-
den von Satz B9 und Lemma B8 erhalten wir zudem, dass

. 1 1 1 1
im COE+61F+C2F+.”+Cd_1E+Cd = cyq.

n—oo
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Nachdem (+00) - ¢4 definiert ist, folgt nun also aus Satz B, dass

lim (co +en+en®+ et £ cdnd) = (4+00) ¢y =
n—oo

0, wenn cqg > 0,
—0o0, wenn cg < 0.

O

Wir setzen die Ordnung > im Folgenden auf die Menge R U {—o0} U {400} fort, indem
wir schreiben

+00 > a > —oo fiir alle a € R.
Dann gilt folgender Satz.

Satz 3.11. Es seien (a,) und (b,) Folgen, welche entweder konvergieren, oder welche be-
stimmt divergieren. Wenn a,, < b, fir alle n, dann gilt auch

lim a, < lim b,.

n—oo n—oo
Beweis. In Satz B4 haben wir den Fall betrachtet, dass (a,) und (b,) konvergente Folgen
sind.

Wir miissen nun noch die verschiedenen Spezialfille untersuchen. Es sei beispielsweise
(a,) eine konvergente Folge und es sei (b,) eine Folge, welche bestimmt divergiert, so dass
a, < b, fir alle n.

Nachdem (a,) konvergiert, ist die Folge (a,) nach Satz B2 beschriankt, d.h. es gibt
ein C € R mit |a,| < C fiir alle n. Nachdem b, > a, fiir alle n folgt nun auch, dass
b, > a, > —|a,| > —C fir alle n. Insbesondere kann (b,) nicht bestimmt gegen —oo
divergieren.

Nachdem (b,,) nach Voraussetzung bestimmt divergiert, wissen wir schon, dass entwe-
der lim, ,,, b, = —oo oder lim, .., b, = o0o. Nachdem der erste Fall, wie oben gezeigt,
nicht eintreten kann, sehen wir, dass lim,,_,,. b,, = +00. Wir erhalten also, dass in der Tat
lim, oo @, = a < 4+00 = lim,,_, o by,

Die anderen Spezialfille werden nun ganz analog bewiesen. Wir {iberlassen auch diese
als freiwillige Ubungsaufgabe. 0J

3.4. Reihen. Es sei (a,),>0 eine Folge. Fiir k € Ny bezeichnen wir

k
S = E Qp,
n=0

als die k-te Partialsumme und wir bezeichnen die Folge der Partialsummen als die Rezhe
> o2 o n. Wenn diese Folge der Partialsummen konvergiert, dann schreiben wir auch

00 k

E a, = lim s, = lim g Q.
k—o00 k—o00

n=0 n=0

Es gilt folgender Satz:
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Satz 3.12. Es seien Y a, und > - b, zwei Reihen, welche konvergieren, oder welche
bestimmt divergieren.

(1) Es gilt
RTESAED SR 3
n=0 n=0 n=0

wenn die rechte Seite definiert ist.
(2) Es seil € R, dann gilt

[e.o]

i Aa, =1 - Z an
n=0 n=0

wenn die rechte Seite definiert ist.
(3) Wenn a, < b, fir alle n, dann gilt auch

00 00
Zan < an.
n=0 n=0

Beweis. (1) Es folgt aus den Definitionen und aus Satz B9, dass

00 k
n=0 n=0k .
n=0 n=0

k
= limg oo Y, an + limygo > b, mnach Satz B9
n=0 n=0
n=0 n=0

wenn die rechte Seite definiert ist.

(2) Die Aussage folgt sofort aus Satz B9, angewandt auf die Folge der Partialsummen
Sp = ZZ:O a, und auf die Konstante Folge () en.

(3) Die Aussage folgt sofort aus Satz BT, angewandt auf die Folgen der Partialsummen

S = ZZ:O a, und t; = Z::o b,,.
O

Satz 3.13. Es sei x € R, dann gilt

o =, falls |z| < 1,
Z 2" =< divergiert, falls x < —1,
n=0 ~+00, falls x > 1.

Fiir |z| < 1 wird die konvergente Reihe > 7 2™ als die geometrische Reihe bezeichnet.
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Beweis. Es sei x € R. Fiir k € Ny bezeichnen wir mit

k
S = E "
n=0

die k-te Partialsumme. Wenn = = 1, dann gilt natiirlich, dass s, = k, d.h.esist >~ 1" =
limy oo S = limy_so0 & = +00. Im Folgenden sei nun x # 1. Dann folgt aus Satz 271, dass

k
. 1—:L’k+1
k= Zx B 11—z
n=0

Es folgt, dass

= .1 — gt : 1
S g = lim —2 = lim ( — 0 :ck) .
n—=0 k—oco 11—z k—oo \1—x 11—z

Nach Lemma B3 hingt lim,_,. 2% von der Wahl von x ab. Betrachten wir zuerst den
Fall || < 1. Nach Lemma B3 ist lim,_,, 2¥ = 0. Es folgt aus Satz B3, dass

Zx”:hm< L2 -m’“)zl— T g =
k—soo \1l—-2 11—z l—z 1-—2 1—2z
n=0
Die Félle x > 1 und # < —1 werden ganz dhnlich beweisen und bleiben als freiwillige
Ubungsaufgabe iiberlassen.

O
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4. CAUCHYFOLGEN UND DAS VOLLSTANDIGKEITSAXIOM
4.1. Das Vollstidndigkeitsaxiom.

Definition. Eine Folge (a,) heiit Cauchy-Folge, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein
N € N, so dass
|a, — an| < € fur alle n,m > N.
Mit Quantoren kénnen wir die Definition auch wie folgt schreiben:
(an) ist eine Cauchy-Folge & V. 3V a, —an| <e
e>0 NeN nm>N
Die Definition von einer Cauchy-Folge &hnelt der Definition einer konvergenten Folge,
und es stellt sich die Frage, was der Zusammenhang zwischen diesen beiden Begriffen ist.
Wir beginnen dazu mit folgendem Satz.

Satz 4.1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es sei (a,) eine konvergente Folge. Wir schreiben a = lim,,_,, a,. Fiir alle p > 0
existiert also ein M € N, so dass fiir alle m > M gilt

| — al < p.

Wir miissen nun zeigen, dass (a,) auch eine Cauchy-Folge ist. Es sei also € > 0. Wir
miissen ein N € N finden, so dass

lay, — am| < € fir alle n,m > N.
Wir verwenden nun folgenden Standardtrick, welcher aus der Dreiecksungleichung folgt:
|y — am| = [(a, — a) + (a — an)| < |an, — a| + |am — al.
Wir setzen jetzt p = 5. Wie wir oben gesehen haben, existiert ein M € N, so dass fiir alle
m > M gilt

| | <p=-+
Am — a = _.
P=3

Wir setzen jetzt N = M. Fiir alle n,m > N gilt dann
€ €
n — Um < n m < = - — ¢
an, — am| < lan, — al + |ay, — al 5 tg=¢
O

Es stellt sich nun noch die Frage, ob auch jede Cauchy-Folge eine konvergente Folge ist.
Dies ist eine subtile Frage. In den bisherigen Diskussionen von Folgen und deren Konvergenz
haben wir eigentlich nie verwendet, dass wir mit den reellen Zahlen arbeiten. Die bisherigen
Ergebnisse gelten beispielsweise genauso fiir den Korper der rationalen Zahlen.

Aber wir werden bald sehen, dass es Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen gibt, welche
nicht gegen eine rationale Zahl konvergieren. Beispielsweise werden wir sehen, dass es eine

26T diesem Satz miissen wir die Definitionen von konvergenten Folgen und von Cauchy-Folgen verwen-
den. In beiden Fillen tauchen ‘¢’ und ‘N’ auf, aber nachdem diese verschiedene Rollen spielen kénnen, ist
es besser fiir eine der beiden Definitionen andere Symbole zu verwenden.
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Folge von rationalen Zahlen gibt, welche gegen /2 konvergiert, aber wir werden auch zeigen,
dass V2 keine rationale Zahl ist.

Satz [CT9 besagt, dass die Umkehrung von Satz BT fiir den Koérper der reellen Zahlen
gilt. Zur Erinnerung, Satz [CI9 lautet wie folgt:

Satz II9. Der Korper der reellen Zahlen ist der ® angeordnete Korper, welcher das
archimedische Axiom erfillt und welcher das Vollstandigkeitsaxiom erfillt:

(V) Jede Cauchyfolge konvergiert.

Bevor wir die Diskussion der reellen Zahlen fortfithren, erinnern wir noch an einige De-
finitionen. Im Folgenden seien a < b zwei reelle Zahlen gegeben, wir definieren:

[a,b] = {z€R|a<x<b}, (geschlossenes Intervall)
(a,b) = {x€R|a<xz<b}, (offenes Intervall)
(a,b) = {x€R|a<x<b}, (halboffenes Intervall)
[a,b) = {z€R|a<xz<b}, (halboffenes Intervall)
l[a,00) = {z€R|a<x}
(a,00) = {xre€R|a<x}
(—o00,a] = {xeR|z<a}
(—00,a) = {xeR|z<a}.

Man beachte, dass an der Universitdt normalerweise die Schreibweise (a,b), anstatt |a, b
verwendet wird.
Fiir eine reelle Zahl z schreiben wir zudem

|z] = max{n€ Z|n <z} = maximalesn € Z mit n < z ‘z abgerundet’, sowie
[z] = min{n € Z|n >z} = minimales n € Z mit n > z ‘z aufgerundet’.

Die kleinen horizontalen Striche geben also an, ob man ab- oder aufrundet.

4.2. Dezimaldarstellung von reellen Zahlen.

Satz 4.2. Es sei d € N mit d > 1 gegeben. Zudem sei (a,) eine Folge, so dass fir alle n
gilt, dass a,, € {0,1,2,3,...,d—1}. Dann konvergiert die Rethe

o0

> 5
o

n=1 d

2T Der Korper R der reellen Zahlen erfiillt das archimedische Axiom und das Vollstindigkeitsaxiom.
Zudem gilt, dass wenn K ein weiterer angeordneter Korper ist, welche beide Axiome erfiillt, dann gibt es
genau einen Isomorphismus R — K von angeordneten Korpern.

ZHierbei bezeichnet beispielsweise {z € R|a < z < b} die Menge aller reellen Zahlen, welche die
Eigenschaft besitzen, dass a < x < b.
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Beweis. Es sei d € N mit d > 1 gegeben. Zudem sei (a,) eine Folge, so dass fiir alle n gilt,

dass a, € {0,...,d — 1}. Wir miissen zeigen, dass die Folge der Partialsummen
k
an
Sk - — n
n=1 d

konvergiert. Nach Satz [CT9 geniigt es zu zeigen, dass (Sg)ren eine Cauchy-Folge ist.
Wir miissen also zeigen, dass die Differenzen |s, — s| fiir groBe & und [ ‘klein werden’.
Wir machen daher erst einmal folgende Abschéitzung fiir beliebige k > I:

k l
sp—s| = Yoy

n=1 n=1
k
= Y &
n=I[l+1 ar
kood
< > - nachdem a,, < d fiir alle n
dn
n=I[+1
n=0 CIE n:Ol d
1—(1 1—(1
= 1<d1) — l(fﬁ nach Satz 21
—d —a
_da_

1 1
d d

< i.(l)k_,_i.(l)l

— d—1 d d—1 d/) -

Nachdem lim;_, (é)l = limg_ 00 (é)k = 0 gibt es nun ein N € N, so dass % . (é)m <

fiir alle m > N. Es folgt aus der obigen Abschétzung, dass fiir alle k,1 > N gilt, dass

el < g () () -
S —_— —_— — —_— —
el = g1 \a) Ta—1\a
Wir haben also gezeigt, dass die Folge der Partialsummen (s;) eine Cauchy-Folge ist, d.h.
die Reihe > >° % konvergiert. O

n=1 d»

£
2

€+€_
5 2—6.

Satz 4.3. Es sei x € [0,1) gegeben und es sei d € N mit d > 2. Dann gibt es eine Folge
(an) mit a, € {0,1,2,3,...,d— 1}, so dass

oS
a
E = X.
n
n=1

E

QU

290ben haben wir nur den Fall betrachtet, dass k < I. Warum gilt die Ungleichung nun auch fiir k& > 7
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Beweis. Es sei also x € [0,1) beliebig. Wir definieren eine Folge (a,) iterativ wie folgt:

a; = |z-d]

Wenn aq, ..., a,_1 schon definiert sind, dann definieren wir
n—1 a
P 7 n
a, = <$ -2 $> -d
=1
Wir wollen nun zeigen, dass

0o k
(079 li anp,

E — = lim -— = X.

dn k—o0 dar

Es geniigt®™ dabei folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fiir alle k € N gilt

an - 1
r— )y — —.
dnr dk
n=1
Fiir k£ € N gilt in der Tat
k k k—1
Qn, 1 ap, & 1 an, & 1
n=1 n=1 \l n=1
\’in [0,1)

Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes z € R gilt z — |z] € [0,1).
Wir haben hierbei diese Aussage auf z = (x — Zk_l “”) -d* € R angewendet. O

n=1 dqn

Es sei x € [0,1). Nach Satz B23 gibt es eine Folge (a,)neny mit a, € {0,1,2,3,...,9}, so

dass
oy

n=1
Wir schreiben
o0
> =0
— = VU,ajazas ...
10 ’
n=1 O

und nennen dies eine Dezimaldarstellung von x.

30Warum geniigt es diese Aussage zu zeigen? Es sei s, eine Folge mit |sp — z| < dik fiir alle k. Nachdem
limg 00 dik = 0 gibt es zu jedem € > 0 ein K € N mit ﬁ < e fiir alle k£ > K. Dann gilt aber auch, dass
sk — x| < 5 fiir alle k > K.
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Die Dezimaldarstellung von z ist allerdings im Allgemeinen nicht eindeutig. Beispiels-
weise folgt aus Satz B13, dass

0,0999999... = Y 12 = 9.2(%0) _ 9. Z(%) _1_%>
n=2

n=2

1
= 1 = 0,10000....
Ganz dhnlich kann man viele weitere Beispiele konstruieren. Beispielsweise ist
0,3123400000... = 0,313399999999....

Der néchste Satz sagt, dass alle Beispiele von reellen Zahlen mit nicht eindeutiger Dezimal-
darstellung von diesem Typ sind
Der Satz wird im 4. Ubungsblatt bewiesen.

Satz 4.4. Es seien (a,)neny und (by)nen 2zwei verschiedene Folgen, deren Folgenglieder in
{0,1,2,...,9} liegen. Dann gilt

) a, 00 bn
21 < 21w

n=1 n=1
genau dann, wenn es cy, ..., c, gibt, so dass
(a1,a9,...) = (c1,¢2,+ ., Ck1,0%,9,9,9,...), und

(bi,b9,...) = (c1,¢0,. . Cp1,06+1,0,0,0,...),
oder die gleiche Aussage gilt, mit den Rollen von (ay) und (b,) vertauscht.
Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Korollar zu Satz B=3.
Korollar 4.5. Jede reelle Zahl ist der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen.

Beweis. Es sei € R. Wir setzen ag = |z]. Dann ist x — ag € [0,1). Also gibt es nach
Satz B3 eine Folge (a,) mit a, € {0,1,2,3,...,9}, so dass

[e'S) k
Qn, . G,
=0t ) g = é%(aﬁzm)‘
n=1 n=1

an

k
Nachdem alle Folgenglieder ag+ Y 22 rational sind, haben wir die Behauptung bewiesen.
n=1

10"
U
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4.3. Abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen.

Definition. Eine nichtleere Menge A heiit abzihlbar, wenn es eine surjektive™ Abbildung
N — A gibt. Wir sagen zudem, dass die leere Menge auch abzéhlbar ist. Eine Menge, welche
nicht abzéahlbar ist, heiflt iberabzdhlbar.

Beispiel. (1) Die Menge N ist abzdhlbar, denn die Identitdtsabbildung N — N ist
offensichtlich eine Surjektion.
(2) Die Menge Z ist abzéhlbar, in der Tat, denn die Abbildung

N — Z

n
5, Wwenn n gerade,
n
_n-1
2

, wenn n ungerade

ist surjektiv.
(3) Die Menge {A, B,C, ..., X,Y, Z} der Buchstaben des Alphabets ist abzihlbar. Bei-
spielsweise ist die Abbildung
N - {AB,C,.. XY 2}
1 - A

26 — Z
n +— Z, wenn n > 27
eine Surjektion.
(4) Man kann das vorherige Beispiel verallgemeinern und zeigen, dass jede endliche
Menge abzéhlbar ist.

Satz 4.6. Es sei A eine abzihlbare Menge und B eine Untermenge. Dann ist B auch
abzdhlbar.

Beweis. Es sei A eine abziahlbare Menge und B eine Untermenge. Wenn B endlich ist, dann
haben wir oben schon gesehen, dass B abzdhlbar ist. Nehmen wir nun an, dass B unendlich
ist. Wir wéihlen eine Surjektion f: N — A. Wir definieren nun iterativ

ny = min{n € N| f(n) € B},
und wenn nq, ..., n schon definiert sind, dann definieren wir
g1 = min{n > ni | f(n) € B}.
Dann ist die Abbildung
N —- B
eine Surjektion.® O

317ur Erinnerung, eine Abbildung f: X — Y heiBt surjektiv, wenn es zu jedem y € Y ein z € X mit
f(z) =y gibt.
32Wo haben wir im Beweis verwendet, dass B unendlich ist?
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Wir wollen jetzt zeigen, dass auch die Menge QQ der rationalen Zahlen abzahlbar ist.
Satz 4.7. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Wir betrachten folgendes quadratisches unendliches Schema:

R T e T
v A4 S
1 _1 2 _2
2 2 2 2
L/ Ve /!
1 _1 2
3 3 3
v S
1 _1 2
4 4 4

Es ist klar, dass jede rationale Zahl in diesem Schema auftaucht. Wir definieren nun eine
Abbildung f: N — @Q, indem wir k£ € N das k-te Element in der obigen Auffithrung von
Elementen zuordnen. Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv. 5 U

Der folgende Satz besagt dass, im Gegensatz zu Q, der Korper der reellen Zahlen nicht
abzéhlbar ist.

Satz 4.8. Die Menge R aller reellen Zahlen ist tiberabzdihlbar.

Beweis. Nach Satz B8 geniigt es zu zeigen, dass das Interval [0,1) nicht abzdhlbar ist.
Wir miissen also zeigen, dass es keine surjektive Abbildung f: N — [0,1) gibt. Anders
ausgedriickt, wir wollen zeigen, dass jede Abbildung f: N — [0, 1) nicht surjektiv ist.

Es sei also f: N — [0,1) eine Abbildung. Wir schreiben die Zahlen f(1), f(2),... in
Dezimaldarstellung:

f(]_) = O,CLH a2 A13 ...
f(Q) = O, 921 A22 @923 . . .
f(3) = O, 31 A32 A33 . ..

Wir wollen zeigen, dass f nicht surjektiv ist. D.h. wir wollen ein € [0,1) finden, welches
von allen f(n) verschieden ist. Wir betrachten die reelle Zahl
x:=0,c1¢c0C3...

wobel

__J7, fallsan, €{0,...,4}
“ =03, falls an, € {5,...,9}.

33Dieser Beweis kann natiirlich auch deutlich formaler durchgefiihrt werden, ohne auf Bilder
zuriickzugreifen.
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Wir haben die Ziffern ¢, so gewéhlt, dass diese niemals 0 oder 9 werden. Es folgt aus
Satz B4, dass die Dezimaldarstellung von x eindeutig ist.

Behauptung. Fiir alle n € N gilt  # f(n).

Es sei also n € N. Wir betrachten die Dezimaldarstellungen

r = 0,c1¢9,C3,...,Cp,..., SOWIE
f(n) = 0,an1,an2, ., anp, - -

Nachdem wir ¢, so gewéhlt hatten, dass ¢,, # a,,, unterscheiden sich die Dezimaldarstellun-
gen sich in der n-ten Ziffer. Aber wir hatten oben bemerkt, dass die Dezimaldarstellung von
x eindeutig ist. Es folgt also, dass in der Tat x # f(n). Wir haben damit die Behauptung
bewiesen.

Wir haben nun also gezeigt, dass f nicht surjektiv ist. Es folgt, dass das Intervall [0, 1)
nicht abzéhlbar ist. 0

Wir erhalten also jetzt folgendes Korollar.

Korollar 4.9. Es gibt reelle Zahlen, welche nicht rational sind. Anders ausgedriickt, es

ist? Q C R.

Beweis. Nehmen wir an, dass Q = R. Dann wiirde aus Satz B4 folgen, dass R abzahlbar
ist, aber dies ist ein Widerspruch zu Satz E-3. U

Wir haben also jetzt gesehen, dass es reelle Zahlen gibt, welche nicht rational sind.
Nachdem die Menge der reellen Zahl iiberabzéhlbar ist, wihrend die Menge der rationalen
Zahlen abzihlbar ist, folgt, dass die ‘allermeisten™ reellen Zahlen nicht rational sind. Der
Beweis von Korollar B9 ist allerdings etwas eigenartig, er besagt, dass es reelle Zahlen
gibt, welche nicht rational sind, aber das Korollar gibt kein einziges Beispiel einer solchen
Zahl. Im n&chsten Kapitel werden wir dann explizite Beispiele von nicht-rationalen, reellen
Zahlen geben.

Wir machen jetzt noch einen kurzen Ausflug in die Mengenlehre. Wir werden die folgen-
den Tatsachen im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht mehr verwenden. Fiir Mengen A
und B schreiben wir A > B, wenn es eine surjektive Abbildung A — B gibt. Beispielsweise
gilt {1,2,3} > {1,2}. Zudem ist per Definition eine Menge A abzéhlbar, genau dann, wenn

34 Zur Erinnerung, wenn A und B Mengen sind, dann schreiben wir A C B oder auch A C B, wenn
jedes Element von A auch ein Element in B ist. In diesem Fall sagen wir, dass A eine Teilmenge von B
ist. Beispielsweise gilt

{A, B,C} C Menge der Buchstaben, N C @, Q CR aber auch R C R.
Wir schreiben A C B, wenn A C B aber A # B, d.h. A ist eine Teilmenge von B aber nicht ganz B.
Wir sagen, A ist eine echte Teilmenge von B. Beispielsweise ist die Menge der ganzen Zahlen eine echte

Teilmenge der Mengen der rationalen Zahlen
35In Analysis ITI werden wir eine mathematisch-priizise Definition von ‘allermeisten’ geben.
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N > A. Zudem gilt R > Q. In der Tat, denn die Abbildung
R — Q

. z, wenn z € Q,
& 0, andernfalls

ist surjektiv.

Fiir Mengen A und B schreiben wir A > B wenn A > B, aber wenn nicht gilt, B > A.
Beispielsweise gilt {1,2,3} > {1,2}. Andererseits ist es nicht wahr, dass Q > N. Wir haben
gerade gesehen, dass R > N, und aus der Uberabzihlbarkeit von R folgt, dass R > N.

Es stellt sich jetzt folgende Frage:

Frage. Gibt es eine Menge M mit M > R?

Es ist nicht ganz einfach, ein Beispiel fiir solch ein M zu finden. Beispielsweise ‘wirkt’
R? grofler als R, aber man kann relativ leicht zeigen (wie?), dass es eine Bijektion R? — R
gibt. Die Antwort ist aber trotzdem ‘Ja’, beispielsweise gilt fiir die Potenzmenge

P(R) := Menge aller Teilmengen von R,

dass P(R) > R.
Wir wissen schon, dass R > Q. Es stellt sich nun die Frage, ob es noch eine Menge
‘dazwischen’ gibt. Anders ausgedriickt, es stellt sich folgende Frage:

Frage. Gibt es eine Menge M mit R > M > Q7

Diese Frage stellt sich als aulergewohnlich subtil heraus. Verwendet man die iiblichen
Axiome der Mengenlehre

http://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre

dann kann man die obige Frage nicht beantworten, d.h. man kann nicht herleiten, ob die
Frage mit ‘Ja’ oder mit ‘Nein’ beantwortet wird. Mehr Informationen dazu findet man unter

http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese

4.4. Die Abzidhlbarkeit der algebraischen Zahlen (k). Dieses Kapitel ist nicht Teil
der offiziellen Vorlesung.
Ein rationales Polynom von Grad n ist ein Ausdruck

ap + art + ast® + - - - + a,t",

wobei ag,...,a, € Q. Wir bezeichnen mit P, die Menge aller rationalen Polynome von
Grad n. Dann gibt es eine Bijektion
Q' =Qx-xQ - P,
(ag,...,an) > ag+ait + ast? + -+ + a,t".
Wir haben oben gesehen, dass Q abzéhlbar ist, und ein Argument wie im Beweis von

Satz B71 zeigt auch, dass das Produkt von abzdhlbaren Mengen wiederum abzdhlbar ist.
Insbesondere ist Q"' (und damit P,) abzihlbar. Die Menge aller rationalen Polynome


http://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese
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(d.h. jedweden Grades) ist die Vereinigung der Mengen P,,n € N, und damit wiederum
abzéhlbar.

Eine Zahl = € R heifit algebraisch, wenn es ein rationales Polynom p(t) gibt, so dass
p(z) = 0. Beispielsweise ist V/5 abzihlbar, weil es eine Nullstelle des rationalen Polynoms
p(t) =5 — t? ist.

Satz 4.10. Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzdihlbar.
Beweisskizze. Wie oben gesehen ist die Menge aller rationalen Polynome abzédhlbar. Weil

jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen hat, folgt auch, dass die Menge der Nullstellen
aller rationalen Polynome abzihlbar ist. OJ

Eine Zahl, welche nicht algebraisch ist, heif3t transzendental. Wir haben bewiesen, dass
es nur abzdhlbar viele nicht-transzendentale Zahlen gibt, d.h. ‘die meisten reellen Zahlen
sind transzendental’. Es ist aber in den meisten Féllen sehr schwierig zu zeigen, dass eine
gegebene Zahl transzendental ist. Zum Beispiel sind die Beweise, dass e und 7 (welche wir
spater noch prazise definieren werden) transzendental sind, sehr schwierig und langwierig.

4.5. Monotone Folgen. Wir haben im vorherigen Kapitel gezeigt, dass Q C R, aber wir
haben kein einziges explizites Beispiel einer reellen Zahl gefunden, welche nicht rational ist.
Wir wollen im Folgenden unter Anderem ganz explizite reelle Zahlen angeben, welche nicht
rational sind. Um dies zu bewerkstelligen, miissen wir allerdings etwas ausholen und uns
mehr Theorie erarbeiten.

Definition. Eine Folge (a,) heiit monoton steigend, falls
ap+1 > a, fiir alle n,
und sie heiflt monoton fallend, falls
api1 < a, fiir alle n.

Wir sagen (a,,) ist monoton, wenn die Folge entweder monoton fallend oder monoton stei-
gend ist.

Beispielsweise gilt
(n?) = (1,4,9,25,...... ) ist monoton steigend

(%) (1, 2, 3, o) ist monoton fallend,
4—2%) = (3,33,38,...) ist monoton steigend,

(5) = (5,5,5,...) ist sowohl monoton steigend als auch monoton fallend,
(=)™ (—-1,1,-1,...) ist nicht monoton.

Satz 4.11. Es sei (ay,) eine monotone Folge. Dann gilt:
(1) Wenn (a,) monoton steigend und unbeschrinkt ist, dann gilt

lim a, = +o0.
n—0o0
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(2) Wenn (a,) monoton fallend und unbeschrinkt ist, dann gilt

lim a, = —o0.
n—oo

(3) Wenn (a,) beschrinkt ist, dann konvergiert die Folge (ay,).

Beweis. Es sei (a,) eine monotone Folge. Der Fall, dass (a,) unbeschriankt ist, ist nicht
weiter schwierig und wird in Ubungsblatt 5 behandelt.

Wir wenden uns also dem Fall zu, dass (a,) eine beschrénkte Folge ist. Dies bedeutet,
dass es ein C' € R gibt, so dass |a,| < C fiir alle n € N,

Wir betrachten nun zuerst den Fall, dass die Folge (a,,) monoton steigend ist. Wir miissen
zeigen, dass die Folge (a,) konvergiert. Nach Satz [T geniigt es zu zeigen, dass (a,) eine
Cauchy-Folge ist.

Es sei also € > 0. Wir miissen zeigen, dass

= V' an —am| <e.
NeN nm>N
Wir werden dies nun mithilfe von einem Widerspruchsbeweis zeigen. Anders ausgedriickt,
wir nehmen jetzt an, dass

— >
NzN n,mElzN jan = am| 2 €,

und wir werden diese Annahme zu einem Widerspruch fithren. Nachdem (a,) monoton
steigend ist, folgt aus der obigen Annahme, dass

\v4 = Ay — Qg = €.
NeN n>m>N

Wir wenden die obige Annahme zuerst auf N = 1 an. Es existieren also n; > m; > 1, so
dass

Qpy, — Ay, = €.
Wir wenden nun die obige Annahme auf N = n; an. Es existieren wiederum ny > mso >
N = nq, so dass

Upy — Oy = €.
Wir wenden dann die obige Annahme auf N = ny an, und erhalten ng > m3 > N = ny mit
Apy — Ay > €. Indem wir dieses Verfahren iterieren, erhalten wir eine aufsteigende Folge

2N Z M > ZNg =My >ng > my > 1

so dass jeweils

(py, — O, = €.

k

Wir erhalten also, dass

> Ay, > >

Differenz Differenz Differenz
> € > € > €
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Fiir jedes k € N gilt also, dass a,, > a1 + ke. Aus dem archimedischem Axiom folgt, dass
es ein k € N gibt mit a,, > a; + ke > C. Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von C'
Wir haben also gezeigt, dass die monoton steigende, beschrinkte Folge (a,,) konvergiert.
Wir miissen nun noch den Fall betrachten, dass die Folge (a,,) monoton fallend ist. Wir
konnen diesen Fall entweder ganz analog zum monoton steigenden Fall betrachten oder wir
betrachten anstatt der monoton fallenden Folge (a,) die monoton steigende Folge (—ay,).
Diese konvergiert, wie wir gerade gezeigt hatten, also konvergiert auch die urspriingliche
Folge (a,). O

4.6. Infimum und Supremum. Es sei M eine Teilmenge von R. Wir fithren folgende
Begriffe ein:
(1) Wir sagen, C' € R ist eine obere Schranke fiir M, wenn x < C fiir alle x € M. Wenn
M eine obere Schranke besitzt, dann nennen wir M nach oben beschrinkt.
(2) Wenn es ein m € M gibt, so dass © < m fiir alle z € M, dann bezeichnen wir
max(M) :=m
als das Mazimum von M. Das Maximum einer Menge ist immer auch eine obere
Schranke. Insbesondere ist jede Menge mit einem Maximum auch nach oben be-
schrankt.
Wir betrachten ein paar Beispiele:
(1) Essei M = [2,4]. Dann ist 4 eine obere Schranke, aber auch jede andere Zahl groBer
als 4 ist eine obere Schranke. Das Maximum vom Intervall [2, 4] ist 4.
(2) Das Intervall [3,00) ist nicht nach oben beschrinkt, und besitzt daher auch kein
Maximum.
(3) Es sei M = [2,3). Dann ist beispielsweise 3 eine obere Schranke, d.h. die Menge ist
nach oben beschrénkt. Andererseits besitzt M = [2,3) kein Maximum. In der Tat,
denn es gibt kein x € [2,3), welches die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle y € [2, 3)
gilt y < z.
Wir umgehen jetzt das Problem, dass das Maximum einer nach oben beschréankten Menge
nicht notwendigerweise definiert ist, indem wir das Supremum einfiihren.

Definition. Es sei M C R eine Teilmenge. Wir sagen s € R ist Supremum sup(M) von M,
wenn gilt:
(1) s ist eine obere Schranke fiir M, d.h. z < s fiir alle x € M,
(2) s ist die kleinste obere Schranke fiir M. D.h. fiir alle y < s gibt es ein x € M mit
y < .

Der folgende Satz besagt nun, dass jede nach oben beschrédnkte, nichtleere Teilmenge ein
eindeutig bestimmtes Supremum besitzt.

Satz 4.12. Sei M C R eine nach oben beschrdnkte, nichtleere Teilmenge. Dann besitzt M
ein Supremum und das Supremum sup(M) ist eindeutig bestimmit.

Beispiel.
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(1) Wir betrachten M = (—o00,3). Dann ist x = 3 eine obere Schranke fiir (—oo, 3).
Zudem gibt es keine kleinere obere Schranke fiir (—o00,3). In der Tat: wenn y < 3,
dann gibt es immer eine Zahl zwischen y und 3, also kann y keine obere Schranke
fiir M sein.

(2) Ganz analog zeigt man, dass fiir alle abgeschlossenen, halboffenen oder offenen

Intervalle, dass Supremum durch ‘die Zahl rechts’ gegeben. Beispielsweise gilt fiir
a <beR,dass

sup((—00, b)) = sup([a, b]) = sup((a,b]) = sup([a, b)) = b.

Beweis. Sei M C R eine nach oben beschriankte, nichtleere Teilmenge. Wir zeigen zuerst,
dass ein Supremum existiert. Fiir jedes n € N bezeichne p,, € Z die kleinste ganze Zahl,
mit der Eigenschaft, dass £ eine obere Schranke fiir M ist. 60 &2

Behauptung. Die Folge (g—z) ist monoton fallend und beschréankt.

Es sei n € N. Dann ist Z%Lpfl = B eine obere Schranke fiir M. Per Definition von p,1,
folgt dann, dass pn41 < 2p,. Also folgt, dass i3 < 22npf1 = £=. Die Folge (72’—2) ist also in
der Tat monoton fallend. Es folgt sofort aus den Definition, dass jedes m € M eine untere

Schranke fiir die Folge (”—”) ist. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

2TL
Es folgt nun aus Satz BT, dass die Folge (2—2) konvergiert. Wir setzen
s:= lim 2.
n—oo 21

Wir behaupten, dass s die gewiinschten Eigenschaft (1) und (2) vom Supremum besitzt.
(1) Es sei x € M. Nachdem fiir alle n € N gilt x < 22 folgt aus Satz B4, dass

271.7

. Dn

z < lim — = s.
n—oo 2N

Insbesondere ist s eine obere Schranke fiir M.

(2) Wir miissen noch zeigen, dass s die kleinste obere Schranke ist. Es sei also y < s. Wir
miissen zeigen, dass y keine obere Schranke fiir M sein kann. Nachdem s —y > 0,
existiert ein n € N, so dass = 2% <s—y,d.h.

y < s 1<Zﬁ—i—pn_1

S on — 9n 9n T om

36Es kann hilfreich sein, den Beweis mit einer expliziten Menge M, wie beispielsweise dem Intervall
M := (1,31) durchzuarbeiten. In diesem Fall gilt

p = T, dh. & = I dennplel:gist keine obere Schranke fiir M = (1,3])
p2 = 13, dh L = L
ps = 26, dh B = =

3"Hierbei haben wir schon implizit verwendet, dass M nichtleer ist. Denn wire M die leere Menge, dann

wiire jede Zahl eine obere Schranke, also gibe es kein kleinstes p,, € N, so dass &% eine obere Schranke ist.

38Hierbei haben wir implizit verwendet, dass wir schon wissen, dass lim,, . Zi = 0.



52 ANALYSIS I

Aber dann folgt, dass £ g;l auch eine obere Schranke fiir M ist, im Widerspruch zur

Konstruktion von p,,.

Wir haben also gezeigt, dass s die Eigenschaften vom Supremum erfiillt, d.h. M besitzt ein
Supremum.

Wir miissen nun noch zeigen, dass das Supremum eindeutig bestimmt ist. Es seien z und
«' reelle Zahlen, welche beide die Eigenschaften (1) und (2) erfiillen. Wir miissen zeigen,
dass © = /. Wir zeigen dies durch einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also an, dass
x # 2'. O.B.d.A. sei x < 2’. Dann ist « nach Eigenschaft (1) eine obere Schranke fiir M,
aber kleiner als 2/, was nach Eigenschaft (2) von z’ nicht sein darf. Wir haben also einen
Widerspruch zur Annahme x # 2’ gefunden. U

Der folgende Satz gibt uns eine hilfreiche Charakterisierung vom Supremum einer nicht-
leeren, nach oben beschrinkten Teilmenge von R. Der Satz erlaubt es uns zudem oft Aus-
sagen iiber Suprema auf Aussagen iiber Grenzwerte zuriickzufiihren.

Satz 4.13. Es sei M eine nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R. Dann gilt:

(1) Es existiert eine Folge (a,) von Elementen in M, welche gegen sup(M) konvergiert.
(2) Wenn es eine Folge (a,) von Elementen in M gibt, welche konvergiert, und so dass
lim,, o a, eine obere Schranke fiir M ist, dann ist sup(M) = lim,, o ay,-

Beweis. Es sei M eine nichtleere, nach oben beschrénkte Teilmenge von R. Wir schreiben
s :=sup(M).

(1) Wir definieren nun zuerst geschickt eine Folge (a,,). Es sei also n € N. Nach Voraus-
setzung ist s—% keine obere Schranke fiir M, also gibt es ein a,, € M mit s—% < ay,.
Andererseits ist s eine obere Schranke fiir M, also gilt a,, < s.

Zusammengefasst haben wir also eine Folge (a,) gefunden, so dass alle Folgenglieder
in M liegen, und so dass s — % < a, < s. Es folgt insbesondere, dass die Folge (a,,)
gegen s = sup(M) konvergiert.*

(2) Es sei (ay) eine Folge von Elementen in M gibt, welche konvergiert, und so dass
a := lim,_, a, eine obere Schranke fiir M ist. Wir miissen zeigen, dass a = sup(M).
Nachdem a eine obere Schranke fiir M ist, geniigt es zu zeigen, dass es keine kleinere
obere Schranke fiir M geben kann.

Es sei also y < a. Wir miissen zeigen, dass y keine obere Schranke fiir M ist.
Anders ausgedriickt, wir miissen zeigen, dass es ein Element in M gibt, welches
grofler als y ist. Nachdem lim,, ., a,, = a gibt es insbesondere ein n, so dass |a,—a| <
a —y. Dann gilt aber, dass a,, —a > —l|a, —a| >y — a, d.h. a,, > y. Wir haben also
ein Element in M gefunden, nédmlich a,,, welches grofier als y ist.

O

Beispiel. Wir betrachten
M :=Qn(—1,1) = {alle rationalen Zahlen im Intervall (0, 1)}.

39Warum folgt aus s — % < a, < s fir alle n, dass die Folge (a,) gegen s konvergiert?
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Wir wollen zeigen, dass sup(M) = 1. Dies kann man mithilfe der Definition zeigen, oder,
falls diese doch zu verwirrend ist, mithilfe von Satz E-13. In diesem Fall wahlen wir a,, = 1—
%. Dies ist eine Folge von Zahlen in M, und der Grenzwert lim,, o @, = lim,, (1 — %) =1
ist offensichtlich eine obere Schranke fiir M. Also gilt nach Satz B3, dass sup(M) = 1.

Korollar 4.14. Wenn eine Teilmenge M C R ein Mazimum besitzt, dann g¢ilt, dass
max(M) = sup(M).

Beweis. Wir schreiben m = max(M). Das Korollar folgt dann sofort aus Satz B-I3 ange-
wandt auf die konstante Folge a,, := m,n € N. O

Fiir eine Menge M C R definieren wir im Folgenden nun ganz analog Minimum, untere
Schranke, nach unten beschrinkt und das Infimum inf(M). Genauer gesagt sagen wir:

(a) Wenn es ein m € M gibt, so dass m < z fiir alle x € M, dann bezeichnen wir
min(M) :=m
als das Minimum von M.
(b) Wir sagen, C' € R ist eine untere Schranke fiir M, wenn C' < z fiir alle x € M.
Wenn M eine untere Schranke besitzt, dann nennen wir M nach unten beschrankt.
(c) Wir sagen i € R ist Infimum inf(M) von M, wenn gilt:
(1) 7 ist eine untere Schranke fiir M, d.h. ¢ < x fiir alle z € M,
(2) i ist die grofite untere Schranke fiir M. D.h. fiir alle ¢ < y gibt es ein x € M
mit x < y.
Es gelten dann auch die offensichtlichen Varianten von Satz B2, Satz B3 und Korol-

lar B14. Der Beweis ist jeweils fast wort-wortlich der gleiche wie bei den beiden vorherge-
henden Sétzen.

Satz 4.15. Sei M C R eine nach unten beschrinkte, nichtleere Teilmenge. Dann ist das
Infimum inf(M) definiert und eindeutig bestimmd.

Satz 4.16. Es sei M eine nichtleere, nach unten beschrdnkte Teilmenge von R. Dann gilt:

(1) Es existiert eine Folge (a,) von Elementen in M, welche gegen inf(M) konvergiert.
(2) Wenn es eine Folge (a,) von Elementen in M gibt, welche konvergiert, und so dass
a = lim,_,o a, eine untere Schranke fir M ist, dann ist lim, . a, = inf(M).

Korollar 4.17. Wenn eine Menge M C R ein Minimum besitzt, dann gilt min(M) =
inf(M).
Beispiel. Wir betrachten

M:=Qn(2,4) ={z € (2,4) |z € Q}.

Dann ist inf (M) = 2. Dies folgt leicht aus den Definitionen, oder es folgt auch aus Satz E18.
In der Tat, betrachten wir die Folge a,, = 2 + %, dann liegen alle Folgenglieder in M, und

limy, o0 @ = limy, 00 (2 + %) = 2 ist eine untere Schranke fiir M. Also gilt nach Satz E18,
dass inf(M) = 2.
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Wir werden jetzt die Existenz von Suprema verwenden, um die n-te Wurzel von nicht-
negativen Zahlen einzufiihren.

Satz 4.18. Es sei x > 0. Dann existiert genau ein a € R mit a > 0, so dass a*> = x.

Beweis. Wenn x = 0, dann setzen wir a = 0. Wir kénnen also im Folgenden annehmen,
dass z > 0. Wir setzen
M :={yeR|y* <}

Wir wollen zeigen, dass das Supremum sup(M) von M die gewiinschte Eigenschaft besitzt,
d.h. wir wollen zeigen, dass sup(M)? = z. Dazu miissen wir aber erst einmal zeigen, dass
das Supremum von M definiert ist:

Behauptung. Die Menge M enthélt ein positives Element und ist nach oben beschrénkt.

Wir unterscheiden die beiden Falle x <1 und 1 < z.

(1) Wenn z < 1, dann ist 2% < z, d.h. z liegt in M. Zudem ist 1 eine obere Schranke.
In der Tat, denn fiir y > 1 gilt y*> > 1 > x, d.h. y kann nicht in M liegen.

(2) Wenn 1 < z, dann ist auch 12 = 1 < z, d.h. 1 liegt in M. Zudem ist = eine obere
Schranke, denn aus y > x folgt auch, dass y?> > 2? > x, d.h. y kann nicht in M
liegen.

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Nach Satz BT2 existiert also das Supremum vom M. Wir setzen nun

a = sup(M).

Fiir spater machen wir schon mal die Beobachtung, dass a > 0, nachdem M eine positive
Zahl enthélt.
Wir wollen nun zeigen, dass a®> = x. Wir fangen mit der folgenden Behauptung an.

Behauptung. Es ist a® < x.

Nach Satz B3 (1) gibt es eine Folge (a,) von Zahlen in M mit lim, . a, = a. Fir
alle n € N gilt dann a? < z. Aber dann folgt aus Satz B4, dass auch lim, ., a2 < z. Die
Behauptung folgt nun aus Satz B33, welcher besagt, dass lim,, ;o a2 = (lim,,_, a,)? = a?.
Wir haben also damit die Behauptung bewiesen.

Wir wissen also, dass entweder a? < z oder a? = x. Nehmen wir nun an, dass a? < x.
Wir wollen dies zu einem Widerspruch fithren, indem wir zeigen, dass dann a keine obere
Schranke fiir M sein kann. Anders ausgedriickt, wir wollen zeigen, dass es ein § > 0 gibt,
so dass a+ 0 € M. Wiederum anders ausgedriickt, wir wollen zeigen, dass es ein § > 0 mit
(a+0)* < z gibt.

™ Um solch ein § zu finden, machen wir folgende Nebenrechnung:

(a+0)*=a*+2ad + 6> = a* + 6(2a + 6).

40Zur Erinnerung, der eingeriickte blaue Text ist nicht Teil des Beweises, er dient nur dazu den Beweis
zu motivieren.
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Wir wollen nun also ein § > 0 finden, so dass §(2a + §) < x — a®. Wihlen wir ein
0, so dass 0 < a, dann gilt schon mal 2a + 6 < 3a, d.h. dieser Faktor wird nicht
zu groB. Insbesondere geniigt es nun ein ¢ zu finden, so dass 0(2a +d) < 0 - 3a <
x — a®. Aber dies ist beispielsweise gegeben durch ein beliebiges § mit § < :

T—a
3a
Zusammengefasst wollen wir also ein 6 > 0 mit 0 < a und 6 < % Wir wahlen

daher § = min{a, £2°}.

3a
Wir setzen nun 6 = min{a, xg{‘f }. Aus a > 0 und x — a? > 0 folgt, dass 6 > 0. Zudem gilt
(a+6)?=a*+2a0+6*=a*+ (2a+06)§ < a*+3ad weil § < a
< a*+ (v —ad?) Weil5§$g—;2
= .

Wir haben also gezeigt, dass die Annahme a? < x zu einem Widerspruch fiihrt.

Wir miissen nun noch die Eindeutigkeit von a zeigen. Es seien also a,a’ € R mit a,a’ > 0
und a? = (a’')?> = x. Nehmen wir an, dass a # o’. O.B.d.A. kénnen wir dann annehmen,
dass a > a’. Dann gilt aber z = a? > (a/)? = x und dies ist ein Widerspruch. O

Wir kénnen den Satz auch verallgemeinern.

Satz 4.19. Es sei x > 0 und n € N. Dann existiert genau ein a € R mit a > 0, so dass
a" = .

Der Beweis von Satz ET4 ist ganz analog zum Beweis von Satz E-T8, man muss ‘nur’ das
0 im Beweis geschickter wéhlen. Fiir n = 3 ist der Beweis von Satz E-T9 eine Ubungsaufgabe
im 5. Ubungsblatt.

Es sei x > 0 und n € N. Nach Satz B-T9 gibt es genau genau ein ¢ € R mit a > 0, so
dass a™ = z. Wir bezeichnen a als die n-te Wurzel von x und bezeichnen es mit {/x. Wie
iiblich schreiben wir v/z = Jx.

In Korollar B9 hatten wir gezeigt, dass es reelle Zahlen gibt, welche nicht rational sind.
Der Beweis war allerdings sehr indirekt, insbesondere hatten wir kein explizites Beispiel
einer reellen Zahl angegeben, welche nicht rational ist. Wir holen dies mit folgendem Satz
nach.

Satz 4.20. Die reelle Zahl \/2 ist nicht rational.

Beweis. Nehmen wir an, V/2 wiire rational. Dann kénnten wir schreiben /2 = a/b wobei
a,b € Z teilerfremd sind. Durch quadrieren erhalten wir, dass 2b? = a?. Wir sehen, dass 2
die linke Seite teilt, also muss 2 auch die rechte Seite teilen, also ist a gerade, d.h. a = 2a
fiir ein a € Z. Es folgt also, dass 2b> = 4a%. Durch Kiirzen sehen wir, dass b*> = 2a2. Die
rechte Seite ist also gerade, also muss auch die linke Seite gerade sein, d.h. b muss gerade
sein.

Zusammengefasst haben wir gezeigt, dass a und b gerade sind. Dies ist aber ein Wider-
spruch zu der Tatsache, dass a und b teilerfremd sind. O
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4.7. Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstraf3. Es sei (a,) eine Folge und es
seien ny, ne, ... natiirliche Zahlen, so dass
ny<ng <ng<...
dann ist
(ank)kEN - (anla a/n27 an3> s )
auch eine Folge, welche wir als Teilfolge von (a,,) bezeichnen. Man beachte, dass wenn (a,,)
gegen a konvergiert, dann konvergiert auch jede Teilfolge gegen a. ™

Satz 4.21. (Satz von Bolzano-Weierstrafs) Jede beschrinkte Folge besitzt eine Teilfolge,
welche konvergiert.

Betrachten wir beispielsweise die Folge
0, wenn n < 10,
a, =< 1+ %, wenn n > 10 Primzahl,
4 — #, wenn n > 10 keine Primzahl.

Dann betrachten wir die Teilfolge, welche den geradzahligen Folgenglieder entspricht. D.h.
wir betrachten die Teilfolge
1 1 1
(a27a47a67a8aa107a127a147a167--') = (0a0707070a4—_ﬁ74_@7 _@7)
Diese konvergiert offensichtlich gegen 4. Wir kénnen aber auch die Teilfolge betrachten,
welche durch die ‘Primzahl-Folgenglieder’ gegeben ist. D.h. wir betrachten die Teilfolge
1 1 1 1

el 1)

(ag,ag,a5,a7,a11,a13,a17,...) = (0,0,0,0,111, Tg,

Diese konvergiert offensichtlich gegen 1.

Beweis. Es sei (a,) eine beschrinkte Folge. Es existieren also z; < y; € R, so dass a, €
[x1,y1] fiir alle n € N.

Behauptung. Es gibt eine Folge von Intervallen [z, yx], k > 2, so dass fiir alle k gilt:
(1) [z, yx] ist ein Teilintervall von [zg_1,yx_1] von halber Lange, und
(2) [z, x| enthdlt unendlich viele Folgenglieder.

Wir betrachten zuerst den Fall £ = 2. Es sei z := ”“TJ”“ der Mittelpunkt des Intervalls
[x1,11]. Nachdem [x1, y1] = [z1, 2]U][z, y1] und nachdem [z, y;] unendlich viele Folgenglieder
enthélt, enthalt [z, 2] unendlich viele Folgenglieder, oder [z,y;] enthélt unendlich viele
Folgenglieder. ® Wir setzen nun

| ] [1,2], falls [z1, 2] unendlich viele Folgenglieder enthélt,
T =
242 [z,41], andernfalls.

U der Tat, wenn lim,_, a, = a, dann gilt auch limy_, o a,, = a. Denn sei € > 0. Dann folgt aus
lim,, 00 an, = a, dass es ein N € N gibt, so dass |a, — a|] < € fiir alle n > N. Fiir jedes k gilt aber nj > k.

Es folgt also, dass fiir alle k > N gilt, dass |a,, —a| <e.
42Eg kénnen auch beide Intervalle unendlich viele Folgenglieder enthalten.
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Wir erhalten jetzt [x3,ys] dadurch, dass wir wiederum |[xq,ys] in zwei Hélften aufschnei-
den, und dann die erste Hélfte wahlen, wenn diese unendlich viele Folgenglieder besitzt.
Ansonsten nehmen wir die zweite Hélfte. Indem wir dieses Verfahren iterieren, erhalten wir
die gewiinschte Folge von Intervallen. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. ™

Wir setzen d := y; —z1, d.h. d ist die Lénge vom ersten Intervall [y, y;]. Nachdem wir die
Linge des Intervalls bei jedem Schritt halbiert haben, folgt, dass die Lénge des Intervalls
[zk, yk] gegeben ist durch z#—d. Die Lénge der Intervalle konvergiert also insbesondere
gegen 0. Wir werden jetzt eine Teilfolge (ay,, ) konstruieren, so dass jedes Folgenglied (ay, )
im Intervall [z, yx]| liegt.

Wir definieren diese Teilfolge von (a,,) wie folgt: Wir setzen n; = 1. Iterativ definieren

wir jetzt # =
Ny = mln{n (- N | n>n und an € [1727?/2]}
ng = mln{n e N | n > N9 und a, € [$37y3]}
ng = min{n eN | n > Ng_1 und an € {xka yk]}

Behauptung. Die Teilfolge (a,, ) konvergiert.

43Es ist hilfreich, den Beweis mit einem explizitem Beispiel durchzuarbeiten. Betrachten wir also wie-
derum die Folge

0, wenn n < 10,
an = 14 %, wenn n > 10 Primzahl,
4— #, wenn n > 10 keine Primzahl.

In unserem Beweis kénnen wir zg = 0 und yo = 4 wéhlen. Der ‘Algorithmus’ im Beweis der Behauptung
liefert dann insbesondere folgende Intervalle:

TEEReT
w
<

e Ed
I

[0 =

“Der Satz ‘es sei M eine Teilmenge von N, wir definieren n := min(M)’ ist a priori etwas geféhrlich,
weil diese Definition nur Sinn macht, wenn M nicht die leere Menge ist. Wenn wir also schreiben, ‘es sei
n := min(M)’, dann miissen wir immer iiberpriifen, dass die Menge nichtleer ist. In unserem Fall ist dies in
der Tat der Fall, die Mengen {n € N|n > ny_; und a, € [zk,yx]} sind nichtleer ist, weil nach Konstruktion
jedes Intervall [z, yx] unendlich viele Folgenglieder enthilt.

45Tm obigen Beispiel gilt dann

n =1 ng=2 nzg=11, ng=13,....
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Es geniigt zu zeigen, dass die Teilfolge (a,,) eine Cauchyfolge ist. Es sei also € > 0.
Nachdem limy,_, 2k—1_1d = 0 existiert insbesondere ein K € N, so dass

Fd < €
Es seien k,l > K gegeben. Dann gilt
|an, — an,| < Lénge von [k, yx] weil ay, , an, € [Tk, YK]
QK%Id nach Konstruktion von [zx, yx]

< €.
O

4.8. Beriihrpunkte und Hiufungspunkte (k). Dieses Kapitel ist nicht Teil der offizi-
ellen Vorlesung.
Es sei x € R und € > 0. Wir nennen das offene Intervall
U(z) == (z — €2 +¢)

die e-Umgebung von .

Definition. Es sei M C R eine Teilmenge und x € R.

(1) Der Punkt z heifit Berihrpunkt von M, falls in jeder e-Umgebung von = mindestens
ein Punkt von M liegt.

(2) Der Punkt x heiBt Haufungspunkt von M, falls in jeder e-Umgebung von = unendlich
viele Punkte von M liegen.

Beispiel.
(1) Es sei M C R eine Teilmenge. Wenn = € M, dann ist  ein Berithrpunkt von M.
(2) Die Menge der Beriihrpunkte von Z C R ist Z, aber Z hat keine Haufungspunkte.
(3) Es sei
M := {% IneN }
Dann ist 0 ein Beriihrpunkt und
{% neN}u{o}
ist die Menge aller Beriihrpunkte. Hingegen ist 0 der einzige Haufungspunkt.

(4) Es sei M = Q C R. Dann ist R die Menge der Beriihrpunkte und die Menge der
Haufungspunkte.

Satz 4.22. Es sei M eine beschrdnkte Teilmenge von R mit unendlich vielen Elementen.
Dann besitzt M mindestens einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Nachdem M unendlich viele Elemente besitzt, konnen wir eine Folge (a,,) finden,
so dass

(1) a, € M fiir alle n € N,

(2) a, # a,, fir n # m.
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Diese Folge ist beschrankt, weil M beschréankt ist. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf3
existiert nun eine Teilfolge (ay, )ren, welche konvergiert. Es sei a der Grenzwert dieser
Teilfolge.

Behauptung. a ist ein Haufungspunkt von M.

Es sei also € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass U.(a) N M unendlich viele Elemente
enthélt. Nachdem (a,, ) gegen a konvergiert, existiert ein K € N, so dass

|an, —al <e
fiir alle £ > K. Insbesondere gilt fiir alle k£ > K, dass
an, € Uc(a) N M.

Nachdem die a,, alle verschieden sind und es unendliche viele natiirliche Zahlen > K gibt,
folgt sofort, dass U.(a) N M unendlich viele Elemente enthélt. O



60 ANALYSIS I

5. KONVERGENZ VON REIHEN

5.1. Konvergenzkriterien fiir Reihen. Wir wenden uns jetzt wieder den Reihen zu.
Wir hatten schon einige Eigenschaften von Reihen bewiesen, welche man leicht aus der De-
finition von Reihen und den Konvergenzeigenschaften von Folgen herleiten konnte. Zudem
hatten wir in Satz B3 gezeigt, dass fiir x € (—1,1) gilt

[o@) . 1
e

Diese Reihe wird oft auch als die geometrische Reihe bezeichnet.
In diesem Kapitel werden wir die Konvergenzeigenschaften von Reihen deutlich ausfiihrlicher
als bisher studieren.

Satz 5.1. Es sei Y - a, eine konvergente Rethe, dann ist (a,) eine Nullfolge.
Beweis. Es sei also ) a, eine konvergente Reihe. Dies bedeutet, dass die Folge der

Partialsummen
n
Sp = E Qe
k=0

konvergiert, insbesondere, dass die Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden. Fiir alle € > 0
gibt es also ein N, so dass

|Sp — Sm| < €
fiir alle n,m > N. Insbesondere folgt fiir alle n > N + 1, dass
lan] = |0 — sn_1] < e
Wir haben damit also gezeigt, dass (a,) eine Nullfolge ist. O

Beispiel. Es sei * € R mit |z| > 1. Dann folgt aus Satz b, dass die Reihe >~ 2"
divergiert.

Satz 5.2. Es sei Y - a, eine Reihe gegeben, so dass a, > 0 fiir alle n.

(1) Wenn die Folge der Partialsummen unbeschrinkt ist, dann gilt Y~ a, = +00.
(2) Wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist, dann konvergiert > " an.

Beweis. Nachdem a,, > 0, folgt, dass die Folge der Partialsummen

n
Sp = E Qe
k=0

monoton wachsend ist. Der Satz folgt nun sofort aus Satz BT U

Wir nennen ) >~ % die harmonische Reihe. Der folgende Satz zeigt unter Anderem, dass
die Umkehrung von Satz BT nicht gilt.
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Korollar 5.3. Die harmonische Rethe divergiert bestimmt gegen +oo, d.h.

o0
n=1
Beweis. Wir betrachten die n-te Partialsumme

"1
Sp ‘= Z E
k=1

S|

= +00.

Nachdem alle Reihenglieder von ">, % positiv sind, geniigt es nach Satz b= zu zeigen,
dass die Folge (s,) nicht beschrénkt ist. Wir betrachten im Folgenden die Partialsummen,
welche zur Zweierpotenz n = 2! gehoren. Es gilt dabei, dass

Sn=su=1+ 3+ 3+3+ FHE+tE+Et ot gt
>1+ 3+ 1+3+T sTgtstat o+ mAtoo+an

N~ — ——

RS R L1

=272 =373 =2751=3

Ein genauer Blick zeigt, dass wir hier [ Summanden haben, welche % betragen. Man sieht
nun also, dass fiir jedes [ gilt

[
32121+§.

Wir sehen also, dass die Folge der Partialsummen unbeschrénkt ist. ([l

Der folgende Satz besagt nun, dass im Gegensatz zur harmonische Reihe, die Reihe
S>> | 24 konvergiert, sofern d > 2.

n=1 nd

o 1

Satz 5.4. Fir jedes d € N mit d > 2 konvergiert die Reihe )~ | —.

Beweis. Nachdem alle Reihenglieder von > | % positiv sind, geniigt es nach Satz b2 zu
zeigen, dass die Folge der Partialsummen

"1
Sp = Zﬁ
k=1

beschrankt ist.
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Wir werden jetzt im Folgenden die Partialsummen geschickt nach oben abschétzen. Es
sei also n € N. Wir wihlen ein m, so dass 2™*! — 1 > n. Dann gilt ™

Sp < Som+1_q
m—+1__
_
=T
g pedededet gt gty
iz <110 ) 1 - .
=god Tod " od =2d T yd T qd T qd T 4d < +oeeet 1 _2m
QmYmal
< 1+2+(22)+ +
> od (22)d (2m)d
_ i 2’
— i\d
= (29
m
_ E (2—d+1)l
i=0
— (27 d+1ym+L . . . d+1
— e nach Satz 21, hierbei verwenden wir, dass 1 — 274 £ 0, da d > 1
1
S T

Wir haben also gezeigt, dass die Folge der Partialsummen nach oben durch 1_2%(”1 be-
schrankt ist. Die Folge der Partialsummen konvergiert also. ([l

Der Satz besagt also insbesondere, dass die Reihe >~ | n—lg konvergiert, aber der Satz

sagt nichts iiber den Grenzwert der Reihe aus. Wir werden spéter sehen, dass

o0
1 w2

) .
n
n=1 6

Aber um dies zu beweisen, werden wir erst mal m mathematisch prézise einfiithren miissen.
Dies geschieht in einem spéteren Kapitel.

46Das Argument dhnelt auf dem ersten Blick dem Beweis von Korollar 53, aber in diesem Fall schiitzen
wir nach oben ab, wihrend wir im Beweis von Korollar B3 nach unten abgeschétzt hatten.
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Satz 5.5. (Leibniz’sches Konvergenz-Kriterium) Es sei (a,) eine monoton fallende Folge,

so dass a, > 0 fiir alle n, und so dass lim,,_, a,, = 0. ® Dann konvergiert die alternieren-
deé™ Reihe

konvergiert.

Beweis. Wir werden zeigen, dass die Folge der Partialsummen

n

Sp ‘= Z(—l)k&k

k=1

eine Cauchyfolge ist. Sei also € > 0. Wir miissen nun zeigen, dass es ein N gibt, so dass
| — S| < €

fiir alle n,m > N.

Nachdem lim,, ,, a,, = 0 existiert ein N, so dass |a,| < € fir alle n > N. Wir wollen nun
zeigen, dass dieses N die gewiinschte Eigenschaft hat.

Es seien also n,m > N gegeben. Durch eventuelles Vertauschen von n und m kénnen wir
0O.B.d.A., dass n > m. Wir betrachten zuerst den Fall, dass n ungerade und m ungerade
ist. Wir miissen nun also die Differenzen der Partialsummen s, — s, ‘in den Griff kriegen’.
Es gilt

n

7
Sy — S = E (=D'a; = amy1 — Gma2 + .. + (p—1 — Qp > 0.
) N————— ——
i=m+l >0, weil monoton fallend >0, weil monoton fallend

4"Wenn (ay,) eine monoton fallende Folge ist mit lim, o a, = 0, dann folgt (wie? warum?), dass a,, > 0
fiir alle n. Wir hétten also im Satz gar nicht fordern miissen, dass die a,, > 0 sind. Aber es ist vielleicht
leichter, sich zu merken, dass die a,’s nicht-negativ sind.

“8Die Reihe Y °7  (—1)"a, heifit alternierend, weil die Reihenglieder mit alternierendem Vorzeichen
auftauchen. Beispielsweise ist die 8-te Partialsumme gegeben durch

Z(—l)"an = —ay +ax —az+ a4 — as + ag — ar + as,

wobei die a,,’s nach Voraussetzung jeweils nicht-negativ sind.
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Andererseits gilt

n

Sp—8m = > (—1)a
i=m-+1
= Um+1  —Qmi2 + AQpys cee —Qp—2 + Gp—1 — Qp
<0, weil monoton fallend <0, weil monoton fallend
S Am41 — On
S weil a,, > 0
< €

Es folgt also, dass s, — s, € [0, €), insbesondere erhalten wir, dass |s,, — s,,| < €.

Wir haben nun also gezeigt, dass wenn sowohl n ungerade als auch m ungerade ist, dann
gilt |s, — s;m| < €. Die anderen Fille konnen ganz dhnlich bewiesen werden. Den Fall, dass
n gerade ist und m ungerade ist, werden wir insbesondere in Ubungsblatt 6 behandeln. [

Definition. Eine Reihe > 7  a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y > |a,| kon-
vergiert.

Beispiclsweise konvergiert die Reihe Y7 (—=1)"L wegen dem Leibniz-Kriterium, aber

die Reihe konvergiert nicht absolut, weil wir in Korollar b=3 gesehen hatten, dass die Reihe
= 1 1
> ’<—1) ;‘ =D -
n=1 n=1

divergiert.

Satz 5.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Der Satz besagt also, dass wenn » > | a,, eine Reihe ist, so dass Y | |a,| konvergiert,
dann konvergiert auch Y > | a,,. Betrachten wir beispielsweise die Folge

n

1

1 .
——=, wenn n Primzahl,
ap =
T3, wennn keine Primzahl.

Dann folgt aus Satz b4 und aus Satz b8, dass die Reihe )" ° | a,, konvergiert.

Beweis. Es sei Y | a, eine Reihe, so dass >~ | |a,| konvergiert. Fiir n € N betrachten

wir die Partialsummen
n

n
Sy 1= Zak und ¢, = Z |ag|.
k=1

k=1

Wir miissen zeigen, dass (s,) eine Cauchyfolge ist. Sei also ¢ > 0 gegeben. Nachdem
> |lan| konvergiert, bilden die (t,) eine Cauchyfolge. Es existiert also ein N, so dass
fiir alle n > m > N gilt:

[tn — tm| < €.
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Dann gilt aber auch fiir alle n > m > N, dass

n

> w

k=m+1

n

< Y ak] = tm —tal <€

k=m-+1

S0 — Sm| =

O

Satz 5.7. (Majoranten-Kriterium) Es sei (c,) eine Folge von nicht-negativen Zahlen und
es sei (ay,) eine Folge, so dass |a,| < ¢, fir alle n. Dann gilt

oo oo
Z cn konvergiert = Z a, konvergiert absolut.
n=1 n=1

Beispielsweise konvergiert d1e Reihe
Z 1
7'1,2 + 2,
n=1

nachdem Y | = konvergiert, und nachdem n++2 < 2 fiir alle n.

Wir geben jetzt den Beweis von Satz B7d. Der Beweis ist dabei fast wort-wortlich der
gleiche wie der Beweis von Satz h8.

Beweis. Fir n € N setzen wir

n

n
Sp 1= Z lag| und ¢, := ch.
k=1

k=1

Wir miissen zeigen, dass (s,,) eine Cauchyfolge ist. Sei also € > 0 gegeben. Nachdem )", ¢,
konvergiert, bilden die (t,) eine Cauchyfolge. Es existiert also ein N, so dass fiir alle n >
m > N gilt:

|t, — tm| < €.

Dann gilt aber auch fiir alle n > m > N, dass

n n
5o = Sml = D lax| < D ex=|tm —ta] <.
k=m+1 k=m+1

O

Das folgende Minoranten-Kriterium ist nur eine Umformulierung vom Majoranten-Kriterium.

Korollar 5.8. (Minoranten-Kriterium) Es seien (a,) und (¢,) Folgen von nicht-negativen
Zahlen , so dass a,, < ¢, fir alle n. Dann gilt

Zan divergiert = ch divergiert.

n=1 n=1
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Satz 5.9. (Quotienten-Kriterium) Es sei (a,) eine Folge von Zahlen a,, # 0. Wenn es ein
0 € (0,1) gibt, so dass fiir alle n gilt:

an+l < 0
anp |~
dann konvergiert die Reihe Y~ a, absolut.

Betrachten wir beispielsweise die Folge a,, = ";;1. Dann gilt fiir alle n € Ny, dass
any1|  (n+2)-5" n+2 1
an | 5tl-(nm+1)  B(n+1) — 2

Es folgt aus aus Satz b9, angewandt auf die Folge a,, und 6§ = %, dass die Reihe

N n+1
> 5

n=0

konvergiert.
Beweis. Die Voraussetzung besagt also, dass |a,y1| < 0]a,| fiir alle n. Es folgt, dass fiir
beliebiges n gilt:
lan| < Olan_1| < Planso| < ... < 0"agl.
Nachdem 6 € (0,1) folgt aus Satz B13, dass

0" = 0" =
n=0 n=0
insbesondere konvergiert die Reihe. Es folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium, dass die
Reihe > a, absolut konvergiert. U

Es sei N € Z und (ay,an11,an+12,--.) eine Folge von reellen Zahlen. Wir definieren

S\ an als die Folge der Partialsummen S"N*% ¢, Wenn diese Folge konvergiert oder
bestimmt divergiert, dann schreiben wir

(%) N+k
D = lim )
n=N n=N

Fiir N =0 oder N =1 ist dies die iibliche Definition.

Bemerkung 5.10. Die bisherigen Sdtze iiber die Konvergenz und bestimmte Divergenz
von Rethen gelten auch mit den offensichtlichen Abdnderungen fiir Reihen, welche mit N
beginnen.

Lemma 5.11. Es sei (ap)nen, €ine Folge von reellen Zahlen und es sei N € Ny. Dann
konvergiert Y~ a, genau dann, wenn Y\ a, konvergiert.
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Beweis. Fir n > N bezeichnen wir mit

n n
Sy = E ay beziehungsweise mit t,, := E ay

k=0 k=N
die Partialsummen von ) a,, beziechungsweise von » > - a,,. Dann gilt fiir alle n > m >
N, dass

Sp — Sm = Z ap, = t, —tm,.
k=m+1
Wir sehen also, dass die Partialsummen (s,,) eine Cauchy-Folge bilden, genau dann, wenn
die Partialsummen (¢,) eine Cauchy-Folge bilden. Insbesondere konvergiert >~ a, genau
dann, wenn » 7 \ a, konvergiert. O

Korollar 5.12. Es seien Y >~ a, und - b, zwei Reihen, welche sich nur in endlich vie-
len Reihengliedern unterscheiden. Dann konvergiert die Reihe Y - | a, genau dann, wenn
die Reihe Y | b, konvergiert.

Beispielsweise folgt aus Satz b4 und aus Korollar T2 angewandt auf N = 11, dass fiir

A 10 wenn n < 10,
e n—12, wenn n > 10

die Reihe Y7 | a, konvergiert.

Beweis. Es seien Y a, und >~ b, zwei Reihen, welche sich nur in endlich vielen
Reihengliedern unterscheiden. Dies bedeutet, dass es ein N € N gibt, so dass (a,) = (b,)
fiir alle n > N. Insbesondere gilt Z;'LO: N an = ZZO: ~ bn. Das Korollar folgt nun sofort aus
Reihe b0 angewandt auf beide Reihen. 0

5.2. Umordnung von Reihen. Es folgt aus dem Kommutativgesetz, dass es egal ist, in
welcher Reihenfolge wir endlich viele reelle Zahlen addieren. Beispielsweise gilt

a1+a2+a3 = a3+a1+a2 = a2+a3+a1.
Etwas allgemeiner, wenn aq, ..., a, € R endlich viele reelle Zahlen sind, und wenn zudem
7:{1,...,n} = {1,...,n} eine Bijektion ist, dann gilt
a1+ ax+ag+---+a, = arq)+are) Far@3 + -+ arm)-

Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass die ‘naive’ Verallgemeinerung dieser Aussage auf
Reihen im Allgemeinen nicht gilt.

Definition. Es sei Y~ | a, eine Reihe und es sei 7: N — N eine Bijektion, dann nennt man
die Reihe Y7 | a,(n) eine Umordnung von Y > | ay,.

Es stellt sich nun die Frage, ob eine Umordnung die Konvergenz, oder den Grenzwert,
einer Reihe &ndern kann. Wir werden im folgenden Beispiel sehen, dass dies tatséchlich
vorkommen kann.
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Die Idee im folgenden Beispiel ist ganz einfach: Wir betrachten eine alternierende Reihe,
welche nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert. Wir werden die Reihe dann allerdings
so umordnen, dass wir die positiven Summanden nach ‘vorne ziehen’ und die negativen
Summanden nach ‘hinten schieben’. Das Endergebnis wird eine Reihe sein, welche nicht
mehr konvergiert.

Wir betrachten die Folge

. 11 11 11 11 11 11 11 1
@ =33 “17 1y Fy Ty T T 6
Anders ausgedriickt, zu jedem k > 1 gibt es also 2* Folgenglieder, welche zwischen —2% und
2% alternieren.™ Es folgt aus dem Leibniz-Kriterium, dass die alternierende Reihe >
konvergiert.
Wir werden jetzt zeigen, dass es jedoch eine Umordnung dieser Reihe gibt, welche nicht
konvergiert. Wir betrachten die Umordnung

Qn

(1 111 1 111
27 27474 4888’

o =

1 1 1 B 1 )
) 47 6 PARERER 1(‘)«/’ 8 M 32 AR | 3 17 8 )y )
8—Mal 16—Mal

d.h. wir schreiben immer als ‘Block’ die 2¥ Folgenglieder 2% und dann schreiben wir die k-te
negative Zahl der urspriinglichen Folge. = Wir wollen nun zeigen, dass diese umgeordnete
Reihe divergiert. Es geniigt zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen der umgeordneten
Reihe unbeschrankt ist. Fiir n € N betrachten wir dazu die Summe der ersten

I+ ++D)+ 2+ +2°+ 1)+ +(2"+1)

49Eine formale Definition der Folge ist wie folgt: fiir k € N setzen wir dj, := 28 — 2, fiir n € N gibt es
dann genau ein k € N mit n € {dj + 1,...dx11} und wir setzen a, := (—1)" 5.

S0Wir kénnen die Umordnung auch prizise mithilfe einer Bijektion 7 angeben. Wir setzen dazu my, :=
(28=1 — 1) + k — 1 und wir definieren

7N — N
0 2(n — k), falls es ein k mit n € {my + 1,...myy1 — 1} gibt
2(k—1)—1, falls es ein k mit n = my, gibt.

Man kann leicht nachweisen, dass dies ist eine Bijektion ist. (In der Tat kommt jede gerade Zahl genau
einmal als 7(n) auf und auch jede ungerade Zahl erscheint genau einmal als 7(n).) Dann gilt in der Tat,
dass

1 1 11
(aq—(n))nGN: < -
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Reihenglieder der umgeordneten Reihe. Diese Summe betragt

1 1 1 1 1 1
gut Tt Ty T T TR

e e

R I I
2 4 4 8 8 8 8§
SN—— —

71 71 71 die ersten n negativen
2 2 2 Reihenglieder der
ursprunglichen Reihe
Lty 22 112
B 2 4 4 8
(n—1)—Summanden 2—%
1 1 1
> - mn—-1)—=—-(n—-1
> 5n-1 =54
= —-(n—1)— .
4 ( ) 2

5 Es folgt, dass die Partialsummen der umgeordneten Reihen nicht beschrénkt sind, d.h.
die umgeordnete Reihe divergiert.
Es gilt sogar folgende viel stéirkere Aussage:

Satz 5.13. (Riemannscher Umordnungssatz) Es seiy | a, eine Reihe welche konvergiert,
aber nicht absolut konvergiert. Dann gibt es fiir jedes © € R eine Umordnung, so dass die
umgeordnete Rethe gegen x konvergiert.

Wir werden diesen Satz nicht verwenden, und wir werden ihn daher auch nicht beweisen.
Die Beweisidee ist sehr hiibsch auf

http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannscher_Umordnungssatz

skizziert.
Wir haben jetzt also gesehen, dass eine Umordnung das Konvergenzverhalten vollig

abidndern kann. Der folgende Satz besagt nun, dass dieses Problem nicht auftaucht, wenn
wir eine absolut konvergenten Reihe umordnen.

Satz 5.14. (Umordnungssatz) Es sei - a, eine Reihe, welche absolut konvergiert, dann
konvergiert auch jede Umordnung von Y | a, absolut gegen denselben Grenzwert.

Wir werden diesen Satz im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht benotigen. Wir haben
deswegen den Satz in der Vorlesung nicht bewiesen. Der Vollstdndigkeithalber geben wir
hier im Skript den Beweis.

Im Beweis vom Umordungssatz werden wir folgendes Lemma verwenden.

51 Auch dieses Argument kann noch etwas préziser formuliert werden. Fiir k& € N betrachten wir die
my-te Partialsumme:

mE ok—1_1 k k

11 1 k=1 k=2 _ k-1
argy= D an+ ama>kos—s+> - > _ > _
j=1 i=1 im1 2 2 &2 2 4 4

Wir sehen also, dass die Folge der Partialsummen der umgeordneten Reihe 2211 ar(n) unbeschrinkt ist.



http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannscher_Umordnungssatz

70 ANALYSIS I

Lemma 5.15. Es sei Y a, eine konvergente Reihe. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
N € N, so dass

o0

Zan < €.

n=N

Beweis. Es sei also ) | a,, eine konvergente Reihe. Wie iiblich bezeichnen wir mit s;, =

ZZ=1 a,, die k-te Partialsumme der Reihe Y ° | a,. Nachdem die Reihe konvergiert bilden
die Partialsummen eine Cauchy-Folge. Insbesondere gibt es ein N € N, so dass fiir alle
k,l >N-—-1 gﬂt! ’Sk—Sl’ < %

Insbesondere gilt fiir alle £k > N, dass

k
€
Z an| = |sk —sn-1] < 3
n=N
Es folgt dann aus Lemma B, dass

< €.

N

00 k
E a,| = lim g a,| = lim [sp —sy| <
k—ro0 k—ro0

Wir wenden uns nun dem Beweis vom Umordnungssatz zu.

Beweis. Es sei > | a,, eine Reihe, welche absolut konvergiert und es sei 7: N — N eine
Bijektion. Wir miissen zeigen, dass

N aT(n) = a = ian.

n=1 n=1

Es sei also € > 0 gegeben. Wir miissen ein N finden, so dass

n
ZCLT(k) —al < €
k=1

fir alle n > N.
Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe ), |a,|. Lemma B3 besagt nun, dass es

ein K € N gibt, so dass™
- €
D lal < 5
k=K

52Djeser Anfang vom Beweis erscheint vielleicht etwas ‘aus der Luft gegriffen’, aber irgendwann Mal
miissen wir ja die Voraussetzung verwenden, und mit dem 5-Trick sind wir bis jetzt immer wieder gut
gefahren.
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Wir miissen im Folgenden also den Betrag |ZZ:1 Ar(k) — a‘ ‘klein kriegen’. Nachdem wir
Information iiber die Partialsummen der Reihe Y/, a), besitzen, ist es sinnvoll, diese ins
Spiel zu bringen. Fiir beliebiges n machen wir dazu folgende Abschéitzung

n n K-1 K-1
Z af’r(k) —a — Z a'T(k) - Z ap + Z a — a
k=1 k=1 k=1 k=1
n K-1 K-1
< Xy — Y ak|Fla— Y ak
k=1 k=1 k=1
n K-1 00
= (2 Gy — X0 ak| + | an
k=1 k=1 k=K
n K-1 [es)
< D argy — D a|+ Y |ak
k=1 k=1 k=K
n K-1 p
< Z Ar(k) — ag| + 3
k=1 k=1

Wir miissen also jetzt noch ein N finden, so dass fiir alle n > N der erste Summand <
ist.

) . . K—1
Die Idee ist nun n so gro8 zu wéhlen, dass alle Summanden von der Summe ), " aj
n

auch in der Summe ) a,() auftreten. Nachdem 7 eine Bijektion ist, existiert ein N € N,
k=1

£
2

so dass &
(5.1) {1,2,..., K =1} C {r(1),7(2),...,7(N)}.
Dann gilt fiir alle n > N, dass

n Kl denn zu jedem k € {1,..., K — 1}
Z;GT(” B kzzzl W= k:l,...,n%i:t‘r(k)zl( r(k) gibteseinl € {1,...,n} mit 7({) = k
< > lar | Dreiecksungleichung
k=1,...nmit 7(k)>K
< 2 el
k=K
< % nach Wahl von K.

Zusammengefafit erhalten wir also, dass fiir alle n > N gilt:

Z aT(k) —a
k=1

Wir haben damit gezeigt, dass die Umordnung von )~ a, auch gegen >, a, konver-
giert.

Es verbleibt zu zeigen, dass >~ | a, auch absolut konvergiert. Aber dies folgt aus dem
obigen Beweis, wenn wir >~ |a,| anstatt > | a, betrachten. O

<€+€_
2 Ty~ ©

P3Wir kénnen beispielsweise N = max{r~(1),...,7~ (K — 1)} wihlen.
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5.3. Das Cauchy-Produkt fiir absolut konvergente Reihen. Fiir endliche Summen
gilt folgendes Distributivgesetz:

k ! kool
(o) (0] -3 Tan
p=0 q=0 p=0 ¢=0

denn jedes Produkt a,b, taucht auf der rechten Seite genau einmal auf. Man kann sich
nun fragen, ob eine dhnliche Aussage fiir Reihen gilt. Es seien beispielsweise Z;io a, und

Z;io b, konvergente Reihen. Gilt dann notwendigerweise, dass

<Z ap> : (Z bq> = > b ?
p=0 q=0 n=0 k=0
Auf den ersten Blick erscheint das ziemlich logisch, denn auf der rechten Seite taucht jedes
Produkt a,b, genau einmal auf.

In Ubungsblatt 6 werden wir sehen, dass die Antwort im Allgemeinen jedoch nein ist.
Genauer gesagt, wir werden sehen, dass es konvergente Reihen Z;io a, und 2210 b, gibt,

so dass
(Sa) (30 # X3 ana
p=0 q=0 n=0 k=0
In der Tat gibt es Reihen, so dass die Reihe auf der rechten Seite noch nicht einmal kon-
vergiert.

Der folgende Satz besagt nun, dass dieses Problem nicht auftreten kann, wenn die beiden
urspriinglichen Reihen absolut konvergent sind.

Satz 5.16. Es seien Y~ a, und Y . b, Reihen, welche absolut konvergieren. Dann gilt
(Sa) (0] = XX an
p=0 q=0 n=0 k=0

Die Reihe 3 777 (> ' axby—x wird manchmal auch das Cauchy-Produkt der Reihen » 3 a,
und >7° b, genannt. Tm Beweis von Satz b1 werden wir folgendes einfaches Lemma
bendtigen.

Lemma 5.17. Es sei
(an)nENo - (CL(], ai,az,as, ... )
eine konvergente Folge, dann konvergiert auch die Folge
ajn = (ap,ap,ar,ay,as,as,...
( L2J)HEN0 ( 0, 4o, v, o, 02, 2, )
gegen die gleiche reelle Zahl.

Beweis von Lemma p.17. Wir setzen a = lim,_,, a,. Wir wollen nun also zeigen, dass
lim,, oo ajz| = a. Es sei also € > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein N € N, so dass
|a, — a| < e fiir alle n > N. Dann gilt aber auch fiir alle n > 2N, dass [a»| —a| <e. O
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Beweis von Satz bId. Fiir n € N schreiben wir

Qn = {(p,q) € Ng x Ng|p <nund g <n}, sowie
D, = {(p.q) €NoxNo|[p+q<n}.

Anders ausgedriickt, die Menge @),, beschreibt das ‘Quadrat’ in Ny x Ny mit den Eckpunkten
(0,0),(0,m),(n,0) und (n,n), und die Menge D,, beschreibt das ‘Dreieck’ in Ny x Ny mit
den Eckpunkten (0,0), (0,n) und (n,0). Fiir jedes n gilt, dass Qn) C D, C Q.

Es seien nun ) 2 ja, und 2 b, absolut konvergente Reihen. Es folgt aus Satz B=3 und
aus dem Distributivgesetz, dass

0 (E)EY) - m(E () - e

p=0 p=0 q=0 P.2)EQn
O (Sha) (Srd) = Jim (Sled) (Sied) = fm S b
p=0 q=0 q=0 "0 (p,q)€EQn
Zudem ist
oo d ) n d )
(c) o> agbg = lim > > apby g = lim > ayb,.
d=0 k=0 =200 4—0 k=0 =0 (p.q)€D,

Nach (a) und (c) geniigt es zu zeigen, dass

r}l—{lolo Z apby — Z apby| = 0.

(P.9)€ERn (p,9)€Dn
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Es ist

lim | >0 apybg— > apby
7| (p,a)€Qn (P,.9)€Dn

= lim > apby nachdem D,, C @,
"7 (p,@)€Qn\Dn

< lim > layby Dreiecksungleichung
"% (p,a)€Qn\Drn

< lim > |ayby| nachdem @, \ Dy, C Qn \ Q|

"7 (p,0)€Qn\Q K

= lim( > apbgl — > ‘apbq‘)

TN (p9)€Qn (P,9)€Q | 2|
= %
Um die Notation etwas zu vereinfachen, setzen wir
Cn = > laphy|
(P,9)€Qn

In (b) hatten wir gesehen, dass die Folge (c,) konvergiert. Mit dieser Notation kénnen wir
jetzt die obige Abschitzung weiterfithren

*x = lim (Cn — CLQJ)
n—00 2
= lime, — limepn,
n—00 n—oo -2
= 0. nach Lemma BT

O

5.4. Die Exponentialreihe. In diesem Kapitel fithren wir die Exponentialreihe ein, wel-
che zusammen mit der geometrischen Reihe eine der wichtigsten Reihen iiberhaupt ist.

Satz 5.18. Flir jedes x € R ist die Reihe

e n! k—o0 2 3! k!
absolut konvergent.

Definition. Fiir x € R schreiben wir

exp(xz) = >, x—', genannt die Ezponentialreihe von x.
n=0 T
Wir definieren zudem
e = exp(l), genannt die Fulersche Zahl.

Eine Computerberrechnung zeigt, dass
e ~ 2.7182818284590...
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Y|

. . . n .
Beweis. Wir schreiben a,, := ;. Dann gilt
anrln!

z(n +1)!

Ap41
an

Insbesondere gilt fiir alle n > N := [2|z|], dass

An+1 _ ‘1" < 1
an n+1 — 2
Es folgt nun aus dem Quotienten-Kriterium (Satz 659) angewandt auf § = 3 und aus
Bemerkung b1, dass die Reihe
o0 oo :L'n
D=
n=N n=N
absolut konvergiert. Also konvergiert nach Lemma BT auch die Reihe >~ fL—T absolut.
63 O

Theorem 5.19. Fiir alle x,y € R gilt
exp(z + y) = exp(z) - exp(y).

Beweis. Es seien also z,y € R gegeben. Dann gilt

exp(z) - exp(y) = (i xp) (i yq)

p=0 p! q=0 q!

oo n {Ek ynfk
= nZ:OkZ:OE- n ) nach Satz b8

X1 &N\ ko . n
= Y= x*y nach Definition von

nzo ! 2o \F k
= z:();' T+ y)" nach Satz 21
= exp(r +y)

5Dje ersten 50 Stellen der Eulerschen Zahl sind
e~ 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995

Hierbei ist bei den Stellen kein ‘System’ zu erkennen. Das legt den Schlufl nahe, dass e wohl keine rationale
Zahl ist. Dies ist in der Tat der Fall, der Beweis dazu ist sogar relativ einfach:

http://de.wikipedia.org/wiki/Beweis_der_Irrationalitédt_der_eulerschen Zahl

Es gilt allerdings auch noch eine deutlich stéirkere Aussage: die Eulersche Zahl e ist transzendental, d.h. e
kann nicht die Nullstelle von einem Polynom sein. Diese Aussage wurde erst 1873 von Hermite bewiesen,
also 150 Jahre nachdem die Eulersche Zahl eingefiihrt wurde.

9Warum macht Lemma 60 eine Aussage iiber absolute Konvergenz?
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Satz 5.20. Die Fxponentialreihe hat folgende Figenschaften:
(1) Es ist exp(0) =1,
(2) Fiir alle x € R gilt exp(—x) = ex;(x),
(3) fir alle x > 0 gilt exp(z) € (1, 00),
(4) fiir alle x < 0 gilt exp(z) € (0, 1),
(5) fir jedes n € N gilt exp(n) = e”

Beweis.
(1) Durch Einsetzen von 2 = 0 in die Exponentialreihe, erhélt man sofort, dass exp(0) =

1.
(2) Es folgt aus Theorem 59, dass

exp(—z)exp(z) = exp(—zr+z) = exp(0) = 1.
(3) Es sei also > 0. Dann gilt

exp(z) = %L = 142+ %
n=0 n=2 .
= l4ao+limy e Y L
n=2
> 14z > 1 nach Satz B4 da =z > 0.

(4) Fiir z < 0 folgt die Aussage nun aus (2) und (3).
(5) Es folgt wiederum aus Theorem 619, dass

exp(n) = exp(\1++1j) = exp(l) ..... exp(l) = e -0 = "
n—‘l(/lal n—‘l(/[al n—Mal




ANALYSIS I 77

6. STETIGE FUNKTIONEN

6.1. Definition von Stetigkeit und erste Eigenschaften. Wir hatten uns bislang
ausfithrlich mit Folgen und Reihen beschiftigt aber jetzt wenden wir uns endlich dem
eigentlichen Ziel der Analysis zu, namlich dem Studium von Funktionen.

Definition. Eine Funktion ist eine Abbildung f: D — R, wobei D eine Teilmenge von R
ist. Wir nennen D den Definitionsbereich von f. Zudem bezeichnen wir

Graph(f) := {(z, f(z)) € R*|x € D}
als den Graphen von f.

Im Folgenden betrachten wir mehrere Beispiele von Funktionen und deren dazugehorige
Graphen. Wie bei Folgen sehen wir dabei, dass der Phantasie bei der Definition von Funk-

tion keine Grenzen gesetzt sind.

\ \ \
T2 T2
4 1 .——1—0
2 1 2 21| 1 2
T-1 T-1
-2 +-2
b:R — R C: [—]_72
r =
A A
1 T2
9 1] 1 T1
12 91| 1 2
T-1 T-1
+-2 +-2
-2 —1
d: R\ {0} — R e:R — R frR - R
r o 1 x = |z i—x wenn x < 0,
z T
" . ) . . , wenn r > 0
Definition. Es sei f: D — R eine Funktion und zy € D. Wir sagen, f i stehg wm Punkt

xg, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle x € D mit |x — 2| < § gilt:

[f(x) = flzo)| < e
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i i i
12 t2 o 12

1 |
(\V]
-
[S—Y
1
l\DAA
|+
(\V]
| .
—
——
—_
[a—
] (]
[\:)4
1
1
| A 1
[\ 1
1
| 1
[S— 1
1
1
1
iy
=] 1
1
1
1
O 1
1
1

— %1 o -1 -l epmmmm -
+-2 ° T2 T2
g:R — R h:7Z — R i:R — R
—1, wenn z <0, T = 1, wenn z € Q,
T 0, wenn x =0, T —1, wenn z ¢ Q

1, wenn x >0

| |
+92 ®—oO 4
11 e—o 9 4 *+ 1
o1 |1 2 ‘ 12
o—q —1] T-—1
e—o -2 +-—2
E:R — R I:R —- R
1
r — |z v { =, wenn x # 0,
0, wenn x =
In Quantorenschreibweise gilt also
f ist stetig im Punkt 2y <= V J 4 |f(z) = f(zo)] < e
0 6>0 e D mit
e —x0| < 0

Wir sagen f: D — R st stetig, wenn f in jedem Punkt des Definitionsbereichs stetig ist.

Die Definition der Stetigkeit hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Definition der Konver-
genz von Folgen. ®® Die anschauliche Definition von lim,, ., a, = a war, dass ‘fiir groe n’

%Hier sind zum Vergleich noch einmal beide Definitionen:

f ist stetig im Punkt 2y <= V  d v |f(x) — fzo)| < e
e0 >0 r € D mit
|l —xo| <0
lima,=a <= V I \4 lan, —al <e.

n—00 e0 N>0 n>N
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die Folgenglieder a,, gegen a ‘streben’. Die anschauliche Definition von Stetigkeit im Punkt
xg ist nun, dass fiir  ‘nahe an xy" die Funktionswerte f(x) gegen f(xq) ‘streben’.

Noch einmal anders gesagt, die anschauliche Bedeutung von Stetigkeit im Punkt xzq ist,
dass die Funktion im Punkt zy keine Sprungstelle besitzt. Wir werden im Folgenden in
der Tat sehen, dass die Funktionen a,..., f und j stetig sind. Zudem werden wir sehen,
dass die Funktion g iiberall stetig ist, auler im Punkt o = 0. Im Moment ist es vielleicht
weniger klar, wie es mit der Stetigkeit der Funktionen h und ¢ bestellt ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass die zwei einfachsten Funktionen iiberhaupt stetig sind.

Lemma 6.1.
(1) Die Funktion

fR — R
r =
15t stetig.
(2) Es sei c € R, dann ist die konstante Funktion
g R — R
r =
stetig.
Beweis.

(1) Es sei g € R und € > 0 gegeben. Wir setzen § = e. Dann gilt
[z — x| <6 = |f(x) = f(zo)] <o =e
(2) Essei zg € R und € > 0 gegeben. Dann hat jedes § > 0 die gewiinschte Eigenschaft.
0

Beispiel. (1) Wenden wir uns nun der Funktion

g R — R
—1, wenn x < 0,
T 0, wenn z =0,
1, wennx >0

zu. Vom Graphen her hat die Funktion im Punkt xy = 0 eine Sprungstelle. Wir
wollen nun zeigen, dass unsere abstrakte Definition dies auch erkennt. Wir wollen
also zeigen, dass g im Punkt xy nicht stetig ist. Die iibliche Methode Aussagen mit
Quantoren zu verneinen gibt uns die allgemeine Aussage

f: D — Rist nicht stetig im Punkt 7y & 3 V 3 |f(z) — f(zo)| > €.
e>0 6>0 xr € D mit
|z —xo| < &

In unserem Beispiel vereinfacht sich das etwas zu

g: R — R ist nicht stetig im Punkt 0 & 3 V 3 |g(x)|>e
e0 >0 |z|<§
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Wir wéhlen beispielsweise € = % Es sei 6 > 0 beliebig. Dann gilt = = g < 4, und

wir haben die Ungleichung | g(g)] =1> % = ¢. Wir haben also gezeigt, dass die

Funktion g im Punkt g = 0 nicht stetig ist.
(2) Ganz analog kann man zeigen, dass die Funktion

kLR — R

in den Punkten zy € Z nicht stetig ist.
(3) Auf dhnliche Weise kann man auch sehen, dass die Funktion

IR — R
1
N ~, wenn x # 0,
0, wennz =0
im Punkt zy = 0 nicht stetig ist.

Das folgende Lemma besagt, dass die Einschréinkung einer stetigen Funktion auf eine
Teilmenge wiederum stetig ist.

Lemma 6.2. Fs sei D C R eine Teilmenge und es sei f: D — R eine stetige Funktion.
Dann ist fiir jede Teilmenge E C D die Einschrinkung ®
z = f(z)
ebenfalls stetig.
Beweis. Es sei xg € F und € > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung ein ¢ > 0, so dass

|f(x) — f(zo)| < € fiir alle x € (xg — J, 29+ 0) N D. Dann gilt diese Ungleichung natiirlich
auch fiir alle z € (xg — 0,z + ) N E. Wir haben also gezeigt, dass die Funktion f|g stetig

im Punkt z, ist. ]
Beispielsweise folgt aus Lemma G und aus Lemma B2, dass die Funktionen
c:]-1,2) - R h:Z — R
und
rz — 1 r — x

stetig sind.
Der folgende Satz besagt insbesondere, dass die Summe und das Produkt von stetigen
Funktionen wiederum stetig ist.

Satz 6.3. Es seien f,g: D — R Funktionen, welche im Punkt xq € D stetig sind. Dann
gilt

5TWenn f: A — B irgendeine Abbildung ist, und wenn C C A eine Teilmenge ist, dann bezeichnet man
in der Mathematik mit f|c die Einschrinkung von f auf C. D.h. f|c bezeichnet die Abbildung

f‘cto — B
c —  f(eo).
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(1) Die Funktion
f+g9:D — R
v o= f(x) +g(x)
1st stetig im Punkt xg.
(2) Die Funktion

f-g: D

—
T

(z) - g(z)
st stetig im Punkt xq.
(3) Es seil € R, dann ist die Funktion

AM:D — R
stetig im Punkt xq.
(4) Wenn g(x) # 0 fiir alle x € D, dann ist auch die Funktion

I'p 5 R
! f(@)
Tr m

stetig im Punkt xg.

Bewezs.

Die Definition von Stetigkeit hat groBe formale Ahnlichkeiten mit der Definition der
Konvergenz von Folgen. Insbesondere kann man viele Aussagen iiber die Konvergenz
von Folgen ganz analog auch fiir die Stetigkeit von Funktionen beweisen. Der Beweis
von Satz B33 ist daher ganz dhnlich dem Beweis von Satz B=3.

Es seien f,g: D — R Funktionen, welche stetig im Punkt xy € D sind. Zu jedem ¢; > 0
existiert also ein d; > 0, so dass fiir alle x € D mit |z — xo| < 7 gilt:

|f(z) = f(@o)| < e,
zudem existiert zu jedem €3 > 0 ein do > 0, so dass fiir alle z € D mit |z — 2| < o gilt:
l9(x) = g(wo)| < €.

(1) Es sei also € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir
alle x € D mit |z — x| < § gilt:

(f +9)(x)

(f +9)(xo)| <&
Man beachte, dass

|(f +9)() = (f + 9)(x0)] |f(x) + g(x) = (f (z0) + g(x0))]

< [f(z) = fzo)| + 9(x) — g(x0)|-
Wir setzen jetzt € = £ und €2 = 5 und nach Voraussetzung existieren 01 > 0 und
dy > 0, so dass fiir alle x € D mit |z — x| < 6; gilt

@) = flao) < e =3,
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und fiir alle z € D mit |x — x| < d gilt:
€

l9(z) — g(0)| < €2 = 5

Wir setzen nun 6 = min(dq,d2). Dann gilt fiir alle z € D mit |x — x| < §, dass
I +9)@) = (F+ 9ol < 1f@) — @) + lo@) — glao)]| < S+5 = e

(2) Der Beweis dieser Aussage ist formal dhnlich zum Beweis von Satz (2). Der
Beweis ist eine Ubungsaufgabe im 7. Ubungsblatt.

(3) Diese Aussage folgt aus Teil (2), angewandt auf die konstante Funktion g: D — R,
welche definiert ist durch = + [, und welche nach Lemma B stetig ist.

(4) Auch dieser Beweis ist formal &hnlich zum Beweis von Satz BZ3 (4). Der Beweis der
Aussage ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

O

Es seien ay, ..., a, € R gegeben, dann nennen wir
fR — R
T = ag+ax + agx? + -+ aa
eine Polynomfunktion. Es seien p,q: R — R zwei Polynomfunktionen. Dann heift

fi{r€Rlqlx) 0} — R
R 4 C))

q(x)
eine rationale Funktion. Beispielsweise ist
R\{£v2} — R

B+ Tr+2

Tr
2 —2

eine rationale Funktion. Der folgende Satz folgt sofort aus Lemma B und Satz B6=3:
Satz 6.4. Polynomfunktionen und rationale Funktionen sind stetig.
Im 7. Ubungsblatt werden Sie zudem noch folgende Aussage beweisen.

Satz 6.5. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und es sei g: [b,c] — R eine stetige
Funktion mit f(b) = g(b). Dann ist die Funktion

h:la,c] — R

f(z), wennz € a,b,
v { g(x), wenn x € (b,

stetig. Die gleiche Aussage gilt auch, wenn f und g auf Intervallen der Form (a,b] oder
(—00, b] beziehungsweise [b,c) oder [b,o0) definiert sind.
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Es folgt insbesondere aus Satz 63, dass die Funktion

R — R
{ r, wenn z < 0,
r

2%, wenn x >0

stetig ist. In der Tat, denn es folgt aus Lemma B2 und aus Satz 64, dass die Einschrankung
von = — x auf den Definitionsbereich (—oo,0] stetig ist, und dass die Einschriankung
von z +— 2 auf den Definitionsbereich [0, 00) stetig ist. Ganz analog folgt auch, dass die

Funktion
R —-— R

o ] = —z, fallsx <0
v = x, falls x > 0.

stetig ist.
Wir haben jetzt also gezeigt, dass von den Beispielsfunktionen a,b,c,. .., die meisten
Funktionen stetig sind. In Ubungsblatt 7 werden wir noch zeigen, dass die Funktion

R — R
1, wenn x € Q,

v {—1, wenn r € Q

in keinem Punkt stetig ist.

6.2. Weitere Beispiele von stetigen Funktionen. Die obige Abbildung des Graphen
der Exponentialfunktion legt natiirlich nahe, dass die Exponentialfunktion stetig ist. Dies
ist in der Tat der Fall, wie wir jetzt beweisen werden.

Satz 6.6. Die Exponentialfunktion exp: R — R st stetig.

Beweis. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Funktion exp im Punkt 0 stetig ist. Dazu
benotigen wir folgende Abschétzung.

Behauptung. Es sei |z| < , dann gilt
|exp(z) — 1| < 2|x|.

Es sei also |z| < 1. Dann gilt

0 " 0 Pk o0 xn—l
o) -1l = [£ 5 -1 = |£5) =l [£ 2
00 2"
= k| 2w
o0 n
< |z .n;() (nki ol Dreiecksungleichung
o
< x| X 5% weil [z] < 3 und n! > 1
n=0
= |zf- = I geometrische Reihe
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Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

Wir wenden uns nun wieder dem Beweis der Stetigkeit von exp im Punkt 0 zu. Es sei
also € > 0. Wir setzen § = min{§, $}. Es folgt aus der Behauptung, dass fiir alle |z| < 0
gilt

lexp(z) — exp(0)] = |exp(z) — 1] < 22| < 2% _

Wir miissen nun noch zeigen, dass exp in jedem beliebigen Punkt stetig ist. Es sei also
xo € R. Fiir ein beliebiges x € R gilt nach Theorem bTY, dass

|exp(x) — exp(zo)| = |exp(zo) - exp(x — xo) — exp(xg)| = exp(xg) - |exp(x — o) — 1].

1

m, 5}. Dann gilt fiir ein beliebiges = mit

Es sel nun € > 0. Wir setzen § = min{

|z — x0| < 6, dass

|exp(z) —exp(zo)| = exp(zo) - |exp(z — x¢) — 1]
L da\:c—:t:\<(5:min{ s 1}
< eXp(ilfO) exp(aco) 0 26Xp(a}0)7 2
= e

O

Der folgende Satz besagt insbesondere, dass die Verkniipfung von stetigen Funktionen
wiederum stetig ist.

Satz 6.7. Es seien f: D — R und g: E — R zwei Funktionen, so dass f(D) C E. Wenn
f im Punkt xq stetig ist und wenn g im Punkt f(xo) stetig ist, dann ist die Funktion
gof:D — R
z = g(f(z))

stetig im Punkt .

Es seien beispielsweise ®® f(x) = 22 — 2 und g(x) = exp(z). Wir hatten schon gezeigt,
dass diese Funktionen stetig sind. Es folgt aus Satz 624, dass dann auch die Verkniipfung

g(f(z)) = exp(z? — 2) stetig ist.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir nur den Fall D = R und
E = R. Der allgemeine Fall wird im Prinzip ganz genauso bewiesen. Es sei also € > 0. Wir

8Bei einer Funktion muss man immer angeben, was der Definitionsbereich sein soll. Beispielsweise sind
die Funktionen

R — R 0,1] —- R

5 und 9

A T = T
verschieden, nachdem diese verschiedene Definitionsbereiche besitzen. Wenn wir nun schreiben, “f(z) =
2% — 27, oder “f(z) = L, oder “f(x) = 2_effp(w)”, ohne eine Angabe vom Definitionsbereich, dann ist der

Definitionsbereich die Menge aller Punkte in R, fiir die die rechte Seite definiert ist.
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miissen zeigen, dass es ein > 0 gibt, so dass

[z — o] <0 = |g(f(x)) —g(f(z0))] <e
Nachdem ¢ im Punkt f(xzq) stetig ist, existiert ein n > 0, so dass gilt

ly = flzo)l <n = lg(y) —g(f(x0))| <€
Nachdem f im Punkt z( stetig ist, existiert auch ein > 0, so dass gilt
[z — 2ol <6 = [f(z) = flzo)] <.
Kombinieren wir beide Aussagen, so folgt, dass
[z =z <6 = [f(z) = flzo)l <n = [g(f(2)) — g(f(20))] <€

6.3. Stetigkeit und Grenzwerte von Folgen.

Satz 6.8. Es sei f: D — R eine Funktion und es sei (a,) eine konvergente Folge in D, so
dass f im Grenzwert lim,_,o a, € D stetig ist. Dann gilt:

nhi& fla,) = f <lim an>.

n—oo

Insbesondere folgt aus dem Satz, dass wenn f: D — R eine stetige Funktion ist, dann
gilt fiir jede konvergente Folge (a,,) in D mit lim,,_,o, a, € D, dass
lim f(a,) = f <lim an).
n—oo n—o0
Wenn die Funktion f stetig ist, dann kénnen wir also die Funktion und Grenzwert ver-
tauschen. Dies bedeutet, wir kénnen entweder zuerst die Funktion f auf die Folgenglieder
anwenden und dann den Grenzwert bilden, oder wir kénnen zuerst den Grenzwert der Folge
bilden und dann die Funktion f anwenden.
Beispielsweise folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion, dass

lim exp (1 — l) = exp(lim (1 — %)) = exp(l) = e.

n—oo n n—oo

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir nur den Fall D = R. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Es sei (a,,) eine konvergente Folge in D, so dass
f im Grenzwert zq := lim,,_,, a, stetig ist. Wir wollen zeigen, dass lim,, ., f(a,) = f(xo),
das heifit, wir wollen zeigen, dass es fiir alle € > 0 ein N € N gibt, so dass gilt

n>N = |f(a,) — f(zo)] <e.
Es sei also € > 0. Nachdem f im Punkt xq stetig ist, existiert ein § > 0, so dass gilt
w—20l <8 = |f(@) - flzo)| <
Wir setzen jetzt n = 6 und wihlen ein N, so dass gilt
n>N = |a,—z0| <0.
Dann gilt aber auch, dass
n>N = |a,—zo| <0 = |[f(an) — f(zo)] <e,
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wie gewiinscht. O
Es gilt sogar folgende stiarkere Aussage.

Satz 6.9. FEs sei f: D — R eine Funktion und es sei xo € D. Dann gilt:

f ist stetig fiir jede Folge (a,) in D mit lim,_, a, = o,
mm Punkt x gilt, dass auch lim,_,, f(a,) = f(xo).

Der obige Satz besagt unter anderem, dass man die Definition der Stetigkeit von Funk-
tionen auf die Definition von Konvergenz von Folgen zuriickfithren kann. Welche von den
beiden Aussagen im Satz 69 man bevorzugt ist letztendlich Geschmackssache. Forster ver-
wendet die rechte Aussage als Definition von Stetigkeit und beweist auf Seite 109, dass
beide Aussagen dquivalent sind.

Wir werden den Satz im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht verwenden. Wir haben
den Satz deswegen in der Vorlesung auch nicht bewiesen. Der Vollstdndigkeithalber ist hier
aber noch der Beweis.

Beweis. Die Richtung ‘=-" hatten wir schon in Satz B8 bewiesen.

Wir beweisen jetzt ‘<=’. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir wiederum
nur den Fall D = R. Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Wir setzen also voraus,
dass fiir jede Folge (a,,) gilt:

i oo = =l f(a) = Sl

Nehmen wir an, dass f im Punkt xq nicht stetig ist. Zur Erinnerung, in Quantorenschreib-
weise gilt:

icht stetig im Punkt — IV = - > e
f nicht stetig im Punkt x, S0 550 se(so—bts) |f(z) = f(zo)| = €

Sei also solch ein € > 0 gewahlt. Dann existiert zu jedem 6,, = % ein Punkt a,, mit |a, — x| <
L so dass |f(a,) — f(xo)| > e. Dann folgt leicht aus der Definition von Konvergenz von
Folgen, dass lim,,_, a, = x¢, und dass f(a,) nicht gegen f(zq) konvergiert. Dies ist also

ein Widerspruch zur Voraussetzung. 0

Mithilfe von Satz B9 kann man viele Aussagen iiber Stetigkeit auf Aussagen iiber Kon-
vergenz von Folgen zuriickfithren. Beispielsweise kann man Satz leicht aus Satz B=3
herleiten.

6.4. Grenzwerte von Funktionen. Im Folgenden sei f: D — R eine Funktion und es
sei g € R. Nehmen wir an, es gibt ein n > 0 gibt, so dass (zg,z9 +7) C D. ™ Fira € R
schreiben wir

lim f(z)=a <= V 4 v |f(z) —al <e€

\(Zo e>0 6>0 ze(wo,z0+0)ND

Die Aussage, dass es ein 7 > 0 gibt mit (zo, 20 + 1) C D bedeutet, dass die Funktion f ‘rechts’ von
o definiert ist.
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und wir nennen lim,\,, f(z) den rechtsseitigen Grenzwert von f am Punkt z. ™ Wir
betrachten beispielsweise die Funktion
ggR — R
—1, wenn x <0,
T 0, wenn z =0,
1, wenn z > 0.

Dann gilt
lim g(z) = 1,
Jim g(z)
denn fiir jedes € > 0 hat 6 = 1 die gewiinschte Eigenschaft.
Ganz analog, wenn es ein 1 > 0 gibt, so dass (g — 7, z9) C D, dann schreiben wir
Ii = = V 4 v —al <
xl/‘rgclo f(l') ¢ e>0 §>0 a:E(a:o—(S,xo)ﬁD’f<x> a‘ ¢
und wir nennen lim, »,, f(x) den linksseitigen Grenzwert von f am Punkt xy. Im obigen
Beispiel gilt beispielsweise, dass lim, »,, g(x) = —1.
Zudem, wenn sowohl lim,\ 4, f(z) als auch lim, »,, f(z) definiert sind, und wenn die
Grenzwerte iibereinstimmen, dann schreiben wir
lim f(x) := lim f(zx) = lim f(x
lim f(@) =l f(@) = lim S
und wir nennen lim, ,,, f(z) den Grenzwert am Punkt zo. Im obigen Beispiel stimmen
der linksseitige Grenzwert und der rechtsseitige Grenzwert nicht iiberein. Der Grenzwert
lim, o g(x) existiert also nicht.
In Ubungsblatt 7 werden wir folgenden Satz beweisen. Der Beweis des Satzes folgt dabei
ziemlich einfach aus den Definitionen.

Satz 6.10. Es sei f: D — R eine Funktion, so dass es ein n > 0 mitt (xg —n,xo+n) C D
gibt. Dann gilt
f ist stetig im Punkt xy, <= lim f(z) = f(xo).

T—xQ

Wir fithren nun noch einige weitere Definitionen ein. Wenn es ein n > 0 gibt, so dass
(0,20 +1n) C D, dann schreiben wir

li = = VvV 3 v >C
zl\gﬁlo f(ﬂ?) OO CeR 6>0 xe(xo,onré)ﬂDf(x) ’
sowle
li = — = V 4 v <C.
xl\‘rfclo f(x) o0 CeR 6>0 1‘6(1’0710+5)0Df(x)
Ganz analog definieren wir auch lim, »,, f(z) = +oo und lim, »,, f(x) = —oo. Beispiels-
weise gilt
lim1 = +o00 und liml = —o0.
a\0 T /0T

60Der rechtsseitige Grenzwert von f am Punkt 2 wird manchmal auch mit lim, Sad f(z) bezeichnet.
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Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten nun die gleichen Aussagen wie fiir Grenzwerte
von Folgen. Beispielsweise gilt folgender Satz, welcher ganz dhnlich wie Satz B9 bewiesen
wird.

Satz 6.11. Es seien f: D — R und g: D — R zweir Funktionen. Es sei xo € R. Wir
nehmen an, dass es ein m > 0 gibt, so dass (vo,z0 + 1) C D. Wenn lim,~,, f(z) und
lim,~ 4, () definiert sind, dann gilt

Jim (f(z) +g(x)) = lim f(z) + limg(x)
Jim (f(z)-g(x)) = lim f(z) - limg(x)

wenn die rechte Seite definiert ist. ®™ Die gleichen Aussagen gelten analog auch fiir den
linksseitigen Grenzwert limy, o und fir limg,_, .

Es gelten auch die offensichtlichen Analogien von Satz B, Satz B=3 (4), Satz B4, Satz B3
sowie Satz BI1. Die Beweise sind dabei ganz &hnlich den urspriinglichen Beweisen.

Wir fiihren nun die letzten Definitionen von diesem Kapitel ein. Es sei f: D — R wie-
derum eine Funktion. Wenn es ein xy gibt, so dass (z,00) C D, dann schreiben wir fiir
a € R, dass

li = : = — .
ml_)fgl@f(l’) “ = E\Z/O XeR :L‘E(X\,vo/o)ﬂD|f<x> a| <€

Wir bezeichnen dann lim, ., f(x) als den Grenzwert von f fiir x gegen +o0o. Ganz analog
definieren wir auch lim, ., f(z) = fo0, sowie die Grenzwerte lim, , . f(z). Auch hier
gelten wieder die iiblichen Aussagen mit den ganz analogen Beweisen.

Beispielsweise kann man ganz analog zu Lemma B8 zeigen, dass fiir d € Z gilt

400, wenn d > 0,
lim z¢ = 1, wenn d =0,
e 0, wenn d < 0.

Fiir die Grenzwerte gegen +oo und —oo gilt natiirlich auch die Summenformel und die
Produktformel wie in Satz 611

61 Auf Seite B2 hatten wir die partielle Addition und Multiplikation auf R U {00} U {oo} eingefiihrt.
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7. EIGENSCHAFTEN VON STETIGEN FUNKTIONEN

7.1. Der Zwischenwertsatz. Im Folgenden ist es hilfreich verschiedene Typen von Inter-
vallen zu unterscheiden.

Definition.
(1) Ein Intervall vom Typ [a,b], [a, 00) oder (—oo, a] heifit abgeschlossen.
(2) Ein Intervall vom Typ (a,b), (a,00) oder (—oo, a) heifit offen.
(3) Ein kompaktes Intervall ist ein beschranktes und geschlossenes Intervall, das heifit,
ein Intervall vom Typ [a, b].

Der folgende Satz besagt, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen beschréinkt
sind.

Satz 7.1. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, dann ezistiert ein C' € R, so dass
|f(z)| < C fiir alle x € [a,b]. ®

Die Aussage des Satzes gilt nicht, wenn wir stetige Funktionen auf offenen Intervallen
betrachten. Beispielsweise ist die Funktion

f:(0,1

—
T =

&= =g

unbeschrankt.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt kein solches C'. Dann existiert insbesondere zu jedem n € N
ein x, € [a,b], so dass |f(z,)| > n.

Die Folge (z,) von reellen Zahlen ist beschrinkt, also existiert nach dem Satz von
Bolzano—Weierstrafl , siche Satz =21, eine Teilfolge (zn, )ren, welche konvergiert. Wir setzen
x 1= limy_,o Tp, . Nachdem a < z,, < b folgt aus Satz B4, dass auch a < z < b, das heifit
x € [a,b].

Aus Satz B3R, folgt, dass

Jim fone) = S (fimen) = S(2)

Insbesondere konvergiert die Folge (f (2, ))ren, also ist die Folge (f(x,, ))ken nach Satz B2
beschrankt. Dies ist jedoch im Widerspruch zu |f(z,, )| > ng, fiir alle & € N. O

Satz 7.2. Es sei f: |a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existieren xo,x1 € |a,b], so
dass

f(xo) < f(x) < f(z1)

fiir alle x € [a,b].

62Hier und in vielen anderen Sitzen ist es eine gute Ubung zu zeigen, dass alle Voraussetzungen wirklich
notwendig sind. Beispielsweise, wenn f: (a,b) — R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall ist,
dann ist die Aussage des Lemmas im Allgemeinen nicht mehr giiltig, das heifit es existiert im Allgemeinen
kein C' € R, so dass |f(x)| < C fiir alle z € [a,b]. Man betrachte beispielsweise die Funktion. f: (0,1) —
R,z +— %, diese ist offensichtlich nicht beschriankt.
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flxy) fommmmmmmme e 2 T /
N /[ 11
OIL W l; =1 1 2
flxg) - ) :

Die Funktion f: [a,b] — R besitzt Die Funktion f: (1,2) — R mit f(z) = x besitzt
ein Maximum und ein Minimum weder ein Maximum noch ein Minimum

ABBILDUNG 1.

Die Aussage des Satzes gilt nicht, wenn wir stetige Funktionen auf offenen Intervallen
betrachten. Die Aussage ist selbst dann falsch, wenn wir beschréinkte Funktionen auf end-
lichen offenen Intervallen (a,b) betrachten. Beispielsweise ist die Funktion

f:(1,2) - R
T = T

beschriankt, aber die Funktion besitzt kein Maximum. Das heifit, es gibt kein z; € (1,2),
so dass f(x) < f(z) fur alle x € (1,2).

Beweis. Es folgt aus Satz [, dass die Menge f([a, b]) beschrénkt ist. Insbesondere existiert
also y; := sup(f([a,b])). Es folgt nun aus Satz B3 (1), dass es eine Folge (z,) in f([a,b])
gibt, welche gegen y; konvergiert. Wir wihlen jetzt eine Folge (¢,) in [a, b], so dass fiir jedes
n gilt: f(c,) = zn.

Nachdem die Folge (¢,,) beschrénkt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf
siehe Satz BZ1l, eine Teilfolge (c,, )ken, welche konvergiert. Wir setzen xp = limy_,o0 Cp,. -
Wie im Beweis von Satz [l sehen wir, dass z; € [a,b]. Es folgt aus der Stetigkeit von f
und aus Satz B3R, dass

flz) = f (lim an> = lim f(c,,) = lim z, = sup(f([a,d])).
k—o0 k—o0

k—o0

Nachdem das Supremum sup(f([a,b])) insbesondere eine obere Schranke fiir f([a,b]) ist,
folgt nun, dass f(z1) > f(z) fiir alle x € [a, b].
Ganz analog zeigt man auch die Existenz von xg. 0

Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall
la,b] jeden Wert zwischen f(a) und f(b) als Funktionswert annimmt.

Satz 7.3. (Zwischenwertsatz) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und zudem sei
Yo € R zwischen ™ f(a) und f(b). Dann existiert ein xq € [a,b] mit f(xo) = yo.

63Wir sagen r € R liegt zwischen s und t, wenn folgendes gilt:
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wenn f: [a,b] — R stetig ist, dann
gibt es zu jedem gy, zwischen f(a) und (b)
ein g € [a,b] mit f(zg) = yo.

f(b)

a x b

ABBILDUNG 2. Veranschaulichung der Aussage vom Zwischenwertsatz.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion

f:00,3] - R
x = x?—=2.

Dann gilt f(0) < 0 und f(3) > 0. Der Zwischenwertsatz also, dass es ein « € [0, 3] mit
2% — 2 = 0 gibt. Ganz analog kann man mithilfe vom Zwischenwertsatz zeigen, dass jedes
¢ > 0 eine Quadratwurzel besitzt.

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. O.B.d.A. nehmen wir an, dass f(a) <
f(b). Es sei yo € [f(a), f(D)]-

Wie wir gerade gesehen hatten, impliziert der Zwischenwertsatz, dass es Quadrat-
wurzeln von nicht-negativen Zahlen gibt. Wir wollen nun den Zwischenwertsatz
dadurch beweisen, dass wir den Beweis von Satz B-I8 geeignet modifizieren.

Wir setzen
M = {z €[a,b]| f(z) < yo}.

Nachdem f(a) < yq folgt, dass a € M. Die Menge M ist also nichtleer und natiirlich durch b
nach oben beschriankt. Wir setzen xg := sup(M). Wir miissen jetzt zeigen, dass f(xg) = yo.
Nachdem f stetig ist, folgt, wie im Beweis von Satz BIR, dass f(xo) < yo. *

(1) falls s < ¢, dann ist r € [s, ],
(2) falls t < s, dann ist r € [t, s].

64Wenn f(a) > f(b), dann betrachten wir die durch g(z) = —f(z) definierte Funktion, und dann gilt
wiederum g(a) < g(b), und der Zwischenwertsatz fiir g impliziert den Zwischenwertsatz fiir f.

55Hier ist zur Erinnerung das ausfiihrliche Argument: Nach Satz B3 (1) existiert eine Folge (a,) in M,
so dass lim,,_, o a, = xp. Nachdem f(a,) <y fiir alle n, folgt auch aus Satz B8 und Satz B4, dass

Jwo) = f(lim an) = lim fan) < po.

n— oo n— oo
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Wir wollen nun mithilfe von einem Widerspruchsbeweis zeigen, dass f(xg) = yo. Nehmen
wir also an, dass f(x¢) < yo. Wie im Beweis von Satz B8 geniigt es zu zeigen, dass es ein
n > 0 gibt, so dass f(xg+ 1) < yo ist.

Wir miissen also ein 7 > 0 finden, so dass gilt f(zo+n) < yo = f(x0)+ (yo— f(x0)).
Aber nachdem wir angenommen haben, dass yo — f(zo) > 0, folgt die Existenz von
n relativ leicht aus der Stetigkeit von f. Wir werden diese Idee nun ausfiihren.

Wir setzen € = yo — f(xg). Wegen der Stetigkeit von f existiert ein § > 0, so dass gilt
|f(z) — f(zo)| < € fiir alle x € (xg — J, 20 + J), welche im Intervall [a, ] liegen. Nachdem
Ty + g €x € (xg — 9, x9 + ) folgt insbesondere, dass

f(:z:0~|—g> = f(xo)+f<mo+g>—f(xo) < f(zo) +€ = yo.

J

v~

€(—¢,¢)

Wir haben also die Annahme, dass f(zg) < yo zu einem Widerspruch gefiihrt. O
Es seien ayg, ..., ar € R wobei a # 0. Wir bezeichnen dann
R —- R

T = ag+ar+ -+ apa®

als Polynomfunktion von Grad k oder manchmal kurz auch als Polynom von Grad k. In
Ubungsblatt 8 werden wir mithilfe vom Zwischenwertsatz folgenden Satz beweisen.

Satz 7.4. Jede Polynomfunktion von ungeradem Grad besitzt eine Nullstelle.

Beispielsweise besagt der Satz, dass die Funktion f(z) = 2° — 222 + 3 eine Nullstelle
besitzt.

7.2. Gleichméflige Stetigkeit. In diesem Kapitel zeigen wir, dass stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen gleichméfig stetig sind. Die Definition von ‘gleichméfig stetig’ ist
auf den ersten, und oft auch auf den zweiten Blick verwirrend. Dieses Ergebnis wird aber
im spéteren Verlauf der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen.

Es sei x € R und 6 > 0. Wir nennen das offene Intervall
Us(xz) == (x—6,x+9)

die 6-Umgebung von z. Es nun f: D — R eine Funktion. Dann gilt, mit der neuen Notation,
dass

f ist stetig & V. oV 4 v |f(z) — f(zo)] < e

zo€D €e>0 6>0 zeUs(zo)ND

Wir definieren nun

[ gleichmiBig stetig < V = d V Y |f(z) = f(zo)] < e

e0 >0 =zo€D xeUs(zo)ND

66Wenn es ein > 0 gibt, so dass f(zo + 1) < o, dann ist zp + 1 € M. Nachdem z, = sup(M)
insbesondere eine obere Schranke fiir M ist folgt, dass x¢ > xg + 7, aber dies ist nicht moglich, da n > 0.
Wir haben also einen Widerspruch gefunden.
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Etwas vereinfacht ausgedriickt, eine Funktion f ist gleichméflig stetig, wenn “es zu jedem
€ >0 ein 0 > 0 gibt, welches fiir alle zo passt”.
Wir werden in den Ubungen sehen, dass die Funktion
(0,1) - R
r o~ L

nicht gleichméfig stetig ist. Andererseits besagt der folgende Satz, dass stetige Funktionen
auf kompakten Intervallen gleichméfig stetig sind.

Satz 7.5. Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wenn f stetig ist, dann ist f auch gleichmdfig
stetig.

Beweis. Wir werden den Satz mit einem Widerspruchsbeweis beweisen. Nehmen wir also
an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dies bedeutet, dass

[f(z) = f(y)] = e

Sei also solch ein € > 0 gewihlt. Fiir jedes 6 = %, n € N erhalten wir also z,,y, € [a,b], so
dass

e>0 0>0 z€lab] y€Ela,b] mit|z—y|<d

o0 —val < wnd [f() — f(w)] > €

Die Folge (z,) ist beschrénkt (weil sie in [a, b] liegt), insbesondere existiert nach dem Satz

von Bolzano—Weierstrafl (Satz B=21) eine Teilfolge (2, )ken, welche konvergiert. Wir setzen

¢ = limy_, T, . Nachdem |z, — y,,| < % fiir alle n € N folgt, dass auch ® limy,_, o, ¥y, = c.
Nachdem f stetig ist, folgt aus Satz B8, dass

Jim (f(an,) = flyn) = f(Jim @) = 1 (Jim o) = J(0) = f(e) = 0,
Dies ist aber im Widerspruch zu der Aussage, dass |f(z,,) — f(yn,)| > € fiir alle k. O

67Wir verwenden also folgende Aussage: es seien (a,) und (b,) Folgen mit |a, — b,| < 1 so dass

lim,, 00 @y, = a. Dann gilt auch lim,,_, o b,, = a. Diese Folgerung folgt, jetzt da wir etwas Ubung besitzen,
leicht aus der Definition von Konvergenz.
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8. DIE UMKEHRFUNKTION

8.1. Stetigkeit von Umkehrfunktionen.

Definition. Eine Funktion f: D — R heif3t streng monoton steigend, wenn fiir alle Zahlen
1,y € D gilt:

vy >x = f(x1) > fw2).
Die Funktion f heifit streng monoton fallend, wenn fiir alle x1, 29 € D gilt:
1 > X9 = f([El) < f(IQ)

Wir sagen, f ist streng monoton, wenn f entweder streng monoton steigend oder streng
monoton fallend ist.

/
—
///O N
7 N
e e

eine streng monoton steigende Funktion eine streng monoton fallende Funktion

ABBILDUNG 3.

Im 7. Ubungsblatt wird gezeigt, dass die Exponentialfunktion streng monoton steigend
ist. Das folgende Lemma gibt weitere Beispiele von streng monoton steigenden Funktionen.

Lemma 8.1. Es sei k € N, dann ist die Funktion

0,00) — R
r — P

streng monoton steigend. Wenn k ungerade ist, dann ist auch die Funktion

R - R
x — xF

streng monoton steigend.

Beweis. Es sei k € N. Wir wollen zeigen, dass die Funktion

0,0) — R
r — zF
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streng monoton steigend. Es sei also 1 > x5 > 0. Wenn 25 = 0, dann gilt offensichtlich,
das 2% > 0 = 5. Wir nehmen nun also an, dass z» > 0. Dann folgt aus Satz P72, dass

k k—1
k _ k _
aﬁzwrwm—mw=4m+WEE3Q>ﬁf"=£+§:Q)ﬁf”>x9
>0

=:a>0 n=0

n=0

Wir sehen also, dass in der Tat 2§ > x5. Wir haben damit die erste Aussage des Lemmas
bewiesen.
Es sei nun k£ ungerade. Wir schreiben k£ = 2 + 1 fiir ein [ € Nj. Wir wollen zeigen, dass

dann auch die Funktion
R — R

r o ¥

streng monoton steigend ist. Es seien also x; > x5. Wir betrachten drei Félle.

1. Fall: 2; > 25 > 0. Dann hatten wir gerade gezeigt, dass 2% > 5.

2. Fall: 1 > 0 > x5. Dann folgt aus den Ordnungsaxiomen, dass z¥ > 0. Zudem folgt aus
Satz 13, dass 22 = (2})? > 0. Es folgt dann aus den Ordnungsaxiomen, dass
2271 < 0. Wir sehen also, dass 2% > 0 > 5.

3. Fall: 0 > z7; > w9. Dann ist 0 < —x7 < —xo. Es folgt also aus dem 1. Fall, dass
gilt (—z1)F < (—z9)*. Aber nachdem k ungerade ist gilt (—z;)* = —a¥ sowie
(—x9)F = —2k. Also folgt, dass —x} < —z%. Aus den Ordnungsaxiomen folgt dann,
dass xf > 25,

O

Fiir eine Funktion f: D — R bezeichnen wir f(D) = {f(z) |z € D} als den Wertebereich
von f. Mithilfe des folgenden Lemmas konnen wir fiir streng monotone Funktionen den
Wertebereich ohne grofien Aufwand bestimmen.

Lemma 8.2. Es sei f: D — R eine stetige streng monoton steigende Funktion.
(1) Wenn D = [a,b] ein kompaktes Intervall ist, dann ist f([a, b]) = [f(a), f(b)].

(2) Wenn D = (a,b) ein offenes Intervall ist, wobei —oo < a < b < 0o, dann ist

(@) = (i so) .ty 1)
Zudem gelten die offensichtlichen Abinderungen fiir Intervalle vom Typ (a, b], [a,b), (—o0, b]

sowie [a,00). Wenn f streng monoton fallend ist, dann gelten die gleichen Aussagen, al-
lerdings mit den Grenzen der Intervalle vertauscht.

Fiir die streng monoton steigende Funktion

exp: [0,4] — R
r — exp(z)

68Hierbei definieren wir natiirlich lim, oo f(x) als limg_oo f(z) und ganz analog lim, »_o f(z) als
lim, o f(2).
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folgt beispielsweise aus Lemma B3, dass exp([0,4]) = [¢",e?] = [1,¢?]. Betrachten wir
zudem die streng monoton fallende Funktion
f:[l,0) - R
r — 1

Dann besagt also Lemma B, dass

f([1,oo)) _ <lim Lorml =1

r—00 T

Beweis. Es sei f: D — R eine streng monoton steigende Funktion.

(1) Es sei D = [a, b] ein kompaktes Intervall. Nachdem f streng monoton steigend ist,
folgt

zelab] =  [f(z)elfla), ()],
d.h. f ([a, b]) ist enthalten im Intervall [f(a), f(b)]. Andererseits besagt der Zwi-
schenwertsatz 23, dass es zu jedem y € [f(a), f(b)] ein x € [a, b] mit f(x) =y gibt.
Wir sehen also, dass f([a, b)) = [f(a), f(b)].

(2) Esseinun D = [a, 00) ein halb-offenes, unbeschrénktes Intervall mit der Eigenschaft,
dass lim, ., f(z) = co. Dann gilt

flaoo)=f( U lanl) = U f(lan)

nezZ,n>a neZ,n>a
= U [f(a), f(n)] nach dem ersten Fall
neZ,n>a
= [f(a),o0) nachdem lim f(z) = +o0.
T—00
Die anderen Aussagen werden ganz analog bewiesen. 0

Eine Funktion f: D — R ist bijektiv auf thr Bild, wenn die Abbildung f: D — f(D)
bijektiv ist. Wir werden ofters folgendes elementare Lemma verwenden.

Lemma 8.3. Jede streng monotone Funktion ist bijektiv auf thr Bild.

Beispielsweise folgt aus dem Lemma, dass die Funktion

f:[0,00) = R
x — x?

bijektiv auf ihr Bild ist.

69Hierbei verwenden wir folgende Tatsache, welche sofort aus den Definitionen folgt: Wenn f: X — Y
eine beliebige Abbildung zwischen Mengen X und Y ist, und wenn A, B C X Teilmengen von X sind,
dann gilt

fXUY) = f(X)UfY).
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Beweis. Essei f: D — R eine streng monotone Funktion. Dann folgt sofort, dass f injektiv
ist. Andererseits ist die Abbildung f: D — f(D) per Definition surjektiv. Also ist f bijektiv
auf ihr Bild. O

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion, welche bijektiv auf ihr Bild ist. Dann existiert
zu jedem a € f(D) genau ein b € D mit der Eigenschaft f(b) = a. Dieses b wird mit f~*(a)
bezeichnet und die Funktion

f7fD) = D
a — fYa)=das einzige b € D mit f(b) =

heifit die Umkehrfunktion von f.

Wir kénnen die Definition der Umkehrfunktion auch so formulieren: Es gilt

(8.1) fHa)=b <<= f(b)=a.

Wir konnen jetzt folgendes elementare Lemma beweisen.

Lemma 8.4. Es sei f: D — R eine Funktion, welche bijektiv auf ihr Bild ist. Dann gilt
fYf(x)) = =, firallex e D,

sowie

f(fYz)) = = firalexe f(D).

Beweis. Es sei also x € D. Dann ist f~(f(x)) = a das eindeutig bestimmte Element a mit
f(a) = f(x). Es folgt also, dass a = z.

Es sei nun z € f(D). Wir schreiben a = f~!(x). Es folgt aus (&), dass f(a) = z. Wir
sehen also, dass f(f~!(x)) = . O

Zur Erinnerung, wir hatten den Graphen von einer Funktion g: £ — R definiert als
Graph(g) = {(z,9(x)) € R* |z € E}.

Das folgende Lemma besagt nun, dass wir den Graphen von f~! dadurch erhalten, indem
wir den Graphen von f an der xzy-Diagonale spiegeln.

Lemma 8.5. Fs sei f: D — R eine Funktion, welche bijektiv auf thr Bild ist. Dann gilt
Graph(f~1) = Spiegelung von Graph(f) an der xy-Diagonale.
Beweis. Es sei (z,y) € R% Dann gilt

(z,y) € Graph(f™) <= y=/f"'(z)
—= f(y ):x nach (B)

<= (y,x) € Graph(f), denn (y,2) = (y, f(v))

Wir sehen also, dass wir den Graphen von f~! aus dem Graphen von f durch Vertauschen
der z- und der y-Koordinate erhalten. Anders ausgedriickt, wir erhalten den Graphen von
=1, indem wir den Graphen von f an der zy-Diagonale spiegeln. 0J
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f:10,2] — [0,4]
r o~ a2

In Lemma BT hatten wir gezeigt, dass die Funktion f streng monoton ist. Es folgt aus
Lemma B2, dass f(0,2]) = [f(0), f(2)] = [0, 4]. Die Umkehrfunktion ist gegeben durch

70,4 — [0,2]
r = 4/

Die Graphen der Funktionen f und f~! werden in Abbildung @ skizziert.

Graph der Funktion

r / 0.2 = 4]
4 + r = x?

37 T x = y—Diagonale
2 ]
17 \ Graph der Funktion

T 70,4 — [0,2]
rarey "o Vi

ABBILDUNG 4. Die Funktion f(z) = 2%,z € [0,2] und ihre Umkehrfunktion

[ Hz) =z, z €]0,4].

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir mehrmals folgendes Lemma verwenden.

Lemma 8.6. Wenn f: D — R streng monoton steigend (bzw. fallend) ist, dann ist
[~ f(D) — D ebenfalls streng monoton steigend (bzw. fallend).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass f: D — R streng monoton steigend ist. Wir
wollen zeigen, dass dann auch f~': f(D) — D streng monoton steigend ist.

Es seien also y; >y € f(D). Wir schreiben z; = f~!(y;) und 23 = f~!(y2). Wir miissen
zeigen, dass x; > x,. Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist, d.h. wir nehmen an,
dass 1 < 3. Wenn x; = x9, dann ist natiirlich auch y; = f(x1) = f(x2) = yo. Dies
ist ein Widerspruch. Wenn x; < x,, dann folgt aus der strengen Monotonie von f, dass
y2 = f(z2) > f(x1) = y1, aber dies ist im Widerspruch zu y; > yo. Wir haben also gezeigt,
dass f~!: f(D) — D streng monoton steigend ist.

Der Fall, dass f: D — R streng monoton fallend ist, wird ganz analog bewiesen. 0

In der Analysis interessieren wir uns hauptséchlich fiir stetige Funktionen. Es stellt sich
also nun folgende Frage: wenn f: D — R bijektiv auf ihr Bild ist, und wenn f stetig ist,
folgt dann, dass f~! ebenfalls stetig ist? Wir werden im folgenden Beispiel sehen, dass die
Antwort im Allgemeinen Nein ist.
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f:0,1]Uu(2,3] — R
. T, falls = € [0, 1]
x r—1, fallsx e (23]
Dann ist f stetig und man sieht leicht, dass die Funktion f bijektiv auf ihr Bild ist. Die
Wertemenge betragt dabei f([0,1] U (2,3]) = [0,2]. Die Umkehrfunktion ist dann wie folgt
gegeben:
f:00,2] - R

. T, falls = € [0, 1]
. r+1, fallsz e (1,2].

Die Umkehrfunktion ist also im Punkt 2y = 1 nicht stetig. Die Graphen von f und f~!
sind in Abbildung B skizziert.

die Funktion f ist stetig

. . -1 - . .
und bijektiv auf ihr Bild Die Umkehrfunktion f~" ist nicht stetig

ABBILDUNG 5. Eine stetige Funktion, deren Umkehrfunktion unstetig ist.

Wir sehen also, dass die Umkehrfunktion im Allgemeinen nicht stetig ist, aber wir sehen
auch, dass zumindest in dem obigen Beispiel die nicht-Stetigkeit von f~! an der ‘Zerissen-
heit’ vom Definitionsbereich von f liegt. Wir werden deswegen im Folgenden Funktionen
betrachten, welche auf einem Intervall definiert sind.

Der folgende Satz ist der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 8.7. Es sei D C R ein Intervall und es sei f: D — R eine streng monotone Funktion.
@ Dann ist die Umkehrfunktion f~': f(D) — D stetig.

"OWir setzen hier also nicht voraus, dass f stetig ist. Dies ist kein Tippfehler. Wenn f streng monoton
ist, dann ist die Umkehrfunktion stetig, selbst wenn f selber nicht stetig ist. Es ist vielleicht hilfreich mal
explizit den Graphen von solchen Funktionen aufzuzeichnen.
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass D = R, und dass f: D — R eine streng
monoton steigende Funktion ist.

Es sei also yg € f(R). Wir wollen zeigen, dass f~! stetig im Punkt y, ist. Wir setzen
zo := f}(yo). Wir wollen also zeigen, dass

-1
— < €.
AR \y—yo|<5|f (y) —xo| <€

Es sei nun € > 0. Nachdem f streng monoton steigend ist, folgt, dass

f(afo—é) < Y = f(.l?o) < f(a:0+e)

Wir wihlen nun ein § > 0, so dass =&

(Yo — 6,50 +0) C (f(wo — €), f(zo +¢€)).
Dann gilt fiir y € R, dass
ly =yl <0 = (yo—0<y<wyo+9)
= (f(zo—¢€) <y < flzo+e))
= (f‘l(f(xo )< f Uy < f‘l(f(x0+e))> nach Lemma B8
= (rg—e< fy) <mo+€)
= |fHy) — x| <e
Wir miissen nun noch die Féalle betrachten, dass D ein beliebiges Intervall ist, oder dass

J streng monoton fallend ist. Diese Félle werden ganz dhnlich bewiesen und sind eine
freiwillige Ubungsaufgabe. O

8.2. Die Wurzelfunktionen. Es sei £ € N. Nach Lemma B ist die Funktion
f:[0,00) — R
r — xF

streng monoton steigend und wir hatten schon léngst gesehen, dass die Funktion stetig ist.
Zudem folgt aus Lemma B2, dass

£([0,00)) = [f(()), lim xk) = [0,00).

T—00

Die Umkehrfunktion
0,00) —» R

r = Yr:=f(x)
heiflt die k-te Wurzelfunktion. Die Umkehrfunktion ist stetig nach Satz B7a.
Wenn k ungerade ist, dann ist nach Lemma B die Funktion
goR — R
r o ak

71Beispielsvveise konnten wir

0 = min{f(xo +€) — yo,Y0 — f(xo —€)}

setzen.
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Graph der Funktion f

Ty — € / To+ €

zo=f" (o)

fHyo —9) fHyo +9)

ABBILDUNG 6. Skizze fiir den Beweis der Stetigkeit von Umkehrfunktionen
von streng monotonen Funktionen.

streng monoton steigend und es folgt aus Lemma B2, dass
. _ . ko1: k —_ (_
f((=00,00)) = ( Tim 2, lim a*) = (~o0,00).
Die Umkehrfunktion ist also auch auf ganz R definiert und wird ebenfalls als Wurzelfunktion
bezeichnet.

8.3. Die Logarithmusfunktionen. Wir fassen zuerst die wichtigsten Eigenschaften der
Exponentialfunktion zusammen.

Lemma 8.8. Die Fxponentialfunktion

exp: R — R

T

13

r — exp(zr) = .

|
n=0 "

besitzt folgende Figenschaften:
(1) exp(0) =1,

)

) fiir alle x,y € R gilt exp(x + y) = exp(z) exp(y),
) fiir alle x € R gilt exp(—z) = L
) fiir alle n € Z gilt exp(n) = e",

) fiir alle © € (—00,0) gilt exp(z) € (0,1),

) fir alle x € (0,00) gilt exp(z) € (1,00),

) exp ist stetig,

) die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend,
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(10) lim exp(z) = +o0,
(1) lin_exp(z) = 0.
(12) exp(R) = (0, 00).

Beweis.

(1)-(8) Die ersten acht Aussagen haben wir in Theorem B9, Satz und Satz B8 be-
wiesen.
(9) Wir wollen nun zeigen, dass die Exponentialfunktion streng monoton steigend ist.
Es sei also x1 > z5. Dann gilt

exp(z1) = exp((z1 — x2) + 22)
= exp(z; — xq) - exp(zz) nach Eigenschaft (3)
> exp(xg) nach Eigenschaft (7), weil z; — 25 > 0.

(10) Es folgt aus (5), dass die Funktionswerte der Exponentialfunktion nach oben unbe-
schrinkt sind. Es folgt nun aus der strengen Monotonie der Exponentialfunktion,
dass lim,_,., exp(x) = +00.?

(11) Diese Aussage folgt aus den Eigenschaften (3) und (10).

(12) Es folgt aus Lemma B2 und aus (10) und (11), dass exp(R) = (0, co).

O

Die Umkehrfunktion von exp: R — R wird die Logarithmusfunktion (kurz In) genannt.
Der Definitionsbereich der Logarithmusfunktion ist exp(R) = (0, 00). Der Graph der Ex-
ponentialfunktion und der Graph der Logarithmusfunktion sind in Abbildung @ skizziert.

Der folgende Satz folgt nun aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion, welche wir
in Lemma B8 zusammen getragen hatten und aus den allgemeinen Eigenschaften von Um-
kehrfunktionen.

Satz 8.9. Die Logarithmusfunktion

In: (0,00) —
r — In(z)

hat folgende Figenschaften:

(1) 1n( ) = 0
(2) In(e) =

(3) fir alle x y € (0,00) gilt ln(w y) = In(z) + In(y),
(4) fir alle x € (0,00) gilt In(+) = — In(x),

(5) fir alle n € N gilt In(e™) = n,

(6) die Logarithmusfunktion ist stetig,

(7) die Logarithmusfunktion ist streng monoton steigend,

2Warum folgt das aus der strengen Monotonie?
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Graph der Funktion
/ exp: R —- R
P r — exp(x)

x = y—Diagonale

~— Graph der Funktion
In: (0,00) — R
9 3 4 r — Inzx

ABBILDUNG 7. Die Exponentialfunktion und die Logarithmusfunktion.

(8) es ist
In(exp(z)) = z fir alle x € R sowie exp(ln(x)) = x fir alle x € (0, 00),

(9) lim In(z) = 400,

T—00
(10) il{r(l)ln(x) = —00.

Beweis.

(1) Nachdem exp(0) = 1, folgt, dass In(1) = exp~!(1) = 0.

(2) Dies folgt wie (1) sofort aus der Definition der Umkehrabbildung, und der Tatsache,
dass exp(1) = e.

(3) Es seien also z,y € (0,00). Dann gilt

In(z - y) = In(exp(In(z)) - exp(In(y))) = In(exp(In(z) +In(y)))
= In(z) + In(y).

(4) Es sei z € (0,00). Aus (1) und (3) folgt, dass 0 = In(1) =In(z - 1) = In(z) + In(L).

(5) Es sei n € N. Nachdem exp(n) = e” folgt, wie in (1) und (2), dass In(e") = n.

(6) Nachdem die Exponentionalfunktion stetig ist, folgt aus Satz B, dass die Logarith-
musfunktion stetig ist.

(7) Nachdem die Logarithmusfunktion streng monoton steigend ist, folgt aus Lem-
ma B8, dass die Logarithmusfunktion streng monoton steigend ist.

(8) Diese Aussage folgt aus Lemma B4.
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(9) Es folgt aus (5), dass In(e™) = n, d.h. die Logarithmusfunktion In ist nach oben
unbeschrankt. Nachdem die Logarithmusfunktion zudem streng monoton steigend
ist, folgt, dass lim, o, In(z) = +00. @

(10) Fiir n € N folgt aus (4) und (5), dass In(e™™) = —1In(e") = —n. Es folgt, dass die
Logarithmusfunktion In nach unten unbeschréankt ist. Nachdem die Logarithmus-
funktion streng monoton steigend ist, folgt nun, dass lim,\ o In(z) = —oc.

O

8.4. Potenzen von reellen Zahlen. Es sei a € (0,00) und z € R. Wir definieren
a® = exp(x-In(a)

gesprochen ‘a hoch z’. Insbesondere folgt aus In(e) = 1, dass

xT

e’ = exp(x).
Der folgende Satz besagt nun, dass ‘a hoch z’ alle Eigenschaften erfiillt, die man erwarten
wiirde.

Satz 8.10. Es seien a,b € (0,00) und z,y € R, zudem sei n € Ny. Dann gilt:

(1) a® = 1,
(2) av = a-...q

—Mal
(3) a*a?¥ = a""v
4) a® = &
) @)y = @
(6) a"b* = (ab).

Wir hatten natiirlich schon ganz am Anfang, auf Seite [, die Notation a™ fiir natiirliche
Zahlen n € N eingefiihrt. Die erste Aussage des Satzes besagt also, dass die zwei Definitio-
nen fiir a” mit n € N {ibereinstimmen.

Beweis. Es seien also a,b € (0,00) und z,y € R.
(1) Es ist a® = exp(In(a) - 0) = exp(0) = 1.
(2) Es sei also n € N. Dann gilt:

exp(n-In(a)) = exp(In(a) + o +1In(a))

S

n—Mal
= exp(In(a))----- exp(In(a)) weil exp(z + y) = exp(z) - exp(y)
nfxli/lal
= a-...q weil exp(In(z)) = z fiir alle z € (0, c0).
n—Mal

"3Hierbei verwenden wir folgende einfache Tatsache: es sei f: (2, o0) — R eine streng monoton steigende
Funktion, welche nach oben unbeschrinkt ist. Dann gilt lim,_, . f(x) = +o00. In der Tat, denn sei C' € R.
Nachdem f nach oben unbeschréinkt ist, gibt es ein X € (zg,00) mit f(X) > C. Nachdem streng monoton
steigend ist, gilt dann fiir alle z > X, dass f(z) > C.
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(3) Es ist

a*a¥ = exp(x-Ina)-exp(y-lna) = exp(r-lna+y-Ina)
= exp((z+y)-lna) = a*.
(4) Aus (1) und (3) folgt, dass a™ - a® = a~"™ = a" = 1, also erhalten wir, dass
a =1,
(5), (6) Diese beiden Aussagen folgen leicht aus den Definitionen und den Eigenschaften der
Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion. Diese Aussagen werden im 8.
Ubungsblatt bewiesen.

O

Wir beschlieBen das Kapitel mit folgendem Lemma, welches in Ubungsblatt 8 bewiesen
wird.

Lemma 8.11. Es sei a € (0,00) und x € R, dann gilt
In(a®) = z-1n(a).
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9. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

9.1. Der Korper der komplexen Zahlen. Wir bezeichnen nun mit
C={a+bi|la,beR}

die Menge aller formalen Summen a + bi, wobei i ein festgewéhltes Symbol ist. Wir nennen
C die Menge der komplexen Zahlen. Fiir a € R schreiben wir hierbei a + 0i = a und
0 + ai = ai. Wir konnen komplexe Zahlen wie folgt addieren

(x+yi)+ (' +y4) = (e+2)+(y+vy)i, wobelx,yz vy eR,
und wie folgt mit einem Skalar, d.h. mit einer reellen Zahl, multiplizieren
l-(x+yi) = x4+ \yi, wobei z,y,l € R.

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass C mit dieser Addition und dieser Skalarmultplikation
ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum ist. Insbesondere ist die Abbildung
R? — C
(z,y) — x+yi
ein Isomorphismus von reellen Vektorrdumen. Wir stellen uns deswegen die komplexen
Zahlen bildlich auch als die 2-dimensionale Ebene vor.

+2i +2i
[ ]
4 o4y 1, b
1 2 3 /1/2\3
— — ; — >
—3 —2 -1 1 ath
+ - 1 \
. .a
/o + —27 T2
12

ABBILDUNG 8. Graphische Darstellung von komplexen Zahlen und deren Addition.

Der folgende Satz besagt nun, dass man auf den komplexen Zahlen eine Multiplikation
einfithren kann, so dass alle Korperaxiome erfllt sind.

Satz 9.1. Die Menge C der komplexen Zahlen mit der Addition

(+yi) + (@' +yi) = (z+2)+(y+y)i, wobei x,y,a',y € R,
und der Multiplikation
(x4 yi)- (' +yi) = (z2' —yy')+ (xy + 2'y)i, wobei x,y, 2,y € R.

15t ein Korper.
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Die Multiplikation
(@ +yi)- (' +y1) = (2’ —yy) + (2 + 2'y)i
erfolgt also durch Ausmultiplizieren und indem wir i = —1 setzen.

Beweis. Wir miissen also jetzt zeigen, dass alle Korperaxiome erfiillt sind.

(A1)-(A4) Elementares Nachrechnen zeigt, dass die Additionsaxiome (A1) bis (A4) erfiillt sind.
(M1) Das Assoziativgesetz zeigt man durch explizites Nachrechnen.
(M2) Die Definition der Multiplikation ist symmetrisch in z 4+ yi und 2’ + /7, also ist die
Multiplikation kommutativ.
(M3) Fiir alle z + iy € C gilt

(x +iy) - 1= (z+1iy)(1 + 0i) =  + yi,
d.h. 1 =1+ 07 ist ein multiplikativ neutrales Element.
(M4) Es sei also « + iy € C\ {0}. Dann ist
1 1 1

(x+iy)-m(x—iy) = xg—erQ(eriy)(x—iy) Y

(2 +9*) = 1.

Anders ausgedriickt, es ist
1
N1 .
(D) Das Distributivgesetz zeigt man ebenfalls durch explizites Nachrechnen.
O

Wir schreiben manchmal auch ¢ =: v/—1, und fiir eine reelle Zahl a > 0 schreiben wir
manchmal

V—a = a-i

Dann gilt in der Tat, dass
v=d = (Va-i)=yd it=a-(-1) = —a

Lemma 9.2. Es sei p(x) = ax? + bx + ¢ ein Polynom mit a,b,c € R und a # 0. Dann
existiert eine komplexe Zahl z mit p(z) = 0.

Beweis. Die quadratische Losungsformel besagt, dass p(z) = 0 fiir

_ —bE Vb —dac
N 2a '
Der Ausdruck auf der rechten Seite definiert im Allgemeinen keine reelle Zahl. Aber wie

wir gerade gesehen hatten, definiert der Ausdruck komplexe Zahlen. Diese sind dann die
Nullstellen von p. 0

z

In Analysis III werden wir folgenden viel allgemeineren Satz beweisen.
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Satz 9.3. (Fundamentalsatz der Algebra) Es sei p(x) = ag + ayx + -+ + apa® ein
beliebiges Polynom mit komplexen Koeffizienten, wobei k > 1 und a, # 0. Dann existiert
ein z € C mit p(z) = 0.

Bemerkung. Es sei w € C beliebig. Dann besagt der Fundamentalsatz der Algebra, dass
das Polynom 22 — w eine komplexe Nullstelle besitzt. D.h. es gibt ein z € C mit 2% = w.
Anders ausgedriickt, jede komplexe Zahl besitzt eine Wurzel. In Ubungsblatt 9 werden wir
der Frage nachgehen, was die Wurzel(n) aus i sind.

Wir fiihren jetzt weitere Definitionen ein. Fiir z = x + iy mit z,y € R heifit

Re(z) = = der Realteil von z,
Im(z) = vy der Imagindrteil von z,
Z = x—1y die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Die konjugiert komplexe Zahl Z wird oft als z quer bezeichnet. Die geometrische Bedeutung
dieser Definitionen wird in Abbildung 8 skizziert.
der Imaginérteil Im(z) ist die y-Koordinate von z

z=x+ 1y

————— der Betrag |z| ist der Abstand zum Ursprung

N
7

‘
der Realteil Re(z) ist die z-Koordinate von z
®

I die konjugiert komplexe Zahl Z = x — 1y ist
die Spiegelung von z an der xz-Achse

ABBILDUNG 9. Die geometrische Bedeutung von Realteil, Imaginérteil und
konjugiert komplexer Zahl.

Lemma 9.4. Es seien w,z € C. Dann gilt:

(1)  Re(z) = 1(z+72),
2)  Im(z) = 5(z—72),
3) wH+z = wW+7Z,
(4) wZ = W%



ANALYSIS I 109

Beweis. Alle diese Aussagen kénnen durch elementares Nachrechnen bewiesen werden. Es
seien also w = u + vt und z = x + yi komplexe Zahlen. Dann gilt in der Tat

(1)  Re(z) = %<x+yi+x+yi> = s(xtyitz—yi) =z
2 Im(z) = i(z-%) = %(m—l—yi—M) = Latyi—atyi) =y
B) wH+z = utr+w+y)i = utr—vi—yi = W+Z
(4) wz = ur—vy+ (uy+ovr)i = ur —vy — (uy + vr)i
= (u—vi)(x —yi) = W-Z.

O

Es sei z = = + yi eine komplexe Zahl. Wir bezeichnen dann |z| := /22 4+ y2 als den
Betrag von z. Das folgende Lemma fasst einige Eigenschaften des Betrags von komplexen
Zahlen zusammen.

Lemma 9.5. Es seien w,z € C. Dann gilt:

(1) 2| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0,
(2) 2l = V2%,

(3)  firz#0 gilt 27! = #2

(4) jw-z| = |wl|- |z,

(5) lw+z] < |w|+ 7| (Dreiecksungleichung),

(6) ol > [Re(z)]  wndle| > |Imz)|.

Beweis. Alle diese Aussagen kénnen durch elementares Nachrechnen bewiesen werden. Es
seien also w = u 4+ vi und z = x + yi komplexe Zahlen.

(1) Esist |2 = /22 4+ y% > 0, und wenn |z| = 0, dann ist auch 2* +y*> =0, d.h. 2 =10

und y = 0.
(2) Esist vz -z = +/(z +iy)(z —iy) = /22 + 92 = |2
(3) Es ist 2 - #5 = Lzz=1,alsoist 27! = #E.

(4) Aus (2) und aus Lemma 04 (4) folgt, dass
lw-z| = Vwz Wz =Vw-T-2-Z=Vww-Vzz = |w|- |z

(5) Die Dreiecksungleichung wird in Ubungsblatt 8 bewiesen.
(6) Es ist |z] = /2?2 +y? > Va? = |z| = |Re(z)|. Die zweite Ungleichung wird ganz

analog bewiesen.

O

Bemerkung. Wir haben nun also gesehen, dass C ein Korper ist. Es stellt sich die Frage,
ob man eine Relation > auf C definieren kann, so dass C ein angeordneter Korper ist. Dies
ist allerdings nicht moglich. In der Tat, denn in einem angeordneten Korper K gilt nach
Satz I3, dass a* > 0 fiir alle a € K\ {0}. Dies impliziert, dass 1 = 1-1 > 0. Aus (03) folgt
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dann, dass 0 > —1. Aber in C gilt i?> = —1, welches nach Satz positiv sein miisste,
wenn C ein angeordneter Korper wire.

Bemerkung. Wir haben jetzt also gesehen, dass wir auf R? = C eine Addition und Multi-
plikation einfithren kénnen, welche alle Koérperaxiome erfiillt. Es stellt sich dann die Frage,
ob man auch auf R? oder allgemeiner, dem R”, n > 3 eine Multiplikation einfiihren kann,
welche zusammen mit der offensichtlichen Addition einen Korper definiert und welcher R
als Teilkorper enthélt. Mit den Methoden der Algebra-Vorlesung kann man zeigen, dass
dies nicht méglich ist. Man kann allerdings auf R?* eine Multiplikation einfiihren, so dass
alle Axiome bis auf die Kommutativitit (M2) gelten: @

http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion

Zudem kann man auf R® eine Multiplikation einfithren, so dass alle Axiome bis auf die
Assoziativitdt (M1) und die Kommutativitat (M2) gelten:

http://de.wikipedia.org/wiki/Oktave_(Mathematik).

9.2. Konvergenz von Folgen und Reihen von komplexen Zahlen. Wir werden in
diesem Kapitel sehen, dass wir ohne grolere Probleme die meisten bisherigen Definitionen
und Satze von reellen Folgen und Reihen auf Folgen und Reihen von komplexen Zahlen
iibertragen konnen.
Wir beginnen mit der Definition der Konvergenz von einer Folge von komplexen Zahlen.

Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen. Fiir z € C definieren wir ™

lim z, =2 <= V 3 V |z,—z2]<e

n—o00 e0 NeN n>N
Fiir die Konvergenz von Folgen von komplexen Zahlen gelten fast die gleichen Aussagen
wie in Satz B, Satz B2 und Satz B33, mit fast wort-wortlich den gleichen Beweisen. Ins-
besondere gilt:

(1) Wenn eine komplexe Folge konvergiert, dann ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.
(2) Eine komplexe Folge (a,), welche konvergiert, ist auch beschrankt, d.h. es gibt ein
C € R, so dass |a,| < C fiir alle n € N,

Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen von komplexen Zahlen. Dann gilt zudem

(3) limy,—oo(an + by) = limy, 0 @ + limy, o0 by,

(4) limy,oo(ay - by) = limy, o0 @y - limy, o0 by,

(5) es sei l € C, dann gilt lim, o0 Aa, = Aim, o ap,

(6) wenn b,, # 0 fiir alle n und wenn lim,, ., b, # 0, dann gilt
. ap limy, o0 an
lim = —

"Die Quaternionen sind definiert als die Summen a + bi 4 ¢j + dk, wobei i, j, k wiederum Symbole sind
und a, b, ¢, d reelle Zahlen sind. Die Addition wird ganz ‘naiv’ definiert, und die Multiplikation ist definiert

durch Ausmultiplizieren und durch die Regeln 2 = j2 = k% = 1 und ij = k, jk =4, ki = j.
"Hier ist € eine positive reelle Zahl und |z,, — z| bedeutet den Betrag der komplexen Zahl z, — z


http://de.wikipedia.org/wiki/Quaternion
http://de.wikipedia.org/wiki/Oktave_(Mathematik)
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Der folgende Satz besagt nun, dass man die Konvergenz von Folgen von komplexen
Zahlen auf die Konvergenz von den Real- und Imaginérteilen zuriickfithren kann.

Satz 9.6. Es sei (z,) eine Folge von komplezen Zahlen und z € C. Dann gilt ™
lim z, =2 <= lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(2).
n—00 n—00

n—oo
Beweis. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen. Fiir jedes n € N schreiben wir jetzt
Zn = Tp + Yn,n € N, wobei z,,y, € R. Wir schreiben zudem z = x + iy, wobei z,y € R.
Wir zeigen zuerst die “«<”-Richtung. Wir nehmen also an, dass lim, .., x,, = x und
lim,, 00 ¥ = y. Dann folgt aus den obigen Eigenschaften (3) und (4), dass
lim z, = lim(x,+iy,) = lim z,+ lim iy, = lim z,+i lim y, = = +1iy.
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Wir zeigen nun die “="-Richtung. Es sei n € N. Dann folgt aus Lemma B3, dass

|z, —z| = |Re(z,) — Re(2)] = |Re(z, —2)| < |z, — 2|
Es ist nun leicht zu sehen, dass aus lim,_,. 2z, = z folgt, dass lim,,_,. x, = x. Genauso
zeigt man, dass lim,, . ¥y, = y. O

Lemma 9.7. Es sei (z,)nen eine konvergente Folge von komplexen Zahlen. Dann gilt

lim Z, = lim z,.
n—oo n—oo

Beweis. Es sei (z,)nen eine Folge von komplexen Zahlen, welche gegen z € C konvergiert.
Fiir alle n gilt

Zn —Z| = |zn—2| = |20 — 2|
Es folgt sofort aus den Definitionen, dass lim,, .z, = Z = lim,, o 2. O

Die Definition einer Cauchy-Folge von komplexen Zahlen ist wort-wortlich die Gleiche wie
fiir reelle Folgen. Der folgende Satz besagt nun, dass auch Cauchy-Folgen von komplexen
Zahlen immer konvergieren.

Satz 9.8. Jede Cauchy-Folge von komplexen Zahlen konvergiert in C.

Beweis. Es sei (2, )nen eine Cauchy-Folge von komplexen Zahlen. Fiir jedes n € N schreiben
wir z, = x, + iy,. Fiir n,m € N folgt aus Lemma B3, dass
|z, — xm| = |Re(z,) — Re(zn)| < |20 — 2l

Es folgt also, dass (x,,) eine Cauchy-Folge ist. Ganz analog zeigt man, dass (y, ) eine Cauchy-
Folge ist. Aus der Vollstédndigkeit der reellen Zahlen folgt, dass die Cauchy-Folgen (z,,) und
(yn) von reellen Zahlen konvergieren. Es folgt nun aus Satz B8, dass

lim z, = lim z, 4+ lim y,,
n—oo n—o0 n—oo
insbesondere konvergiert die Folge (z,) gegen eine Zahl in C. O

"Die linke Seite betrifft die Konvergenz von einer Folge von komplexen Zahlen, wihrend die rechte Seite
von der Konvergenz von zwei Folgen von reellen Zahlen handelt.
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Satz 9.9. (Satz von Bolzano—Weierstraf§) Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen besitzt
eine Teilfolge, welche konvergiert.

Beweis. Es sei (z,)nen eine beschrinkte Folge von komplexen Zahlen. Fiir jedes n € N
schreiben wir z, = x,, + iy,. Nachdem |z,,| < |z,] und |y,| < |z,| sehen wir also, dass die
Folgen (z,) und (y,) ebenfalls beschrankt sind.

Die Idee ist nun natiirlich, den Satz von Bolzano—Weierstra3 auf die beschrankten
reellen Folgen (z,) und (y,) anzuwenden. Wir erhalten dann n; < ny < ng < ...
und my < mg < mg < ..., sodass die Teilfolgen (z,, ) und (y,,, ) konvergieren. Aber
es gibt keinen Grund anzunehmen, dass diese Folgen nj; und my iibereinstimmen.
Wir miissen also die gleiche Idee etwas geschickter ausfiihren.
Es folgt aus Satz B2, dass die Folge (,)nen eine konvergente Teilfolge (z,, )ren besitzt,
welche gegen ein = € R konvergiert. Wir betrachten jetzt die Folge (yy, )ren. Diese Folge ist
beschrénkt, nach Satz EZ20 gibt es also eine konvergente Teilfolge (ynkl)leN, welche gegen
ein y € R konvergiert. Nachdem (a:nkl)leN eine Teilfolge von (z,, )ren ist, gilt auch, dass
(xnkl )ien gegen x konvergiert.
Es folgt nun aus Satz @@, dass

s, =, £, = o
0
Fiir eine Folge (z,) von komplexen Zahlen definieren wir wiederum die Reihe )" 2,

als die Folge der Partialsummen. Falls diese Folge gegen eine komplexe Zahl konvergiert,
dann bezeichnen wir mit ), z, auch den Grenzwert. Beispielsweise gilt ganz analog zu
Satz B3, dass fiir jedes z € C mit |z] < 1 gilt, dass

n=0

Fiir konvergente Reihen gelten dann die iiblichen Rechenregeln wie in Satz BT2. Zudem
gilt auch folgendes Lemma.

Lemma 9.10. Es sei Y, z, eine konvergente Reihe von komplexen Zahlen. Dann gilt

oo
DI
n=0

Beweis. Es folgt sofort aus den Definitionen, aus Lemma B4 sowie aus Lemma B74, dass

WK

Zn.

n=0

00 k k &)

E Z, = lim Zn = lim Zn = Zn,-
k—o0 k—o0

n=0 n=0 n=0 n=0
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Eine Reihe ) 7z, von komplexen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
> o lzn| der Betrdge konvergiert. Mit wort-wortlich den gleichen Formulierungen und
Beweisen gelten folgende Aussagen:

(1) jede absolut konvergente Reihe konvergiert, siehe Satz b,

(2) das Majorantenkriterium Satz 52, ™

(3) das Quotientenkriterium Satz b5,

(4) der Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen (Satz b14),
(5) Satz B fiir komplexe Reihen.

Beispielsweise folgt, dass fiir jedes z € C die Reihe

exp(z) = i Z—T eC
n=0 """
absolut konvergiert, und fiir alle z, 2’ € C gilt
exp(z+2') = exp(z)-exp(2).
Zudem folgt leicht aus Lemma B0, dass fiir alle z € C gilt
exp(zZ) = exp(z).

Wir haben jetzt also gesehen, dass viele Definitionen und Aussagen iiber reelle Folgen
und Reihen problemlos auf Folgen und Reihen von komplexen Zahlen iibertragen werden
konnen. Insbesondere alle Aussagen, welche nur mit dem Absolutbetrag | | von reellen
Zahlen formuliert wurden, tibertragen sich problemlos. Allerdings kénnen die Definitionen
und Aussagen iiber reelle Zahlen, Folgen und Reihen, welche die Anordnung > verwenden,
nicht auf die komplexen Zahlen iibertragen werden. Insbesondere gilt:

(1) es gibt kein Analogon vom Leibniz-Kriterium fiir komplexe Folgen,

(2) das Supremum und Infimum einer Teilmenge von C ist nicht definiert,

(3) es macht keinen Sinn zu sagen, dass eine Folge von komplexen Zahlen (z,) bestimmt
gegen —oo oder +oo divergiert.

9.3. Stetige Funktionen. Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass wir ohne gréflere
Probleme die meisten bisherigen Definitionen und Sétze von reellen Funktionen auf kom-
plexe Funktionen iibertragen konnen. Es sei D C C eine Teilmenge und es sei f: D — C
eine Funktion und zy € D. Wir definieren

f ist stetig im Punkt zp & V. \4 |f(2) — f(20)| <e.
e>0 6>0 z € D mit
|z — 20| <6

Folgender Satz wird ganz &hnlich wie Satz B8 bewiesen.

"Das Majorantenkriterium lautet nun wie folgt: Es sei (¢,,) eine Folge von nicht-negativen reellen Zahlen
und es sei (a,,) eine komplexe Folge, so dass |a,| < ¢, fiir alle n. Dann gilt

o oo
Z ¢, konvergiert = Z an konvergiert absolut.

n=1 n=1
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Satz 9.11. Es sei D C C eine Teilmenge und f: D — C eine Funktion. Dann gilt:
R D — R

— und
— Re(f(2)) z = Im(f(2))
sind stetig tm Punkt zg.

‘ . D
f ist stetig im Punkt zy <= P

Durch einfaches Umschreiben der Beweise fiir reelle Funktionen erhalten wir folgende
Aussagen:

(1) Es sei ¢ € C, dann sind die Funktionen

fC —- C wmd Y C —» C
z =z Z =
stetig.
(2) In Ubungsblatt 9 werden wir zeigen, dass die Funktion
C - C
z = |z
stetig ist.

(3) Die Summe, das Produkt, der Quotient und die Verkniipfung zweier stetiger Funk-

tionen sind stetig. Insbesondere sind Polynomfunktionen und rationale Funktionen
stetig.

(4) Die Einschréankung einer stetigen Funktion f: D — C auf eine Teilmenge £ C D
ist wiederum stetig.
Der Beweis von Satz B8 iibertréigt sich auch wort-wortlich auf komplexe Zahlen und wir
erhalten, dass die komplexe Exponentialfunktion
exp: C —» C
z +— exp(z)
stetig ist.
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10. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN
10.1. Definition von Sinus und Kosinus. Fiir z € C schreiben wir nun
e* = exp(z).

Das folgende Lemma besagt, dass fiir jedes ¢ die komplexe Zahl e auf dem Einheitskreis
liegt.

Lemma 10.1. Fir allet € R gilt |e"| = 1.

Beweis. Es sei also t € R. Dann gilt

| eit|2 —  elteit
= eitelt weil exp(Z) = exp(z)
_ pitemit — git—it — 0 _— 1
Also ist auch |e]| = 1. O
Fiir t € R definieren wir
sin(t) := TIm(e"), genannt Sinus von t
cos(t) := Re(e"), genannt Kosinus von t.

Die Definition von Sinus und Kosinus wird in Abbildung [0 veranschaulicht. Die komplexe
isin(t)

fiir ‘kleine’ ¢ ist die ‘Léange’ hiervon ¢

ABBILDUNG 10. Die Definition von Sinus und Kosinus durch die komplexe
Exponentialfunktion.

Zahl e liegt auf dem Einheitskreis um die Null in C = R? und der Sinus ist die y-Koordinate
von e und der Kosinus ist die z-Koordinate von e®. Die anschauliche Bedeutung von e
ist hierbei, dass, zumindest fiir ‘kleine’ ¢, der Kreisbogen zwischen 1 € C und e® gerade die
‘Lénge’ t besitzt. @

"8Wir werden spiter sehen, dass dies fiir alle ¢ zwischen [0,27) gilt. Allerdings miissen wir erst noch
die Zahl 7 sauber einfiihren. Im Moment haben wir auch keinen sauberen Begriff der Lénge von einem
Kreisbogen. Wir werden diesen Begriff erst in Analysis II einfiihren.
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Wir kénnen die Gleichungen sin(t) = Im(e) und cos(t) = Re(e®) auch zusammenfassen
Al
e = cos(t) + isin(t) Eulersche Formel.
Fiir eine beliebige komplexe Zahl z € C gilt, dass Im(z) = 5 (z — 2) und Re(z) = 3(z + 2).
Es folgt also, dass ' ' '
sin(t) = Im(e") = L(e —e™),
cos(t) = Re(e) = L1(e +e7).
Lemma 10.2. Firt e R gilt
(1)  sin(t)® +cos(t)? = 1,
(2) sin(—t) = —sin(t)
(3) cos(—t) = cos(t),

Beweis. Es sei also t € R. Dann gilt
(1) sin(¢)® +cos(t)? = Im(e")? + Re(e)? = |e"]* = 1, nach Lemma [T

(2) sin(—t) = Im(e™™) = Im (eﬁ) = Im (e“) = —Im(e") = —sin(t)
)

(3) cos(—t) = Re(e ™) = Re ((37 = Re (E) = Re(e") = cos(t).
0

Wir hatten schon gesehen, dass die komplexe Exponentialfunktion stetig ist. Mithilfe von
Satz BI1 erhalten wir dann folgendes Lemma.

Lemma 10.3. Die Funktionen

R —- R R
13

und -
t — sin(t) —  cos(t)
sind stetig.
Ein Vorteil von der Definition von Kosinus und Sinus mithilfe der komplexen Exponen-

tialfunktion ist, dass sich nun die Additionstheoreme sehr leicht beweisen lassen.

Satz 10.4. (Additionstheoreme) Fir alle x,y € R gilt:
cos(z +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y).
Beweis. Es seien x,y € R. Dann gilt
cos(z +y) +isin(x +y) = @Y
= . eW weil exp(w + z) = exp(w) - exp(z) fiir w,z € C
= (cos(z) +isin(z)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)) + i(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Der Satz folgt nun aus dem Vergleich von den Realteilen und den Imaginérteilen. O
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Korollar 10.5. Fir alle x,y € R gilt

sin(z) —sin(y) = 2cos (%) sin (%5%), und
cos(z) — cos(y) = —2sin (Z2)sin (52).
Beweis. Es seien x,y € R. Wir setzen u := x—;“y und v := %¥. Dann folgt aus Satz 4,
dass
sin(z) —sin(y) = sin(u+ v) —sin(u — v)
= (sinwcosv + cosusinv) — (sinwucos(—v) + cosusin(—v))
= 2cosusinv denn cos(—v) = cos(v) und sin(—v) = — sin(v)
= 2cos ¥ sin Y,
Die zweite Aussage des Korollars wird ganz analog bewiesen. O
Satz 10.6. Fiir alle x € R gilt
S 2k 2 4 2k
= . = 1 _r Lz _1)k2
oste) = SDrgs (1 - 0
0 2k+1 3 5 2k+1
. - kT _ o x kLT
sin(@) = 2 (=D gy i (x T e (2k+1)!)
Beide Reihen konvergieren zudem absolut fir alle x € R.
Beweis. Es sei x € R. Dann gilt
.. iz 1T -, T
cos(z) +isin(zr) = €% = Z = Zz —
n=0 n=0

Nach Satz I8 konnen wir diese Reihe jetzt zerlegen, in Reihen mit reellen beziehungsweise
imagindren Summanden. Wie man leicht sieht ist " reell, genau dann reell, wenn n gerade
ist. ™ Es folgt also, dass

o0
DY — PR
n=

n gerade n ungerade
2k+1
= Z Z% x Z i §k+1
00 2k ] p2k+1 ) )
B ,;](_l)k(gk)! - Z(kzo(_l)k(%ﬂ) ) denn ¢** = ()" = (=1)*.

Die Aussage des Satzes folgt nun, indem man den Real- und Imaginérteil zu Beginn und
am Ende vergleicht. 0

79Belsplelsvvelse ist =1, i' =4, i2=—14=—i, i* =1, und so weiter.
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10.2. Definition von 7. Wir wollen im Folgenden die Sinusfunktion und die Kosinusfunk-
tion eingeschrénkt auf das Intervall [0,2] besser verstehen. Nachdem €% = e = 1 folgt,
dass cos(0) = 1 und sin(0) = 0.

Lemma 10.7.
(1) Fir alle x € (0,2] gilt sin(x) > 0.
(2) Es ist cos(2) < 0.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgender Behauptung:

Behauptung. Es sei > 2, (—1)Fa; eine Reihe, wobei (ag)r>2m eine monoton fallende Null-
folge ist. Dann gilt

D (—Drar € [0, amm).
k=2m
Es folgt aus dem Beweis vom Leibniz-Kriterium, siehe Satz b3 zeigt nun, dass fiir alle
n > 2m gilt, dass
Z (—1)kak = a2m — A2m+1 + ao2m42 — * + (—1)”an S [O, CLQm].
k=2m
Es folgt nun aus Satz B4, dass auch der Grenzwert der Folge in [0, ag,,] liegt. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Lemmas zu.

(1) Es sei z € (0,2]. Wir setzen aj, = Die Folge (a)x>2 ist monoton fallend. In

(2k+1)
der Tat, denn fiir £ > 2 und z € (0, 2] gilt, dass
akyr 2O (2k4+1)! x <1
ar  (2k+2)! a2+l 2k 42 ’

denn k& > 2 und z € (0,2]. Es folgt nun, dass aus der obigen Behauptung, dass fiir
z € (0,2] gilt dass

) 2k+1 $3 1‘2 4

v~

e[o,ﬁ]

(2) Die zweite Aussage wird ganz analog bewiesen. Es sei x > 0. Das gleiche Argument
wie oben zeigt, dass

k 2 © 2k 2 4

- -’L'Q T T T T
cos(x) = ;(—1)’“(%)! = 1—2+;(—1)k(2k)! <1-Z+5

4
€10,%7]

Insbesondere gilt cos(2) <1 -2+ % < 0.
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Lemma 10.8. Die Einschrinkung der Kosinusfunktion auf das Intervall [0,2] ist streng
monoton fallend.

Beweis. Es seien xy > x1 zwei reelle Zahlen in [0, 2]. Dann gilt

cos(wy) — cos(xy) = —2sin o ;— U gin 22 ; 1 hach Korollar I3
—_—— N——
€(0.2] €(0,2]
< 0 nach Lemma M7 (1).

Graph der Kosinusfunktion

/ Nullstelle im Intervall [0, 2] bei §
2

ABBILDUNG 11. Der Graph der Kosinusfunktion im Intervall [0, 2].

Nachdem cos(0) > 0 und cos(2) < 0 gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein x € (0, 2),
so dass cos(z) = 0. Nachdem der Kosinus auf dem Intervall [0, 2] streng monoton fallend
ist, gibt es genau eine Nullstelle im Intervall [0,2]. Wir definieren jetzt

7 := 2 - die Nullstelle der Kosinusfunktion auf dem Intervall [0, 2].

Aus sin(5)? = sin(5)? + cos(3)? = 1 und aus Lemma [ (1), folgt dass sin(3) = 1. Wir
erhalten insbesondere

€' = cos(Z)+isin(3) = i.
Daraus kénnen wir auch herleiten, dass

€T = ¢2.er = 2 = —1,

€% = em.els = (—=1)-i = —i

2 = L els = (—i)-i = 1.

Diese komplexen Zahlen sind in Abbildung @2 skizziert. Wir betrachten nun die Abbil-
dung
—- C
— et = cos(t) + isin(t).
Diese Abbildung ist stetig mit v(0) = 1 und ~(5) = 4. Zudem hatten wir oben gesehen,
dass die Kosinusfunktion eingeschréankt auf [0, Z] streng monoton fallend ist. Wir sehen
also, dass die Abbildung ~y eingeschrénkt auf [0, 5] den Kreisbogen zwischen 1 und i gegen

v: R
t

3]
3]
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. - .
ezt 612 =3

e = —1 \ I
e
t tHelt \’/./»\\

. - T - - 37 .
ABBILDUNG 12. Die komplexen Zahlen e‘z, ™, ¢'2 und e*™.

den Uhrzeigersinn ‘durchfihrt’. Ganz analog sieht man, dass die Abbildung 7 eingeschrankt
auf [0, 27] den Einheitskreis genau einmal gegen den Uhrzeigersinn ‘durchfihrt’.

Folgendes elementare Lemma fasst jetzt einige Eigenschaften der Sinus- und der Kosi-
nusfunktion zusammen.

Lemma 10.9. Fiir alle t € R gilt, dass
cos(t +m) = —cos(t), cos(t +2m) = cos(t),
sin(t+m) = —sin(t) un sin(t 4+ 2w) = sin(¢)
Zudem gilt
sin(t) = — cos (¢ + g)
Beweis. Es sei t € R. Dann gilt

ez(t—l—7r) _ i, om it

e e = —e",
pilt+2m) it Q2w it
Die ersten Aussagen folgen nun aus den Definitionen. Die Gleichheit sin(t) = — cos(t + 7)
folgt ebenso leicht aus den Definitionen. Diese Gleichheit wird in Ubungsblatt 9 bewiesen.

O

Diese Symmetrieeigenschaften zusammen mit dem Graphen in Abbildung I geben uns
nun die Graphen der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion auf ganz R, welche in Abbil-
dung 3 skizziert sind.

Satz 10.10. (Satz dber die Polarkoordinatendarstellung) Zu jeder Zahl z € C\{0} existiert
genau einr € Rog = {z € R|xz > 0} und genau ein ¢ € [0,27), so dass

z =re'’.

Zu jeder Zahl z € C\ {0} existiert also genau ein r € R und genau ein ¢ € [0,27), so
dass z = re'#. Dieses Zahlenpaar (7, ¢) nennt man die Polarkoordinaten von z.
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Graph der Kosinusfunktion
Graph der Sinusfunktion

1

ABBILDUNG 13. Die Graphen der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion.

Beweis. Es sei also z € C\ {0}. Wir zeigen zuerst die Existenz von r € Ry und ¢ € [0, 27)
mit z = re?. Wir betrachten dabei zuerst den Spezialfall, dass |z| = 1. Wir miissen also
zeigen, dass es ein ¢ € [0,27) mit z = €Y = cos(p) +isin(p) gibt. Wir schreiben z = z+iy.
Nachdem |z| = 1 folgt aus |z|* = 2? 4+ ¢?, dass |z| < 1 und auch |y| < 1.

Wir beginnen mit folgender Behauptung.
Behauptung. Es gibt gibt ein ¢ € [0, 7] mit cos(¢)) = .

Fiir den Kosinus gilt cos(0) = 1 und cos(m) = —cos(0) = —1. Die Kosinusfunktion ist
stetig, also existiert, nach dem Zwischenwertsatz [3 ein ¢ € [0, 7], so dass cos(v)) = z. Wir
haben damit also die Behauptung bewiesen.

Behauptung. Es ist sin(¢) = y oder sin(y)) = —y.
Wir miissen also zeigen, dass sin(1))? = y2. Dies ist in der Tat der Fall, denn
sin(¢)? = 1 —cos(¢)? = 1—2% = 22 +9* —2* =9~
—Jaf=1

Wir haben damit diese Behauptung bewiesen.
Wenn sin(¢)) = y, dann gilt natiirlich, dass

e = cos(y)) +isin(v) = x4y = 2.
Andererseits, wenn sin(¢) = —y, dann gilt nach Lemma [0 und Lemma 9, dass
e?m=¥) = cos(2m — ) +isin(2r — 1) = cos(—) + isin(—)
= cos(¢p) —isin(¢p) = z+iy = =z
Nachdem 27 — + € [, 27| haben wir also ein ¢ € [0, 27] mit z = € gefunden. Nachdem
e?™ = €% gibt es auch ein ¢ € [0, 27) mit z = €. Wir haben nun also die erste Behauptung
bewiesen fir z € C\ {0} mit |z| = 1.
Es sei nun z € C\ {0} beliebig. Dann gilt
Behauptung, dass

2z
&

= ;12| = 1. Also folgt aus der vorherigen
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fir ein ¢ € [0, 27).

Es verbleibt zu zeigen, dass r und ¢ € [0, 27) eindeutig bestimmt sind. Es ist klar, dass
r eindeutig bestimmt ist, da r = |z|. Die Kosinusfunktion ist auf [0, 7] streng monoton
fallend. ™ Man kann damit auch leicht zeigen, dass ¢ € [0,27) eindeutig bestimmt. Die
Ausarbeitung der Details verbleibt hierbei eine freiwillige Ubungsaufgabe. U

Mit diesem Satz konnen wir jetzt die Multiplikation von komplexen Zahlen geometrisch
interpretieren. Es seien also z,w € C. Nach Satz 10 koénnen wir schreiben w = re® und
z = se'¥. Dann gilt

wz = rse@Y).
Wir sehen also, dass sich die Winkel addieren und die Betrége multiplizieren.

ABBILDUNG 14. Die Multiplikation von komplexen Zahlen in Polarkoordinaten.

Wir beschliefen das Kapitel mit folgendem Satz, welcher in Ubungsblatt 10 bewiesen
wird.

Satz 10.11. Es sei n € N. Dann gilt fir z € C, dass
=1 <=  z=e"*" wobeik e {0,...,n—1}.

Die komplexen Zahlen z = €2/ [ =0,...,n — 1 werden oft als die n-ten Einheits-
wurzeln bezeichnet. Die letzte Abbildung des Kapitels zeigt die 3-ten, 6-ten sowie die 8-ten
Einheitswurzeln.

80In der Tat, es folgt aus sin(§ — x) = sin(§ + x) und aus Lemma I3, dass sin(z) > 0 fiir z € (0, 7).
Es folgt dann aus dem Beweis von Lemma IR, dass die Kosinusfunktion auf [0, 7] streng monoton fallend
ist.
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e 3 =1

die 3-ten Einheitswurzeln die 6-ten Einheitswurzeln die 8-ten Einheitswurzeln

ABBILDUNG 15.
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11. DIFFERENTIATION

11.1. Definition der Ableitung und erste Eigenschaften. Im Folgenden betrachten
wir nur Funktionen, welche auf offenen Intervallen (a,b) definiert sind. Hierbei gilt, dass
{0} <a<b<RU{o0}.

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion und es sei oy € (a,b). Wir sagen, f ist
differenzierbar in xo, wenn der Grenzwert =

f(xo+h) = f(zo)
h

existiert. Wir nennen f'(zo) die Ableitung von f im Punkt x.

f'wo) := lim

Bemerkung. Es folgt direkt aus den Definitionen, dass

i JEED @) 1) )

h—0 h T—xo T — o

Manchmal wird in der Literatur der Ausdruck auf der rechten Seite bevorzugt.

Essei f: (a,b) = R eine Funktion. Wenn f differenzierbar im Punkt z¢ € (a,b) ist, dann
bezeichnen wir die Funktion

t(z) = f(xo) + ['(xo)(x — x0)
als die Tangente zu f am Punkt xy. Es folgt aus den Eigenschaften von Grenzwerten und

aus der Definition von f’(z), dass

f(xo +h) —t(zo +h) f(xo +h) — (f(xo) + f'(x0)h)

e " ! Of( h)*f(h) [ (o)l
. ZTo + i) . i) 1 !
= }llur(l) Y ;llm(l)ih = f'(zo) — f'(x9) = 0.

Wir sehen also, dass die Tangente t die Funktion f in der Ndhe vom Punkt z( ‘approximiert’.
Die anschauliche Bedeutung der Differenzierbarkeit von f im Punkt z( ist also, dass f in
der Ndhe von f durch eine Gerade ‘approximiert’ werden kann.

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion. Wir sagen f ist differenzierbar, wenn f in
jedem Punkt x¢ € (a,b) differenzierbar ist. Wir nennen dann die Funktion

(@b — R
z = f'(z)

die 1. Ableitung von f.

81Wir betrachten also streng genommen die Funktion

(: :I:O,:)U(:,’ xo)
h — g h 0

und wir betrachten dann den Grenzwert mit h — 0 fiir diese Funktion.



ANALYSIS I
Graph von f

\ / __ Graph der Tangente t(z) = f(zo) + f'(x0)(z — x0)

|

—~ l
Zo

an diesem Punkt kann der Graph nicht durch
eine Gerade approximiert werden, f ist also nicht differenzierbar

ABBILDUNG 16. Anschauliche Bedeutung von Differenzierbarkeit im Punkt x;.

Lemma 11.1. Es sei ¢ € R. Dann gilt =
() =1 wund (c¢) =0.
Insbesondere sind die Funktionen f(z) = x und g(x) = ¢ differenzierbar.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f(x) = z. Es sei xy € R. Dann gilt
f(zo +h) — f(xo)

"(20) = li ~ i Bethzre o
L BT e Tt b

Die Aussage iiber die konstante Funktion wird ganz analog bewiesen.

125

O

Das néchste Lemma besagt nun, dass die Betragsfunktion f(z) = |z| im Punkt 0 nicht

differenzierbar ist.

Lemma 11.2. Die Funktion
ffR - R

r e |z = —x, wennx <0,
x, wennx >0

1st 1tm Punkt xo = 0 nicht differenzierbar.

82Genauer gesagt betrachten wir also die Funktionen

ffR —- R und g:]Ii

R
T = . c.

%
§_>
Diese Funktionen sind differenzierbar, und die 1. Ableitungen sind gegeben durch
/. /.
fff"R — Rundg.R - R
r — 1. z +— 0.
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Beweis. Wir erinnern zuerst an die Definition von limy,_,q g(h). Dieser existiert per Definiti-
on genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert limy, » g(h) und der rechtsseitige Grenzwert
limy\ o g(h) existieren und {ibereinstimmen. Wir wenden dies nun an auf die Funktion

=) _ )

h) — -
g(h) "0 "
In diesem Fall gilt, dass
lim @ = lim _Th = lim -1 = —1, und
h 0 h 0 h 0
lim @ = lim % = lim 1 = 1
h\0 N0 AN
Wir sehen also, dass die beiden Grenzwerte nicht iibereinstimmen. Die Funktion f ist also
im Punkt zy = 0 nicht differenzierbar. O

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Wenn die Ableitung [
differenzierbar ist, dann schreiben wir

f& ==,

genannt die 2. Ableitung von f. Allgemeiner, wenn die (n — 1)-te Ableitung von f differen-
zierbar ist, dann definieren wir die n-te Ableitung von f als

§O = (0

und wir sagen, f ist n-fach differenzierbar.

Notation. Manchmal verwenden wir auch folgende alternative Schreibweisen fiir Ableitun-
gen:

d d dn X
@f = é = f/’ und dm_z = f(n)7
sowie
d = dn Pyp—
Elomy = Slw) wndEH] = ).

Lemma 11.3. Es sei D C R eine offene Menge. Zudem sei f: D — R eine Funktion und
es sei xg € D. Wenn f im Punkt xy differenzierbar ist, dann ist f insbesondere stetig im
Punkt xq.

Beweis. Es sei f: D — R eine Funktion und zy € D. Satz 610 besagt, dass die Funktion
f im Punkt z, stetig ist, genau dann, wenn limy,_,¢ f(zo + k) = f(x0).
Wenn f im Punkt xy differenzierbar ist, dann gilt

lim (f (20 +h) — f(ao)) = lim %@
f(xo + h) — f(xo)

= lim -lim A weil beide Grenzwerte existieren
@%O h . h—0
—f/(z0) =0
= f'(x9)-0 =0.
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Satz 11.4. (Ableitungsregeln) Es seien f,g: (a,b) — R Funktionen, welche differenzierbar
im Punkt x € (a,b) sind. Dann gilt fir alle | € R, dass

(
1+ g;’

(r) = f(z)+4g(z)
(2) (Af) () = A-f(x)
) (f-9)@) = [(x)g(x)+ f(x)g'(x) (Produktregel)

Wenn g(x) # 0, dann gilt zudem, dass
(4) (i) () = 9(@)f'(x) = 9'(x)f (@) (Quotientenregel).

Beweis. Es seien also f,g: (a,b) — R Funktionen, welche differenzierbar im Punkt = €
(a, b) sind. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass die ersten beiden Eigenschaften gelten.
Wir beweisen nun die Produktregel. Es ist

(f - 9)(x) = lmd(fx+h)glx+h) — f(x)g(x))

Wir wollen jetzt in den Ausdruck f(z+h)g(z+h)— f(x)g(x) die Differenzen f(z+h)— f(x)
und g(x + h) — g(z) einfiithren, welche in den Definitionen von f’(z) und ¢'(x) auftauchen.
Wir wenden jetzt genau den gleichen Trick wie im Beweis von Satz B33 an.

— tim 2 (f(x + B)gla +h) ~ J(@)g(x))
= lim 3 (f(o + h)gle +h) = f@)gla+ 1)) + lim (F@)g(x + h) = f@)g(a))
= lim 3 (f(z+h) = f(2)) - limg(e+h) + f(z) - lim 5 (g(x + h) = g(2))

J/ . / 7

—f’ (x) =g(=), weil g stetig =g'(x)
= [(2)g(x) + f(z)d (x).
Wir wenden uns nun dem Beweis der Quotientenregel zu. Diese wird ganz dhnlich bewiesen
wie die Produktregel. In der Tat, es ist
i 1 (L _ )

h—0 h

1 fz+h)g(x)—f(x)g(z+h)
h—0 9(z+h)g(z) h
1 f(x+h)g(x) —f(x)g(z+h)

1 <f($+h)_f($)g(x) _ g($+h)_g($)f($)>

(z+h)  g(z)

Korollar 11.5. Fiir allen € N gilt

4 n_ -1
dxx =nx" .
Beweis. Wir zeigen die Aussage mithilfe von Induktion iiber n. Die Aussage fiir n = 1

wurde in Lemma T bewiesen. Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt.
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Dann folgt
%x"“ = %(m . x") = %x AL S %x” Produktregel
= l-2"+x-nz"! Induktionsannahme
= (n+1)- 2™

O

11.2. Die Ableitungen von der Exponentialfunktion und den trigonometrischen
Funktionen. Wir bestimmen im Folgenden erst einmal zwei grundlegende Grenzwerte.

Satz 11.6. Es ist

(1) li%% = 1, und
T—
2) im e _
z—0 T '

Im Beweis von Satz IT8H werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 11.7. Es seie > 0, k € N und C € R. Es sei g: (—¢,€) — R eine Funktion, so
dass |g(z)| < Clz|* fiir alle x € (—e,€). Dann gilt

Das Lemma wird in Ubungsblatt 10 bewiesen. Wir wenden uns nun dem Beweis von
Satz T8 zu.

Beweis von Satz T14. Es sei k € N. Dann gilt

= " 2 a8 xk . g
exp(z) = ZH = (1+x+?+§+---+y) + > -
n=0 n=k+1
=Ry (z)

Im Beweis von Satz B8 hatten wir gezeigt, dass fiir alle |z| < % gilt, dass

|Ro(z)] = |exp(z) —1] < 2lz|.
Wort-wortlich fast der gleiche Beweis zeigt auch, dass fiir alle |z| < % gilt, dass
[Ri(z)] = [exp(z) —(1+2)] < 20zl
Es folgt nun, dass
R A S
=1 = 0 nach Lemma[I=2,

weil |R1(z)| < 2|z|?

Wir haben damit die erste Behauptung bewiesen.
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Wir wenden uns nun dem zweiten Grenzwert zu. Wir schreiben

0 I2n+l 00 x2n+1
i - B N
sin@) = > (-1) @2n 1 1) v+ (1) @2n 1 1)
n=0 n=1 ,
—Ro(x)

Genau wie im Beweis von Lemma M7 kann man zeigen, dass fir = € [—1, 1] gilt

22n+1 |l"3
| Ro(z E < =
(2n + 1! 6
monotone
Folge
Es folgt nun aus Lemma 174, dass
. sin(z . x4+ Rolx . Ry(x
hmL = hm—() = lim — + 1 (z) = 1.
x—0 x x—0 X z—0 I x—0 X
———
=1 = 0 nach Lemma 11.7,

weil |Ro(x)| < 2
]

Im Folgenden werden wir auch mehrmals folgendes Lemma verwenden, welches ganz
ahnlich wie Satz B0 bewiesen wird.

Lemma 11.8. Es seien b,c € R und es seien

g: R\ {b} — R

d E:R\{c} — R
T h

—  k(h)
stetige Funktionen mit limy,_,.k(h) = b. Dann gilt
lim g(k(h)) = lim (k).

Beispielsweise folgt aus Satz I8 und Lemma [T8 angewandt auf g(k) = Smk(k) und
k(h) =%, dass
sin(%) | sin(k) 1
h—0 g k=0 k ’

Mithilfe von Satz T3 und Lemma IT8 kénnen wir jetzt die Ableitungen der Exponenti-
alfunktion, der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion bestimmen.

Satz 11.9. Es gilt

i exp(z) = exp(a)
L sin(z) = cos(z)
4 cos(z) = —sin(x).
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Beweis. Wir betrachten zuerst die Exponentialfunktion. Es ist

d — exp(z+h)—exp(z) _ O exp(h)—1
7 exp(w) lim 7 exp(x) lim ==
= exp(z)-1 nach Satz T8

= exp(x).

Wir wenden uns nun der Sinusfunktion zu. Hierbei ist %2

d o _ 1:.. sin(z+h)—sin(z)
iz SlH(CL’) = }lILI(I)T
= limw nach Korollar I3
h—0 L
h sin(2
= limcos |z + = |- lim (3)
h—0 2 h—0 %
=cos(x), weil cos stetig ~ _ | nachgatz 11.6
und Lemma 11.8
= cos(z).
Ganz dhnlich kann man auch mithilfe von Korollar I3 zeigen, dass - cos(z) = — sin(z).
Dies ist eine Ubungsaufgabe auf Ubungsblatt 10. OJ

11.3. Die Kettenregel und die Umkehrregel.

Satz 11.10. (Kettenregel) Es seien zwei f: (a,b) = R und g: (¢,d) — R zwei Funktionen
mit f((a,b)) C (¢,d). Wenn f im Punkt xo € (a,b) differenzierbar ist und wenn g im Punkt
f(xq) differenzierbar ist, dann ist go f im Punkt xy differenzierbar und es gilt

(go f)(zo) = g'(f(x0)) - f'(w0).
Beweis.

Die Idee ist folgende Umformung auszufiihren

9(f(@wo+ 1)) — 9(f(z0)) _ g(f(xo + 1)) = g(f(w0)) flao+h)— flzo)

h f(zo+h) — f(xo) h

Allerdings macht diese Umformung keinen Sinn, wenn f(zg + h) = f(zo). Wir
miissen deswegen einen kleinen Trick anwenden.

Wir setzen y := f(20) und wir definieren
g: M — R
{ A, falls y o g,

Y g (o), falls y = yo.

837 ur Erinnerung, Korollar A besagt, dass fiir alle z,y € R gilt

sin(z) — sin(y) = 2cos (332“/) sin (T’)
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Behauptung. (1) Die Funktion ¢g* ist im Punkt g, stetig,
(2) Fiir alle h gilt, dass

1) g _ g,y 1) = Slr)

(1) Wir miissen nach Satz B0 zeigen, dass lim,_,,, g(y) = g(yo). In der Tat ist

J— h _
lim g(y) = lim M — lim 9(yo + k) — g(vo)
Y—1Y0 Y—Yyo Y —1Y h—0 Yo + h — Yo

= g'(y) = 9" (o)

(2) Wir beweisen die zweite Behauptung, indem wir eine Fallunterscheidung durchfiihren.
Es sei also h gegeben. Wenn f(x¢ + h) = yo = f(x¢), dann folgt, dass

g(f(onFh)})L*g(f(xO)) = 0 = ¢*(flzo+h))- f(550+h2b*f(x0)'
Wenn hingegen f(zo + h) = yo = f(z0), dann folgt aus der Definition von g*, dass
h))— h))— h)— . h)—
9(f (zo+ )f)L 9(f(z0)) _ g(f;?£j+}zg_?i£i§0)) f($o+})L flxo) _ g (flzo + h)) - f(170+})L flwo)
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Es folgt nun aus der Behauptung, dass

lim 9(f (zo+h))—g(f(x0)) — lim (g*(f(xo+h)) . f(foJrh})L*f(on))

h—0 h h0

. N . f(xo+h)—f(x0)

- ] R)) - lim Aot/ T0)

i 9 (f (2o + )), jom A ]
—g*(f(x0)) weil f.g* stetig —f'(z0)

= g*(f(z0)) - f'(z0)
= ¢(f(0)) - f'(z0)-

Korollar 11.11. Es seia € (0,00). Dann gilt fir alle x € R, dass
d

d—ax = a"-In(a).
x
Beweis. Fiir alle x € R gilt, dass

Lgr = Lexp(In(a) - ) Definition von a”

exp(In(a) - ) - (In(a) - )’  Kettenregel mit f(z) =In(a) - x und g(x) = exp(z)

= exp(ln(a) - z) - In(a)
= a”-In(a).

O

Satz 11.12. (Umkehrregel) Es sei f: (a,b) — R eine stetige und streng monotone Funkti-
on. Wenn f in einem Punkt xo € (a,b) differenzierbar ist mit f'(xo) # 0, dann ist f~! im
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Punkt f(xq) differenzierbar und es gilt:

Y (flzo) = -

f'(xo)
Anders ausgedriickt, fir yo = f(xo) gilt, dass
—1\/ . 1
Um0 o) = )

Die anschauliche Bedeutung der Umkehrregel wird in Abbildung 4 skizziert. Wir erhal-

Tangente zum Graphen der Funktion f
[ — am Punkt (zo, f(z0)) mit Steigung f'(xo)

Tangente zum Graphen der Funktion f~!
am Punkt (f(xo), f~1(f(z0)) mit Steigung

Graph der Funktion f

\
(w0, f(0))

_1
f'(xo0)

~ Graph der Umkehrfunktion f~*

.
.
.
.
.
.
.
g /

ABBILDUNG 17. Die Ableitung der Umkehrfunktion.

(f(z0), 20) = (f(xo), f~(f(x0))

ten den Graphen von f~!, indem wir den Graphen von f an der zy-Diagonale spiegeln. Ganz
analog erhalten wir die Tangente zum Graphen von f~' am Punkt (f(zo), f~'(f(z0)) =
(f(x0),z0), indem wir die Tangente zum Graphen von f am Punkt (zo, f(x)) an der xy-
Diagonale spiegeln. Ganz allgemein gilt jedoch, dass wenn wir eine Gerade mit Steigung m
an der xy-Diagonale spiegeln, erhalten wir eine Gerade mit Steigung %
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Beweis. Es sei f: (a,b) — R eine stetige und streng monotone Funktion und es sei xy €
(a,b). Wir nehmen an, dass f im Punkt z( differenzierbar ist mit f'(xo) # 0. Dann gilt

(f—l)’ (f(J?o)) _ fllli% fﬁl(f(xo)'f‘h})l_ffl(f(fo))

f_l(f(l’(;l)‘Fh)—mo _ (*)

= lim
h—0
Wir schreiben jetzt k(h) = f~'(f(zo) + h) — 2. Diese Funktion ist nach Satz B stetig im

Punkt i = 0. Durch Auflésen nach h erhélt man, dass h = f(k(h) + x¢) — f(xq). Dann gilt

(¥) = lim k(h)

h—0 f(k?(h)l‘i‘ zo) — f(o)

- ;lﬂi% J(k(h)+w0)—f (w0)
k(h)

: f(k(h)+xzo)—f(x0)
Hm B

= o Fkra)~ ) folgt aus Lemma T8 und }Lli% k(h)=0

k—0 k

f'(w0)

Bemerkung. Man kann die Gleichheit
—1\/ ].
X = —_—

auch leicht aus der Kettenregel herleiten.® In der Tat, denn aus der Kettenregel folgt, dass

d L @) = (7Y (Flao)) - (o),

1= — -
dx dx

X

T=x0

T=x0

also erhélt man durch Auflésen, dass fiir jedes z( gilt:

—1\/ _ 1
Insbesondere gilt fir yo = f(z0), dass
—1 ! _ 1
U o) = gy
Korollar 11.13. Fir alle z € (0,00) ist
d 1

84A11erdings kann man aus der Kettenregel nicht die Differenzierbarkeit von f~' herleiten.
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Beweis. Es folgt aus der Umkehrregel und aus % exp(z) = exp(z), dass

d 1 1 1
dx Infz) = exp'(In(z))  exp(ln(z)) =

11.4. C*°-Funktionen.

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion.

(1) Wenn f differenzierbar ist, und wenn zudem f’ stetig ist, dann heifit f stetig diffe-
renzierbar und wir sagen f ist eine C'-Funktion.

(2) Wenn f eine C"-Funktion, und wenn die n-te Ableitung f™ eine C'-Funktion ist,
so heifit f eine C™*1-Funktion.

(3) Wir sagen f ist eine C*°-Funktion, wenn f fiir alle n eine C"-Funktion ist.

Beispielsweise sind Polynomfunktionen, die Exponentialfunktion, die Sinusfunktion sowie
die Kosinusfunktion C'*°-Funktionen. Andererseits haben wir in Ubungsblatt 10 gesehen,
dass die Funktion

fiR — R
2 il
N { r?sin(;), wenn x # 0,
0, wenn r = 0
in jedem Punkt differenzierbar ist, insbesondere auch im Punkt z = 0. Aber die Ableitung
von f ist gegeben durch
f"R —- R
N 2¢sin(L) — cos(2), wenn x # 0,
0, wenn x = 0,

und diese Ableitungsfunktion ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

Graph der Funktion sin(2), = # 0 Graph der Funktion z?sin(2), = # 0
2
\ y =z
AN TR AN —
VLN [V |
1
ERTE - y=—1"  ma& i %

ABBILDUNG 18.
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12. DER MITTELWERTSATZ

12.1. Der Mittelwertsatz und lokale Extrema.

Definition. Es sei D C R eine Teilmenge und es sei f: D — R eine Funktion. Wir sagen,
f hat bei xq ein lokales Maximum, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass

fir alle x € D mit |z — x| < § gilt, dass f(z) < f(zo).

Ganz analog definieren wir lokales Minimum. Wir sagen xg ist ein lokales Fxtremum, wenn
o ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ist.

lokale Maxima

/\\

lokales Maximum bei zq Graph von f

/x'o '\ b 0 b

a
To—0 xo+0 lokale Minima

Definitionsbereich von f ist das Intervall [a, b)

ABBILDUNG 19. Die anschauliche Bedeutung von lokalem Maximum und
lokalem Minimum.

Wir sagen x ist ein innerer Punkt einer Teilmenge M C R, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so
dass U(z) := (x — ¢,x +€) C M. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass fiir Intervalle
von der Form [a,b], (a,b), [a,b) und (a,b] die Menge der inneren Punkte gerade gegeben
ist durch das offene Intervall (a,b). &

Es sei nun M — R eine Funktion und x¢y € M ein innerer Punkt. Nachdem z ein innerer
Punkt ist, macht es Sinn die Grenzwerte limy,_,q w zu betrachten und wir fithren

wie zuvor die Differenzierbarkeit von f am Punkt zq ein.

Lemma 12.1. Es sei f: D — R eine differenzierbare Funktion und xo € D ein innerer
Punkt. Wenn f ein lokales Extremum in xy annimmt, dann ist f'(zq) = 0.

Die Aussage des Lemmas ist im Allgemeinen nicht richtig, wenn z( kein innerer Punkt ist.
Betrachten wir beispielsweise die Funktion f: [0,1] — R, welche durch f(z) = 3z definiert
ist. Dann ist g = 0 ein lokales Minimum und zy = 1 ein lokales Maximum. Wir hatten die
Ableitung an den Endpunkten nicht definiert, aber selbst wenn man diese iiber einseitige
Grenzwerte definieren wiirde, wéire die Ableitung an den Endpunkten nicht null.

85In der Tat, denn sei beispielsweise x € (a, b), dann gilt € = min{b—z,z—a} > 0 und es ist (z—e, x+€) C
(a,0).
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Beweis. Es sei f: D — R eine Funktion und es sei ¢y € D ein innerer Punkt, so dass f im
Punkt z differenzierbar ist. Es sei zudem xq entweder ein lokales Minimum oder ein lokales
Maximum. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass x, ein lokales Minimum ist. Es gibt also
ein 6 > 0, so dass f(xg+ h) — f(xg) > 0 fiir alle h # 0 € (=4, ). Wir betrachten nun den
rechtsseitigen und den linksseitigen Grenzwert in der Definition der Ableitung. Es ist

f(wo + 1) = f(o)

li > 0.
hl{‘r(l) \ h = 0
>0 fiir h € (0,4),
weil h > 0 und f(zo + h) > f(zo)
Andererseits gilt
h) —
@R fa)

h/0 R h ,

<0 fiir h € (-4,0),
weil h < 0 und f(zo + h) > f(zo0)

Aber nachdem f im Punkt xq differenzierbar ist, miissen beide Grenzwerte iibereinstimmen.
Dies ist nur moglich, wenn beide Grenzwerte Null sind, d.h. wenn f’(zq) = 0. O

Wir sagen im Folgenden, dass eine Funktion f: [a, b] — R 5 differenzierbar ist, wenn sie
auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist, und wenn die Funktion zudem auf [a, b]
stetig ist. Ganz analog definieren wir Differenzierbarkeit auf Intervallen der Form [a, o0),

[a,b), (a,b] und (—o0, b].

Satz 12.2. (Satz von Rolle) Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, so dass
f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b), so dass f'(§) = 0.

Beweis. Es folgt aus Lemma I3, dass die Funktion f stetig ist. Also existieren nach
Satz [[2 zwei reelle Zahlen xq, 1 € [a,b], so dass

f(zo) > f(x) > f(xy) fiir alle z € [a, b].

Es folgt sofort aus den Definitionen, dass zy insbesondere ein lokales Maximum ist, und dass
x1 insbesondere ein lokales Minimum ist. Wenn zy € (a,b), dann ist zg zudem ein innerer
Punkt und es folgt aus Lemma 21, dass f'(x¢) = 0. Genauso, wenn z; € (a,b), dann ist
x1 zudem ein innerer Punkt und es folgt wiederum aus Lemma 271, dass f'(x1) = 0.
Wenn zy und z; auf den Endpunkten liegen, dann folgt aus f(a) = f(b), dass f(a) = f(b)
sowohl das Maximum als auch das Minimum von f ist. Anders ausgedriickt, die Funktion
f ist konstant. Dies bedeutet aber, dass f/'(z) = 0 fiir alle = € (a,b). O

86Bisher hatten wir Differenzierbarkeit nur fiir Funktionen eingefiihrt, welche auf offenen Intervallen
definiert sind. Wir erweitern jetzt also die Definition von Differenzierbarkeit auf Funktionen, welche auf
kompakten Intervallen definiert sind.
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Satz 12.3. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei f: [a,b] — R eine differenzier-
bare Funktion. Dann gibt es ein § € (a,b), so dass

f(0) — f(a)
/ N

Wir kénnen uns w als ‘durchschnittliche Steigung’ der Funktion f: [a,b] — R vor-
stellen. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt also, dass es ein £ € (a, b) gibt,

so dass an dem Punkt £ die Ableitung, d.h. die Steigung der Tangente, gerade der durch-
schnittlichen Steigung entspricht. Diese Aussage wird in Abbildung P00 veranschaulicht.

f(b)—f(a)

- durchschnittliche Steigung ist ~=—-"=
o
[ T Steigung der Tangente bei &
- ist f/(¢) = [5G
fla)t (& f(£)

S &b
ABBILDUNG 20. Die anschauliche Bedeutung vom Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Bewezs.

Wenn g(a) = g(b), dann ist die gewiinschte Aussage gerade der Satz von Rolle. In
der Tat werden wir nun den allgemeinen Fall mit einem kleinen Trick auf den Satz
von Rolle zuriick fiihren.

Wir betrachten die differenzierbare Funktion

o) = )~ Ty

welche auf dem Intervall [a, b] definiert ist. Es gilt offensichtlich, dass g(a) = f(a) = g(b).
Nach dem Satz von Rolle existiert also ein £ € (a,b), so dass ¢'(£) = 0. Daraus folgt aber,

dass
f(0) — f(a)
/ —
OJ
Zur Erinnerung, eine Funktion f: D — R heiflt streng monoton steigend, wenn fiir alle
x1,29 € D gilt:
Ty >x1 = f(x2) > f(z1).

Im Folgenden sagen wir, f ist monoton steigend, wenn fiir alle x1, x5 € D gilt:

Ty > T — f(l’g) > f(lj)
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Ganz analog definiert man streng monoton fallend und monoton fallend. Beispielsweise ist
die konstante Funktion f(x) = 3 sowohl monoton steigend als auch monoton fallend, aber
die konstante Funktion ist weder streng monoton steigend noch streng monoton fallend.

Satz 12.4. (Monotoniesatz) Es sei I C R ein Intervall und es sei f: I — R eine differen-
zierbare Funktion. Dann gilt

(1) f'(x) >0 fiir alle inneren Punkte x von I <= f ist monoton steigend
und

(2) f'(x) >0 fiir alle inneren Punkte x von I = f ist streng monoton steigend.

Zudem gelten die offensichtlichen analogen Aussagen fir (streng) monoton fallende Funk-
tionen.

Im Allgemeinen gilt in (2) nicht die Umkehrung. Beispielsweise ist die Funktion f(z) = 2?
streng monoton steigend, aber f'(0) = 0, d.h. die Ableitung ist nicht immer positiv.
Beweis. Es sei I C R ein Intervall und es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion.

(1) Wir beweisen zuerst die <=-Richtung. Es sei also f monoton steigend. Dann gilt fiir
alle inneren Punkte x in I, dass

o) i SEED 1)

h—0 h

s

20fﬁrh>‘6undh<0,

weil f monoton steigend
Wir beweisen nun die =-Richtung. Es sei also f’(z) > 0 fiir alle inneren « in I.
Wir nehmen nun an, dass f nicht monoton steigend ist. D.h. wir nehmen an, es
gibt o > =z in I, so dass f(z2) < f(z1). Wenn wir den Mittelwertsatz auf die
Einschrankung von f auf [zq, x5] anwenden, erhalten wir ein £ € (1, x2), so dass

flae) — flz
f/(g) _ ( 2) ( 1)

To — T
im Widerspruch zur Voraussetzung.

(2) Die zweite Aussage des Satzes wird ganz &hnlich wie (1) bewiesen. Dies ist eine
Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 11.

< 0,

[l

Lemma 12.5. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, so dass f'(x) = 0 fir
alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, so dass f'(z) = 0 fir alle
x € (a,b). Nehmen wir an, dass die Funktionf nicht konstant ist. Dann gibt es z € (a, 0]
mit f(x) # f(a). Nach dem Mittelwertsatz 23, angewandt auf die Einschrankung von f
auf [a, z|, gibt es dann aber ein € € (a,x), mit

fie) - @) = F@)

Tr—a

0,
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im Widerspruch zur Annahme, dass f/(x) = 0 fir alle = € (a,b). O

Lemma 12.6. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion und C € R. Wenn
f'(x) < C fir alle x € (a,b), dann gilt fir alle © € [a,b], dass

flx) < fla)+C - (z—a).

Genauso zeigt man, dass wenn f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion ist und wenn
f'(z) > C fiir alle z € (a,b), dann gilt fiir alle x € [a,b], dass

flz) > fla)+C - (z—a).

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion und C' € R, so dass f'(z) < C
fur alle z € (a,b). Nehmen wir an, es gibt ein = € [a, b, so dass

flz)—fla) > C-(x—a).
Nach dem Mittelwertsatz [223, angewandt auf die Einschrankung von f auf [a, z|, gibt es
dann aber ein £ € (a, ), mit

f#) = f(@) _ Cle—a)

&) = T —a r—a

im Widerspruch zur Annahme, dass f'(x) < C fiir alle z € (a,b). O

- C,

Der folgende Satz erlaubt es oft fiir eine gegebene Funktion lokale Minima und Maxima
zu bestimmen.

Satz 12.7. Es sei f: [a,b] — R eine zweifach differenzierbare Funktion und es sei xy €
(a,b) mit f'(zo) = 0.

(1) Wenn f"(xzo) > 0, dann nimmt f bei xy ein lokales Minimum an.

(2) Wenn f"(x9) <0, dann nimmt f bei xo ein lokales Maximum an.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion f(z) = z2. Dann gilt f/(0) = 0 und f”(0) = 2,
und f nimmt in der Tat in x = 0 ein Minimum an.

Beweis. Es sei also f: [a,b] — R eine zweifach differenzierbare Funktion. Es sei zudem
xo € (a,b), so dass f'(xg) = 0. Wir betrachten nur den Fall, dass f”(z¢) > 0. Der zweite
Fall wird natiirlich ganz analog bewiesen. Es folgt aus f”(zg) > 0, dass

i £ @0 ) = f'(20)
h—0 h

= f”<l'0) > 0.
Es existiert also ein § > 0, so dass

f'(xo +h) — f'(x0)
h

> 0 fiir alle h # 0 € (—9,9).
Es folgt, dass

0, fiir alle h € (0,0), und
0, firalle h € (—46,0).

f'(wo+n) > [f'(wo)
f'(wo+h) < f'(x0)
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Es folgt aus Satz 24

f ist auf dem Intervall [xg, zo + §) streng monoton steigend, und
f ist auf dem Intervall (xy — §, zo] streng monoton fallend.

Dies wiederum impliziert, dass z ein lokales Minimum ist. 0

12.2. Umkehrfunktionen von trigonometrischen Funktionen. Die Tangensfunktion
ist definiert als die Funktion

tan: R\ {f +nr|n€Z} — R
sin(z)

r — tan(z) = cos()’

Wir fassen einige Eigenschaften der Tangensfunktion in einem Lemma zusammen.

Lemma 12.8.
(1) Es ist
1
— ¢ = — .
dx an(z) cos(x)?
(2) Die Einschrinkung der Tangensfunktion auf das Intervall (=75, %) ist streng mono-
ton steigend.

(3) Es ist
lim tan(z) = —oo wnd lim tan(z) = +o0.
TN\~ /45
Beweis.
(1) Es folgt aus der Quotientenregel, dass die Ableitung der Tangensfunktion gegeben
ist durch
4 tan(z) = d sin() _ cos(z) L sin(z) — sin(z) L cos(z)
dx dx cos(x) cosg:c)2
_cos(x)? +sin(x)® 1
B cos(z)? ~ cos(x)?’

(2) Die Kosinusfunktion ist positiv auf dem Intervall (=%, %), insbesondere ist die Ab-

202
leitung der Tangensfunktion auf (-7, %) positiv. Es folgt aus dem Monotoniesatz

(23, dass die Einschrankung der Tangensfunktion auf das Intervall (—7, %) streng
monoton steigend ist.
(3) Fiir alle z € (0, %) ist sin(x) > 0 und cos(z) > 0. Zudem gilt, dass
lim sin(z) =1 und lim cos(z) = 0.
/45 /45
Es folgt nun leicht aus den Definitionen von Grenzwerten, dhnlich wie in Satz B,
dass
sin(z)

lim

= +o00.
e/ +2 cos(z)

Der andere Grenzwert wird ganz analog bestimmt.
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O
Die Einschrankung der Tangensfunktion auf das Intervall (-7, 7) ist also nach Lemma
B3 und Lemma R bijektiv auf ihr Bild. Wir bezeichnen die Umkehrfunktion

™ T

arctan: R — (=%,%)
r + arctan(z) := tan"!(z)
als die Arkustangensfunktion, oder kurz, als den Arkustangens. Wir fassen nun einige Ei-
genschaften der Arkustangensfunktion in einem Lemma zusammen.

Lemma 12.9.
(1) Es st
d tan(z) 1
— arctan(z) = ——.
dz 1+ 22
(2) Die Arkustangensfunktion ist streng monoton steigend.
(3) Es ist
. ™ ) T
lim arctan(z) = —= wnd  lim arctan(z) = +-—.
T——00 2 T—300 2

Die Aussage, dass in der Ableitung der Arkustangensfunktion keine trigonometrische
Funktion auftaucht, ist iiberraschend und wird spéter noch eine sehr wichtige Rolle spielen,
wenn wir Stammfunktionen betrachten.

Die Graphen der Tangensfunktion und der Arkustangensfunktion sind in Abbildung 21
skizziert.

—— Graph der Tangensfunktion

[

xy—Diagonale

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Graph der Arkustangensfunktion

ABBILDUNG 21. Die Graphen der Tangensfunktion und der Arkustangens-
funktion .

Beweis.
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(1) Es folgt aus der Umkehrregel fiir Ableitungen, siche Satz ITT2, dass
1

e arctan(r) = ————— = cos(arctan(z))>.
x cos(arctan(z))?
Wir miissen also noch zeigen, dass fiir alle z € R gilt, dass cos(arctan(z))? = 7 Jrlwz.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass z > 0. Wir schreiben o = arctan(z) € (0, 7).
In einem rechtwinkligen Dreieck mit Winkel o wie in Abbildung P2 gilt, dass

Gegenkathete zu x

Hypotenuse / V1+ 22 /
AN AN

(e} (0%

\
1

Ankathete zu «

ABBILDUNG 22. Die Definition von Hypotenuse, Gegenkathete und Ankathete.

. Gegenkathete __Ankathete
sin(a) Hypotenuse und - cos(a) = Hypotenuse
Also folgt, dass
Gegenkathete
tan() Ankathete

In Abbildung P2 betrachten wir jetzt ein rechtwinkliges Dreieck mit Winkel o und
Ankathete der Liange 1. Aus tan(a) = z folgt dann, dass die Lange der Gegenkathete
x betriagt. Aus dem Satz von Pythagoras folgt dann, dass die Hypotenuse die Lénge
V' 1+ 22 besitzt. Zusammengefasst erhalten wir also, dass

_ _Ankathete _ 1
cos(a) = Hypotenuse — | /712"
Daraus folgt nun aber, dass
1
t 2 = 2= .
cos(arctan(x)) cos() 22

Wir miissen nun noch den Fall x < 0 betrachten. In diesem Fall folgt aus den
Symmetrien arctan(—xz) = — arctan(x) und cos(—z) = cos(z), dass

cos(arctan(z))? = cos(— arctan(—=z))> = cos(arctan(—z))?

1422°
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E2

(2) Diese Aussage folgt aus Lemma I8 (2) und Lemma B@. Alternativ folgt die Aus-
sage aus (1) und aus Satz [Z4.

(3) Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen und Lemma I8 (3). Der Beweis
dazu ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

U

Wir betrachten nun die Einschrankung der Sinusfunktion auf das Intervall [-7, 7]. Nach-

dem - sin(z) = cos(z) > 0 fiir alle z € (—Z, Z) folgt aus Satz [Z4, dass die Sinusfunktion

auf dem Intervall [—7, 7] streng monoton steigend ist. Die dazugehorige Umkehrfunktion
arcsin: [-1,1] — [-F, 7]

wird die Arkussinusfunktion genannt. Ganz analog kann man zeigen, dass die Einschréankung

der Kosinusfunktion auf das Intervall [0, ] streng monoton fallend ist. Die dazugehorige

Umkehrfunktion

arccos: [—1,1] — [0, 7]

wird die Arkuskosinusfunktion genannt. Die Graphen der Arkussinusfunktion und der Ar-
kuskosinusfunktion sind in Abbildung 23 skizziert. )

Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Lemma, welches in Ubungsblatt 11 bewiesen
wird.

Lemma 12.10. Die Arkussinusfunktion und die Arkuskosinusfunktion sind differenzierbar,
und es gilt

d in(z) 1 p d (z) -1
—arcsin(r) = ———  un — arccos(r) = ——
dx V1— a2 dz V1 — 22
Auch in diesem Fall sehen wir also, dass die Ableitungen nicht durch trigonometrische
Funktionen gegeben sind.

12.3. Die Regel von ’Hopital.

Satz 12.11. ( Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es seien im Fol-
genden f,g: [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen. Wenn ¢'(x) # 0 fiir alle z € (a,b)

8"Das Argument kann man auch etwas abstrakter, ohne Dreiecke durchfiihren. Wir setzen dabei zuerst
y = arctan(z). Dann gilt nach Definition der Umkehrabbildung, dass

sin(y)® _ 2

tan(y) = « insbesondere sz = L

Wir erhalten also, dass

sin(y)? _ 1—cos(y)?
cos(y)? cos(y)® -

2 =

Durch Auflésen nach cos(y)? und Einsetzen von y = arctan(x) erhalten wir dann, dass

1
1+x2

cos(arctan(z))? = cos(y)? =
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Graph der Arkussinusfunktion Graph der Arkuskosinusfunktion

Graph der Sinusfunktion / ' Graph der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [—7, 7] auf dem Intervall [0, 7]

i/

1y : 11

| 1
-1 -
=3

ABBILDUNG 23. Die Graphen der Arkussinusfunktion und der Arkuskosinusfunktion.

und wenn g(a) # g(b), dann existiert ein £ € (a,b) mit
7€) 1) - fla
g€ g(b)—gla)

Wenn g(z) = z, dann erhalten wir gerade die Aussage vom {iblichen Mittelwertsatz [23
der Differentialrechnung.

Beweis.

Wie wir gerade gesehen haben, ist der Satz eine Verallgemeinerung vom Mittelwert-
satz 23, welchen wir mithilfe des Satz von Rolle [Z2 bewiesen hatten. Auch diesen
Satz konnen wir mit fast dem gleichen Trick auf den Satz von Rolle zuriick fiihren.

Wir betrachten die Funktion

ﬂ@r=f@—§%{§%@@—ﬂ@-

Es gilt F(a) = f(a) und F(b) = f(a). Wir konnen also den Satz von Rolle auf die diffe-
renzierbare Funktion F' anwenden. Es existiert also ein & € (a, b), so dass F'(£) = 0. Dann
gilt
f(0) — f(a)
0= F© = 11O)-
&= IO

Nach Voraussetzung gilt ¢'(£) # 0. Wir erhalten also, dass

1O 1) - f)

g'(¢) 9(b) —g(a)’

wie gewiinscht. ([l

-9'(§).
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Es sei f: (a,b) — R eine Funktion. Wir definieren

li{‘nf(x) =07 — li{ﬂf(x) =0 und f(z) > 0 fiir z € (a,a + 6), wobei § >0
und ganz analog

h{‘nf(x) =07 = h{nf(x) =0 und f(x) <0 fir z € (a,a+ J), wobei § > 0.

Ganz analog zur partiellen Multiplikation auf Seite B4 fithren wir nun fir a,b € R\ {0}
folgende partielle Division ein:

: a<0 0 a>0 400 —00
b>0 7 0 7 +00 —00
0 | —o0 * 400 400 —o0
0~ 400 * —00 —00 +oo
b<0 7 0 7 —00 +00
+00 0 0 0 * *
—00 0 0 0 * *

Hierbei bedeutet * wiederum, dass die Division nicht definiert ist. Der folgende Satz wird
ganz dhnlich wie Satz BR und Satz B bewiesen.

Satz 12.12. Es seien f,g: (a,b) — R Funktionen, so dass g(x) # 0 fir alle x € (a,b),
und so dass lim,~, f() und lim,~, g(x) existieren oder bestimmt gegen ‘oo divergieren.

Dann gilt
lim f(x) _ hnlx\a f(ﬂf)
aN\a g(x) limg~ 4 g()

wenn der Quotient auf der rechten Seite definiert ist.

?

Der Satz gibt also keine allgemeine Regel fiir folgende zwei Fille
(1) li{n f(z) =0 und li{n g(x) =0, oder wenn

(2) li{ln f(z) = £o00 und li{n g(x) = £oo,
Die Regel von I'Hopital erlaubt es zum Gliick viele von solchen Grenzwerten zu bestimmen.

Satz 12.13. (Regel von I'Hopital) Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funktionen,
so dass g(x) # 0 und ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Wenn

(1) li{n f(z) =0 und li{‘n g(x) =0, oder wenn

2) i =+ d li = +o0,
(2) lim f(z) = +o0 und lim g(z) = o0

dann gilt

1 M = im—f/($) —00 00
i{r}zg(x) B i\a g (z) € RU{—oc}U{oc},

wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder bestimmt gegen oo divergiert.
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Beispielsweise gilt nach der Regel von 'Hopital, dass
1
’ o0z 1
im \/E i 2T = lim —
2\0 sin(x) zN\0 cos(x) 2\0 24/ cos(x)

Hierbei zeigen wir mit A an, an welcher Stelle wir die Regel von 1’'Hopital anwenden. Die
Regel von 'Hopital gilt ganz analog auch fiir rechtsseitige Grenzwerte. Oft konnen wir auch
die Regel von I’'Hopital fiir den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert gleichzeitig
anwenden. Beispielsweise gilt

= +o00.

oy SP@) =1 v exp(@) exp(0) 1
x—0 €T z—0 1 1
lim sin(x) I cos(x) _ cos(0) ~ 1 und
z—0 €T z—0 L 1 1
| / =
li @) ey
x—1 pr — 1 r—1 1

Zum Abschlufl betrachten wir noch ein Beispiel bei dem der Nenner bestimmt gegen +oo
divergiert. Es ist

In(x ’ 1
# = lim = = lim -z = 0.
z\0 -2 \0

9101{%(1: ‘In(z)) = 9101{% I
Beweis. Wir betrachten folgenden Spezialfall: Es seien f,g: [a,b) — R differenzierbare
Funktionen, so dass g(z) # 0 und ¢'(x) # 0 fiir alle z € (a,b), so dass f(a) = g(a) = 0,

und so dass lim,\ , £(@) gine reelle Zahl ist. Alle anderen Fille werden in Forster, Kapitel

g'(x)
16 bewiesen.
Wir erinnern zuerst daran, dass fiir eine beliebige Funktion h: (a,b) — R und d € R gilt,
dass
limh(z) =d & V d vV |h(z)—d| <e

N\ e>0 6>0 z€(a,a+9)

Wir setzen nun d := limg\ , %. Wir miissen also zeigen, dass

lim@ =d.

wNa g(x)

Es sei also € > 0. Nachdem lim,\ , g :ég = d folgt aus der obigen Definition vom rechts-

seitigen Grenzwert, dass es ein 0 > 0 gibt, so dass

f'(z) ‘
r € (a,a+9) = —d| <e
( ) g'(x)
Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung.
€ (a,a+9d) = ‘@—d <e€
g(x)
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Es sei also z € (a,a + §). Wir wenden den verallgemeinertem Mittelwertsatz auf die
Einschrankung von f und g auf [a,x] an. Nach dem verallgemeinertem Mittelwertsatz
existiert ein & € (a, z), so dass

. fla)=0
€ _ fla)—fla) e@=0 flz)
g'(§) 9(x) — g(a) 9(x)
Es folgt also, dass
f@) f’(ﬁ)_d"
g(x) g9'(€)
Aber nachdem & € (a, ), insbesondere £ € (a,d), folgt, dass der Ausdruck auf der rechten
Seite kleiner als e ist. O

Der folgende Satz besagt nun, dass die Regel von I’Hopital auch fiir Grenzwerte © — +o00
angewandt werden kann.

Satz 12.14. Es seien f,g: (a,00) — R differenzierbare Funktionen, so dass g(x) # 0 und
g (x) # 0 fir alle v € (a,00). Wenn entweder
(1) lim f(x) =0 und lim g(x) =0, oder wenn

(2) lim f(x) = +o00 und lim g(z) = +oo,

T—r00

dann gilt
lim /() = lim f()

w00 g(x)  ame g'(x)

Y

wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder bestimmt gegen ‘oo divergiert.
Genau die gleiche Aussage gilt auch fiir den Grenzwert x — —o0.

Im Beweis von Satz 214 werden wir folgendes Lemma verwenden. Das Lemma folgt
hierbei leicht aus den Definitionen.

Lemma 12.15. Es sei f: (0,00) — R eine Funktion, dann gilt fir a € R, dass
1
I =e =l s(;) =
Die gleiche Aussage gilt auch fiir bestimmte Divergenz gegen 4oo.

Wir wenden uns jetzt dem Beweis von Satz 214 zu.

Beweis von Satz [Z13. Wir definieren k(z) = f(1) und I(z) = g(%), dann gilt nach Lem-
ma [2T3, dass

lim —% = lim —%

f(x) k(x)
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Wir wollen jetzt natiirlich Satz 213 anwenden, aber dazu miissen wir erst zeigen, dass der
existiert oder bestimmt gegen +oo divergiert. Nun gilt aber, dass

K(z)

Grenzwert lim o l,/(x)
i d gl Ly, (=L /(1 /
TG 3 6 f(f)—(ﬁ) i L) gy, L)
\0 l/(l‘) \0 Eg(;) z\0 g/(;) . (_:c_z) z\0 g’(;) T—$00 g’(x)
K@) oxistiert oder bestimmt

D.h. es folgt aus der Voraussetzung, dass der Grenzwert lim,\ o)

gegen oo divergiert.
Jetzt konnen wir also Satz [2T3 anwenden, und erhalten mit der obigen Berechnung,

dass h y )
lim @ = limﬁ = lim (z) = lim f(x)
Ahg@) T b lw) T AT kg
O
Beispielsweise gilt fiir jedes o > 0, dass
1 : = 11
n@) v e oy ML
rz—o00 (v L

lim
z—o0 ¢ z—00 o - g1
Das heifit fiir © — oo wéchst die Logarithmusfunktion In(z) ‘langsamer’ als jede positive

Potenz von z. Andererseits erhélt man fiir jedes n € N, durch mehrmaliges Anwenden der

Regel von I’'Hopital, dass

. € . (&
lim — = lim —
z—00 T z—00 NI
2 lim < " A Jim « = +o00
z—00 n(n — 1)z"—2 " z5ocon(n—1)----- 2.1 ’

das heifit fiir z — oo wéchst die Exponentialfunktion exp(x) ‘schneller’ als jede Potenz von

x.
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13. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

13.1. Definitionen und erste Eigenschaften. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Eine
Zerlegung Z wvon |a,b] ist eine Menge Z = {29, z1, . . ., 2, } von reellen Zahlen, so dass

a=20<21 <2< < ZzZp1<z,=0

Sei nun f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit

n—1

UZ f) = > (k41 — 2e)inf f([2r, 2541))

k=0
die Untersumme von f beziiglich der Zerleqgung Z und

0Z.f) = z (shs1 — z2) sup (200 2as)

heifit die Obersumme von f beziiglich der Zerlequng Z.

Graph der Funktion f: [a,b] — R Obersumme beziiglich Z

E

! R
i P i i
2o=a 2 2 23 z4 =0 Zo=a \z1 |2 23 z4=0b
Zerlegung des Intervalls [a, 0] Untersumme beziiglich Z

ABBILDUNG 24. Die Untersumme und die Obersumme von f beziiglich einer
Zerlegung 7 = {zo, 21, 22, 23, 24}

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f+10,1]

—- R
r +— T
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Fiir n € N sei Z,, := {0, %, ce "T_l, 1} die Zerlegung von [0, 1] in n Intervalle der Linge %
Dann folgt aus Lemma P22, dass
n=1 1 & n—1
U(Z, — BEL By g £([E DY — 2 N —
Zof) = B GE) = 5 =
= e =
_(n=1)n

sowie

n—1 n—1
0z h) = £ (2 -5 sp (s ) = Ykt = H

—1 —k+1 —
n n
_ i e n(n+1)
k=1 2

Definition. Es sei Z eine Zerlegung von [a,b]. Wenn man Z' aus Z durch Zufiigen von
Punkten in [a, b] erhélt, das heifit, wenn Z C Z’, dann nennen wir Z’ eine Verfeinerung der
Zerlequng Z.

Es seien beispielsweise Z und Z’ zwei Zerlegungen von [a, b], dann ist Z U Z' eine Verfei-
nerung sowohl von Z als auch von Z’. Wir fassen im folgenden Lemma einige grundlegende
Eigenschaften von Untersummen und Obersummen zusammen.

Lemma 13.1. Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
(1) Wenn Z' eine Verfeinerung einer Zerlequng Z ist, dann gilt
Uz, f)<U(Z.f) und O(Z',f) <O(Zf).
(2) Es seien Z, 7' zwei Zerlegungen von [a,b], dann gilt
u(z',f) < 0(Z,f).
(3) Es ist
sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von la,b]} < inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b]}.

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

(1) Es sei nun Z’ eine Verfeinerung einer Zerlegung Z. Wenn Z’ = Z U {w}, d.h. wenn
wir Z' durch Hinzufiigen von einem Punkt erhalten, dann werden wir in Ubungsblatt
12 zeigen, dass

Uz f)<U(z.f) wd  O(Z',f) <0(Z,f).

Der allgemeine Fall folgt nun indem wir dieses Argument iterieren.

(2) Nehmen wir zuerst an, dass Z = Z’. Nachdem fiir eine beliebige beschrénkte nicht-
leere Teilmenge M C R gilt, dass inf(M) < sup(M), folgt sofort aus den Definitio-
nen, dass U(Z, f) < O(Z, f).
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Es seien nun Z, Z’ zwei beliebige Zerlegungen von [a, b]. Dann folgt, dass
Uz, f) < U(ZuZ',f) nach (1)
< O(ZuUZ'|f) firjede Zerlegung Y gilt U(Y, f) < O(Y, f)
< 0O(Z,f) nach (1).
(3) Diese Aussage folgt aus (2) und aus der Definition von Supremum und Infimum.

O

Im Folgenden sagen wir nun, dass eine Funktion f Riemann-integrierbar ist, wenn die
Gleichheit in (3) gilt. Genauer gesagt haben wir folgende Definition.

Definition. Eine beschrankte Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn
sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b].}

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heifit
b
ff(:c) de = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von |[a, b]}

das Riemann-Integral iber f von a nach b.

Wir sagen in Zukunft oft auch ‘integrierbar’ anstatt ‘Riemann-integrierbar’ und ‘Integral’
anstatt ‘Riemann-Integral’. Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann sagen wir auch, dass

fab f(x)dx existiert. =

Beispiel. Es sei f: [a,b] — R eine konstante Funktion, das heifit es gibt ein ¢ € R, so dass
f(z) = c fur alle « € [a,b]. Dann gilt fir jede Zerlegung Z = {20, ..., 2,} von [a,b], dass

-1

3
3
—

(Zps1 — 2k mff([zk, Zk+1]) = (zke1 — 2k) ¢ = (2 — 20) = c(b—a).
k=0 > 0

=C

B
Il

Genauso zeigt man auch, dass O(Z, f) = ¢(b—a). Wir haben also gezeigt, dass f Riemann-

integrierbar ist, und dass
b
/ f(z)dz = ¢(b—a).

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f:00,3] - R
0, wennz € QnJo,3|

v 2, andernfalls.

88Wenn wir schreiben ‘Riemann-integrierbar’, dann stellt sich die Frage, ob es denn noch andere De-
finitionen von ‘Integrierbarkeit’ gibt, auler der Riemann-Integrierbarkeit. Dies ist in der Tat der Fall, in
Analysis III werden wir das Lebesgue-Integral kennenlernen, welches noch mal viel allgemeiner (und auch
deutlich komplizierter) ist.
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Es sei Z = {z1,..., 2z, } eine Zerlegung von [a,b]. Dann gilt
n—1 n—1
UZ f) = Y —a) ff(lae,zen]) = (2 —2)-0 = 0

=0, weil [21, 2 11]
rationale Zahlen enthélt
n—1 n—1
OZ, f) = >(zpn—2) sup f([zw,2em]) = (zep—2)-2 = 3-2.
k=0 ~ ~ d k=0
= 2, weil [z, 2g41]
irrationale Zahlen enthélt

Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar.

Der folgende Satz erlaubt es, die Integrabilitit einer Funktion zu zeigen, ohne direkt mit
Infimum und Supremum zu arbeiten.

Satz 13.2. Fine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es
eine Folge von Zerleqgungen (Z,)nen von [a,b] gibt, so dass

lim U(Z,, f) = lim O(Z, f).

n—oo

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlegungen gibt, dann gilt
b
[ f@)dz = 1im O(Z,, f).
n—oo

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Wir nehmen zuerst an, dass

f:[a,b] — R integrierbar ist. Wir setzen [ := f: f(z)dx. Nach Satz BI3 existieren al-
so Folgen von Zerlegungen (Z,)nen und (Z),)pen mit

lim U(Z,,f) = I = lim O(Z, f).

Dann gilt
I = 1limU(Z,,f) < ImU(Z,UZ,f) nach Lemma 3T (1)
e < Tmo(Z,uZ, f) nach Lemma 3T (2)
< Z@IEO(Z;” f) nach Lemma [T (1)
= I

Nachdem der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist, miissen alle Ungleichheiten
also schon Gleichheiten sein. Die Folge von Zerlegungen (Z,UZ! ),en hat also die gewiinschte
Eigenschaft.

Nehmen wir nun an, es gibt eine Folge von Zerlegungen Z,, von [a, b], so dass

lim U(Z,, f) = lim O(Z,, f).
n—oo n—oo

891 Analysis ITT werden wir sehen, dass f Lebesgue-integrierbar ist mit Lebesgue-Integral 2 - 3 = 6.
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Dann gilt
lim U(Z,, f)

n—oo

< sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von [a,b]}  Definition von Supremum
< inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} weil U(Z, f) < O(Z, f)
< limO(Z,, f) Definition von Infimum.

n—oo

Wir haben angenommen, dass der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist. Wir
sehen also wiederum, dass alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Insbesondere ist f
integrierbar. U

Fiir spéter halten wir auch schon folgendes Korollar zu Satz 372 fest.

Korollar 13.3. (Riemannsches Integrabilititskriterium) Es sei f: [a,b] — R eine beschrdnk-
te Funktion. Die Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem € > (0 eine
Zerlequng Z von |a,b] gibt, so dass

0, f)-UZ,f) < e

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine beschridnkte Funktion. Wir nehmen zuerst an, dass

f: [a,b] — R integrierbar ist. Wir setzen I = ff f(z)dz. Dann gibt es nach Satz 372 eine
Zerlegung Z mit I — U(Z, f) < § und mit O(Z, f) — I < §. Daraus folgt die Ungleichung
O(Z7f) _U<Z7f) <€

Umgekehrt, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z vom Intervall [a,b] gibt, so dass
O(Z,f) —U(Z, f) < €, dann gibt es insbesondere zu jedem n € N eine Zerlegung Z,, von
[a, b], so dass O(Zy, f)—U(Zy, f) < +. Es folgt wiederum aus der Definition der Konvergenz
von Folgen, dass

lim U(Z,, ) = ILm O(Zy, ).

n—oo

Also ist f nach Satz 32 integrierbar. O

Im Folgenden werden wir aber erst einmal nur Satz 32 anwenden.

Beispiel.
(1) Wir betrachten wiederum die Funktion
f:0,1] - R
S
zusammen mit der Folge von Zerlegungen Z,, := {0, %, . ”771, 1}, n € N. Auf Seite
hatten wir berechnet, dass U(Z,, f) = %% und O(Z,, f) = %tL. Es folgt dann,
dass
-1 1 1
lim U(Zo, f) = lim % — 2 — 5im 250 — 1im 0(Z,, f).
N 00 \ e e/ n—oo 2N 2 n—oo 21 N 00 N !
_n—1 _n+1
~2n — 2n

Es folgt also aus Satz 32, dass fol f(z)dx =

1
5
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(2) Wir betrachten die Funktion
-1 = R

0, wenn x # 0,
T 1
3, wenn x = 0.

zusammen mit der Folge von Zerlegungen 7, :== {—1, — 1}, siehe Abbildung

Z3. Dann gilt

2n’2’

U(me) = 0,
OZn,f) = 5 (= (=) = 5
Die Grenzwerte dieser Folgen von Untersummen und Obersummen sind jeweils 0.
Es folgt also aus Satz 32, dass f_ll f(z)dz = 0.

Graph von f

A S

2n 2n

ABBILDUNG 25.

Satz 13.4. Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen und | € R. Dann sind auch
die Funktionen f + g und X - f integrierbar und es gilt

ff z)+g(x = fbf(a:)dx+fbg(x)dx
fbl f(z = )\-fbf(x)dx

Beweis. Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen. Wir miissen zeigen, dass f + g

integrierbar ist mit
b b b
/ f(z) + g(x)dz = / f(r)dx +/ g(x)dz.

Nach Satz 32 existieren Folgen von Zerlegungen (X,,)nen und (Y;,)nen von [a, b], so dass
im U(X,, f) = mO(X,,f) = [ f(z)de, und
n—00 n—00 ab
ImU(Y,,9) = lmO(Y,g9) = f g(x)dx.
n—oo n—o00 a

Nach Satz 372 geniigt es nun zu zeigen, dass

b b
lim U(X,UY,,f+¢9) = lim O(X,UY,, f+g) = / f(x)dx —I—/ g(x)dz.

n—o0

Fiir den Beweis dieser Aussage benotigen wir folgende Behauptung.
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Behauptung. Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, dass
Uz f)+U(Z,yg) < UZ f+yg)

sowie

O(Z,f+g) < O, [)+0(Z,9).

Wir beweisen die Aussage fiir die Untersummen. Die Aussage fiir die Obersummen wird
dann ganz analog bewiesen. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass es geniigt zu zeigen,
dass fiir jedes Intervall [c, d] folgende Ungleichung gilt:

inf (f(le,d)) +inf (gfe.d))) < inf ((f +g)([e.d])).

Wir miissen also zeigen, dass
inf (f([c, d])) + inf (g([c, d])) < (f+9)(z) fiir alle x € [c, d]
Es gilt aber in der Tat fiir ein beliebiges = € [c, d], dass
(f+9)) = fx)+g(x) > it (f(e,d))) +inf (g(fc,d])).

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Es folgt nun, dass

[ p@yde + [ g(a)de = tim U(X,,, f) + lim U(Y,.,g)
< limU(X,UY,, f) + hm U(X UY,,9) nachLemmal3T (1)
< nh—;;o UX,UY,, f+ g) nach der Behauptung
< nh_goO(X UY,, f+g9) nach Lemma 30 (2)
< nh—;IolOO(X UY,, f)+ hm O(X UY,,9) nach der Behauptung
< ZIZIEZO(XR, f)+ nll_{loloO(Yn, 9) nach Lemma 3 (1)
b
= ff(m)dm—l—fg(x)dx

Dies ist jedoch nur méglich, wenn alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.

Es sei nun [ € R. Die Aussage fiir \f zeigt man fast genauso. Dies verbleibt als freiwillige
Ubungsaufgabe. O

Korollar 13.5. Es sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und es sei
g: la,b] = R eine Funktion, welche sich von f nur in endlich vielen Punkten unterscheidet.
Dann ist g ebenfalls Riemann-integrierbar und es gilt

/abg(x)dx - /abf(m)dm
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Beweis. Wir definieren h(x) := g(z) — f(x). Bis auf endlich viele Ausnahmen gilt dann
h(z) = 0 fiir « € [a,b]. Ahnlich wie im Beispiel auf Seite [54 kann man zeigen, dass h

Riemann-integrierbar ist mit fa h(z)dz = 0. Das Korollar folgt nun aus Satz 34 nachdem
g=f+h. O

Lemma 13.6. (Monotonieeigenschaft des Integrals) Es seien f, g: [a,b] — R zwei Riemann-
integrierbare Funktionen, so dass f(z) < g(x) fir alle x € [a,b]. Dann ist

/a Haoyde < / ' o).

Beweis. Die Aussage folgt leicht aus den Definitionen, nachdem fiir jedes Intervall [c, d] in
la, b] gilt, dass
inf (f([e,d])) < inf (g([c,d])).
O

Lemma 13.7. Es seia < b < c und f: [a,c] = R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

/Gf(:z:)d /f dx+/f

wenn die beiden Integrale auf der rechten Seite existieren.

Beweis. Nach Satz [32 existieren Folgen von Zerlegungen (Y,),en von [a,b] und (Z,)nen
von [b, c] gibt, so dass

ImU(Y,, f) = lmO(Y,,f) =

n—o0 n—oo

imU(Z,, f) = lmO(Z,, f) =

n—o0 n—oo

@‘%0@ \3‘
=

Fiir eine beliebige Zerlegung Y von [a, b] und eine beliebige Zerlegung Z von [b, ¢] ist YU Z
eine Zerlegung von [a, ¢|. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

) UY,[)+U(Z,f) = U UZJ)
oY,f)+0(Z, f) = OY UZY)

Es folgt also, dass
ff(x)dx—i—fcf(a:)da: = hrn U(Yn,f) + nli_r)roloU(Zn,f)
’ ' hm U(Y UZa, f) nach (x)
(
(

IN

hm OY,UZ,,f)
= hm O(Y,, f) + limO(Z,, f) nach (x)

ff(x)d:p—l—Zf(x)dx
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Alle Ungleichheiten miissen also Gleichheiten sein und es folgt aus Satz [32, dass
c b c
[t = [ f@dss [ s
a a b

Es sei I ein Intervall und es sei f: I — R eine Funktion. Fiir b < a in I definieren wir
dann

O

b a
ff(a:)dx = — ff(x)dm
a b

Fiir a € I definieren wir zudem
f f(z)dz = 0.

a
Mit dieser Konvention erhalten wir nun folgendes Korollar zu Lemma L374.

Korollar 13.8. Es sei I ein Intervall und es sei f: I — R eine beschrinkte Funktion. Fiir
beliebige a,b,c € I gilt, dass

/acf(ar)dx - /abf(x)dx+/bcf(x)dm

wenn alle drei Integrale existieren.™

Beweis. Das Korollar folgt leicht durch ‘richtiges Anordnen von a, b, ¢’ und Lemma 374
Beispielsweise, wenn b < ¢ < a, dann folgt aus Lemma 374, dass

C

jf(x)da: [ f= dx+ff

b
Mithilfe der Konvention erhalten wir, dass

— [ f)dr = [ f(a da;—ff

b

also ist
c b c
[ f@)de = [ f(x)do+ [ f
a a b
Die anderen Fille werden ganz analog bewiesen. ([l

90Man kann die Aussage noch etwas verbessern: wenn zwei der drei Integrale existieren, dann existiert
auch das dritte. Um dies zu beweisen miifite man dann auch die Aussage von Lemma 377 leicht abéndern.
Dies verbleibt als freiwillige Ubungsaufgabe.
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13.2. Integrabilititskriterien. In diesem Kapitel wollen wir verschiedene Integrabilitéts-
kriterien beweisen. Beispielsweise wollen wir zeigen, dass stetige Funktionen immer inte-
grierbar sind. Wir werden dabei mit dem Riemannschen Integrabilitédtskriterium, d.h. mit
Korollar L3733, arbeiten. Zur Erinnerung, dieses besagt, dass eine beschrankte Funktion
f: [a,b] — R genau dann integrierbar ist, wenn es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z von
la, b] gibt, so dass

oZ,f)-UZ,f) < e

Bevor wir uns der Formulierung und den Beweisen von verschiedenen Integrabilitéatskri-
terien zuwenden, ist es also hilfreich die Differenzen O(Z, f) — U(Z, f) zwischen Obersum-
men und Untersummen etwas umzuschreiben. Es sei also Z = {z, 21, . .., 2, } eine Zerlegung
von [a,b]. Dann kénnen wir O(Z, f) — U(Z, f) auch folgendermafien umschreiben:

n—1 n

OZ 1) =UZ 1) = (e = z)sup f([z 2enl) = 2 (ir = 2) inf £ ([, 20])

= ;(Zm — z) (sup f([21, zi41]) — inf £ ([, 2i11]))

= > (%41 — z)sup {’f@) — f(2')] ’ r, 7' € [z, Zi-l—l]}'

i=0
Fiir ein Teilintervall [r, s| von [a, b] bezeichnen wir jetzt
d(f,[r;s]) = sup{|f(z) = f(2")|[ 2" € [r,s]}

als die maximale Differenz auf dem Teilinterval [r, s]. Mit dieser Notation gilt dann also,
dass

OZ1)=U(Z 1) = S (e = )d(f a2l
Insbesondere gilt also, dass
n—1
Oz, f)-Uzf) = ;}(ziﬂ — 2)d(f, [z, 2it1])

n—1

< > (zig1 — 2) max {d(f, [2i, zit1]) ‘ 1=0,....,n— 1}

=

= (bo— a)max {d(f, [z, zi41]) | i =10,...,n — 1}.

Nach dieser langen Vorbemerkung konnen wir jetzt endlich den wichtigsten Satz dieses
Kapitels beweisen:

Satz 13.9. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Nach dem Riemannschen Integrabi-
litdtskriterium und nach der obigen Ungleichung geniigt es zu nun also zu zeigen, dass es
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zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z = {zy, ..., z,} gibt, so dass
(b — a)max {d(f, [z, 2i41]) | =0,...,n—1} < e
oder, so dass die dquivalente Ungleichung

max {d(f, [z, z:1]) |1 =0,...,n—1} < <

b—a

gilt. Es sei also € > 0.

Wir miissen also eine Zerlegung vom Intervall [a, b] finden, welche so ‘fein’ ist, dass
die maximale Differenz auf jedem Teilintervall [z;, z;,1] hochstens = betriagt. An-

b—a
ders ausgedriickt, die z;’s miissen so eng beieinander liegen, dass die Funktionswerte
dazwischen sich nur noch um hochstens — unterscheiden kénnen. Eine solche Zer-

b—a
legung finden wir, wenn wir uns der gleichméfiigen Stetigkeit entsinnen.
Nachdem f stetig ist und auf dem kompakten Intervall [a, b] definiert ist, folgt aus Satz [[3,
dass f gleichmafig stetig ist. Zur Erinnerung, das heif3t
vV 3 v — f(@")| <n.
= S f(x) = f(a)] <n
mit |z — 2’| < §

Anders ausgedriickt, €s glll
n>0 6>0 ntervalle ( ) '
J > . I d N [C, d] <n

e, d] C [a,b]
mit Lange < 0

Wir setzen nun 7 = = und wir wihlen ein 6 > 0 mit der obigen Eigenschatft.

Die Idee ist nun eine Zerlegung zu wéhlen, so dass das Intervall von jedem Teilin-
tervall [z, zx. 1] hochstens § betrégt.
Wir wéhlen ein n € N, so dass Z’_T“ < 6. Wir betrachten dann die Zerlegung z; = a4+ - I’_T“
wobeii = 0,...,n. Es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie gewiinscht d(f, [z, zi11])

<
b_T“ fiir alle 4. 0
In Ubungsblatt 12 werden Sie folgenden Satz beweisen:
Satz 13.10. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

13.3. Lipschitz-stetige Funktionen und Integrabilitidt. Unser néchstes Ziel ist es zu
zeigen, dass das Produkt von zwei integrierbaren Funktion f,g: [a,0] — R wiederum
integrierbar ist. Um dies zu zeigen, miissen wir allerdings etwas ausholen. Insbesondere
benotigen wir dazu den Begriff der Lipschitz-stetigen Funktion.

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion. Wir sagen, f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L, wenn fiir alle x,y € D gilt, dass

1f(x) = f(y)| £ Llz—yl.

Beispiel. (1) Fiir jedes C' € R ist die Funktion f(z) = C'z Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante |C|.
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(2) In Ubungsblatt 12 werden wir sehen, dass die Funktion x + || Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = 1 ist.
(3) Andererseits werden wir in Ubungsblatt 12 schen, dass die Funktion

f:0,1] - R
r = T

nicht Lipschitz-stetig ist.
Der folgende Satz gibt nun viele weitere Beispiele von Lipschitz-stetigen Funktionen.

Satz 13.11. Es sei I C R ein Intervall und es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion.
Wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |f'(z)| < C fir alle inneren Punkte x von I, dann ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C'.

Der Satz folgt leicht aus den Definitionen und dem Mittelwertsatz [ZZ3. Der Beweis
erfolgt in Ubungsblatt 12. Es folgt beispielsweise aus dem Satz, dass fiir jedes a > 0 die
Quadratfunktion

[—a,a] — R
r = 1z’
Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante 2a. In der Tat, denn fir alle x € (—a,a) gilt,
dass |f'(x)| = |22] < 2a. ™

Der Name ‘Lipschitz-stetig’ suggestiert, dass eine solche Funktion stetig ist. Das folgende

Lemma gibt sogar eine etwas stirkere Aussage

Lemma 13.12. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichmdflig stetig.

Beweis. Es sei also f: D — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L.

Es sei € > 0 gegeben. Dann gilt fiir alle x,y € D mit |z — y| < § := m, ® dass in der
Tat

€

|f(z) = f(y)| < Llz—y| < Lm < e

Wir kehren jetzt wieder zuriick zum Studium von integrierbaren Funktionen.

Lemma 13.13. Es sei h: [a,b] — R eine integrierbare Funktion und es sei ¢: M — R eine
Lipschitz-stetige Funktion, so dass h([a,b]) C M. Dann ist die Funktion ¢ o h: [a,b] — R
ebenfalls integrierbar.

Beweis. Es sei ¢ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

Wir wollen auch hier wieder mit dem Kriterium fiir Integrierbarkeit arbeiten. Wir
miissen dazu die Differenzen O(Z, ¢ o h) — U(Z, ¢ o h) abschétzen.

91 Andererseits kann man leicht sehen, dass die Funktion f () = 22 betrachtet auf ganz R nicht Lipschitz-
stetig ist.
92Der einzige Grund warum wir m anstatt 7 schreiben ist, dass wir nicht ausschlieffen konnen,

dass L = 0, aber wir wollen natiirlich nicht durch 0 teilen.
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Es sei nun Z = {zy,...,2,} eine beliebige Zerlegung von |[a,b]. Nach der Gleichung auf
Seite folgt, dass

O(Z,60h) = U(Z,poh) = X (s01 = =) sup { [9(h(@) = o(h(")] | 2,2 € [z, 1] |

=0 ~
< L-|h(z) — h(z")]
da ¢ Lipschitz — stetig

L5 (it = 20 sup { ) — h(o)
< L. (O(Z, h) —U(Z, h)).

IN

z, o' € [Ziazi+1]}

Wir zeigen nun mithilfe des Kriteriums, dass ¢ o f integrierbar ist. Sei also € > 0. Nachdem
f integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z von [a, b], so dass

OZ,h) —U(Z,h) < <

>
es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie gewiinscht
O(Z,poh)—U(Z,¢poh) < L-+ =c¢e
O

Wir hatten schon gesehen, dass die Funktion ¢(z) = |z| Lipschitz-stetig ist. Wir erhalten
also folgendes Korollar zu [C37T3.

Korollar 13.14. Wenn f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion ist, dann ist auch |f]|
integrierbar.

Wir konnen jetzt endlich, wie am Anfang versprochen, zeigen, dass das Produkt von zwei
integrierbaren Funktionen wiederum integrierbar ist.

Satz 13.15. Es seien f,g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen. Dann ist die Produkt-
funktion f - g ebenfalls integrierbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass das Quadrat einer integrierbaren Funktion h: [a,b] — R
wiederum integrierbar ist. Nachdem jede integrierbare Funktion per Definition beschrankt
ist, existiert ein C' € R, so dass |h(z)| < C fiir alle . Wie wir im Anschlufl an Satz 311
gesehen hatten, ist die Funktion

o: [-C,C] - R

r — x?

Lipschitz-stetig. Es folgt also aus Lemma [313, dass h? = ¢ o h integrierbar ist.
Es seien f, g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen. Die Aussage des Satzes folgt nun
aus Satz [34, der obigen Aussage, und der Beobachtung, dass

Fog= 3 ((F+02=(f-0?)



162 ANALYSIS I

Lemma 13.16. Wenn f: [a,b] — R integrierbar ist, dann gilt

/a ’ f(2)dz

Beweis. Aus der Tatsache, dass

—[f@) < flo) < |fx)]  firallez € a0,
und aus Lemma 3@ folgt, dass

< [1a

b b b
- [1f@)lde < [f@)de < [|f(@)ldz.
Es folgt also wie gewiinscht, dass ‘f;f(x)dx‘ < fab |f(x)|dx. O

Satz 13.17. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funk-
tion. Dann gibt es ein £ € [a,b], so dass

b
1€ = = [ fa)d

Beweis.

Die Aussage erinnert etwas an den Zwischenwertsatz (23 fiir stetige Funktionen.
Allerdings gibt es keinen Grund anzunchmen, dass 3 fab f(z)dz zwischen f(a) und
f(b) liegt. Beispielsweise ist dies nicht der Fall fiir die Funktion, welche in Abbildung
skizziert ist. Die Idee ist nun, dass wir uns auf ein Teilintervall [z, z1] von |[a, 0]
einschrinken, so dass das Intervall [f(zo), f(x1)] ‘so grofl wie moglich’ ist.

/ Graph von f

ABBILDUNG 26.

Nach Satz [[2 existieren z, z, € [a, b], so dass

flzo) < flo) < f(m)
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tiir alle x € [a, b].Dann folgt aus Lemma 38, dass

b b b
e [t < [iwie < G e

~
=f(x0), daIntegrand konstant =f(x1), daIntegrand konstant

163

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt nun also aus dem Zwischenwertsatz 3,
angewandt auf die Einschrinkung von f auf das Intervall mit den Endpunkten zy und

xI1.

O
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14. DER HAUPTSATZ DER INTEGRAL- UND DIFFERENTIALRECHNUNG

In diesem Kapitel sei I durchgehend ein Intervall. Es sei f: I — R eine Funktion. Wir
fithren folgende Definitionen ein:

(1) Wir sagen f ist differenzierbar, wenn f in allen inneren Punkten von I differenzier-
bar ist und wenn zudem f auf ganz I stetig ist. Fiir I = [a,b] ist dies gerade die
Definition von Differenzierbarkeit, welche wir zu Beginn von Kapitel 221 eingefiihrt
hatten.

(2) Eine Stammfunktion von f ist eine differenzierbare Funktion F': I — R, so dass
F'(x) = f(x) fiir alle inneren Punkte x von I.

Wir kénnen nun einen der wichtigsten Sétze der Analysis I formulieren.

Satz 14.1. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es sei f: I — R eine stetige
Funktion und es sei xg € I. Dann ist

Fla) = [ o

eine Stammfunktion von f.

Beweis. Es sei x € I ein beliebiger innerer Punkt. Dann gilt

F(x+h)— F(x)

P = S
] z+h T
1 z+h
= }1}_}1% 7 { ft)dt nach Korollar I3
—_———
= f(&) firein &, € [z,2 + A,
nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung
= lim f(&)
= f(lim §h> weil f stetig
h—0
= f(x), denn aus &, € [z, + h] folgt ]lzirr(l) & = .
ﬁ

0

Lemma 14.2. Wenn F und G Stammfunktionen von f: I — R sind, dann ist die Funktion
F — G eine konstante Funktion.

Beweis. Es gilt (F—G) = F' —G' = f— f = 0. Es folgt nun aus Lemma I3, dass F' — G
eine konstante Funktion ist. O
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Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann schreiben wir im Folgenden

/f(x)dx = F.

Diese Schreibweise ist zwar etwas problematisch, weil F' nur bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt ist. Aber uns ist dies im weiteren Verlauf der Vorlesung egal. Wir nennen [ f(z)dx
manchmal auch das unbestimmte Integral von f.

Satz 14.3. Es sei f: [ — R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion. Dann gilt
fir alle a,b € I, dass

/ flz)dz = F(b) — F(a).

Fiir eine beliebige Funktion F': I — R und a,b € I schreiben wir
b

[F(x)} = F(z)

a

Beweis. Wir betrachten die Funktion
Glz) = / ()t

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt, dass G' ebenfalls eine Stamm-
funktion von f ist. Nach Lemma M2 existiert ein C' € R, so dass F(z) = G(z) + C fiir

alle € I. Per Definition ist G(b) = f;f(x)dx und G(a) = 0. Es folgt, dass

/ f@)de = G(b) —Gla) = (Gb)+C) — (Gla) +C) = F(b) - Fla).

U
Aus den schon bestimmten Ableitungen erhalten wir jetzt folgende Tabelle:
Funktion Ableitung Funktion  Stammfunktion
e’ e’ e’ e’
sin(x) cos(x) cos(x) sin(x)
cos(z) — sin(x) sin(z) — cos(x)
tan(r) ) 1 tan(r)
an(x ) o2 (7) an(x
arctan(z) 1 L arctan(x)
1—1—1952 1—1—1952
arcsin(x) @ @ arcsin(x)
arccos(z) — — — arccos(x)
el a—1 e ot
x ox Y a# —1 )
In(z),z >0 % % In (|x|)
In(—z),x <0, %
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Aus Satz T4 erhalten wir zudem sofort folgendes Lemma.
Lemma 14.4. Es seien f,g: I — R stetige Funktionen und [l € R. Dann gilt
ff(x)—l—g(x)dx = ff(x)d:l:—l—fg(:zc)dx, sowie
f)\f(:c)dx = )\f f(z)dz.

14.1. Partielle Integration. Wie wir schon im vorherigen Kapitel gesehen haben, konnen
wir aus unseren Ergebnisse iiber Ableitungen neue Aussagen iiber Stammfunktionen ge-
winnen. In diesem Kapitel werden wir neue Integrationsregeln aus den Ableitungsregeln
gewinnen.

In diesem Kapitel sei I weiterhin ein Intervall.

Satz 14.5. (Partielle Integration) Es seien u,v: I — R zwei stetig differenzierbare ®
Funktionen. Dann gilt

/u(m)v'(m)dm = u(x)v(z) — /u'(x)v(x)dm.
Beweis. Aus der Produktregel der Ableitung folgt, dass

(u(z)o(z)) = u(z)o(r) 4+ ulz)v'(z),
also
u(@)v'(z) = (u(@)o(z)) —u'(z)v(z).
Aus Lemma [Z und der Definition einer Stammfunktion folgt nun, dass
fu(x)v’(x)dx = u(x)v(z) — fu’(x)v(x)da:.

Der Satz folgt nun aus Satz [2-3.% O

Die Formel aus dem vorherigen Satz kann man auch etwas knapper wie folgt formulieren:

/uv’dx = uv—/u'vdw.

Mithilfe der partiellen Integration kann man also ein Integral durch ein anderes, hoffentlich
deutlich leichteres, Integral ersetzen. Die partielle Integration bietet sich normalerweise
dann an, wenn sich durch das Ableiten der Funktion u der Integrand u'v vereinfacht. Dies
ist beispielsweise oft der Fall, wenn u = 2" oder wenn u = In(x).

Beispiel.
(1) Wir betrachten f(x) = z - cos(z). Dann gilt
/ x -cos(x)dr = x -sin(z) —/ 1 -sin(x)dr = wzsin(z) + cos(x).
~ S~ N N>~~~ e

u v’ U v u’ v

937ur Erinnerung, eine Funktion f: I — R heift stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist, und
wenn [’ stetig ist.
94An welcher Stelle haben wir die Voraussetzung verwendet, dass v und v stetig differenzierbar sind?
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(2) Manchmal muss man ein Integral erst geschickt als Produkt umschreiben, um par-
tielle Integration erfolgreich anwenden zu konnen. Beispielsweise ist

/ln(x)dx:/ln(x)- 1 dr = In(z): =z —/ 1.z dr =1In(z) z—u
— ~~ — < —~~

14.2. Substitution. Das folgende Lemma folgt sofort aus der Kettenregel fiir Ableitungen.

Lemma 14.6. Es sei f: I — R eine stetige Funktion und es sei F' eine Stammfunktion
von f. Fir alle c,d € R gilt

1
/f(cx +d)dr = -F(cx+d).
c
Beispielsweise gilt
1
/005(2:(: +3)dr = 5 sin(2z + 3).

Beweis. Es folgt aus der Kettenregel fiir Ableitungen, dass

Al perta) = L er+d) - (er+d) = fex+d),

dr c

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung vom vorherigen Lemma.

Satz 14.7. Es sei u: |a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion und es sei f: I — R
eine stetige Funktionen. Dann qilt

u

b (0)
[ sy s = [ s

Beweis. Es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt nach der Kettenregel fiir Ableitun-
gen, dass

L Ptua)) = Fu) /(@)

Anders ausgedriickt, F'(u(zx)) ist eine Stammfunktion von f(u(z)) - u/(z). Es folgt also aus
Satz [473, dass

u(b)

u(a)
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Wenn wir nur unbestimmte Integrale betrachten, dann besagt die Substitutionsregel,
dass

/ flu(z)) - (z)de = / f(uw)du.

Beispiel. Wir wollen nun eine Stammfunktion von sin(x? + 3) - x finden. Die Idee ist, die
Substitution u = 22 4+ 3 durchzufithren. Damit wir diese Substitution durchfiihren kénnen,
miissen wir allerdings sin(z? + 3) - z in die Form von

flu(z)) v'(x) = f(=*+3)- 2z

bringen. Wir fiithren diese Idee jetzt aus

: 1 (a2
fsm(x2 +3)-zdr = 3 fsm(x +3)- \Q,x_/da:
:u(gj) :'U/(CE)
= 2 f sin(u)du Substitution u = x? + 3
—3 cos(u)
—3 cos(z? + 3) Riicksubstitution u = 22 + 3.

Wir beschlielen das Kapitel {iber die Substitution mit folgendem Lemma.
Lemma 14.8. FEs ist

1
/ vV1—22dr = %7?.
-1

Nachdem der Graph von v/1 — x2 gerade einen Halbkreis von Radius 1 beschreibt, besagt
dieses Lemma, dass ‘unsere’ Definition von 7 aus Kapitel 2 in der Tat mit der ‘iiblichen’
Definition von 7 {iber den Fldcheninhalt iibereinstimmt.

Beweis. Wir bestimmen erst einmal eine Stammfunktion von v1 — 22. Es ist

f\/l—xde = f(l—acz) L_dx

V1—22

1

— 1 _ . . 2 . d
f( sin(arcsin(x))?) Vg x
=:u(z) ://(;/
= f 1 — sin(u)?du Substitution u(z) = arcsin(x)

= fcosZ(u)du = (x).

Wir wollen jetzt eine Stammfunktion fiir cos?(u) finden, indem wir cos?(u) umschreiben.
Wir wissen, dass

1 = sin®*(u) + cos?*(u), und
cos(2u) = cos?(u) —sin*(u), nach Satz 04 mit x =y = u.
Durch Auflésen nach cos?(u) erhalten wir also, dass
cos?(u) = 3(1+ cos(2u)).
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" Wir konnen jetzt mit dem Integral oben weiterrechnen, und erhalten mithilfe von Lemma
24, dass

(x) = %fl + cos(2u)du = ju+ ;sin(2u).
Durch Einsetzen erhalten wir jetzt, dass

u=arcsin(1) =z
/ V1—a2de = [2u + - sm(2u)} Cy T Bu + isin(Qu) ——
u=arcsin(—1

r=—1

14.3. Uneigentliche Integrale.

Definition. Es sei f: [a,b) — R eine Funktion, wobei a € R und b € RU {oo}, so dass fiir
jedes a < d < b das Integral fad f(z)dz existiert. Wir definieren dann

[ e =y [ s

und nennen es das uneigentliche Integral auf [a,b). ™ Ganz analog definiert man das unei-
gentliche Integral auf einem halb-offenen Intervall (a, b].

Beispiel. Es ist
00 d d
/ e Pdr = lim e ¥dr = lim [—e‘x] = lim(—e®+1) = 1.
0 d—oo J d—o0 0 d—o0

Fiir spéter formulieren wir das néchste Beispiel als Lemma.

Lemma 14.9. Fiir s > 1 gilt

Beweis. Es seil s > 1. Dann ist
0o d L d 1
1 . _ ) —st . d—s 1 1
“dr = lim [ 2%z = lim |2 = lim + = .
xS d—o00 d—oo | —s+1 n d—oo \ —s+1 s—1 s—1
1 1

95 Alternativ kann man eine Stammfunktion fiir cos? () auch geschickt mithilfe von partieller Integration
bestimmen. Genauer gesagt, es ist

[ cos?(z)dx = [cos(z) - cos(z)dx = cos(x)-sin(z) — [(—sin(z)) - sin(z)dx
= cos(z)-sin(z) + [(1 — cos*(z))dx
= cos(z)sin(z) + 2 — [ cos?(z)dx.
Wir 18sen jetzt nach [ cos?(z)dz auf, und erhalten, dass

[cos?(z)dz = F(cos(z)sin(x) + z).

96Es gibt also drei Moglichkeiten: entweder konvergiert das uneigentliche Integral gegen eine reelle Zahl,
oder es divergiert bestimmt gegen +o0o, oder es existiert nicht.
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Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, wobei a € RU {—o0} und b € RU {oc}, so

dass fiir ein ¢ € (a,b) die uncigentlichen Integrale [ f(z)dz und fcb f(z)dz existieren oder
bestimmt gegen +oo divergieren. Dann definieren wir

[ e = [ s@ars [ @

wenn die rechte Seite definiert ist. Wir nennen dann f; f(x)dx das uneigentliche Integral

von f auf (a,b). =
Folgender Satz folgt sofort aus Satz [2=3 und aus den Definitionen.

Satz 14.10. Es sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion und F' eine Stammfunktion von f.
Dann gilt

[ e = 1 £~ ),

wenn die rechte Seite definiert ist.

Beispielsweise ist

< 1 70 70
/ dr = lim arctan(z) — lim arctan(z) = — —(—=) = .
U T—00 T——00 2 2
Im Folgenden werden wir noch kurz die Konvergenz von Reihen und von uneigentlichen
Integralen in Verbindung bringen. Genauer gesagt kéonnen wir nun folgenden Satz formu-
lieren, welcher auf Seite 222 von Forster Analysis I bewiesen wird.

Satz 14.11. Es sei f: [1,00) — R eine monoton fallende Funktion. Dann gilt

Zf(n) konvergiert <= / f(z)dx konvergiert.
1

n=1

Beispiel. Es sei s > 1. Wir hatten in Lemma [49 gezeigt, dass das uneigentliche Integral

floo x—lsda: konvergiert. Es folgt dann aus Satz 411, angewandt auf f(x) = x—ls, dass fiir jedes

€ (1,00) die Reihe

oo

1

ns
n=1
konvergiert.
In Satz B4 hatten wir zwar schon gezeigt, dass die Reihe Y > | # konvergiert. Aber
es erscheint eher schwierig, einen direkten Beweis dafiir zu geben, dass beispielsweise die

Reihe > °7 | 2+ konvergiert.
n?2
97An welcher Stelle haben wir verwendet, dass s > 17
98Man kann leicht mithilfe von Korollar I3 zeigen, dass die Definition nicht von der Wahl von ¢ € (a, b)
abhéngt.
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Beispiel. Andererseits gilt, dass

<1 : ‘1 : d :
/1 de = dlgglo 1 Eda: = dlggo[ln(x)h = dlggo(ln(d)—ln(l)) = 00.

Zusammen mit Satz [0 angewandt auf f(z) = % gibt dies einen neuen Beweis dafiir,

dass die harmonische Reihe >~ | % bestimmt gegen +oo divergiert.

14.4. Die Gamma-Funktion (x). Dieses kurze Kapitel wurde nicht in der Vorlesung
behandelt, und ist deswegen nicht Teil des offiziellen Stoffes. Es lohnt sich trotzdem dieses
Kapitel durchzulesen, nachdem es eine besonders schone Anwendung von unseren bisherigen
Ergebnissen und Methoden gibt.

In diesem Kapitel werden wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 14.12. Fir jedes s > 0 konvergiert das uneigentliche Integral

/ t5~te7tdt.
0

(0,00) — R
x o D(a) = [t e tdt
0

Die Funktion

heiflt Gamma-Funktion. In diesem Kapitel werden wir zudem den folgenden Satz beweisen,
welcher einige der wichtigsten Eigenschaften der Gamma-Funktion zusammenfasst.

Satz 14.13.
(1) I'(1) =1,
(2) fiir alle x € (0,00) gilt
Izx+1) = z-T'(x),
(3) fir alle n € N gilt:
I'(n) = (n—1)
Man kann also die Gamma-Funktion als Erweiterung der Fakultédt auf positive reelle
Zahlen auffassen.

Wir werden nun im Folgenden Lemma I4T2 und Satz I4T3 beweisen. Fiir den Beweis
von Lemma 4T bendtigen wir dabei den folgenden Satz, welchen man mithilfe von Lem-
ma 3@ leicht beweisen kann. Wir iiberlassen den Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe.

Satz 14.14. (Majoranten-Kriterium fir uneigentliche Integrale) Es seien f,g: [a,b) — R
zwei stetige Funktionen gegeben, wobei b € R U {oc}. Nehmen wir an, es gibt ein C € R,
so dass

g(x) > |f(z)| fir alle z € [C,)).
Dann gilt:

b b
/ g(x)dz konvergiert = / f(z)dx konvergiert.
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Fine analoge Aussage gilt auch fiir Funktionen, welche auf (a,b] definiert sind.

Beispiel. Wir betrachten das uneigentliche Integral

< 2+10
372dl'.
1 Pt +2

Man kann leicht zeigen, dass mf:;% < z% fiir alle x > 10. Es folgt also aus Lemma 279

und aus Satz 414, dass das obige uneigentliche Integral konvergiert.

Mithilfe von Satz IZ14 konnen wir nun Lemma T4 T2 beweisen.

Beweis von Lemma [IZ.13. Es sei also s > 0 gegeben. Die Funktion ¢*~!e~! ist nur auf dem
Intervall (0, 00) definiert. Per Definition von einem uneigentlichen Integral gilt

fe's) 1 0
/ e tdt = / e tdt + / s~ letdt.
0 \0 P \1 ,

g g

=(1) =(2)
Wir miissen zeigen, dass beide uneigentliche Integrale existieren.
(1) Wir beginnen mit dem ersten Integral. Fiir alle ¢ € (0, 1] gilt, dass ¢t~ te™" < ¢571

Nach Satz [4T4 geniigt es zu zeigen, dass das uneigentliche Integral fol ts~1dt kon-
vergiert. Dieses wiederum bestimmen wir wie folgt:

1 1
. [t . 1 d¢ 1
/ t*7dt = lim [—} = lim (—) = -,
0 d—=0LS]1d d—0 \ S S S

Wir zeigen nun, dass auch das zweite Integral floo t*~letdt existiert. Wir beweisen
zuerst folgende Behauptung:

Behauptung. Es gibt ein C' € R, so dass fiir alle t > C gilt:

1
1 —t
t et < 2
Am Ende von Kapitel 23 hatten wir mithilfe der Regel von I’'Hopital gesehen,
dass L »
(AR t°
lim T = lim = 0.
t—o0 ) t—o00 et
Wenden wir die Definition von lim;_, txe—rl = 0 auf € = 1 an, sehen wir, dass es ein
C € R gibt, so dass fiir alle t > C gilt:
1
1 —t
et < 2

Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Wir hatten in Lemma 279 gezeigt, dass das uneigentliche Integral floo t%dt kon-
vergiert. Es folgt dann wieder aus Satz 414, dass auch floo ts~le~tdt konvergiert.

0



ANALYSIS I 173

Wir werden uns nun dem Beweis von Satz 413 zu.

Beweis von Satz [T7.13. Wie wir schon zu Beginn von Kapitel [4=3 gesehen hatten, ist

1) = / e tdt = 1.
0

Wir wenden uns nun dem Beweis der zweiten Aussage zu. Fir a,b € (0,00) folgt aus
partieller Integration, dass

b b
/ tretdt = [~t"e ] / et

Es folgt, dass

I'z+1) = ftxe_tdt
| -
= [tetdt + [tretdt
0 1
t=1 1 t=b p
_ ; T, ,—t|"— z—1_,—t : T, —t]" z—1_—t
= il_r)I(l)([—t € ]t:a+x'{t e dt> +blinog([—t e Lzl—i-a:-{t e dt)
= —lim(—a%"*) 4 lim — b + - ftx’le’tdt
R a—0 , i)—)oo P 0
=0 nach‘I’Hopital =0 naC}:T’Hopital
= x~ft”"_le_tdt
0
= z-I'(z).
Wir haben damit die zweite Aussage bewiesen.
Die letzte Aussage des Satzes folgt nun aus (1) und (2) durch Induktion. O

14.5. Eine C*-Treppenfunktion. Wir erinnern zuerst daran, dass wir eine Funktion,
welche beliebig oft differenzierbar ist, als C'*°-Funktion bezeichnet hatten. In diesem Kapitel
werden wir zuerst folgendes Lemma beweisen.

Lemma 14.15. Die Funktion
fTR — R
N e 22, wennx >0,
0, wenn € < 0
ist O und es gilt, dass f™(0) =0 fiir alle n € N.

Die Funktion f hat also folgende eigenartige Eigenschaft: obwohl alle Ableitungen am
Punkt 0 verschwinden, ist die Funktion trotzdem nicht konstant. Der Graph der Funktion
f wird in Abbildung P24 skizziert.
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_ "2
e~1/*"  wenn x > 0,

Graph der Funktion f(z) = {

0, wenn x < 0
//
1 ///
alle Ableitungen verschwinden bei xq = 0
ABBILDUNG 27.
Beweis. Wir beweisen zuerst, dass f'(0) = 0. Es gilt
1
— T 22
hmw — lim&
zN\0 X \0 T )
= lim© T nach Lemma 213
T—00 =
r—00 T

~

2 im % nach der Regel von I'Hopital.

x—00 2%
= 0.
Andererseits ist es offensichtlich, dass
o £@) = £0)

z 0 X

= 0.

Wir haben also gezeigt, dass in der Tat f'(0) = lim,_, w = 0. Wir haben jetzt also
bewiesen, dass f'(0) = 0.

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch die hoheren Ableitungen verschwinden. Wir wer-
den im Folgenden den Beweis dieser Aussage nur skizzieren. Es sei jetzt A(n) die Aussage:
f ist n-fach differenzierbar und es gibt ein Polynom p,(x),

= 50 dass
1
(n) _ pn(;)e wenn x > 0,
@) { 0, wenn z < 0.

—1/22
Y

Wir wissen schon, dass A(0) und A(1) gelten. Ein einfaches Induktionsargument zeigt nun,
dass A(n) fiir alle n gilt. Beim Beweis, dass unter Annahme von A(n) auch A(n + 1) gilt,

99 Anders gesagt, pn(%) ist ein Ausdruck vom Typ

1 1\? 1\? 1\?
ao—l—al—i—ag() +a3<) +-~-+ad() , wobei ag,...,aq € R.
T T T x
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muss man mehrmals verwenden, dass

1
lim — -e /% = 0.
\0 T
Diesen Grenzwert bestimmt man genauso wie oben mithilfe der Regel von I’'Hopital. U

Satz 14.16. Es gibt eine C*°-Funktion f: R — R mit folgenden FEigenschaften:
(1) f(x) =0 firz <0,
(2) f(x)=1 firz>1, und
(3) f ist monoton steigend.
Anders ausgedriickt, die Funktion von Satz [418 ist also konstant = 0 fiir x < 0 und

konstant = 1 fiir > 1, aber die Funktion ist trotzdem beliebig oft differenzierbar. Eine
solche Funktion wird manchmal als C*°-Treppenfunktion bezeichnet.

Funktion ist konstant fir + <0 und z > 1

/

Funktion ist C'*°
ABBILDUNG 28.

Beweis. Wir betrachten wiederum die Funktion
frR — R
1
N e =2, wenn x > 0,
0, wenn z < 0.

Wir hatten in Lemma [ZT3 gezeigt, dass dies eine C'*°-Funktion ist. Wir betrachten nun
die durch g(z) := f(x) - f(1 — x) definierte Funktion. Nachdem f(z) = 0 fiir z < 0 folgt
sofort, dass g(z) = 0 fir x < 0 und g(z) = 0 fir > 1, sowie g(x) > 0 fiir z € (0,1).
Der Graph von g wird auch in Abbildung 29 skizziert. Wir setzen™ C' := fol g(t)dt. Wir
miissen nun noch folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Die Funktion
h: R —
H

100Warum ist das Integral > 07
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Funktion ¢ ist konstant fiir < 0 und x > 1

\
\

\
.\
/1I

\
\
\
\

\
\\
/

Funktion ist C'*°
ABBILDUNG 29.

hat die gewiinschten Eigenschaften.

Es folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass h differenzierbar
ist, mit Ableitung h/(z) = £g(x). Nachdem g eine C*°-Funktion ist, ist also auch h eine
C*-Funktion. Es folgt nun leicht aus der Definition von A und den Eigenschaften von f,
dass h(x) = 0 fir z < 0 und h(x) = 1 fir z > 1. Der Graph der Funktion h wird in
Abbildung P8 skizziert. O
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15. DAS TAYLORPOLYNOM

In diesem Kapitel sei I durchweg ein offenes Intervall, beschrinkt oder unbeschrénkt.
Zur Erinnerung: Eine Funktion f: I — R heiffit C™-Funktion, wenn die Funktion n-mal
differenzierbar ist und wenn f™ zudem stetig ist. Wir sagen, f ist eine C*°-Funktion,
wenn f beliebig oft differenzierbar ist.

Es sei nun f: I — R eine Funktion und es sei zy € I. Wir sagen eine Funktion g: I — R
ist eine Approximation von f am Punkt xo von k-ter Ordnung, wenn

o f) (o)
zozo (T — x0)F

= 0.

Wenn ¢ ein Approximation von k-ter Ordnung ist, dann ist ¢ auch fiir jedes [ < k eine
Approximation von I-ter Ordnung. ™

Das Ziel ist nun eine ‘komplizierte’ Funktion f durch eine einfachere Funktion zu appro-
ximieren. Beispielsweise, wenn f stetig ist, dann ist die konstante Funktion g(z) := f(zo)
eine Approximation von f am Punkt zy von O-ter Ordnung. Etwas interessanter ist da
schon folgendes Lemma.

Lemma 15.1. Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion und xo € I. Dann ist die
Tangentenfunktion

p(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20)

eine Approximation von f am Punkt xo von erster Ordnung.

Beweis. Es folgt aus den Eigenschaften von Grenzwerten und aus der Definition von f’(x),

dass
T—T0 T — X0 T—T0 T — 2
_ i J@ o)y (@) - )
T—xQ T — X0 | 0 (JI _ 370)
=f"(z0) p;;Deﬁnition —f"(x0)
= 0.

O

Wir wollen jetzt zeigen, dass man eine Funktion durch Polynome noch besser approxi-
mieren kann. Zur Erinnerung, ein Polynom vom Grad n ist ein Ausdruck der Form
p(z) = ag+ arx + ax® + - - + aya”,

wobei ag, ...,a, € R und x eine Variable ist.

1011y der Tat, denn wenn ! < k, dann gilt

o f@—g@) L f@) = g()

o Nkl _ RRT Ykl
Jm T (# =) im (2 — )t = 0.

l z—zo  (x — xo)k z—zo (x — xo)k z—x0

=0 =0,da k>1
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Fiir eine C™-Funktion f: I — R und zy € I, wollen wir nun ein Polynom von Grad n
finden, welches eine Approximation von f am Punkt zy von n-ter Ordnung ist. Um solch
ein Polynom zu finden, beweisen wir erst einmal folgendes Lemma.

Lemma 15.2. Es seien f,g: I — R zwei C™-Funktionen und es sei xg € I. Dann gilt

g ist eine Approximation von f fir alle k € {0,...,n}
am Punkt xo von n-ter Ordnung gilt f®)(zg) = g®¥(x0).

Beweis. Wir zeigen zuerst die ‘<='-Aussage. Wir nehmen also an, dass f*) (xq)—g® (z0) =0

fir £ = 0,...,n. Durch n-faches Anwenden der Regel von I’Hopital erhalten wir, dass in
der Tat
_ / W (z) = ¢
L@ e o T @) - D)
T—x0 (x — :Co)n T—T0 n(x — "L‘o()n)*l - ( -
’ / n _ an n) _ An
v v ) = g™(@) o M (x0) — g™ (o)
T—T0 n! n!

Wir wenden uns nun den Beweis der ‘="-Aussage zu. ™ Wir setzen r(z) = f(x) — g(z).
Wir nehmen also an, dass
r(z)

=0
v—zo (T — 20)" ’
und wir miissen zeigen, dass r*)(z) = 0 fiir k =0, ..., n.

Wir beweisen diese Aussage per Induktion nach k. Fiir k = 0 gilt
r(z)

0 = o = ) = )
d.h. esist r(x¢) = 0. Wir haben damit den Induktionsanfang vollzogen. Nehmen wir nun an,
dass wir schon wissen, dass r(zq) = rM(zg) = --- = 7®) () = 0 fiir ein k € {0,...,n—1}.
Dann gilt auch, dass

_ ) r(x)
0 - zli}Irxlo (.’L‘ — Qfo)k+1

) r(l)(x)
zlgilo (k+1)(z — xo)k

nach Voraussetzung

IS

nach der Regel von I’'Hopital, da r(z¢) =0

[

s

7,(Is:—i—l)(m)
lim —=*
o (k+ 1)

L iy (kD)
G A (@)

ﬁr(’““) (70) weil 7*+1) stetig.

nach der Regel von I'Hopital, da r®)(zy) = 0

Wir haben also gezeigt, dass 7*+1(z4) = 0, d.h. wir haben den Induktionsschritt vollzogen.

102 weiteren Verlauf der Vorlesung benétigen wir nur die ‘«<=’-Aussage. Wir geben deswegen den
Beweis der ‘=’-Aussage nur der vollstindigkeithalber.
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O

Es sei nun f: I — R eine C™-Funktion und es sei zg € I. Wir suchen jetzt also ein
Polynom p von Grad n, welches am Punkt xy eine Approximation von n-ter Ordnung ist.
Nach Lemma L™ geniigt es ein Polynom zu finden, dessen Funktionswert und dessen erste
n-Ableitungen am Punkt xy mit denen von f iibereinstimmen.

Die Idee ist nun Polynome von der Form

p(z) = sz(x — 1)

zu betrachten. ™ Wir wollen dabei die Ableitungen von solch einem Polynom p(z) am
Punkt xg studieren. Wir beweisen dazu folgendes elementare Lemma.

Lemma 15.3. Es seien by, ..., b, € R. Dann qilt fiir k € Ny, dass

k! by, wennk <n,

k-te Ableitung von Y b;(x — xo)" am Punkt o = { 0 sonst

i=0
Beweis. Fiir ein beliebiges i € {0,...,n} gilt, dass

0, wenn ¢ < k,

h-te Ableitung von bi(z — zo)" = { i(i—1)... (i — k+ 1)bi(x —x0)"*,  wenni > k.

Insbesondere verschwindet die k-te Ableitung am Punkt g, aufler fiir k£ = ¢. Fiir k = ¢ ist
die Ableitung am Punkt xy dann gerade k!-b;. Das Lemma folgt nun aus der Summenformel
fiir Ableitungen. U

Wenn die k-te Ableitung von einem Polynom p(z) = Y"1, bi(z — 2¢)" mit der k-ten Ab-
leitung von einer gegebenen Funktion f iibereinstimmen soll, dann muss also insbesondere
be = /™ (x0) gelten. Diese Diskussion fiithrt uns zu folgender Definition.

Definition. Es sei f: I — R eine C™-Funktion und es sei xy € I. Wir bezeichnen
=L fR) ()
Prao(f)(@) =) T(ﬂﬁ — x)"
k=0

n

103 Man kann in der Tat jedes Polynom p von Grad n als eine Summe p(z) = S o bi(z—x0)" schreiben.
Wir werden diese Aussage jetzt durch Induktion nach dem Grad von p(z) beweisen. Die Aussage ist trivial,
wenn der Grad null ist, d.h. wenn das Polynom konstant ist. Nehmen wir nun an, dass wir die Aussage
schon fiir Polynome von Grad n bewiesen haben. Es sei nun p(x) ein Polynom von Grad n+ 1. Es sei a1
der héchste Koeffizient von p(x). Dann ist p(x) — ap+1(z — 20)" ! ein Polynom von Grad n. Also folgt aus

der Induktionsannahme, dass es bg,...,b, € R gibt, so dass

p(x) — ani1(r —20)" ™ = bg+by(x — 20) + bo( — 20)% + -+ + by (T — 30)".
Dann ist aber
bo + b1 (z — x0) + ba(x — 20)? + -+ + by (1 — 20)"™ + g1 (w — 30)" L.

p(x)
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als das n-te Taylorpolynom von f bei xy. — Wenn f und xy aus dem Kontext klar ersichtlich

sind, dann schreiben wir oft einfach auch p,(z).

Betrachten wir beispielsweise die Exponentialfunktion am Punkt zq = 0. Nachdem alle
Ableitungen der Exponentialfunktion wiederum die Exponentialfunktion sind, folgt, dass
alle Ableitungen am Punkt xo = 0 gerade exp(0) = 1 betragen. Es folgt also, dass das n-te
Taylorpolynom von der Exponentialfunktion am Punkt zy = 0 gegeben ist durch

xn

3
pa(r) = l+a+Z+5 4+ + 5
Das fiinfte Taylorpolynom von der Sinusfunktion am Punkt xq = 0 ist hingegen gegeben
durch

ps(z) = sin(0) + cos(0)z + — 8121,1(0) x% 4 — Cg?(o) z3 + —SUZ(,O) x® 4 —Cozso) x°
FOR ! ! ! !
€T — 37 —+ EE
Wir werden spater sehen, dass es kein Zufall ist, dass diese Taylorpolyome gerade den ersten
Partialsummen der Reihen exp(z) = Y o” ) %; und sin(z) = Zfzo(—l)”% entsprechen.

Satz 15.4. Es sei f: I — R eine C"-Funktion und es sei xq € I. Dann gibt das n-te Tay-
lorpolynom py, ., (f) eine Approximation zu f am Punkt xo von n-ter Ordnung. Zudem ist es
das einzige Polynom von Grad n, welches f im Punkt o von n-ter Ordnung approximiert.

Beweis. Per Konstruktion gilt f®)(z0) = pna,(f)*® (o) fiir k = 0,1,...,n. Es folgt also
aus Lemma [572, dass p,(z) eine Approximation von f von n-ter Ordnung liefert.

Zudem zeigt die Diskussion vor der Definition des Taylorpolynoms, dass die Koeffizienten
des Polynoms eindeutig durch die Ableitungen von f bestimmt sind. Das n-te Taylorpoly-
nom ist also das einzige Polynom von Grad n, welches f im Punkt zy von n-ter Ordnung
approximiert. 0]

Wir haben jetzt also gesehen, dass das n-te Taylorpolynome p,(z) die urspriingliche
Funktion f in einem gegebenen Punkt z, approximiert, in dem Sinne, dass der Grenz-
% verschwindet. Wir wollen jetzt im Folgenden eine genauere Aussage
treffen, wie weit den nun p,(z) und f(x) wirklich auseinander liegen.

wert lim,_, 4,

Definition. Es sei f: I — R eine C™-Funktion und es sei o € I. Es sei p, das n-te
Taylorpolynom von f bei zy. Wir nennen

Ry () = R (f)(2) = [f(z) = pa(2)

das n-te Restglied von f bei xy.

104 Wir kénnen das n-te Taylorpolynom py, () := pn.a, (f)(x) natiirlich auch wie folgt schreiben:

f" (o) F (o) ot F0 (o)
2 3! n!

f(xo) 4 f'(20)(x — x0) + (x—20)® + (x — x0)® + - (v —x0)".
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Satz 15.5. (Restgliedformel von Taylor) Es sei f: I — R eine C"1-Funktion und es sei
xg € I. Dann gilt

R D)) = [ E20

o

FED(t)dt.

n!
Beweis. Wir beweisen den Satz mithilfe von Induktion nach n. Es sei zuerst n = 0. Dann
gilt

Ro(z) = f(x) —po(z) = f(z)— f(xo)

= [ f(t)dt nach Satz [Z23.

Wir haben damit also den Induktionsanfang vollzogen.
Nun nehmen wir an, die Aussage gilt fiir n — 1. Wir miissen nun zeigen, dass sie auch
fiir n gilt. Es ist

Ry(z) = f(z) = pa(2)
f(")(mo)

= J@) _fn—l(lﬁz — (= xo)"

hierauf wenden wir die
Induktionsannahme an
T

= e g — L g~ (s
. .

Zo

=/ (t) =v(t)
Wir wenden nun partielle Integration an, und wir erhalten

(*) _ [_( n‘t) . f(n)<$):| _ f_( n't) . f(n+1)<t>dt _f n(' 0) (ZE _ Jfg)n
U —— — Y=

zo o

=u(t) =v(t) u(t) =v'(t)

Zusammengefasst haben wir jetzt also bewiesen, dass R, (z) = f;; (x;_'t)” CfeD(de. O

Der folgende Satz ermoglicht es oft das Restglied nach oben explizit abzuschétzen.

Satz 15.6. (Restgliedformel von Lagrange) Es sei f: [ — R eine C""-Funktion, es sei
xo € I und es sei x € I beliebig. Dann existiert ein £ zwischen xoy und z, so dass

(n+1)
Rusy(Na) = Tz =y,

Anders ausgedriickt, es existiert ein £ zwischen xog und x, so dass

n_ (B (g (n+1)
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Beweis. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass g < x. Der Fall, dass xq > = wird

ganz analog bewiesen. Wir miissen zeigen, dass es ein £ € (xg, z) gibt, so dass
!
f 3] (2) (z — z)" L

Aus Satz [h3 folgt, dass R,(x) = f:; (wg—f’)nf(”“)(t)dt. Wir miissen also ein & € (zg, )
finden, so dass

(n41) _ @ =0)" - (n+1)!
Oder etwas vereinfacht, so dass
< n+1

(n+1) — — ¢ n (n+1) t dt PR
P = Tl tr 0
Wir wollen solch ein ¢ mithilfe vom Zwischenwertsatz [[3, angewandt auf die nach
Voraussetzung stetige Funktion f**Y finden. Ganz analog zum Beweis vom Mittel-
wertsatz L3140 der Integralrechnung schréinken wir uns dabei ein auf ein Teilintervall
[a,b], so dass f™™*Y) an den Endpunkten maximal und minimal wird.
Nach Voraussetzung ist die Funktion f (”+1)|[x07x] stetig. Nach Satz [[4 existieren also a,b €
[0, x], so dass
U 0a) < fU() < )
fur alle t € [zg, z]. Damit der mittlere Term genauso ausschaut,wie der gewiinschte Wert
fiir f(*+1(€), vollziehen wir jetzt folgende drei Umformungen:
(1) wir multiplizieren die Ungleichung mit der (auf [z, z| positiven Funktion) (z — )",
(2) wir integrieren von xq bis x,
(3) wir multiplizieren mit #

Es folgt aus Lemma 3@, dass die Ungleichungen erhalten bleiben. Wir erhalten also, dass

x x T

J(z— t)nf(n+1)(a)dt# < [(z— t)nf(n-&-l)(t)dt% < [(z = t)nforrD (bt (:E:;LEJ(:)EL+1
Zo zo 20
:fn+1(a)‘(fzfzg)r)1"+l :fn+1(b)‘<;*21)1"+1

Die linke und die rechte Seite vereinfachen sich also zu f™+9(a) und £V (b), und wir
erhalten die Ungleichung
f(n+1)(a) < f@ _ t)"f("ﬂ)(t)dt("—ﬂ < f("H)(b).

x—x0)nt1
xo

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz [3), angewandt auf die Einschrinkung der stetigen
Funktion Y auf [a, b], existiert nun also ein & € (a,b) C (x,z0), so dass

o) = [ty i

Zo
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O
Wir erhalten umgehend folgendes Korollar.

Korollar 15.7. Es sei f: I — R eine C""-Funktion und es sei xy € I. Wenn es ein
C € R gibt, so dass |f" V(&) < C fiir alle ¢ zwischen xq und x, dann gilt fir alle x € I,

dass
C

|f(x) = pa(a)] = |Ru(2)] < T

Beispiel. Wir wollen jetzt Taylorpolynome verwenden, um die Werte der Sinusfunktion
ndherungsweise zu bestimmen. Zur Erinnerung, das fiinfte Taylorpolynom von der Sinus-
funktion am Punkt zy = 0 ist gegeben durch

T

R

ps(z) = x—y—i—ﬁ.
Die sechste Ableitung von der Sinusfunktion ist die — Sinusfunktion. Der Absolutbetrag
der Sinusfunktion ist durch C' = 1 beschrinkt ist. Es folgt aus dem obigen Korollar, dass
fiir alle x € R gilt:
. 1
[sin(e) —ps(@)] < el
Fiir kleine x gibt also ps(x) schon einen hervorragenden Néherungswert fiir sin(x). Bei-

spielsweise folgt, dass |sin(0,1) — p5(0,1)] < w. In der Tat ist

sin(0,1) = 0.0998334166...
ps(0,1) = 0,0998334167....

Wir sehen also, dass Taylorpolynome eine Funktion sehr gut approximieren kénnen, und
je hoher der Grad des Taylorpolynoms, desto besser ist die Approximation. Es stellt sich
also die Frage, ob man dann nicht vielleicht den ‘Grenzwert n — oo’ bilden kann, d.h. ob
man nicht gleich die Reihe

) (g

betrachten sollte. Wir wollen dieser Idee im Folgenden nachgehen. Allerdings stellen sich
dabei mehrere Fragen:

(1) Fiir welche = konvergiert die Reihe Y - %(m — x9)*?

(2) Selbst wenn die Reihe konvergiert, entspricht sie der Funktion f oder nicht?
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16. GRENZFUNKTIONEN

16.1. Stetigkeit von Grenzfunktionen. Es sei D C R eine Teilmenge und (f,),en eine
Folge von Funktionen f,,: D — R. Die Folge (f,,)nen heifit punktweise konvergent, wenn fiir
jedes x € D die Zahlenfolge (f,,(z))nen konvergiert. In diesem Fall nennen wir die Funktion

D — R
r — f(x):= lim f,(x)
n—oo
die Grenzfunktion der Folge (f,).
Beispiel. Fiir jedes n € N definieren wir
fn R — R
n k
xT
xr = 7T
= k!

Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,,) punktweise gegen
exp: R —- R

. ;L'k
= 7= lim ZF

Die Funktionen f,, im vorherigen Beispiel sind alle stetig und die Grenzfunktion war in
dem Beispiel auch wiederum stetig. Es stellt sich die Frage, ob das immer der Fall ist.
D.h. die Frage ist, ob die Grenzfunktion von einer punktweise konvergenten Folge von
stetigen Funktionen wiederum stetig ist. Wir werden im néchsten Beispiel sehen, dass dies
im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Beispiel. Fiir n > 1 betrachten wir die Funktionen

fao: R — R
. 1—nlz|, falls|z] <2
* 0, andernfalls,
welche in Abbildung BO skizziert werden. Die Funktionen f, sind offensichtlich stetig. Wir
werden in Ubungsblatt 14 sehen, dass die Funktionenfolge punktweise konvergiert, und dass

die Grenzfunktion f hierbei wie folgt gegeben ist:
R =+ R
. 1, fallsx =0,
T fla)= q}g&f“(‘%) - { 0, andernfalls.

Insbesondere ist die Grenzfunktion nicht stetig.

Unser Ziel ist nun ein Kriterium fiir Funktionenfolgen zu finden, welches garantiert, dass
die Grenzfunktion von stetigen Funktionen wiederum stetig ist. Wir fithren dazu erst noch
folgende Definition ein:
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f 1 Ja
1 1
/ /3 o

- Graph der Grenzfunktion f

1 | 1 1 T 1
Funktionenfolge von stetigen

Funktionen f,,, welche
punktweise konvergiert

Die Grenzfunktion f
ist hingegen nicht stetig

ABBILDUNG 30.

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion. Wir definieren dann ™

I£1l == sup {|f(2)| |z € D} € [0,00) U {oc}
als die Supremumsnorm von f.

Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften von || — || in folgendem Lemma zusammen.
Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen und wird in Ubungsblatt 14 bewiesen.

Lemma 16.1. FEs seien f,g: D — R Funktionen und | € R. Dann gilt

(1) If gl < /1 + gl (Dreiecksungleichung)
(2) IAFIL = J2- (L7

zudem gilt fiir jedes x € D, dass
(3) @) < IIfl-

Definition. Es sei (f,,) eine Folge von Funktionen f,,: D — R. Wir definieren

(fn) konvergiert gleichmiBig gegen f: D - R < e\Z’O N%N ngN IIfn — fll <e.

Man kann sich beispielsweise leicht davon iiberzeugen, dass die Funktionenfolge (f,,) im
obigen Beispiel nicht gleichméBig gegen f konvergiert.

Lemma 16.2. Jede gleichmifig konvergente Funktionenfolge konvergiert auch punktweise.

Beweis. Es sei (f,) eine Folge von Funktionen f,: D — R, welche gleichméfig gegen f
konvergiert. Nach Lemma 0G0 (3) gilt fiir jedes x € D, dass |f.(x) — f(z)| < ||fn — f||- Es
folgt nun leicht aus den Definitionen, dass lim,_, f.(z) = f(x). O

Der folgende Satz zeigt nun, dass sich gleichméfig konvergente Funktionenfolgen ‘im
Grenzwert’ deutlich besser verhalten als beliebige Funktionenfolgen. Insbesondere sehen
wir auch, dass die Funktionenfolge (f,,) im obigen Beispiel nicht gleichméfig konvergiert.

105Fiir eine nach oben unbeschriinkte Menge M schreiben wir hier sup(M) = co.
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Satz 16.3. Es sei (f,) eine Funktionenfolge stetiger Funktionen auf D C R, welche
gleichmdf$ig gegen f: D — R konvergiert. Dann ist f ebenfalls stetig.

Beweis. Es sei also (f,,) eine Funktionenfolge stetiger Funktionen, welche gleichméflig gegen
f: D — R konvergiert. Wir miissen zeigen, dass f stetig ist. Es sei also xo € D und € > 0
gegeben. Wir miissen zeigen, es existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle x € (zg — 6,29 + )N D
gilt:
[f(x) = flzo)| <e
Die Voraussetzungen besagen, dass wir Kontrolle tiber |f(z) — f,.(x)| fir alle z € D
zugleich haben (hier beniitzen wir die gleichméBige Konvergenz und Lemma 61
(3)), und dass wir fiir jedes n Kontrolle iiber |f,(z) — fn(zo)| erhalten (wegen der
Stetigkeit der Funktionen f,). Mithilfe folgender Abschétzung kénnen wir dann
diese Informationen auf unsere Problemstellung anwenden:

|f(2) = f(xo)| < |f(z) = ful@)] + |fulz) = fulzo)| + [falz0) — f(20)]-
Die Idee ist nun, n und 6 > 0 so geschickt zu wéhlen, dass alle drei Terme jeweils
kleiner als £ sind.

Wegen der gleichméfiigen Konvergenz von (f,,) existiert ein n, so dass

(A) ) = fuly)l < 5 fiir alle y € D.
Wegen der Stetigkeit von f,, existiert zudem ein 6 > 0, so dass
(B) |fu(x) = fulz0)| < 3 fir alle x € (zg — 0,20+ )N D

Dann gilt fiir alle x € (xg — 0,29 + ) N D, dass
[f (@) = fzo)| < |[f(2) = ful@)] + [fn(x) = fulxo)| + [fnl20) — f(20)] < e

<§ wegen (A) <§ wegen (B) <5 wegen (A)

J/

O

16.2. Kriterien fiir die gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen. Wir ha-
ben also gesehen, dass es wichtig ist, mit gleichméfiig konvergenten Funktionenfolgen zu
arbeiten. Allerdings wollen wir eher ungern fiir eine gegebene Funktionenfolge ‘per Hand’
tiberpriifen, ob diese tatséchlich gleichméfig konvergiert. Wir werden deshalb im Folgenden
verschiedene Kriterien beweisen, welche garantieren, dass eine gegebene Funktionenfolge
gleichméBig konvergiert.

Definition. Es sei (f,,) eine Folge von Funktionen auf D C R. Wir definieren

(fn) ist eine Cauchy-Folge <= EYO NzelN n,mva 1 fn = fnll <€

Satz 16.4. (Cauchy-Kriterium fir gleichmaf$ige Konvergenz)
(1) Jede gleichmafig konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
(2) Jede Cauchy-Folge (fn)nen von Funktionen D — R konvergiert gleichmdfig gegen
eine Funktion f: D — R.
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Bewezs.

(1) Es sei (fn)nen eine Folge von Funktionen, welche gleichméfig gegen eine Funktion
f konvergiert. Mithilfe von Lemma 061 (1) und (2) kénnen wir wort-wortlich den
Beweis von Satz B iibernehmen, um zu zeigen, dass (f,),en eine Cauchy-Folge ist.

(2) Es sei nun (f,,)nen eine Cauchy-Folge von Funktion auf D C R. Es folgt aus Lem-
ma [61 (3), dass dann fiir jedes = die Folge (f,,(2))nen eine Cauchy-Folge von reellen
Zahlen ist. Insbesondere existiert fiir jedes z der Grenzwert f(z) := lim, o frn().
Wir zeigen nun, dass (f,) gleichméfig gegen die Funktion f(x) = lim, e fn(x)
konvergiert.

Sei also € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N € N| so dass fiir alle n,m > N
gilt || fn — fml| < 5. Insbesondere gilt fiir alle n > NN, dass

If = fall = sup {|f(z) = ful@)| |z € D}
= sup{|lim fm(2) = fulz) "xED} <35 <e
M0 e e

€ (7%7 %)
nach Lemma [B0(3)

U

Es sei nun (f,,) eine Folge von Funktionen auf D C R. Wir sagen, die Reihe >~ f,, von
Funktionen konvergiert punktweise (bzw. gleichméBig), wenn die Folge der Partialsummen
Sn = Y po Jr mit n € N punktweise (bzw. gleichméiBig) konvergiert.

Wir erhalten nun folgende Kriterien fiir die gleichméflige Konvergenz von Reihen.

Satz 16.5. (Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen) Es sei g,: D — Ryn € N eine
Folge von Funktionen. Wenn es eine konvergente Reihe Y~ ¢, von reellen Zahlen gibt,
so dass

lgnll < ¢n  fiir allen € N,

dann konvergiert die Funktionenreihe Y - g, gleichmdifig.

Beweis. Wir setzen s, := Y ;_, gr. Nach Satz [G4 geniigt es zu zeigen, dass (s, )nen eine
Cauchy-Folge von Funktionen ist. Der Beweis dieser Aussage ist Wort fiir Wort der gleiche
wie der Beweis vom Majoranten-Kriterium fiir Reihen )% a,, (sieche Satz 577), man muss
nur durchgehend ‘s,,” durch ‘s, (z) fiir alle x € D’ ersetzen. O

Wir koénnen jetzt einen neuen Beweis von Satz 68 geben.

Satz B.6. Die Fxponentialfunktion exp: R — R ist stetig.

Beweis. Es sei xy € R. Wir wihlen ein a > 0, so dass zy € (—a,a). Es geniigt zu zeigen,
dass die Einschrinkung von exp auf das Intervall (—a, a) stetig ist. Nachdem alle Partial-
summen » ,_g ‘Z—l,c stetig sind, folgt nun aus Satz [6-3, dass es geniigt folgende Behauptung
zu beweisen.
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Behauptung. Die Reihe ) % konvergiert gleichmafig auf (—a, a).

n=0
Wir setzen g,(z) = Z;. Wir wollen nun mithilfe von Satz IGH zeigen, dass die Reihe
exp(z) = Y2, gn(z) auf dem Intervall (—a, a) gleichmiBig konvergiert. Wie im Beweis von

Satz bT8 ist hierbei die Idee, dass wir die Reihe mit einer geometrischen Reihe abschétzen.
Wir wéhlen ein N € N, so dass N > 2|a|. Dann gilt fiir alle n > N und = € (—a, a), dass

N n
92(2)] = lon(@)] - |25 < |57 |55
N n—N
S %‘(Nﬁ—l) ..... n
N N n—N
- &gh e 2 <R
~—
<e<l <H<3

1=V Da die geometrische Reihe (l)n_N kon-

Wir haben also bewiesen, dass ||g,| < %(2 5

vergiert, folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium, dass die Funktionenreihe > 7 \ g, (z)
gleichméfig konvergiert. Also konvergiert auch die Reihe >~ | g,,(z) gleichméBig. Wir ha-
ben damit die Behauptung bewiesen.

O

16.3. Integrale und Funktionenfolgen. Es sei f,: [a,b] — R eine Folge von integrier-
baren Funktionen, welche punktweise gegen eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R kon-
vergiert. Es stellt sich die Frage, ob dann ganz allgemein gilt, dass

b b
/f(x)d:z: = lim [ f.(z)dz.

n—oo a

Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Betrachten wir beispielsweise die Funktio-
nenfolge

fni]0,2] - R

n’x, wenn z € [0, 2),
T 2n —nz, wenn z € [1 2)
0, wenn z € [2,2],

welche in Abbildung BT skizziert wird. Jede dieser Funktionen ist offensichtlich stetig mit
Integral f02 fu(x)dx = 1. Andererseits konvergiert diese Funktionenfolge punktweise gegen
die Funktion f(x) = 0. In diesem Fall gilt also, dass

/Qf(x)da: =0 # 1= lim /an(a:)da:.
0 0

n—oo

Der folgende Satz besagt nun, dass dieses Problem wiederum dadurch umgangen werden
kann, dass man sich auf gleichméfig konvergente Funktionenfolgen einschrankt.
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T3
12
1 /
B I
1 2 1 2
Folge von Funktionen f, Das Integral der
mit f02 fo(z)dz =1 fiir alle n Grenzfunktion ist 0

ABBILDUNG 31.

Satz 16.6. (Konvergenz-Satz fir Integrale) Es sei f,: [a,b] — R eine Folge von Funktio-
nen, welche gleichmaf$ig gegen f: [a,b] — R konvergiert. Wenn alle Funktionen f, inte-
grierbar sind, dann ist auch f integrierbar, und es gilt

n—oo

b b
/ f(z)dz = lim / folz)dz.
Im Beweis von Satz [68 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 16.7. Es sei g: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt fir jede Zerlegung
Z wvon [a,b], dass

0(Z,9)l < lgll- (b—a).
Zudem, wenn g integrierbar ist, dann gilt
b

[ g(z)dxdz

a

< llgll- (b —a).

Beweis. Fiir alle x € [a, b] gilt, dass g(z) € [— lall, ||g||} . Die erste Aussage folgt nun leicht

aus den Definitionen (siche auch Ubungsblatt 13). Die zweite Aussage folgt direkt aus der
ersten Aussage. OJ

Wir koénnen jetzt Satz I68 beweisen.

Beweis von Satz I 4.

Nach Satz 33 geniigt es, eine Folge von Zerlegungen (Z)ren von [a, b] zu finden,
so dass die dazugehorigen Unter- und Obersummen von f gegen lim,, f; fulz)dz
konvergieren. Die Idee ist nun fiir jedes k eine Zerlegung ‘fiir f’ zu nehmen, so dass
fiir grofe k die Zerlegungen ‘immer besser werden’.
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Wir konstruieren nun eine Folge von Zerlegungen (Zy)ren wie folgt. Es sei k& € N. Nachdem
fr integrierbar folgt aus Satz 32, dass es eine Zerlegung Z; von [a, b] gibt, so dass

oz~ | s < L 0z~ [ e

< z und < %
Nach Satz 32 geniigt es nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist

b
klim U Zg, f) = klim O(Zy, f) = lim fo(z)dx

n—0o0

Wir werden jetzt zeigen, dass limg_,oo O(Z, f) = lim, o f fn(z)dz. Die Aussage iiber
den Grenzwert der Untersummen wird dann ganz analog bewiesen.
Wir beginnen mit einer Abschéatzung. Fiir beliebiges £ ist

b
O(Z, f) = lim_ [ f(w)da

b

+ ’O(Zk,fk) — [ fu()dw

a

b

{ :

+1 J fulz)
fr(x) = fu(x)dx

IN

b
x)dr — JLIEO[fn(x)dx

O(Zk7f> — O(Zk, fx)

b

b
= | O(Z. [ — fr) O(Zk, fr) — ffk(x)dx + lim f
a a

<|f = fell - 16— al <t < |fn = fell - 16— al

nach Lemma G2 nach Lemma 62

Es sei nun € > 0. Wir wollen jetzt zeigen, dass fiir geniigend grofle k alle drei Summanden

< £ sind.

Nachdem die Folge f,: [a,b] — R von Funktionen gleichméBig gegen f: [a,b] — R
konvergiert, gibt es ein K7, so dass || f — fk|| < 6|b fur alle k > K. Nach Satz G4 gibt es
zudem ein Ky € N, sodass || fu—fill < gz 77 fir allen k > K. Fiir alle k > max{K,, 2, K»}

gilt dann, dass

b
0z1.1)~ fim [ fu(o)s

O(Zy, [ — fu)| +

’ (Z, fr) — ffk

<§ da k=K1 <&,dak>2 <
< €, €€
6+3+6 < €.

Wir haben also gezeigt, dass klim O(Zg, f) = lim fab fu(z)dz. O
—00 n—oo
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17. POTENZREIHEN

Im Folgenden sei (¢,)nen eine Folge von komplexen Zahlen und es sei a € C. Eine
Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck von der Form

f = ch(z—a)”,
n=0

wobei z eine Variable ist. Wir interessieren uns fiir die Menge der komplexen Zahlen, fiir
welche die Potenzreihe konvergiert.

Beispiel.
(1) Betrachten wir die Reihe f =" 2" Es sei z € C. Dann gilt:
(a) Wenn |z] < 1, dann konvergiert die Reihe "7 /2™ nach dem Quotientenkrite-
rium.
(b) Wenn |z| > 1, dann ist (2"),en, keine Nullfolge, das heifit die Reihe divergiert.
(2) Betrachten wir nun die Reihe ) 7, % Es sei z € C. Dann koénnen wir folgende
Beobachtungen machen:
(a) Wenn |z| < 1 dann konvergiert die Potenzreihe nach dem Quotientenkriterium.
(b) Wenn |z| > 1 dann divergiert die Reihe, nachdem Z- keine Nullfolge ist.
(¢) Fiir z = 1 erhalten wir die harmonische Reihe, welche nach Korollar b33 diver-
giert.
(d) Fiir z = —1 konvergiert die Potenzreihe nachdem Leibniz-Kriterium.
(e) Fiir z = i hatten wir in Ubungsblatt 9 gesehen, dass die Reihe konvergiert.
Im allgemeinen ist es kniffelig zu bestimmen, fiir welche 2’s auf dem Einheitskreis
die Reihe f(z) konvergiert.™

Es sei a € C und r € R*. Wir schreiben
D(a,r) = {z€Cl|z—a| <7} die geschlossene Scheibe von Radius r um a, und
D(a,r) = {z€Cl|z—a| <1} die offene Scheibe von Radius r um a.

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 17.1. Es sei

fz2) = ealz—a)"
n=0
eine Potenzreihe, welche fir ein zy # a € C konvergiert. Fiir jedes 0 < r < |z — a
konvergiert die Potenzreihe ™ auf der geschlossenen Scheibe

D(a,r) = {ZGC‘|Z—CL|§T}

106Es sei z eine k-te Einheitswurzel. Dann konvergiert die Potenzreihe wenn k gerade ist und die Po-
tenzreihe divergiert wenn k ungerade. Mir ist nicht klar, was passiert, wenn z keine Einheitswurzel ist.

107D 1. wir betrachten die Funktionenfolge fi(z) := Zﬁ:o cn(z —a)™.
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gleichmifig.™
Z cn(z — a)" konvergiert gleichméfig auf D(a,r)
n=0 oo
~— die Potenzreihe Z cn(z — a)" konvergiert am Punkt z
n=0

ABBILDUNG 32. Illustration von Satz 7.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir nur den Fall a = 0. Es
sei also f(z) = > .2 cn,2" eine Potenzreihe, welche fir ein zy # 0 € C konvergiert. Es

sei 0 < r < |z|. Wir miissen zeigen, dass die Reihe auf D(0,7) = {z € C||z| < r}

gleichméfig konvergiert.
Nachdem Majoranten-Kriterium fiir Funktionen-Folgen, siehe Satz @63, geniigt es zu
zeigen, dass es ein C' € R und ein 6 € [0, 1) gibt, so dass fiir alle n € N gilt, dass

le 2| < C-0"  alle z € D(0,r).

Fir z € D(0,7) und n € Nist |¢,2"| = |en2f] - ’%‘n. Wir wollen jetzt also den
ersten Faktor durch eine feste Zahl C' abschétzen und den zweiten Term durch ein
0™, wobei 6 € [0, 1).
Nachdem die Reihe Y >° ¢, 2{ konvergiert, ist die Folge (¢, 2{})nen insbesondere beschréinkt.
Es existiert also ein (', so dass

a2 < C
fiir alle n. Setzen wir zudem 6 := ||, dann gilt fiir alle 2 € D(0,7), dass
= n
len2”| = lenzl] - | — < C-0m.
20
~—
<=

O

108piir D © C und eine Funktion f: D — C definieren wir hierbei, ganz analog zu reellen Funktionen,
die Norm von f als

1f1l :=sup{|f(2)|| = € D}.

Der Begriff der gleichméfigen Konvergenz von Funktionenfolgen iibertrégt sich dann auf offensichtlich
Weise von reellen Funktionen auf komplexe Funktionen.
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Definition. Es sei f(z) = > ", ¢,(z — a)" eine Potenzreihe. Dann nennen wir
(o.9]

Z ¢n(z — a)™ konvergiert } € Ryo U {oo}

n=0

R := sup{|z—a|

den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).
In folgendem Lemma bestimmen wir einige wichtige Konvergenzradien.
Lemma 17.2.

o o
(1) Der Konvergenzradius der Reihen Y 2" und Y £ ist eins.
n=0 n=1

n .
£ ist 0.

(2) Der Konvergenzradius der Exponentialreihe ) =

n=0
Beweis.

(1) Beide Reihen konvergieren fiir alle z € C mit |z| < 1. Also ist der Konvergenzradius
mindestens 1. Andererseits divergieren beide Reihen fiir alle z € C mit |z| > 1, also
ist der Konvergenzradius hochstens 1.

(2) Der Beweis von Satz 518 zeigt, dass die Exponentialreihe Y7 | =: fiir jedes z € C
konvergiert, also ist der Konvergenzradius oo.

O

Lemma 17.3. Es sei R der Konvergenzradius einer Potenzreihe f =Y 7 ¢, (z—a)". Fir
z € C gilt

|z—al <R = f(2) konvergiert,

|z—a| >R = f(z) divergiert.

Wie wir am Beispiel der Reihe > % gesehen hatten, konnen wir keine allgemeine

Aussage iiber die Konvergenz einer Reihe fiir komplexe Zahlen z mit |z — a| = R treffen.
o0

Konvergenzradius der Potenzreihe Z cn(z —a)"

N n—
’ ’2 N 0

es gibt keine allgemeine Aussage fiir die
z'
nninin

Konvergenz auf dem Kreis |z — a| = R
Die Potenzreihe konvergiert auf der offenen Scheibe D(a, R)

Die Potenzreihe divergiert aufierhalb der geschlossenen Scheibe D(a, R)

ABBILDUNG 33. Illustration von Satz I7-3.
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Beweis. Es sei also z € C mit |z — a| < R. Dann existiert per Definition vom Konvergenz-
radius ein zp € C mit |z — a|] < |zp — a|, und so dass die Potenzreihe f(zy) konvergiert. Es
folgt dann aus Satz 7, angewandt auf r := |z — a|, dass die Potenzreihe f(z) ebenfalls
konvergiert. Die zweite Aussage folgt aus der Definition von R. O

Lemma 17.4. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe f =Y c,(z —a)". Dann
ist die Funktion

D(a,R)={z€C||z—a| <R} — C
z = f(z)
stetig.

Beweis. Es sei r € (0, R) beliebig. Es folgt aus Satz 71, dass die Potenzreihe gleichmifig

auf D(a,r) konvergiert. Es folgt dann aus Satz [63, dass [ stetig ist auf D(a,r). Anders

ausgedriickt, f ist stetig auf allen Schreiben D(a,r) mit r < R. Die Vereinigung aller dieser
Scheiben ist aber gerade D(a, R) = {z € C||z — a| < R}. Also ist die Funktion auch auf
D(a, R) stetig. O

Im néchsten Kapitel wird folgendes Lemma eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 17.5. Es sei f(z) =Y.~ ¢,(z —a)" eine Potenzreihe und es sei (d,) eine Folge
von reellen Zahlen, so dass fiir alle s € [0,1) gilt, dass lim,,_,o d,s" = 0. Dann ist

[e.e] o0
Konvergenzradius von Y dpc,(z —a)® > Konvergenzradius von Y, ¢,(z —a)™.
n=0 n=0

Beispielsweise, fiir jedes k € Z ist die Voraussetzung erfiillt fiir die Folge d,, = n*. Es
folgt also aus Lemma 72 und Lemma A, angewandt auf ¢, = % und d,, = n? und zudem
angewandt auf ¢, =n und d,, = #, dass

oo oo
Konvergenzradius von . nz" = Konvergenzradius von > Lz = 1.
n=0 n=0 "

Wir erhalten also den gleichen Konvergenzradius. Aber auf der Kreislinie |z — a| = R kann
sich das Konvergenzverhalten unterscheiden. Beispielsweise konvergiert die rechte Potenz-
reihe fiir z = —1, aber die linke divergiert fiir z = —1.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir wieder den Spezialfall
a = 0. Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Es sei also f(z) = Y 2 ¢,2" eine
Potenzreihe und es sei (d,) eine Folge von reellen Zahlen, so dass fiir alle s € [0, 1) gilt,
dass lim,, ,. d,s" = 0. Es folgt aus der Definition des Konvergenzradius, dass es geniigt
folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Wenn die Potenzreihe Y~ ¢, 2" fiir ein 2, € C konvergiert, dann konvergiert
die Potenzreihe Y7  d,c,z" fiir jedes z mit |z| < |z].
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Es sei also zp € C, so dass die Reihe )" ¢,z0 konvergiert. Es sei zudem z € C mit
|z| < |z0|. Wir wéhlen ein w € C mit |z] < |w| < |z]. Dann gilt

idncnz" = i Cp - dp (§>” ~w™.

da(2)"
dn(ﬁ)n < 1 fir alle n > N. Wie im Beweis von Satz [

sehen wir zudem, dass die Reihe Y7 /¢, w™ absolut konvergiert. Es folgt nun also aus dem

Majoranten-Kriterium und aus der absoluten Konvergenz der Reihe Y >  cw™, dass die
Reihe > \ dnc, 2", und damit auch die Reihe > 7 d, ¢, 2", konvergiert. O

Nach Voraussetzung ist lim,, . = lim,, . d,|2| = 0. Insbesondere existiert

also ein N € N, so dass

17.1. Die Hadamardsche Formel fiir den Konvergenzradius (x). In diesem kurzen
Kapitel werden wir die Hadamardsche Formel formulieren, welche es erlaubt den Konver-
genzradius einer Potenzreihe direkt von den Koeffizienten der Potenzreihe abzulesen. Dieses
Kapitel ist nicht Teil der Vorlesung.

Fiir eine nach oben unbeschréinkte Menge M schreiben wir jetzt sup(M) = oco. Fiir eine
Folge (a,)nen von reellen Zahlen definieren wir

limsupa, := limsup{ax|k>n} € RU{£oo} ‘Limes superior’
N—>OON
monoton fallende
Folge
liminfa, := lim inf{a;|k>n} € RU{+oo} ‘Limes inferior’.
TLA)OO\—,—/

monoton steigende
Folge

Wenn (a,,) eine konvergente Folge ist, dann gilt

liminfa, = lim a, = limsupa,.
n—oo

Der folgende Satz erlaubt es nun, zumindest im Prinzip, den Konvergenzradius einer
Potenzreihe direkt von den Koeffizienten der Potenzreihe ablesen:

Satz 17.6. (Hadamardsche Formel) Es sei (¢, )nen eine Folge von komplexen Zahlen. Dann

ilt
9 - .
Konvergenzradius der Potenzreihe Y cp(z —a)" = (hm sup 1/ |cn|>
n=0

Hier verwenden wir die Konvention, dass 0~! := oo und oo™t := 0.
Dieser Satz wird beispielsweise auf Seite 143 von Walter: Analysis I bewiesen.
Beispiel.

109%enn die Folge (a,) nach oben unbeschrinkt ist, dann gilt fiir alle k& € N, dass sup{ay |k > n} = oo,
den Grenzwert der Folge lim sup{ay |k > n} definieren wir dann natiirlich als +oo. Die analoge Aussage
n—oo

gilt natiirlich auf fiir den Limes inferior.
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(1) Fiir die Potenzreihe Y °° ' 2"2™ ist der Konvergenzradius gegeben durch

n=0

-1 -1 1
<1im sup \”/|2”|> = (lim sup 2) =3
(2) Wir betrachten nun die Exponentialreihe o2 £:. Dann gilt fiir alle n € N, dass

nl > (2): = (\/TE)” ™0 Mit dieser Abschiitzung folgt nun, dass der Konvergenzradius
der Exponentialreihe gegeben ist durch

-1 _1 9 1
(limsup Q/g) > (limsup v (\%)") > (limsup T) = 0! = .
' n

17.2. Ableitungen und Stammfunktionen von Potenzreihen. Im Folgenden betrach-
ten wir Ableitungen und Stammfunktionen von Funktionen, welche durch Potenzreihen
definiert werden. Nachdem wir den Begriff der Ableitung und der Stammfunktion von
komplexen Funktionen noch nicht definiert haben, werden wir von jetzt an nur noch reelle
Reihen betrachten.

Der folgende Satz besagt nun, dass man durch Potenzreihen definierte Funktionen ‘naiv’
ableiten und integrieren kann.

Satz 17.7. Es sei (¢p)nen eine Folge von reellen Zahlen und es sei a € R. Es sei R der
Konvergenzradius von Y~ co(x — a)™. Dann gilt auf dem Intervall (a — R,a + R), dass

(1) di cn(r—a)” = > ney(r—a)*? ‘gliedweise Ableitung’
L n=0 n=1
sowte
(2) [ Yelr—a)"de = 3 5(x—a)"t! ‘gliedweise Integration’.
n=0 n=0

Insbesondere konvergieren die Reihen auf der rechten Seite fiir alle x € (a — R,a + R).

Es folgt, dass durch Potenzreihen definierte Funktionen notwendigerweise C'*°-Funktionen
sind.

[e'e] "
n=0 n!"-

Beispiel. Betrachten wir die Exponentialreihe exp(z) = > Durch gliedweises Ablei-

ten erhalten wir

d d e " o0 ajn—l e l.n—l & "
I Dl R Bl DY s D DT

HOWenn n = 2k gerade ist, dann gilt n! = (2k)! > (k+1)(k+2)----- 2k > k¥ = (2)%. Fiir ungerade n
wird die Aussage fast genauso bewiesen.
W Etwas priziser kann die erste Aussage wie folgt formuliert werden:

d [ (a—Ra+R) — R (a—R,a+R) — R
dx( T ch(:ﬁ—a)") - ( S chn(m—a)"_l)'

n=0 n=0

Die zweite Aussage kann ganz analog formuliert werden.
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Dies gibt uns also einen neuen Beweis fiir die uns schon bekannte Tatsache, dass die Ab-
leitung der Exponentialfunktion wiederum die Exponentialfunktion ist. ™

Beweis. Es sei (¢,)nen eine Folge von reellen Zahlen und R der Konvergenzradius von
Yo gCn(x —a)™. Es folgt aus Lemmas 73 und 73, dass die beiden Reihen

n—1 Cn n+1
E n - d E -
2 nc ($ CL) un 2 n 1 (ZII CL)

ebenfalls auf (¢« — R, a + R) konvergieren.
Wir beweisen nun zuerst die zweite Aussage. Genauer gesagt, wir wollen nun zeigen, dass

E(om Sowmam) = (o0 f@= Sal-ar),

Die Funktion f(z) =Y~ cn(z — a)" ist stetig nach Lemma [74. Es folgt also aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

% (:c — Zf(t)dt) _ (x - f@) =3 cn(x—a)") .

n=0

Es geniigt also folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung. Fiir alle x € (a — R,a + R) gilt:

/ 1) Zn?l(x_a)n+l'

=0

3

Es sei also z € (a — R,a + R). Dann gilt
X X k
f f)dt = f im Z (t —a)*dt = (x)

Nach Satz 71 konvergiert die Folge von Funktionen ano cgnt—a)™ auf dem geschlossenen
Intervall von a bis x gleichméflig. Es folgt also aus Satz @68, dass wir ‘den Grenzwert
rausziehen konnen’; d.h. es folgt, dass

(x) = lim j > et —a)™dt

k—o0 n=0 n+l a
k 00
= 1 Cn_ (g _ g\ — Ln_ (¢ — g)"t1
kl_{gog nr(r —a) nZ:O ar(z —a)

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

kot

GRTD! die Po-

12Ganz analog kann man sehen, dass die gliedweise Ableitung von sin(z) = > (—1)
k=0

tenzreihe cos(x) = Z( 1)k 2 (2k liefert.
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Wir wenden uns nun dem Beweis der ersten Aussage zu. Wir miissen also zeigen, dass
die Ableitung von f gegeben ist durch die Reihe >"° | ne, (@ — a)"~*. Indem wir die Reihe
S gnea(x — a)"t gliedweise integrieren, erhalten wir aus der schon gezeigten Aussage
(a), dass

 Sretemarrie = St

Aber per Definition von einer Stammfunktion ist dies gerade die gewiinschte Aussage, dass

St nep(z—a)"tdr = a > ep(r —a)m.
dzx n=0

n=0

17.3. Der abelsche Grenzwertsatz und seine Anwendungen.

Satz 17.8. (Abelscher Grenzwertsatz) Es sei (¢,)nen eine Folge von reellen Zahlen und
a € R. Es sei

= Z cn(x —a)®

die dazugehorige Potenzreihe. Wenn die Potenzreihe f fiir ein xo > a konvergiert, dann ist
die Funktion x — f(x) stetig auf [a, zo].

Beweis. Es sei g > a, so dass die Potenzreihe f(z) =3 c,(z — a)" fiir x = z, konver-
giert. Um die Notation etwas zu vereinfachen, nehmen wir an, dass a = 0 und zy = 1. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

Wir miissen zeigen, dass die Funktion z +— Y7 /¢, 2™ auf dem kompakten Intervall [0, 1]
stetig ist. Es folgt aus Lemma 74, dass die Funktion auf dem halb-offenem Intervall [0, 1)
stetig ist. Es verbleibt also zu zeigen, dass f: x +— > " c,2™ auch im Punkt z = 1 stetig
ist.

Wir setzen

chunds:—f ch

Wir beweisen nun zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Fiir jedes x € [0,1) gilt

) = f@) = (1—2)) (s —sp)a"
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Wir setzen zudem s_; := 0. Fiir x € [0,1) gilt dann, dass

f(z) = i ™ = lim Z Cn

k‘*)OOn 0
k
= lim ) (s, — sp—1)2"
k=00 17 () N e

- k1
= lim (skxk +(1—x)> snm") = (x)
k—o00 n=0

Wir hatten vorausgesetzt, dass die Potenzreihe bei x = 1 konvergiert. Die Folge der Partial-
summen (s;) ist daher konvergent, insbesondere beschrinkt. Zudem ist (%) eine Nullfolge,
also ist auch s,z* eine Nullfolge. Wir erhalten also, dass

(x) = (1—ux) iosnx”

Es folgt nun, dass
f() = flx) = s(1—=x Zm — (1 =) > spa”

=1
00

= (1—x) > (s—s,)x"™

n=0
Wir haben also die Behauptung bewiesen.

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktion f in der Tat im Punkt z = 1 stetig ist. Sei
also € > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass |f(1) — f(z)| < e fiir alle
xr>1-—0.

Nachdem lim,, (5 — 5,) = 0 existiert ein N € N, so dass [s — 5,| < § fiir alle n > N.
Dann folgt aus der obigen Behauptung, dass fiir alle x € [0, 1) gilt

0= )] = 1) £ - e

n=0 n=0 n=N
N—-1 o] p
< (1—-=z E |s — sp|2" + (1 — x) E 535"
n=0 n=N
———
N1 € & e 1
<C:= Y [s—snl <5 X =51
n=0 n=0

< (1_a;)c+§.

Fir z € (1 — %

56, 1) gilt dann

f()—flz)] < A—2)C+5 < 5+5 = e
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Beispiel. Aus Satz folgt, dass

e = ;::0(—1) x fir alle x € (—1,1).

Wir betrachten jetzt Stammfunktionen dieser Funktion. Aus % In(z) = 1, aus Satz 771

und aus Lemma 272 folgt, dass es ein C' € R gibt, so dass

00 n+1
In(l+z) = S (-1)"2— +C  firallex e (—1,1).
n=0 n+ 1
Indem wir x = 0 einsetzen, sehen wir, dass C' = 0. Also ist
o0 " xn—i—l .
In(l+z) = 7;}(—1) — fir alle x € (—1,1).

Es folgt aus dem Leibnitz-Kriterium, dass die Reihe auf der rechten Seite fiir z = 1 kon-
vergiert. Aus der Stetigkeit der Logarithmusfunktion und aus Satz I78 folgt nun, dass die
obige Gleichheit auf dem Intervall (—1,1) sich auf x = 1 fortsetzt. Wir sehen also, dass

In(2) = nZ:O Tl
Wir konnen die rechte Seite noch etwas umformen, und wir erhalten, dass
s 1
~@) = S (-1
n=1

Wir haben jetzt also eine der Reihen, welche wir mit am ldngsten kennen, explizit bestimmt.

Beispiel. Aus Satz B3 folgt auch, dass

1 o0

— = —1)na?n fiir all -1,1).
22 n;o< e iir alle x € (—1,1)
Wir betrachten jetzt Stammfunktionenen dieser Funktion. Aus % arctan(z) = ﬁ, aus
Satz [0 und aus Lemma I472 folgt, dass es ein C' € R gibt, so dass
[e’s) x2n+1
= -1 fiir all -1,1).
arctan(x) nZ::O( ) ol T C tir alle z € (—1,1)
Indem wir wiederum z = 0 einsetzen, sehen wir, dass C' = 0. Also ist
e’} x2n+1
= -1 fiir all -1,1).
arctan(x) TLZ::O( ) 1 tir alle z € (—1,1)

Es folgt aus dem Leibnitz-Kriterium, dass die Reihe auf der rechten Seite fiir x = 1 konver-
giert. Aus der Stetigkeit der Arkustangensfunktion und aus Satz 78 folgt nun, dass diese
Gleichheit auch fiir x = 1 gilt. Wir sehen also, dass

T _ - o) (_1)71

1 arctan(l) = > i1

n=0
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Zur anndherungsweisen Berechnung von 7 ist diese Darstellung allerdings ungeeignet, weil

die Reihe nur ‘langsam’ konvergiert. Beispielsweise, wenn Sie § bis auf sechs Stellen be-

rechnen wollen, dann miissen Sie die Summe ), _, (Q;i)f fiir n = 500.000 berechnen.
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18. DIE TAYLOR-REIHE UND REELL-ANALYTISCHE FUNKTIONEN (%)

Dieses letzte Kapitel ist leider auch nicht mehr offizieller Teil der Vorlesung.
Wir setzen jetzt, nach langer Unterbrechung, die Diskussion iiber Approximationen von
Funktionen fort.

Definition. Sei f: (a,b) — R eine C*°-Funktion und zy € (a,b), dann heiit

£ (1
Zf ( )(iU—.CEo)n

n!
n=0

die Taylorreihe von f am Punkt xg.

Beispiel. Wenn f: (a,b) — R durch eine konvergente Potenzreihe

e}

fl@) = > an(r —20)"

n=0
gegeben ist, dann folgt aus Satz 774, mit dem gleichen Argument wie im Beweis von
Lemma 573, dass

f™@(zg) = nl-a,
Es folgt also, dass

o0

> an(z — x0)"

n=0
auch die Taylorreihe von f am Punkt z( ist. Insbesondere sind die Taylorreihen von
exp(z),sin(z) und cos(z) am Punkt xy = 0 dann gegeben durch

exp(z) = HZ:OE’ sin(z) = g(—l)km und cos(x) = g(—l)k@k)!.

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine C*°-Funktion und z( € (a,b). Wenn es ein 6 > 0 gibt,

so dass <
' z—% : n(!%) (x —20)"

fir alle x € (xg — 6,29 + 0), dann sagen wir, dass f lokal bei xo in eine Potenzreihe
entwickelbar ist.

Definition. Eine Funktion f: D — R, die sich um jeden inneren Punkt zy von D lokal in
eine Taylorreihe entwickeln 1a8t, heif3t reell-analytisch.

Lemma 18.1. Die Exponentialfunktion ist reell-analytisch.

Beweis. Es sei xg € R, dann gilt

exp(z) = exp(xg) - exp(z — xg) = exp(zo) Z (z = IO = Z eXp—(IO)(x —x9)".
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Eine ganz dhnliche Aussage trifft auch zu, wenn wir die Exponentialfunktion als Funktion
wieder auf C betrachten. Es folgt dann auch, dass der Realteil und der Imaginérteil reell
analytisch sind. Dies zeigt dann, dass auch die Sinus-Funktion und die Kosinus-Funktion
reell analytisch sind.

In Fufinote MI3 hatten wir implizit gezeigt, dass Polynome reell analytisch sind. Das
nichste Lemma zeigt, dass die rationale Funktion f(x) = ﬁ ebenfalls reell analytisch ist.

Lemma 18.2. Die Funktion
fR\{1} — R
1

T 1— 2
1st reell analytisch.
Beweis. Es sei also xp € R\ {1}. Fiir  # 1 ist
1 1 1 1
l—z  1-wm—(v—x)  l-m 122 = ().
Fiir alle z mit |7=2| < 1, das heif}t fiir alle z € (2o — m,xo + |1_—1xo|) folgt dann aus

Satz B13, dass

0 = = 2 () = = g -

1-:60 1—$0 n=0

O

Mit einem &hnlichen Argument kann man sogar zeigen, dass jede rationale Funktion
reell analytisch ist. Wir werden reell analytische Funktion wieder in Analysis I1I studieren.
Wir werden dann unter anderem sehen, dass Produkte, Summen und Quotienten von reell-
analytischen Funktionen auch reell-analytisch sind.

Es folgt aus Satz O, dass eine reell-analytische Funktion notwendigerweise eine C'°°-
Funktion ist. Allerdings ist nicht jede C'*°-Funktion reell-analytisch. Beispielsweise hatten
wir in Lemma 4713 gesehen, dass die Funktion

fTR — R
v e V7" wenn x > 0,
0, wenn z < 0.

eine C*°-Funktion ist mit der Eigenschaft, dass f™(0) = 0 fiir alle n € N. Insbesondere ist
die Taylorreihe um den Punkt zy = 0 die Nullreihe. Aber es gilt f(z) > 0 fir alle z > 0,
das heifit die Taylorreihe von f und die Funktion f stimmen in keiner §-Umgebung von
xo = 0 iiberein. Die Funktion f ist also nicht reell-analytisch.

Satz 18.3. Es seien f,g: (a,b) — R zwei reell analytische Funktionen, welche auf einem
offenen Intervall ibereinstimmen. Dann ist f(x) = g(x) fir alle x € (a,b).
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Beweis. Es sei (¢,d) C (a,b) ein Intervall auf dem f und g iibereinstimmen. Wir setzen
nun
B :=sup{t € (¢,b)| f und g stimmen auf (c,t) iiberein}.

Behauptunyg.
B =b.

Nehmen wir an, dass B < b. Aus der Definition von B folgt, dass f(z) = g(z) auf dem
offenen Intervall (¢, B). Es folgt dann, dass auch f™(z) = ¢™(z) fiir alle = € (c, B). Aus
der Stetigkeit von f™ und ¢ (wie oben erwihnt sind reell-analytische Funktionen C>-
Funktionen) folgt nun, dass f™(B) = ¢™(B) fiir alle n. Insbesondere haben f und g die
gleiche Taylorreihe um den Punkt B. Nachdem f und g reell-analytisch sind, stimmen die
Funktionen f und ¢ in einer 6-Umgebung mit ihren Taylorreihen {iberein. Es folgt also,
dass

f(x) = g(x) fir alle x € (B — 9, B+ ),
insbesondere ist
f(x) = g(x) fir alle z € (b, B+ 9),

im Widerspruch zur Wahl von B.
Dies zeigt, dass f(x) = g(x) fiir alle x € (¢, b). Ganz analog zeigt man, dass f(x) = g(z)
fir alle z € (a,b).
0
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