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EINLEITUNG

In der Analysis II hatten wir schon den Begriff einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit von R"™ eingefiihrt. Vereinfacht gesprochen handelt es sich hierbei um eine “k-
dimensionale Teilmenge von R™”. Beispielsweise ist die Sphére S? eine 2-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R3. In der Analysis IV Vorlesung wollen wir folgende Themen
behandeln:

(1) Das Integral von reellwertigen Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten.

(2) Die klassischen Sétze der Vektoranalysis, z.B. der Satz von Gauf}; der Satz von Sto-
kes, und die Verallgemeinerungen auf hoher dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

(3) Den Begriff der Kriimmung einer Untermannigfaltigkeit.

(4) Die Erweiterung des Begriffs von Untermannigfaltigkeiten von R™ zu Mannigfaltig-
keiten.

(5) Wir wollen beweisen, dass die Sphére S? nicht diffeomorph zu einem Torus ist.



1. TOPOLOGISCHE RAUME 1

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff des topologischen Raumes ein. Diese Ridume
abstrahieren den Begriff von “offenen” und “abgeschlossenen” Teilmengen. Insbesondere
iibertragen sich die meisten Definitionen und Aussagen aus der Analysis II {iber metrische
Réume, welche nur mithilfe von offenen Teilmengen eingefiihrt wurden, auf topologische
Réume. Insbesondere macht es Sinn von kompakten topologischen Rdumen und von stetigen
Abbildungen zwischen topologischen Réumen zu sprechen.

1.1. Mengentheoretische Begriffe. Bevor wir die topologischen Raume einfiihren erin-
nern wir an ein paar grundlegende Definitionen und Aussagen aus der Mengentheorie:

(1) Wir bezeichnen mit () die leere Menge.

(2) Es sei X eine Menge. Wir bezeichnen mit P(X) die Potenzmenge von X, d.h. die
Menge aller Teilmengen von X.

(3) Es seien X und Y Mengen, dann bezeichnen wir mit

XxY :={(z,y)|lre X, yeY}

die Menge aller angeordneter Paare.
(4) Es sei X eine Menge. Eine Familie A;,i € I von Teilmengen von X besteht aus
einer Indexmenge I (z.B. I ={1,...,k} oder I =7Z), und einer Teilmenge A; C X
fiir jedes ¢ € I.
(5) Es sei nun A;,i € I eine Familie von Teilmengen von X, dann gilt
X\NA = UX\A) wmd X\UA = NEX\4)
iel i€l i€l iel
Diese Aussagen werden manchmal die “de Morgansche Gesetze” genannt.
(6) Es seien A, B C X zwei Teilmengen. Wir sagen A und B sind disjunkt, wenn sich
A und B nicht schneiden, d.h. wenn AN B = ().
(7) Es sei f: X — Y eine Abbildung, dann gilt:

U D> f(f/Y(U)) fiir jede Teilmenge U C Y

U = f(f7Y(U)) fiir jede Teilmenge U C Y, wenn f surjektiv
U C fYf(U)) fir jede Teilmenge U C X
f_1< Ui) = UfNU;) fiir Teilmengen U; € Y,i € 1
el iel
f( Ui) = U fiir Teilmengen U; € X,i € I.
iel icl

1.2. Metrische Raume. Wir hatten die metrischen Rdume schon in Analysis IT eingefiihrt
und behandelt. Wir erinnern noch einmal kurz an die Definition:

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung
XxX — R2012{$€R|ZE20},
(z,y) = d(z,y),
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mit folgenden Figenschaften:

(1) d(x,y) = 0 genau dann, wenn = = y,
(2) fir alle z,y € X gilt

d(xz,y) = d(y,x) (Symmetrie)
(3) fiir alle x,y,z € X gilt
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z2) (Dreiecksungleichung).
Wir nennen d(x,y) manchmal den Abstand von x zu y.

Das vielleicht wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist gegeben durch X = R"
mit der euklidischen Metrik, d.h. mit der Metrik, welche definiert ist durch

d(z,y) = llo—yll = /> (@ — )2
T =1

wie iiblich bezeichnen wir fiir a € R™
die Koordinaten mit aq,...,a,

Wenn wir nichts anderes schreiben, dann betrachten wir R™ als metrischen Raum beziiglich
der euklidischen Metrik.

Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Es sei x € X und r € R. Wir bezeichen

By (x) := {y € X |d(z,y) <r}

als die offene r-Kugel um x.

(2) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn es zu jedem = € U ein r > 0 gibt, so dass
B,(x) noch in U enthalten ist.

(3) Wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Mithilfe der Definitionen kann man leicht folgendes Lemma beweisen, welches wir schon
als Lemma 1.7 aus der Analysis II kennen.

Lemma 1.1. Es sei X ein metrischer Raum. Dann gilt

(1) 0 und X sind offen,
(2) der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist wiederum offen, d.h. es gilt

Up,....,Up offen — UyN---NUyg st offen,
(3) die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wiederum offen, d.h. es gilt

Ui,i € I offen = |JU; ist offen.

il
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Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Raumen. Wir sagen f
ist stetig, wenn gilt"

V V. 3V df(zx), fly) <e

z€X €>0 6>0 yeBs(x)

[13

Diese Definition der Stetigkeit ist eine Verallgemeinerung der “e — ¢”-Definition von
Stetigkeit fiir Funktionen auf R.

Mit der Definition von offenen Mengen kénnen wir nun folgenden Satz formulieren:

Satz 1.2. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Riumen. Dann gilt®

f ist stetig
<= fiir jede offene Menge U in'Y ist f~1(U) offen in X
<= fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y ist f~'(A) abgeschlossen in X.

Dieser Satz wurde als Satz 2.8 in Analysis IT formuliert. Der Beweis war eine Ubungsauf-
gabe in Analysis II, und ist jetzt wiederum eine (weiterhin sehr sinnvolle) Ubungsaufgabe.

Die Formulierung von Stetigkeit mit offenen Mengen kann man sich nicht nur leichter
merken als die “e—9”-Definition, diese Umformulierung erleichtert auch das Beweisen vieler
Aussagen. Beispielsweise léf3t sich folgendes Lemma jetzt ganz einfach beweisen:

Lemma 1.3. Es seien f: X =Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen
Rdumen. Dann st die Verkniipfung go f: X — Z ebenfalls stetig.

Beweis. Aus Satz 2 folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge U C Z
auch das Urbild (g o f)~'(U) C X offen ist. Es sei also U C Z offen. Dann gilt

(go f)7'U) = g7 "(U)) T: f~(der offenen Menge g—1(U)) T: offen.

denn g ist stetig und U ist offen denn f ist stetig. 0

1.3. Topologische Ridume. Wir betrachten jetzt die sogenannten topologischen Rdume.
Diese kann man als eine Verallgemeinerung des Begriffes des metrischen Raumes auffassen.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T ), wobei X eine Menge ist und 7 eine
Topologie auf X, d.h. T ist eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(1) die leere Menge und die ganze Menge X sind in 7 enthalten,
(2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in T,
(3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in 7.

Die Mengen in 7 werden offen genannt.
Beispiel.

'Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d bezeichnet, d.h. “Es sei X ein
metrischer Raum” ist kurz fiir “Es sei (X, d) ein metrischer Raum”.

2Man kann die Aussage noch etwas knackiger formulieren: f ist stetig genau dann, wenn das Urbild
jeder offenen Menge wiederum offen ist.



(A) Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann folgt aus Lemma [T, dass
T := alle offenen Teilmengen von (X, d)

eine Topologie auf X ist. Insbesondere betrachten wir den R™ mit der iiblichen
Topologie, auler wir geben explizit eine andere Topologie an.?

(B) Es sei X eine Menge, dann ist 7 = {0, X'} eine Topologie auf X. Diese Topologie
wird manchmal die triviale Topologie auf X genannt.

(C) Es sei X eine Menge und 7 die Menge aller Teilmengen von X. Dann ist 7 eine
Topologie auf X. Die Topologie wird oft auch als die diskrete Topologie auf X
bezeichnet.

(D) Es sei X =R und es sei T wie folgt definiert:

entweder ist U = (), oder
U ist das Komplement von endlich vielen Punkten in R.

UeT

Beispielsweise liegen (), R\ {7}, R\ {—1,v/2} aber auch R (als Komplement von null
Punkten) in 7. Es folgt nun leicht aus den “Rechenregeln” fiir die Mengenlehre,
dass T eine Topologie auf X = R ist.

(E) Wir betrachten die Menge

X = RU{o0},

d.h. X besteht aus R und einem weiteren Punkt oo. Wir sagen U C X ist offen”,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(a) zu jedem Punkt z € U NR existiert ein € > 0, so dass (z — €,x +¢€) C U,
(b) wenn oo € U, dann gibt es ein C' > 0, so dass (—oo, —C') U (C,00) C U.
Wir bezeichnen diesen topologischen Raum als die “Gerade mit einem Punkt im
Unendlichen”. In Ubungsblatt 1 werden wir wiederum sehen, dass dies in der Tat
eine Topologie auf X definiert.

(F) Wir betrachten die Menge

X = RU{x},

d.h. X besteht aus R und einem weiteren Punkt . Wir sagen U C X ist offen,
wenn gilt:

(a) zu jedem Punkt x € U N R existiert ein € > 0, so dass (x — e, 2 +¢€) C U,

(b) wenn % € U, dann gibt es ein € > 0, so dass (—e¢,0) U (0,¢) C U.

In Ubungsblatt 1 werden wir sehen, dass dies in der Tat eine Topologie auf X

definiert. Wir bezeichnen diesen topologischen Raum als “Gerade mit zwei Nullen” .

3Dieses Beispiel ist wohl das urspriingliche Beispiel fiir einen topologischen Raum und erkldrt auch,
warum Mengen in einer Topologie “offen” genannt werden.

“Wenn wir eine Topologie spezifizieren wollen, miissen wir also festlegen, welche Teilmengen “offen”
genannt werden sollen.

"Der etwas eigenwillige Name “Gerade mit zwei Nullen” riithrt daher, dass 0 und « die gleiche Rolle
spielen. Formaler ausgedriickt, die Abbildung, welche 0 und * vertauscht, ist ein Homéomorphismus.
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(G) Es sei K ein Korper (z.B. K = R, K = C oder K = F,, d.h. der Kérper mit p
Elementen, wobei p eine Primzahl ist). Wir betrachten

K* = {(z,9)|z,yeK}.
Fiir eine Menge F = {fi(x,v),..., fx(z,y)} von Polynomen definieren wir die Ver-
schwindungsmenge
V(fh . 7fk> = {(I’,y) € K2 | fl(x7y) == fk(xvy) = O}

Wir definieren nun eine Topologie of K? wie folgt:

es gibt Polynome fi(z,y),..., fi(x,y), so
dass U = K2\ V(fi(z,y),..., fr(z,y)).

Dann ist 7 eine Topologie auf X = K2 Wir iiberlassen den Beweis dieser Aussage
als freiwillige Ubungsaufgabe.® Diese Topologie wird die Zariski- Topologie® auf K>
genannt, und ist ein zentrales Objekt der “algebraischen Geometrie”. Die Mengen
in der Zariski-Topologie werden oft Zariski-offen genannt.

Fiir K = R ist jede Zariski-offene Menge auch offen im iiblichen Sinne, aber die
Umkehrung gilt nicht. Fiir K = [, erhalten wir nun einen Begriff von Offenheit,
welcher wenig mit Anschauung zu tun hat, aber trotzdem sehr hilfreich ist.

U c K?ist offen <

Definition. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und es sei A C X eine Teilmenge. Wir
sagen U C X ist ein Umgebung von A, falls es eine offene Menge V' gibt, sodass A C V C U.
Wir sagen U ist eine offene Umgebung von A, wenn U zudem offen ist.

A /\/\ .

4~ V ist offen

ABBILDUNG 1.

Beispiele.

(1) Wir betrachten die Teilmenge A = [—1,1] x {0} von dem topologischen Raum
R?. Eine offene Umgebung von X ist dann beispielsweise gegeben durch die offene
Scheibe By(0).

(2) Es sei X die Gerade mit einem Punkt im Unendlichen. Dann ist fiir jedes C' > 0
die Menge {00} U (—o0, —C) U (C, ) eine offene Umgebung von oo.

In dem Beweis benotigt man, dass der Ring K[z, y] noethersch ist, d.h. dass jedes Ideal in K[z, y] schon
von endlich vielen Polynomen erzeugt wird. Diese Aussage wird in der (kommutativen) Algebra-Vorlesung
bewiesen.

"Oskar Zariski (1899-1986) war ein amerikanischer Mathematiker.
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Definition. Ein topologischer Raum heifit Hausdorff, wenn es zu zwei verschiedenen Punk-
ten x # y disjunkte offene Umgebungen U von x und V' von y gibt.

Beispiel. Wir wollen nun iiberpriifen, ob die obigen Beispiele Hausdorff sind:

(A) Wir hatten schon in Analysis II Satz 1.8 gesehen, dass der einem metrischen Raum
(X, d) zugeordnete topologische Raum Hausdorff ist. In der Tat, denn fir z # y
setzen wir r = d(v,y), dann sind B;(x) und B:(y) disjunkte offene Umgebungen
von x und y.

(B) Wenn X mindestens zwei Elemente besitzt, dann ist (X, 7) nicht Hausdorff.

(C) Diese Topologie ist Hausdorff, denn, fiir gegebene = # y kénnen wir U = {z} und
V = {y} wihlen.

(D) Diese Topologie ist nicht Hausdorff, denn die Schnittmenge von zwei nichtleeren
offenen Mengen in (X,7) ist nichtleer, es gibt also keine disjunkten nichtleeren
offenen Teilmengen in (X, 7).

(E) Dies ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 1.

(F) Dies ist ebenfalls eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 1.

(G) Wenn K = R, dann ist der topologische Raum nicht Hausdorff. Wir werden diese
Aussage nicht verwenden und skizzieren daher nur einen Beweis. Fiir jedes Polynom
f # 0ist V(f) eine Nullmenge in R?. Es folgt nun leicht, dass jede nichtleere Zariski-
offene Teilmenge U C R? die Eigenschaft besitzt, dass R? \ U eine Nullmenge ist.
Insbesondere schneiden sich je zwei nichtleere Zariski-offene Teilmengen von R2.
Insbesondere kann R? mit der Zariski-Topologie kein Hausdorff-Raum sein.

1.4. Die Teilraumtopologie. Es sei (X,7) ein topologischer Raum und Y C X eine
Teilmenge. Wir betrachten dann

SS = {YnU|UeT}.
Es ist vollig elementar sich davon zu iiberzeugen, dass SS in der Tat eine Topologie auf YV
definiert. Wir nennen SS die Teilraumtopologie auf Y. Die Definition besagt also, dass eine

Teilmenge U offen in Y ist, genau dann, wenn es eine Menge V' C X gibt, welche offen in
Xist,sodassU =Y NV.

Konvention. Wir betrachten jede Teilmenge Y von R"™ immer als topologischen Raum
beziiglich der durch R™ induzierten Teilraumtopologie.

Beispiel. Es sei
Y = S' = {zeC=R?||z| =1}
Es seien a, f € R. Dann ist das “offene Kreisstiick”
U = {?ecC=R*|pe(p)}
offen in Y = S!, denn
U = \{reweC:RﬂrE (3,3)und p € (a,ﬁ)}/ﬁ Y.

offen in C=R2
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Dieses Beispiel ist in Abbildung 2 skizziert.

U={e?ecC=R?|gpec (af)} ist offen in S*,
denn U = S' NV, wobei V offen in R? ist

~V={re*ecC=R*|re(} %) udyec (p)}

ABBILDUNG 2. Definition der Teilraumtopologie.

1.5. Abgeschlossene Teilmengen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn
X \ A offen ist.

Beispiel. Wir betrachten den topologischen Raum X = (—1,1). Dann ist A = (—1,0] eine
abgeschlossene Teilmengen, denn X \ A = (0, 1) ist eine offene Teilmenge von X.

Der Beweis von folgendem Lemma ist wort-wortlich der gleiche wie der Beweis von Ana-
lysis I Lemma 1.7. Der Beweis folgt leicht aus den Axiomen von offenen Mengen und den
de Morganschen Gesetzen.

Lemma 1.4. Es sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(1) O und X sind abgeschlossen,

(2) die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen Teilmengen ist abgeschlossen,

(3) der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist wiederum abge-
schlossen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(1) Der Abschluss A von A ist die Schnittmenge aller abgeschlossenen Mengen in X,
die A enthalten.

(2) Das Innere A ist die Vereinigung aller offenen Mengen von X, die in A enthalten
sind.

Es folgt sofort aus Lemma [4 (3), dass der Abschluss A eine abgeschlossene Menge in

X ist, und es folgt aus Axiom (T3) einer Topologie, dass das Innere A eine offene Menge
in X ist.
In Ubungsblatt 1 werden wir folgenden Satz beweisen.

Satz 1.5. Es sei X ein topologischer Raum und B C X eine Teilmenge. Dann gilt

(1) r€B <= fir jede offene Umgebung U von x gilt U N B # ()
(2) r € B <= es gibt eine offene Umgebung U von x mit U C B.
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1.6. Stetige Abbildungen.

Definition. Es seien X und Y topologische Raume® und es sei f: X — Y eine Abbildung.
Wir definieren

f ist stetig <= fiir jede offene Menge U in Y ist f~(U) offen in X.

Bemerkung.

(1) Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Réumen. Dann folgt
aus Satz [, dass f stetig ist als Abbildung zwischen metrischen Rdumen genau
dann, wenn f stetig ist als Abbildung zwischen den entsprechenden topologischen
Réumen.

(2) Das gleiche Argument wie im Beweis von Satz 2 zeigt, dass wir in der Definition
von Stetigkeit auch “offen” durch “abgeschlossen” ersetzen kénnen.

Wir konnen nun folgenden Satz formulieren. Der Beweis hierbei ist wort-wortlich der
gleiche, wie der Beweis von Lemma 3.

Satz 1.6. Es seien f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen
Rdumen, dann ist auch go f: X — Z stetig.

Wir beschlieen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 1.7. Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Dann gilt:

(1) Die Inklusionsabbildung i: A — X 1ist stetig.
(2) Die Einschrinkung einer stetigen Abbildung f: X — Y auf A ist ebenfalls stetig.

Beweis.

(1) Wir betrachten die Inklusionsabbildung i: A — X. Es sei U C X offen. Dann ist
i1 (U) =U N A, aber U N A ist per Definition offen in A. Also ist ¢ stetig.

(2) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Die Einschrinkung auf A ist die Ver-
kniipfung der stetigen Abbildungeni: A — X und f: X — Y. Also ist nach Satz @
die Einschrankung von f auf A ebenfalls stetig. 0

1.7. Hom6omorphismen. Folgende Definition hatten wir in Analysis II schon fiir metri-
sche Rédume eingefiihrt.

Definition. Es seien X und Y topologischen Rdume und es sei f: X — Y eine Abbildung.
Wir sagen f ist ein Homdomorphismus, wenn f folgende drei Eigenschaften besitzt:

(1) f ist stetig,
(2) f ist bijektiv,
(3) f71: Y — X ist stetig.

8Wenn wir schreiben “es sei X ein topologischer Raum”, dann meinen wir das X eine Menge ist mit einer
Topologie. Im Normalfall erwéahnen wir die Topologie nicht in der Notation. Diese Konvention ist gang und
gibe in der Mathematik, beispielsweise schreiben wir in Linearer Algebra, “sei V' ein Vektorraum”, wenn
wir wirklich schreiben miissten, “sei (V,+,-) ein Vektorraum”.
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Es seien X und Y topologische Raume. Wir sagen X und Y sind homdomorph, wenn es
einen Homoomorphismus f: X — Y gibt.

Beispiele.
(1) Die Abbildung

R — (-1,1)
T % arctan(z)
ist ein Homoomorphismus.
(2) Die Abbildung
0,27) — St

x +— (cos(z),sin(x))

ist eine stetige Bijektion, aber kein Hom6omorphismus, nachdem die Umkehrabbil-
dung im Punkt (1,0) nicht stetig ist. In der Tat kann es keinen Homéomorphismus
zwischen [0, 27) und S* geben, denn [0, 27) ist nicht kompakt, aber S! ist kompakt.
Es ist aber leicht zu sehen, dass wenn f: X — Y ein HomGomorphismus ist, dann
ist X kompakt genau dann, wenn Y kompakt ist.

(3) In Ubungsblatt 1 werden wir zeigen, dass die Gerade mit einem Punkt im Unend-
lichen hom&omorph zu S* ist.

1.8. Kompakte topologische Riume. In Analysis II Kapitel 3.1 hatten wir schon den
Begriff von kompakten Teilmengen fiir metrische Rdume eingefiihrt. Die Definition kann
man problemlos auf topologische Rdume verallgemeinern. Viele von den Sétzen, welche wir
in Analysis II schon bewiesen hatten, gelten mit minimalen Abadnderungen der Aussagen
und Beweise auch fiir kompakte topologische Raume.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie {U;};c; von offenen Teilmengen von
X, so dass

i€l
(2) Wir sagen X ist kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {U;}ic; von X
endlich viele Indizes i1, ...,4; € I gibt, so dass

(3) Wir sagen eine Teilmenge A C X ist kompakt, wenn A beziiglich der Teilraumto-
pologie kompakt ist.

Beispiele. Wir betrachten wiederum die obigen Beispiele.

(A) Wenn (X,d) ein metrischer Raum ist, dann erhalten wir den gleichen Kompakt-
heitsbegriff wie in Analysis II.

(B) Es sei X eine beliebige Menge mit der trivialen Topologie. Dann ist X offensichtlich
kompakt.
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(C) Essei X eine beliebige Menge mit der diskreten Topologie. Wenn X endlich ist, dann
ist X offensichtlich kompakt. Wenn X unendlich ist, dann ist X nicht kompakt, denn
{2} 4ex ist nun eine offene Uberdeckung von X, aber X wird nicht von endlich vielen
dieser offenen Menge iiberdeckt.

(D) Dieser topologische Raum ist kompakt.

(E) und (F) Wir werden in Ubungsblatt 1 der Frage nachgehen, ob diese topologischen
Réaume kompakt sind.

Der folgende Satz von Heine-Borel gibt viele Beispiele von kompakten Mengen.
Satz 1.8. (Satz von Heine—Borel) Es sei A eine Teilmenge von R™. Dann gilt:
A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen.

Der Beweis der folgenden Sétze ist fast identisch zu den Beweisen der analogen Aussagen
aus der Analysis II.

Satz 1.9. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X eine abgeschlossene
Teilmenge. Dann ist auch A kompakt.

Satz 1.10. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Wenn
X kompakt ist, dann ist auch f(X) kompakt.

Satz 1.11. Es sei f: X — R eine stetige Abbildung auf einem kompakten topologischen
Raum. Dann ist f beschrinkt, und f nimmt ein Minimum und ein Mazimum an, d.h. es
existieren xo,x1 € X, so dass

flo) < f(z) < fla)
fir alle x € X.

Der Satz von Heine-Borel besagt insbesondere, dass eine kompakte Teilmenge von R™
abgeschlossen in R™ ist. Diese Aussage gilt im allgemeinen nicht fiir topologische Réume,
d.h. eine kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes X ist nicht notwendigerweise
abgeschlossen in X.

Es sei beispielsweise X eine beliebige Menge X mit mindestens zwei Elementen und 7
die triviale Topologie auf X, d.h. 7 = {0, X}. Es sei nun A C X eine beliebige Teilmenge
mit A # () und A # X. Dann ist die Teilraumtopologie von A gegeben durch {0, A},
d.h. die Teilraumtopologie auf A ist die triviale Topologie. Insbesondere ist A kompakt.
Andererseits ist A keine abgeschlossene Teilmenge von X.

Der folgende Satz besagt, dass im Gegenzug kompakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen
abgeschlossen sind.

Satz 1.12. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Wenn
X ein Hausdorff-Raum ist, dann ist A abgeschlossen in X .

Der Beweis des Satzes dhnelt dem Beweis von Satz 3.5 aus der Analysis I1.
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Beweis. Es sei X ein topologischer Raum, welcher Hausdorff ist. Es sei A C X eine kom-
pakte Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass X \ A offen ist. Es geniigt folgende Behauptung
zu beweisen:

Behauptung. Es sei € X \ A. Dann existiert eine offene Umgebung V' von z, welche in
X \ A enthalten ist.

Wir wenden die Hausdorff-Eigenschaft auf x und jedes y € A an. Fiir jedes y € A erhalten
wir offene disjunkte Umgebungen U, von y und V, von x. Offensichtlich ist

A= U{yt ¢ UU,NA C A

yeA

Es folgt, also dass {U, N A} ca eine offene Uberdeckung von A ist. Nachdem A kompakt
ist, gibt es y1,...,yx, so dass

k
A = (U, NA).
i=1
Wir betrachten nun
k
Vo= NV,
i=1

Als Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist V' eine offene Umgebung von .
Zudem ist V von allen U,,, ..., U,, disjunkt, also auch von A C U,, U---UU,,. Wir haben
damit die Behauptung bewiesen. ([l

Uq Va

ABBILDUNG 3. Skizze zum Beweis von Satz [CT2.

Wir hatten schon auf Seite [ gesehen, dass eine bijektive stetige Abbildung f: X — Y
zwischen topologischen Rdumen nicht notwendigerweise ein Homéomorphismus ist. Mithilfe
des vorherigen Satzes konnen wir jedoch jetzt folgenden Satz beweisen, welcher uns spéater
das Leben mehrmals erleichtern wird.

Satz 1.13. Es sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen topologischen
Rdaumen. Wenn X kompakt ist, und wenn Y Hausdorff ist, dann ist f ein Homdomorph-
1SMUS.
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Bemerkung. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die zusétzliche Voraussetzung,
dass Y Hausdorff ist, notwendig ist.

Der Beweis von Satz I3 ist fast wort-wortlich der gleiche wie von Satz 3.9 aus der
Analysis II.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass die Umkehrabbildung g := f~1: Y — X stetig ist.
Wie wir auf Seite I angemerkt hatten geniigt es zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen
Teilmengen A C X auch das Urbild g~!(A) abgeschlossen ist.

In der Tat gilt

A C X abgeschlossen = A ist kompakt = f(A) kompakt
T T

folgt aus Satz 9, da X kompakt Satz 10
= f(A) = g~ '(A) ist abgeschlossen.
T

folgt aus Satz 12, da Y Hausdorff ]

Nach dieser kurzen Einfiihrung in die topologischen Rdume werden wir uns die néchsten
Wochen nur auf Teilmengen von R™ mit der Teilraumtopologie konzentrieren. Die allge-
meineren topologischen Rdume werden erst gegen Ende der Vorlesung wieder eine wichtige
Rolle spielen.
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2. DEFINITION UND BEISPIELE VON UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

2.1. Die Definition von Untermannigfaltigkeiten. In Analysis II hatten wir k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten iiber Parametrisierungen definiert, und wir hatten dann in
Satz 11.1 bewiesen, dass man k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten auch iiber “Karten”
definieren kann. In dieser Vorlesung werden wir durchgehend den zweiten Gesichtspunkt
verwenden, insbesondere werden wir im Folgenden k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
mithilfe von Karten definieren.

Wir erinnern zuerst an folgende Definition aus der Analysis II.

Definition.
(1) Es sei U C R" offen und es sei

=0, fm): U —R™
eine Abbildung. Wir nennen f eine C*°-Abbildung oder auch glatt, wenn die Koor-
dinatenfunktionen fi,..., f,, beliebig oft stetig partiell differenzierbar sind.
(2) Eine Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Teilmengen von R™ heifit Diffeo-
morphismus, wenn gilt:
(a) f ist glatt,
(b) f ist bijektiv, und
(c) f~!ist ebenfalls glatt.

Notation. Fiir k < n bezeichnen wir im Folgenden

E, = {(x1,...,21,0,...,0) € R"|21,..., 2, € R}
als die k-dimensionale Ebene in R™.
Definition. Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es
zu jedem Punkt P € M eine Karte um P gibt, d.h. einen Diffeomorphismus &: U — V
zwischen einer offenen Umgebung von P und einer offenen Teilmenge V' C R”, so dass ®

d(MNU) = EynV.

Ein Atlas fiir M ist eine Familie {®;: U; — V;}ier von Karten mit M C U;.

i€l

ABBILDUNG 4. Schematisches Bild einer Karte.

9Die leere Menge ist nun per Definition fiir jedes k eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
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Bemerkung. Nach Satz 11.1 aus Analysis II ist diese Definition (fast) dquivalent zur Defi-
nition von Untermannigfaltigkeiten, welche wir in Analysis II gegeben hatten. Der einzige
Unterschied ist, dass wir von nun an verlangen, dass die Karten Diffeomorphismen sind, und
nicht nur C'-invertierbare Abbildungen. In der Praxis macht das allerdings normalerweise
keinen groflen Unterschied.

Wir wollen nun zeigen, dass der Kreis S! und die Sphiire S? Untermannigfaltigkeiten
sind. In diesen und in vielen anderen Féllen ist es allerdings leichter, die Inversen von
Karten explizit anzugeben. Wir verwenden den Satz {iber die Umkehrabbildung, welchen
wir schon als Satz 9.5 and Korollar 9.8 in Analysis II bewiesen hatten, um zu zeigen, dass
eine Abbildung in der Tat ein Diffeomorphismus ist.

Satz 2.1. (Satz iiber die Umkehrabbildung) Es sei V. C R™ offen, ¥: V — R”
eine glatte Abbildung und Q@ € V. Wenn DU (Q) invertierbar ist, dann ezistieren offene
Umgebungen Y C V wvon @ und X von ¥(Q), so dass V:Y — X ein Diffeomorphismus
15t.

Wir erhalten folgendes hilfreiche Korollar, welches es erlaubt zu zeigen, dass eine Abbil-
dung ein Diffeomorphismus ist, ohne die Umkehrabbildung zu bestimmen.

Korollar 2.2. Fs set V C R" offen und es sei V: V — R" eine glatte Abbildung. Wenn W
bijektiv ist und wenn fir alle Q € V das Differential DV(Q) invertierbar ist, dann ist die
Abbildung V: V — U (V) ein Diffeomorphismus.

Beweis. Wir setzen U := ¥(V). Wir miissen nur noch zeigen, dass ¥~': U — V ebenfalls
eine glatte Abbildung ist. Es sei also P € U. Wir miissen zeigen, dass es eine offene
Umgebung Y von P gibt, so dass ¥~1 auf Y glatt ist. Wir setzen @Q := ¥~1(P). Nach dem
DVY(Q) invertierbar ist konnen wir den Satz tiber die Umkehrabbildung anwenden. Wir
erhalten insbesondere eine offene Umgebung X von P, so dass ! auf X glatt ist. 0

ABBILDUNG 5. Skizze zum Beweis von Korollar 272.

Wir wenden uns nun den Beispielen zu.
Beispiel. Wir wollen zeigen, dass der Kreis

St o= {(z,y) eR? |22+ y* =1}
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eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Wir betrachten die Abbildung

U:Vi=(—mm7)x(-1,1) — U:=9(V)cCR?
(p,s) — ((1+s)cose, (1+ s)singp).
Dies ist eine glatte bijektive Abbildung mit ¥(V N E;) = ST NU. Es folgt aus Korollar 22,
dass dies sogar ein Diffeomorphismus ist. Also definiert
o =v1U - V
eine Karte. Diese Karte deckt alle Punkte in S* \ {(—1,0)} ab. Wir benétigen nun noch
eine Karte um (—1,0). Diese ist beispielsweise gegeben durch die Umkehrabbildung &’ von
U V= (0,2m) x (-1,1) — U :=W¥ (V') CR?
(p,8) = ((1+s)cosep, (1+s)sinp).

Die beiden Karten ® und @’ bilden also einen Atlas von S!. Die beiden Karten werden in
Abbildung B illustriert.

m,m) X (—1,1)
s) = ((1+s)cosy, (1+ s)siny)
X
O =yt
s Y V= (0,27) x (~1,1)
” U (p,8) = ((1+s)cosp, (1+s)sinp)
) i

=yt

Z 2
ez

ABBILDUNG 6. Atlas fiir die eindimensionale Untermannigfaltigkeit S*.

Beispiel. Fiir jedes r > 0 und C' > 0 betrachten wir nun
Z = {(z,y,2) eR’|2* +y* =r’ und z € (-C,C)},

anschaulich gesprochen ist Z ist ein Zylinder mit Radius r. Ganz analog zum vorherigen
Beispiel kann man zeigen, dass Z eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Beispiel. Wir wollen nun zeigen, dass die Sphére

S =A@y 2) eR |2+ +27 =1}
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eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Der Beweis dieser Aussage lduft ganz
analog zum vorherigen Beispiel. Wir betrachten zuerst die Abbildung

U:Vi=(—mm) x(0,7)x(-1,1) — U:=9(V)CR?
(14 s)cosg-sinf
(p,0,s) — | (1+s)sing-siné

(14 s)cos@

Mithilfe von Korollar 272 zeigt man leicht, dass dies ein Diffeomorphismus ist. Zudem gilt
U(V N Ey) =S5>NU. Also definiert

=01 U - V
eine Karte fiir alle Punkte in U N S?. Mit anderen Worten ® deckt alle Punkte in S?
aulerhalb des Halbkreises K := {(x,y,2) € S?|2 < 0 und y = 0} ab. Wir brauchen nun
noch eine Karte, welche die fehlenden Punkte abdeckt. Wir verwenden dazu die vorherige
Abbildung V¥, vertauschen die Rollen der y— und z—Koordinaten und wir spiegeln entlang
der yz-Ebene. Genauer gesagt, wir betrachten die Abbildung
V= (-mm) x (0,7) x (-1,1) — U =V (V)CR?
—(1+s)cosg-sinf
(p,0,5) (1+s)cosb
(14 s)singp -sinf
Mithilfe von Korollar 222 zeigt man wiederum, dass ein Diffeomorphismus ist. Das Inverse
=01 U - V

ist eine Karte, welche alle Punkte aufierhalb von L = {(z,y,2) € S*|x > 0 und z = 0}
abdeckt. Nachdem es auf S? keinen Punkt gibt, welcher in den beiden Halbkreisen K und L
liegt, decken die beiden Karten S? ab. Wir haben also insbesondere gezeigt, dass S? einen
Atlas besitzt, welcher aus zwei Karten besteht.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die 2-dimensionale Sphére
S* = {(z,y,2) |x2+y2 +22=1}
mit den Punkten
N = (0,0,1)  “Nordpol” und S = (0,0,—1)  “Siidpol”.

Wir geben nun einen anderen Atlas fiir S? an, bei dem wir die Karten explizit hinschreiben
kénnen. Genauer gesagt, wir betrachten die Abbildung

¢: {(z,y,2) |z <1} — R

z Y o222
(l’,y,Z) = <17Z7E71 T Y Z)'

Eingeschriinkt auf S? \ N ist dies die stereographische Projektion beziiglich des Nordpols
N. Wir betrachten auch die Abbildung
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__Nordpol N = (0,0,1)

P Strahl von N durch P

- stereographische Projektion von P

ABBILDUNG 7.

U: {(z,y,2)|z> -1} — R

T Y o2 2 2
(I7y72) = <1—|—Z’1+Z’1 x Yy Z)

Eingeschriinkt auf S?\ S ist dies die stereographische Projektion beziiglich des Siidpols S.
Man kann nun leicht {iberpriifen, dass Einschrankungen von ® und ¥ auf geeignet gewéhlte
offene Mengen Karten fiir S? sind, welche S? iiberdecken. Nachdem die Definitionsbereiche
ganz S? abdecken, bilden diese Einschrinkungen von ® und ¥ einen Atlas fiir S2.

Beispiel. Wir bezeichnen nun mit 7' die Menge aller Punkte in R3, welche geschrieben
werden konnen als Produkt

cosp —singp 0 2+ sinf
sing  cosep 0] - 0 )
0 01 cos 6

g

Drehung un‘lr die z-Achse  peschreibt Kreis

in zz-Ebene
wobei ¢, 0 € R. Mit anderen Worten, T ist die Menge
T := {((2+sin)cosp, (2+sinb)sing, cosh) |6, o € R}.

Diese Menge wird in Abbildung B skizziert. Mit dhnlichen Argumenten wie in den vorherigen
Beispielen kann man zeigen, dass der Torus 7' eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist.

2.2. Untermannigfaltigkeiten und Parametrisierungen. Wir erinnern noch an fol-
gende Definition aus der Analysis II:

Definition. Eine k-dimensionale Parametrisierung einer Teilmenge M wvon R™ um den
Punkt P ist eine Homéomorphismus ¢: T"— U, wobei gilt:

(1) T ist eine offene Teilmenge von R¥,
(2) U ist eine offene Umgebung von P in M,
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((2 4 sin @) cos ¢, (2 + sinf) sin g, cosf)
z
T 4
Q\D/ y /
25 Lo
/ \é/
Kreis in der zz-Ebene ®

wird um die z-Achse gedreht

ABBILDUNG 8.

(3) ¢ ist zudem glatt und fiir jeden Punkt P von T ist der Rang™ des Differentials
Dp(P) gleich k.

In Satz 11.1 aus der Analysis II hatten wir gesehen, dass wir Untermannigfaltigkeiten
entweder iiber Karten oder {iber Parametrisierungen definieren kénnen. Nachdem wir dieses
Mal die Untermannigfaltigkeiten {iber Karten eingefiihrt hatten, lautet nun Satz 11.1 aus
der Analysis I wie folgt.™

Satz 2.3. FEine Teilmenge M C R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau
dann, wenn es um jedem Punkt P € M eine k-dimensionale Parametrisierung gibt. Ge-
nauer gesagt gelten folgende beide Aussagen:

(1) Wenn ®: U — V eine Karte ist, dann ist @ ynp, — M eine Parametrisierung
um den Punkt P,

(2) wenn @: T — M eine Parametrisierung um den Punkt P ist, dann gibt es eine
Karte ®: U —V um P, so dass UNM C T, und so dass ¢ = @ ynu.

2.3. Untermannigfaltigkeiten und Graphen. In Ubungsblatt 1 werden wir folgendes
Lemma beweisen.

Lemma 2.4. Es sei U C R" eine offene Teilmenge und es sei f: U — R¥ eine glatte
Abbildung. Dann ist der Graph

Graph(f) = {(z,f(z)) |z €U} C R™

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, welche einen Atlas mit nur einer Karte besitzt.

107ur Erinnerung, der Rang einer k x n-Matrix A ist definiert als die Dimension des von den Spalten
von A aufgespannten Teilraums von RF.

HWenn man’s genau nimmt, wurde der Satz nur fiir stetig differenzierbare Karten und Parametrisie-
rungen formuliert und bewiesen. Der Beweis {ibertrigt sich aber wort-wortlich auf den Fall von glatten
Karten und glatten Parametrisierungen.
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Beispiel. Die offene Halbsphére

K = {(z,y,2+ /1 -2 —y?) 2> +¢* < 1}

ist der Graph der Funktion f(z,y) =2+ /1 — 22 — y? auf der offenen Scheibe D;(0), also
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit. Zudem ist die unendliche Helix

H = {(,cos(z),sin(z)) |z € R}

der Graph der Funktion f(z) = (cos(x),sin(z)) auf R, also eine eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R3.

Graph der Funktion Graph der Funktion

(x,y) =2+ /1 — a2 —y? x +— (cos(x),sin(z))
z

1/
e

ABBILDUNG 9.

Der folgende Satz besagt nun, dass jede Untermannigfaltigkeit “lokal”, bis auf eine Ro-
tation, ein Graph ist.

Satz 2.5. Es sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M.
Dann existiert eine Permutationsmatriz A, eine offene Umgebung Y von P in M und eine
offene Teilmenge Z C R™ sowie eine glatte Funktion f: Z — R*, so dass

AY = {(2 (=) |z € 2}.

M Drehung A A-Y = Graph(f: Z — R)
/\ //\
P
Ny =

ABBILDUNG 10. Untermannigfaltigkeiten sind lokal ein Graph.

Beweis.
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Es geniigt zu zeigen, dass M, gegebenenfalls nach Anwendung einer Permutations-
matrix, um den Punkt P eine Parametrisierung ¢: Z — R"™* besitzt, so dass ¢

von der Form ¢(z) = (w(i)) ist.

Es sei M C R""* cine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M. Nach
Satz P23 existiert eine Parametrisierung o: T — R"** von M um den Punkt P. Es sei

Q@ € T der eindeutig bestimmte Punkt mit p(Q)) = P. Wir schreiben nun ¢ = <g>, wobei
a: T — R und B: T — RF.

Nachdem ¢ eine Parametrisierung ist besitzt die (n+k) x n-Matrix D¢(Q) insbesondere n
linear unabhéngige Zeilen. Wir nehmen zuerst an, dass die ersten n Zeilen von Dg(Q) linear
unabhéngig sind. Das Differential Da(Q) ist gerade durch die ersten n Zeilen von Dp(Q)
gegeben. Also ist Da(Q) invertierbar. Nach dem Satz PZI™ iiber die Umkehrabbildung
existiert nun eine offene Umgebung 7" C T von () und eine offene Umgebung S’ von a(Q),
so dass a: T" — S’ ein Diffeomorphismus ist. Die Abbildung

PN Rn+k
z = plal(z)) = (B(a_zl(z))>

ist dann eine Parametrisierung. Es ist nun offensichtlich, dass M N ¢(S’) der Graph der
Funktion z — S(a~1(z)) ist.

" r @ C
. a(Q)
Parametrisierung ¢ = (g) \ a:T" =5 /
g —e—
wobei Da(Q) invertierbar \ al-§ 71 \ o

\/’l’/
S (mai(z)))

ABBILDUNG 11. Skizze zum Beweis von Satz PA.

Wir betrachten nun noch den Fall, dass die ersten n Zeilen von D¢(Q) nicht linear un-
abhéngig sind. In diesem Fall vertauschen wir die Koordinaten von M (d.h. wir wenden eine
Permutationsmatrix auf M an), so dass die ersten n Zeilen von Dp(Q) linear unabhéngig
werden. Wir fahren dann mit dem obigen Argument fort. ([l

1210 unserer Notation kann dieser wie folgt formuliert werden: Es sei T C R™ offen, a: T — R™ eine
glatte Abbildung und @ € T. Wenn Da(Q) invertierbar ist, dann existieren offene Umgebungen 7" C T
von @ und S’ von «(Q), so dass a: T — S’ ein Diffeomorphismus ist.
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2.4. Der Satz vom reguldren Wert. Wir erinnern an folgende Definition aus Analysis II.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R* eine stetig differenzierbare Abbildung.

(1) Wir sagen « € U ist ein reguldrer Punkt von f, wenn das Differential D f(z) den
Rang k besitzt.

(2) Wir sagen z € R¥ ist ein regulirer Wert von f, wenn alle Punkte in f~!(z) regulir
sind.

Ein Punkt (bzw. Wert), welcher nicht reguliir ist, wird singuldr genannt.™

Bemerkung. Der Fall & = 1 ist ein wichtiger Spezialfall. Eine 1 x n-Matrix besitzt Rang
1 genau dann, wenn die Matrix ungleich Null ist. Fiir & = 1 entspricht das Differential
gerade dem Gradienten. Wir sehen also, dass ein Punkt x € U ein reguldrer Punkt einer
Abbildung f: U — R ist, genau dann, wenn Grad f(x) # 0.

Wir koénnen jetzt folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 2.6. (Satz vom reguliren Wert) Es sei X C R" offen und f: X — R* cine
glatte Abbildung. Wenn z € R* ein requlirer Wert ist, dann ist f~1(z) C R™ eine (n — k)-
dimensionale Untermannigfaltigheit.™

Beweis. Wir hatten den Satz vom reguldren Wert in der Analysis II unter der etwas
schwicheren Voraussetzung, dass f stetig differenzierbar ist, und der etwas schwicheren
Aussage, dass man C'-Karten finden kann, in Analysis II bewiesen. Der gleiche Beweis

gibt nun wort-wortlich auch die jetzige Formulierung vom Satz vom reguldren Wert. U
Beispiel. Es seien ayq,...,a, reelle Zahlen, welche alle von null verschieden sind. Wir be-
trachten
fTR* - R
(1, ) = @+ -+ ayr?,
dann gilt fiir jeden Punkt x = (z1,...,z,) in R", dass
Grad f(z1,...,2,) = (2a171,...,2a,7,),

insbesondere ist der Gradient ungleich null fiir jeden Punkt z # 0. Anders ausgedriickt,
die Menge der regulidren Punkte von f ist R™\ {0}. Nachdem f(z) = 0 genau dann, wenn
x = 0 folgt, dass alle Werte in R\ {0} regulér sind. Es folgt insbesondere aus dem Satz 28
vom reguléren Wert, dass

M = {(Sﬁ,...,xn)ERn‘ale+...+anxi _ 1}

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

13 Anders ausgedriickt, ein Wert w € R* ist reguliir, wenn dieser nicht das Bild von einem singuliren
Punkt in U ist.

Y\Wenn 2z nicht im Bild von f liegt, dann ist f~!(z) = @ die leere Menge, insbesondere eine (nicht
besonders interessante) Untermannigfaltigkeit beliebiger Dimension.
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2.5. Differenzierbare Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten. Es sei M C R"
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wie immer betrachten wir M als topologischen
Raum beziiglich der Teilraumtopologie, d.h. U C M ist offen genau dann, wenn es eine
offene Menge V' C R™ gibt, mit U = M N V. Es sei nun f: M — R eine Funktion.
Nachdem wir M als topologischen Raum auffassen, haben wir schon einen Stetigkeitsbegriff
fiir Funktionen auf M. In der Tat, eine Funktion f: M — R heifit stetig, wenn fiir jede
offene Menge X C R, das Urbild f~!(X) eine offene Teilmenge von M ist.

Andererseits ist es a priori nicht klar, was es heiflen soll, dass eine Funktion f: M — R
auf einer Untermannigfaltigkeit differenzierbar ist, denn wir kénnen keine partiellen Ablei-
tungen bilden, da fiir P € M die Punkte P + he; im Allgemeinen nicht mehr in M, d.h. im
Definitionsbereich von f liegen.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M — R eine
Funktion. Wir sagen f ist stetig differenzierbar (beziehungsweise glatt), wenn es einen Atlas
{®;: U; — V;}ier gibt, so dass fiir alle i € I die Funktion™

ot
V; N Ek —>Z UZ N M i) R

stetig differenzierbar (beziehungsweise glatt) ist.

UunM P

Mo “\

fiM—-R

fod ' VinE, - R

ABBILDUNG 12. Schematisches Bild fiir die Definition der Differenzierbar-
keit einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit.

Beuspiel. Essei f: R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Einschriankung
von [ auf jede Untermannigfaltigkeit M von R™ ebenfalls stetig differenzierbar. In der Tat,

15 Wir fassen hierbei V N Ej, auf offensichtliche Weise als Teilmenge des R* auf. Die Definition der
stetigen Differenzierbarkeit macht nun in der Tat Sinn, nachdem

o1 f
VNE, — UNM = R

eine Funktion von einer offenen Teilmenge in R¥, nimlich V N Ej, nach R ist. Wir kénnen darauf nun die
Definition der stetigen Differenzierbarkeit aus der Analysis IT anwenden.
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denn fiir eine Karte ®: U — V ist dann f o ®~!: V — R die Verkniipfung von zwei stetig
differenzierbaren Abbildungen, also ebenfalls stetig differenzierbar. Dann ist aber auch die
Einschriankung von f o ®~! auf V N E}, stetig differenzierbar.

Satz 2.7. Fs sei f: M — R eine Funktion auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit M. Dann gilt

fiir jede Karte ®: U — 'V ist
fod® L VNE,— R glatt.

Die analoge Aussage gilt auch fir “stetig differenzierbar” anstatt “glatt”.

f st glatt <

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M — R eine
Funktion. Wir beweisen die Aussage fiir “glatt”, die Aussage fiir “stetig differenzierbar”
wird ganz analog bewiesen.

Die Aussage “<” ist offensichtlich. Wir miissen nun noch die Aussage “=" beweisen. Es
sei also {®;: U; — V;}ier ein Atlas, so dass fiir alle ¢ € I die Funktion

o f
‘/imEk — UZﬂM - R

glatt ist. Es sei nun ®: U — V eine weitere Karte.

Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes () € V N E}, eine offene Umgebung Y gibt, so dass
fod 1 YNE, — R glatt ist. Es sei also Q € VN Ey. Wir setzen P = ®71(Q). Wir wihlen
eini € I, so dass P C U;. Wir setzen X = UNU; und Y = ®(X). Wir miissen zeigen, dass
die Funktion

YNE, 25 xnMm LR

glatt ist. Dies ist der Fall, denn es ist

fodt = fo®*t o ®; o &L
——— —_———
glatt nach glatt, da ® und ®;

Voraussetzung Diffeomorphismen sind 0
@J —> R
V O (b 1
1o,

Q W

ABBILDUNG 13. Skizze zum Beweis von Satz P4
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3. INTEGRATION UND UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

3.1. Erinnerung: Maf3- und Integrationstheorie. In Analysis III hatten wir das Le-
besgue-Mafl und das Lebesgue-Integral eingefiihrt. Die genauen Definitionen interessieren
uns jetzt nicht weiter. Wir erinnern in diesem kurzen Kapitel jedoch an die wichtigsten
Eigenschaften vom Lebesgue-Mafl und vom Lebesgue-Integral.

Folgenden Satz hatten wir in Kapitel 6 von Analysis III bewiesen.

Satz 3.1. Jede kompakte Teilmenge und jede beschrinkte offene Teilmenge von R™ ist
messbar und besitzt ein endliches Volumen.

Wir erinnern auch an Satz 7.4 aus der Analysis I1I.

Satz 3.2. Es sei T € GL(n,R) eine invertierbare Matriz. Dann gilt fir alle messbaren
Teilmengen B von R", dass

Vol,(T - B) = |det(T)|- Vol.(B).

Fiir Vektoren vy, ..., v, in R™ bezeichnen wir mit
k
P(’Ul,. .. ,”Uk) = {Z)\Z’Ul )\1,. . .,)\k € [O, 1]}
i=1
das durch vy, ..., v, in R™ aufgespannte Parallelotop. Wenn die Vektoren linear unabhéngig
sind, dann nennen wir P(vy,...,v) ein k-dimensionales Parallelotop. Fiir k = n = 2 ist

dies insbesondere das durch v; und vy aufgespannte Parallelogramm. Fiir £ = n = 3 ist
dies der durch vy, v, und v aufgespannte Spat.

P(v,w) = { v+ pw ’ A e 0,1} das Parallelotop P(u,v,w) in R3
ist das von den Vektoren v und w
in R? aufgespannte Parallelogramm

der Flacheninhalt betrigt | det(vw)| das Volumen betréigt | det(uv w)]

ABBILDUNG 14.

Der folgende Satz 7.3 aus der Analysis III gibt nun insbesondere eine geometrische Inter-
pretation des Absolutbetrags der Determinante einer quadratischen Matrix. Den Satz kann
man auch leicht dadurch beweisen, dass man Satz B2 auf den Einheitswiirfel [0, 1]" C R"
anwendet.
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Satz 3.3. Es seien vq,...,v, € R™. Dann gilt
Vol,, (P(vl, . ,Un>) = ’det (v1 . vn)‘ )

In Analysis III hatten wir den Begriff der Lebesgue-Integrierbarkeit und des Lebesgue-
Integrals eingefiihrt. Im Folgenden zitieren wir Satz 9.4 aus Analysis 111, dieser verbindet
die Begriffe von Lebesgue-Integral und Riemann-Integral. Zudem erlaubt es uns dieser Satz
in den meisten Fiéllen, dass Integral einer Funktion im reellen mithilfe der Methoden aus
der Analysis I zu bestimmen.

Satz 3.4. Jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch Lebesque-integrierbar
und es gilt

ff(x)dx = ffdv.
]

a la,b
) N—_——
Riemann-Integral Lebesgue-Integral

Im weiteren Verlauf der Vorlesung sagen wir einfach “integrierbar” anstatt “Lebesgue-
integrierbar” und wir sagen “Integral” anstatt “Lebesgue-Integral”. Fiir eine integrierbare
Funktion f: U — R, welche auf einer Teilmenge U von R™ definiert ist, verwenden wir, je
nach Zusammenhang, unter anderem folgende Notationen fiir das Integral:

[fdv = [ fx)de = [ f(y)dy.
U U U

Der néchste Satz folgt leicht aus Satz 8.20 aus der Analysis I11. Dieser deckt die meisten
Falle ab, welche uns interessieren.

Satz 3.5. Jede stetige Funktion f: K — R auf einer kompakten Teilmenge K von R™ ist
integrierbar.

Der folgende Satz ist ein Spezialfall von Satz 8.17 aus der Analysis III Vorlesung.

Satz 3.6. Essei f: A — R eine integrierbare Funktion auf einer messbaren Menge A C R".
Wenn sich g: R® — R von f nur auf einer Nullmenge unterscheidet, dann ist auch g
integrierbar und es gilt zudem, dass

f fdv = f gdv.
A A
Der néchste Satz erlaubt es uns den Absolutbetrag von Integralen nach oben abzuschétzen.
Der Satz folgt leicht aus den Aussagen von Kapitel 8 in Analysis III.

Satz 3.7. FEs sei A C R" eine messbare Menge und es sei f: A — R eine integrierbare
Funktion. Dann gilt

< Vol (A) -sup {|f(z)| |z € A}.

[ fdv
A

Der folgende Satz von Fubini erlaubt es uns in vielen Féllen das Integral im mehrdimen-
sionalen auf mehrere eindimensionale Integral zuriickzufiihren.
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Satz 3.8. (Fubini) Es sei A C R¥ x R™ eine kompakte Teilmenge und es sei

f:rA = R

(z,y) = [flz,y)
eine stetige Funktion. Wir schreiben

Y = {ye R es gibt ein x € R™ mit (z,y) € A},

und fiir alley € Y setzen wir

Aly) = {z eR™|(z,y) € A}.
Dann gilt

[ tayydedy = [ [ fla,y) de dy.

A Y A(y)

nach dem Satz von Fubini gilt

[ fa,y)ydedy = [ [ fla,y)dzdy
A Y Aly)

ABBILDUNG 15. Ilustration vom Satz von Fubini.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(x,y) = * + 3* auf dem Dreieck
A = {(z,y) €eR*|z €0,2] und y € [0, 7]}

Es folgt aus Satz B3, dass f integrierbar ist. Wir méchten nun das Integral von f mithilfe
vom Satz von Fubini bestimmen. In diesem Fall ist

Y A={(z,y) e R?*|z €[0,2] und y € [0, z]}

2T \

14

fiir ein gegebenes y € [0, 2] liegen die moglichen z-Werte in A(y) = [y, 2]

die moglichen y-Werte in A liegen in Y = [0, 2]

ABBILDUNG 16.

Y = alle moglichen y-Werte von Punkten in A = [0, 2].
Zudem gilt fiir jedes y € [0,2], dass
A(y) = alle z-Werte von Punkten in A mit y-Wert y = [y, 2].
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Es folgt also, dass

y=2 x=2
fxz—i—dexdy = f fxz—i-dex dy = f fx2+y2dx dy.
A T [0’2} [y72] T y=0 z=y
Satz von Fubini Satz B4

Der Rest der Rechnung besteht nun aus zwei einfachen Riemann-Integralen.

Der vielleicht wichtigste und auch schwierigste Satz den wir in Analysis III bewiesen
hatten ist der Transformationssatz.

Satz 3.9. (Transformationssatz) Es seien U,V C R" offene Mengen, es sei &: U — V
ein Diffeomorphismus und es sei f: V — R eine Funktion. Dann gilt ™

[ 1(@®(@)) - det Do) de = [ f(y)dy.
U 1%

o

ABBILDUNG 17. Ilustration der Transformationsformel.

Bevor wir den letzten Satz des Kapitels formulieren und beweisen fithren wir noch fol-
gende Sprechweisen ein, welche wir immer wieder in der Vorlesung verwenden werden.

(1) Ein abgeschlossener Quader (oder oft auch nur kurz Quader) ist eine Teilmenge von
R"™ der Form

Q = [ay,b1] X -+ X [an, b,], wobei a; < b; furi=1,... n.
(2) Ein offener Quader ist eine Menge der Form
Q = (a1,b1) x -+ X (an,b,), wobei a; < b; firi=1,...,n.

Der Abschlufl von einem offenen Quader ist natiirlich ein abgeschlossener Quader. Zudem
ist das Innere von einem abgeschlossenen Quader ein offener Quader.

Der folgende Satz besagt, dass man unter gewissen Voraussetzungen Integral und Dif-
ferentiation vertauschen kann. Wir werden diesen Satz spéiter im Beweis vom Integralsatz
von Gaufl bené6tigen.

6Dje Gleichheit soll dahingehend interpretiert werden, dass das Integral auf der linken Seite existiert
genau dann, wenn es auf der rechten Seite definiert ist, und wenn diese existieren, dann gilt die Gleichheit
der Integrale.
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Satz 3.10. Es sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader und es sei

fila,b xQ — R
(t,y) — f(t,y)

eine stetig differenzierbard™ Funktion. Dann gilt fiir alle to € (a,b), dass

d 0
Gl rtydy| = f oif (to,y) dy.
to e
Q Q
— partielle Ableitung
Funktion in t von f bei (to,y)

Beweis. Wenn Vol(Q)) = 0, dann folgt aus Satz B72, dass beide Seiten der gewiinschten
Gleichheit schon null sind. Es gibt also nichts zu beweisen. Wir nehmen nun an, dass
Vol(Q) > 0.

Es sei also ¢y € (a,b). Wir wihlen ein n > 0 mit [ty — 1, to + n] C (a,b). Wir wollen also
zeigen, dass

%ff(t,y)dy‘t — [ Sttty = o
Q 0 Q

Mit anderen Worten wir wollen zeigen, dass

,gigg)g F(Flto+hoy) = f(toy) = Gl y)dy = 0.

Aus der Definition von partiellen Ableitungen folgt fiir jedes einzelne y € (), dass
.1 2]
lim 5 (f(to + h,y) = f(to,y)) — g7/ (to,y) = 0.

Aber die “Geschwindigkeit” mit der dieser Grenzwert verschwindet héngt a priori
von y € () ab.

Wir wollen also zeigen, dass der Grenzwert verschwindet. Um dies zu zeigen, arbeiten wir
direkt mit der Definition vom Grenzwert. Es sei also € > 0. Fiir y € @ setzen wir™

(y) = sup {u € [0, 7] ‘I%(f(tonth,y)—f(to,y))—%f(to,y)\ < 5%y fir alle 0 < |1] < u}-

Nachdem f stetig differenzierbar ist, folgt, dass d(y) > 0.

Am liebsten wiirde man jetzt das Minimum von ¢ auf ) betrachten. Der Definiti-
onsbereich @) ist zwar kompakt, aber es ist nicht klar, warum ¢ stetig sein soll. In
der Tat werden wir in Ubungsblatt 2 sehen, dass ¢ im allgemeinen nicht stetig ist.
Wir miissen deshalb mit einer schwécheren Version von Stetigkeit arbeiten.

1TWir sagen eine Funktion g auf einem abgeschlossenen Quader K ist stetig differenzierbar, wenn g
stetig ist, wenn g im Inneren von K stetig differenzierbar ist, und wenn sich die partiellen Ableitungen von
g vom Inneren zu einer stetigen Funktion auf dem ganzen Quader K fortsetzen lassen.

BGrob gesprochen ist also 0(y) das “maximale §”, welches fiir y € @ funktioniert.
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In Ubungsblatt 2 werden wir sehen, dass die Funktion 6: Q — R> halbstetig nach unten
ist, dies bedeutet ™

v V 4 YV o 6(y) > (yo) — a.

Y€Q a>0 B>0 yeBs(yo)NQ

Wir betrachten nun

\:\/b \O\/:\/

die Funktion ist die Funktion ist nicht
halbstetig nach unten halbstetig nach unten

ABBILDUNG 18.

po= inf{d(y) |y € Q}.
In Ubungsblatt 1 hatten wir schon gesehen, dass aus der Tatsache, dass d(y) > 0 fiir alle
y € @, der Tatsache, dass 0 halbstetig nach unten, und der Voraussetzung, dass () kompakt
ist, folgt, dass p > 0. Fiir alle h € (0, p) gilt nun, dass

' J E(F(to+ hoy) = Flto,)) — 2 F(to,y) dt
Q

< Vol(Q) - sup { |1 (f(to + h.y) = flto,y)) = i f(tov)| [y € Q) <
Sa/[zB:Z SQ;EI(Q)

Wir haben damit gezeigt, dass der Grenzwert verschwindet, und wir haben damit den Satz
bewiesen. ([l

3.2. Motivation fiir Integrale auf Untermannigfaltigkeiten. Fiir eine gegebene k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit M/ C R™ wollen wir nun das Integral fiir “verniinftige”
Funktionen f: M — R™ einfithren. Dieses Integral sollte dabei sicherlich folgende Eigen-
schaft besitzen: wenn M = P(vy,...,v;) ein k-dimensionales Parellotop in R™ ist und wenn
f: M — R eine konstante Funktion mit Wert C' ist, dann soll gelten™

f fdv = (- k-dimensionales Volumen von M.
M

19 Anschaulich gesprochen kann also die Funktion § nach oben springen, aber nicht nach unten.

20Dje Tatsache, dass ein Polytop streng genommen keine Untermannigfaltigkeit ist, soll uns bei dieser
Diskussion nicht stéren. Die inneren Punkte von einem k-dimensionalen Polytop bilden beispielsweise eine
Untermannigfaltigkeit.
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Die rechte Seite ist von der Bedeutung wohl intuitiv klar, aber wir wollen im Folgenden
Kapitel eine prézise Definition vom k-dimensionalen Volumen eines k-dimensionalen Par-
allelotops geben, und wir wollen eine brauchbare Gleichung fiir dieses Volumen herleiten.

3.3. Einschub: Lineare Algebra. Es sei £ < n. Im Folgenden identifizieren wir die k-
dimensionale Ebene

Er:={(x1,...,2,) ER"|21,...,2 ER 2}y = -+ =1, =0}

mit R*. Es seien vy, . .., v, linear unabhingige Vektoren in R”™. Dann spannen die Vektoren
das k-dimensionale Parallelotop

k
P = P(vy,...,0) := {;liviul,...,lke [0,1]}

auf. Wenn £ < n dann folgt aus der Diskussion von Kapitel 6.2 der Analysis III, dass
Vol,,(P) = 0. Aber zumindest anschaulich ist es klar, dass P ein “k-dimensionales Volumen
besitzt”. Wir wollen nun ein verniinftiges k-dimensionales Volumen Vol (P) fiir solche k-
dimensionale Polytope einfithren. Hierbei soll “verniinftig” folgendes heiflen:

(1) Wenn das Parallelotop P schon in Ej liegt, dann kénnen wir P als Teilmenge von
R* auffassen und Vol (P) soll gerade das iibliche k-dimensionale Volumen einer
Teilmenge von R* sein.

(2) Das Volumen soll invariant unter Anwendung von orthogonalen Matrizen sein, d.h.
wenn P ein k-dimensionales Parallelotop ist und A € O(n) eine orthogonale Matrix,
dann soll

Vol (A - P) = Volg(P)
gelten.
Wir werden jetzt diese beiden Wiinsche verwenden um Voli(P) allgemein einzufiihren.
Dazu benotigen wir folgenden Satz.
Satz 3.11. Es sei P C R" ein k-dimensionales Parallelotop. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

(1) Es gibt eine orthogonale Matriz A € O(n), so dass A- P in Ey = R¥ liegt.
(2) Wenn A und B zwei orthogonale Matrizen in O(n) sind, so dass A- P und B - P
in Ey = RF liegen, dann gibt es auch eine orthogonale Matriz Q € O(k), so dass

Q-(A-P) = B-P.

hierbei fassen wir A- P und B - P als Teilmengen von R* auf.
(3) Unter der Voraussetzungen von (2) gilt

Voly(A - P) = Voly(B - P).

Beweis. Es sei also P ein von linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, € R™ aufgespanntes
Parallelotop.
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(1) Wir miissen nun also zeigen, dass es eine orthogonale Matrix A gibt, so dass
Avy, ..., Av, € E, = RF. Nachdem wvy,...,v; linear unabhingig sind, kénnen
wir nach dem Basisergdnzungssatz diese Vektoren zu einer Basis vy,...,v, von
R"™ erginzen. Wir wenden nun den Gram-Schmidt-Algorithmus auf diese Basis
vy, ...,v, an und erhalten eine orthonormale Basis wy, ..., w, mit der Eigenschaft,
dass fir alle m € {1,...,n} gilt Span{vy,...,v,,} = Span{wy,...,w,}. Wir be-
zeichnen nun mit C' die orthogonale Matrix, deren Spalten gerade durch wq, ..., w,
gegeben sind. Dann gilt C - e; = w;. Insbesondere gilt

C-E, = C-Span(ey,...,ex) = Span(wy,...,wg) = Span(vy,..., ).
Daraus folgt nun auch, dass
C~'-P cC'-Span(vy,...,v,) = Span(ey,...,ex) = Ej.

Also hat die orthogonale Matrix A = C~! die gewiinschte Eigenschaft.

(2) Es seien A und B zwei orthogonale Matrizen, so dass A- P und B - P in Ej, = RF
liegen. Die Abbildung

o:R* — R”
v = B-A1l.w

ist dann eine Isometrie und es gilt ®(A- P) = B - P. Nachdem A- P und B - P in
E) liegen und Ej aufspannen, folgt es, dass ®(Fy) = Ej. Die Einschrankung von
® auf E), = R¥ ist eine Isometrie und kann also durch eine orthogonale Matrix @
dargestellt werden. Diese Matrix hat die gewiinschte Eigenschaft.

(3) Diese Aussage folgt nun aus (2) und Satz B2, denn fiir jede orthogonale Matrix )
gilt | det(Q)| = 1. O

Es sei nun P C R™ ein k-dimensionales Parallelotop. Nach Satz BT (1) existiert eine
orthogonale Matrix A € O(n), so dass A- P in B, = R¥ liegt. Wir definieren nun das
k-dimensionale Volumen von P als

Voly(P) = Voly(A- P).
CEk:Rk

Es folgt aus Satz BT (3), dass diese Definition nicht von der Wahl der orthogonalen Matrix
A abhéngt.
Es stellt sich nun die Frage, ob man das Volumen von P auch “direkt” von den Vektoren
v1, ..., U ablesen kann, ohne zuerst eine orthogonale Matrix A wie oben finden zu miissen.
Wir machen hierzu folgende Uberlegungen. Wenn die Vektoren vy, ..., v, € E, = R*
liegen, dann gilt nach Satz BZ3, dass

Vol (P(vy,...,vr)) = |det(vy ... vp)l.

In diesem Fall konnen wir also das k-dimensionale Volumen mithilfe der Koordinaten der
Vektoren vy, ..., v, bestimmen. Nachdem sich das k-dimensionale Volumen unter Anwen-
dung einer orthogonalen Matrix nicht &ndern soll, wollen wir nun einen Ausdruck in den
Koordinaten vy, ..., v hinschreiben, welcher folgende zwei Eigenschaften besitzt:
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(1) wenn vy, ..., v in B = R* liegen erhalten wir den Absolutbetrag der Determinate
der Matrix (vq ... vg),
(2) der Ausdruck dndert sich nicht unter Anwendung einer orthogonalen Matrix.

Die Idee ist nun die Determinate der Matrix (v ... vg) zu bestimmen durch die Skalarpro-
dukte® v - vj, 2 =1,...,k, denn diese sind invariant unter Anwendung einer orthogonalen
Matrix. Wir bendtigen nun folgendes Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma 3.12. Es seien uq, ..., u; € RF beliebig. Dann gilt

| det(uy ... uk)‘ = \/det ((uz : Uj)i,j:l,...,k)-

Beweis. Wir schreiben u; = (u;1,...,uy) und wir bezeichnen mit U die k x k-Matrix
U= (uy ... ug). Dann gilt, dass

det ((u; - uj)ije1, k) = det(U-UT) =det(U) - det(UT) = det(U)*

k
denn der 4j-Eintrag von U - UL = >y - Ujp = U; - Uj ]
=1
Fiir eine n x k-Matrix V' mit Spaltenvektoren vy, ..., v, € R™ definieren wir nun die
Gramsche Determinante wie folgt:%
Gram(V) = Gram (v ... v) = det ((v; - v))ijo1,.5)-
—_—— —— ———
nxk—Matrix kxk—Matrix
Lemma 3.13. Es seien vy,...,v; linear unabhingige Vektoren in R™. Dann gilt
Voly, (P(vr,...,v5)) = /Gram(vy ... vg).
Beweis. Es seien also vy,...,v; linear unabhéngige Vektoren in R”. Wir wéhlen eine or-

thogonale Matrix A mit A - P(vy,...,v;) C Ei. Dann gilt
Voly, (P(vy, ..., vx))” = Vol (A~ P(vy,...,v))* = Vol (P(Auy, ..., Avy))

g

=Rk Av;€E;, =Rk
per Definition ch=R vieEk
= det(Am . AU}C) = det((AvZ . AUj)i,jzl,...,k)
T \qf—/ T ~ /
Av; € Ey=RF cEu—RK
Satz B33 e Lemma B2 AvicEp=R
= det (\(AUZ : Avj)i7j:17,,,,;3) T: det ((Uz : Uj)i,jzl,,,.yk).
Av; €, CR™ )
viehrc denn A ist orthogonal
= Gram(v; ... vy)>
2IWie iiblich bezeichnen wir fiir Vektoren v = (vy,...,v,) und w = (w1, . .., w,) in R™ mit
veow = (v,w) = Y vw; €R

i=1
das Skalarprodukt.
22Der Beweis von Lemma B2 zeigt, dass det ((vi - v5)ij=1

.....
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Wir erhalten die gewiinschte Aussage durch Wurzelziehen. O
Beispiel. Es seien a = (a1, as,a3) und b = (by, by, by) zwei linear unabhéngige Vektoren in
R3. Das Kreuzprodukt a x b ist definiert als der Vektor

3

) . . . a2b3—a3b2
axb = Y (1) det (Mo Mot (e0), wobel (_albmgbl).

pt die i-te Zeile gestrichen ist a1y — asby

In Ubungsblatt 2 werden wir mithilfe von Lemma B3 zeigen, dass
|la x b|| = Flécheninhalt des Parallelotops P(a,b).

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir auch noch folgende Eigenschaft der Gram-
schen Determinante bendtigen.

Lemma 3.14. FEs sei V eine n X k-Matriz und es sei A eine k X k-Matriz. Dann gilt
Gram(V - A) = det(A4)*- Gram(V).
n X k-Matriz

Bemerkung. Fiir eine n x k-Matrix V' gilt Gram(V') = det (VTV). Wenn V' nun eine qua-
dratische Matrix ist, dann folgt die Aussage von Lemma B4 leicht aus dieser Bemerkung
der der Multiplikativitdat der Determinante.

Beweis. Essei V = (vy ... vg) eine n X k-Matrix und es sei A eine k x k-Matrix. Die Matrix
A ist das Produkt von Elementarmatrizen, d.h. von Matrizen der Form
id 0 0 0 O id 0 0 0 O
b 0 0 00 0 1 0 01 0 A 0
D=1y ol P=1|0oo0oidoo|l wd@Q= |0 0id 0 0
0 0 A 0 1.0 0 0 000 1 0
0 0 0 0 id 0 0 0 0 id

Es folgt nun leicht aus der Multiplikativitdt der Determinante, dass es geniigt die Aussage
fiir diese drei Typen von Matrizen zu beweisen. Dies geschieht in allen drei Féllen durch
eine elementare Rechnung.

Wir fiithren dies nun noch etwas genauer aus. Wir betrachten dazu die drei Typen von
Matrizen.

(1) Es sei D = (d;;) eine Diagonalmatrix mit Eintrégen Ay, ..., A\;. Dann gilt
Ubungsblatt 2
Gram ((v1 C V) D) = Gram(lyvy ... Lop) =112 Gram(v; ... vg)
= det(D)? - Gram(v; ... vy).
(2) Es sei P wie oben, wobei die Einser in den Spalten ¢ und j stehen. Dann ist
elementare Rechnung

Gram ((v1 C V) P) = Gram(vy ... vj ... v ... v,) = Gram(vy...vy)
= det(P)? - Gram(v; . .. vy).
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(3) Es sei @ wie oben, wobei X in der i-ten Spalte und der j-ten Zeile steht. Dann ist

elementare Rechnung

Gram ((vl C V) Q) = Gram(vy ... v; + \vj... v,) = Gram(vy ... vy)
= det(Q)? - Gram(vy ... vg). [

Das folgende Lemma gibt uns also eine weitere Moglichkeit die Gramsche Determinante
zu bestimmen.

Lemma 3.15. FEs sei A eine n X k-Matriz mit k < n. Dann gilt
Gram(A) = Z det (AZ-1 77777 ik)Q.

i< <ip
Hierbeir summieren wir diber alle i1,...,1, mit 1 < iy < --- <1, < n und wir bezeichnen mit
Ai, .. i, die Matriz, welche wir aus A erhalten indem wir nur die Zeilen i1, . . ., i betrachten.

Beispiel. Wir betrachten die 3 x 2-Matrix

1 0
A= 10 1].
a b
Dann gilt

2 1 0\’ 1 0\’ 0 1\’
Gram(A) = Y (det 4; ;)" = det (0 1) + det (a b) + det (a b) = 1+a%+ 02
/I\ i1 <1z T

Lemma B3 die einzigen Moglichkeiten sind (i1,72) = (1,2), (1, 3), (2, 3)

Andererseits kann man auch direkt berechnen, dass

2
Gram(A) = det (1 Zba ) ibb2> = (14+a®)(1+b*) —a®b* = 1+a*+ b

Nachdem dies eigentlich ein Lemma aus der Linearen Algebra ist werden wir den Beweis
des Lemmas nur skizzieren.

Beweisskizze. Im Beweis von Lemma B2 hatten wir insbesondere gesehen, dass fiir eine
n x k-Matrix gilt Gram(A) = det(AT A). Es geniigt nun also folgende etwas allgemeinere
Aussage zu beweisen.

Behauptung. Es seien A und B zwei n x k-Matrizen mit k£ < n. Dann gilt
det (ATB) = Z det (Azl _____ Zk) . det (Bih---,ik)'
i< <ip
Es sei A eine festgewihlte n x k-Matrix mit £ < n. Wir wollen nun zeigen, dass die obige
Gleichung fiir alle n x k-Matrizen gilt. Fiir by,...,b; € R™ bezeichnen wir im Folgenden

mit (by ... b) die n x k-Matrix deren Spalten gerade by, ..., by sind. Wir machen folgende
Beobachtungen:
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(1) Eine elementare Rechnung zeigt, dass die Gleichung fiir alle Matrizen der Form
B = (ej, ... ej;) gilt, wobei ey, ..., e, wie tiblich die Einheitsvektoren von R™ sind.
(2) Wenn die Gleichung fiir eine Matrix der Form B = (b; ... by) gilt, dann folgt aus
der Linearitit der Determinante, dass die Gleichung auch fiir jede Matrix der Form
(3) Wenn die Gleichung schon fiir zwei Matrizen der Form B’ = (by,...,0, ..., b;) und
B" = (by ... b ... by) gilt, dann folgt aus der Linearitit der Determinante, dass
die Gleichung auch fiir die Matrix B = (by ... b, + b/ ... by) gilt.
Jede n x k-Matrix kann man aus Matrizen der Form (1) durch mehrfache Anwendungen
der Operationen (2) und (3) erhalten.” Wir haben damit die Behauptung bewiesen. [

3.4. Integration auf Untermannigfaltigkeiten I. Es sei M eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und es sei f: M — R eine Funktion. In diesem Kapitel nehmen wir an,
dass es eine Karte ®: U — V gibt, so dass f auflerhalb von U N M verschwindet.

hier ist f o ®~! nicht null hier ist [#0

\ Parallelotop aufgespannt von
Wiirfel aufgespannt von eq, ..., e D® (ey),..., D®(e}) mit k-dimensionalem

Volumen Gram (DQ(I)_I)(CL) o (DQ(D_I)(()/;Y))

ABBILDUNG 19. Illustration der Transformationsformel.

Wir kénnen jetzt natiirlich die Funktion fo®~! auf V' N E}, betrachten. Allerdings hatten
wir in Lemma B3 gesehen, dass die Abbildung ®~! das k-dimensionale Volumen an einem
Punkt @ € V N E um den Faktor

Gramg(Q) = Gram ((Do®")(e1) ... (Do®")(ex))

v~

die ersten k Spalten von Dg®~!
“verzerrt”. Wir sagen jetzt f: M — R ist integrierbar, wenn
VNnE, — R

r — f(®(z))-/Gramg(z)

23Warum ist dies der Fall?
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integrierbar ist, und wir definieren ® =

1= [ f(@71(2)) - \/Grama(@) da.

VNEy

Der folgende Satz besagt nun, dass diese Definitionen nicht von der Wahl der Karte ®
abhéngen.

Satz 3.16. Es sei f: M — R eine Funktion auf einer k-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit M. Zudem seien ®: U — V' und O: U — V zwei Karten, so dass f auflerhalb von
UNU verschwindet. Dann gilt =

f f(@71(x)) - /Gramg(x) dr = f F(@ (y)) - /Gramg (y) dy.

VNEg vak

Beweis. O.B.d.A. kbnnen wir annehmen, dass U = U.Z Wir bezeichnen mit ¥ und U die
Umkehrabbildungen von ® und ®. Wir betrachten die Diffeomorphismen © = ® o ¥ und
I=doU. (Zur Orientierung hilft es vielleicht Abbildung PO zu studieren.)

Wir schreiben V' = V N E, und V' =Vn Ey,. Wir fassen V'’ und V' als Teilmengen
von R¥ auf. Wir bezeichnen nun mit ¥’ und ©’ die Einschrinkungen von ¥ und © auf
V' =V N E; und wir bezeichnen mit U’ und I" die Einschrinkungen von ¥ und I' auf
V' =V N Ey. Die Abbildung I": V' — V' ist dann ein Diffeomorphismus.®

/,,,U:U MNU

ABBILDUNG 20. Ilustration zum Beweis von Satz BI8.

24Djie Notation [ f “ohne ein dz” ist kein Tippfehler, sondern beabsichtigt.

M

ZWir fassen hierbei V N E}, natiirlich als Teilmenge von R* auf, d.h. das Integral auf der rechten Seite
ist das Integral einer Funktion auf einer Teilmenge von R,

26Genau gesprochen ist die Aussage, dass wenn das eine Integral existiert, dann existiert auch das andere,
und die Integrale stimmen tiberein.

2"In der Tat, denn wir kénnen zu UNU, ®(UNU) und ®(UNU) iibergehen, ohne dass sich die Aussagen
verdndern.

28In der Tat, denn I" ist offensichtlich bijektiv, und als Einschrinkung einer glatten Abbildung wieder
glatt. Das gleiche Argument zeigt aber auch, dass auch die Umkehrabbildung von I, nimlich © glatt ist.
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Es ist nun

) fE F(@ () - \/Gramg(z)dz = [ f(¥'(z)) - \/Gram(D, V') dx

NEg v’
= ff(\I/’( ) - v/Gramg (Dr,) V') - | det D, I"| dy
T v

Transformationssatz angewandt auf I': V/ — V

= [ (#(w)) - \/Gram (D, V' Droyy @) - | det D, 1| dy
V/

Kettenregel angewandt auf ¥’ = ¥’ o ©/

= [ F(¥'(y)) - | det(Dry©)| -/ Gram (D, 1) - | det D,I"| dy
+ v

Lemma BT angewandt auf die k x k-Matrix D (,)©’

— !f(\IJ’(y)) -4/ Gram (Dy\IJ’) dy

denn Dp/(y)G' = (D F’)*l

f f \/Gramq) ) dy. 0

VﬂEk

Wir wollen nun in den folgenden Kapiteln die Integration von beliebigen Funktionen auf
einer Untermannigfaltigkeit auf den jetzt gerade betrachteten Fall zuriickfiihren.

3.5. Integration auf Untermannigfaltigkeiten II. In diesem Kapitel definieren wir
das Integral von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten, welche einen endlichen Atlas
besitzen, d.h. einen Atlas, welcher aus endlich vielen Karten besteht. Beispielsweise ist es
offensichtlich®, dass jede kompakte Untermannigfaltigkeit einen endlichen Atlas besitzt.

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei zudem A = {®;: U; — V; };¢s ein
Atlas fiir M. Eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung von M ist eine Menge
Z von Teilmengen Z;,7 € I mit folgenden Eigenschaften:

(1) fiir alle @ gilt Z; C U; N M,
(2) fiir alle 7 ist ®;(Z;) eine messbare Teilmenge von Ej = R*,
(3) es ist™
M = |]Z,.
el
Satz 3.17. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem endlichen Atlas
A eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerleqgung von M.

29Warum ist das “offensichtlich”?
30Zur Erinnerung, X = AU B bedeutet, dass X die disjunkte Vereinigung von A und B ist, d.h. es ist
X=AUBund ANB=0.
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Beweis. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei A = {®;: U; — V;|i =1,...,m}
ein endlicher Atlas fiir M. Wir setzen Z; = Uy N M und fiir ¢ = 2,...,m definieren wir
iterativ

i—1
Zi = (UZDM)\ UZj—l'
j=1

Es ist nun offensichtlich, dass die Mengen Z1, . .., Z, die Eigenschaften (1) und (3) besitzen.
Der Beweis, dass (2) gilt, ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. O

Es sei f: M — R eine Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit, welche einen endlichen
Atlas A ={®;: U; » V;|i =1,...,m} besitzt. Wir wéhlen eine dem Atlas A untergeord-
nete messbare Zerlegung Z = {7, ..., Z,,} von M. Wir sagen f ist integrierbar, wenn fiir
alle i = 1,...,m die Funktion®™ f .y, : M — R integrierbar ist. Wenn dies der Fall ist,
dann definieren wir das Integral von f: M — R als

(=3 [xaf
M i=1 M

———
definiert in Kapitel B4

Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl eines endli-
chen Atlanten und der Wahl der untergeordneten messbaren Zerlegung ist. Dies erfolgt im
folgenden Lemma.

Lemma 3.18. Es sei f: M — R eine Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M. Aufler-
dem seien A ={®;: U; = V;|i=1,...,m} sowie A ={®,: U = V/|i=1,...,m'} zwei
endliche Atlanten und es es seien Z = {Zy, ..., Zn} sowie Z2' ={Z],...,Z ,} den Atlanten
A und A" untergeordnete messbare Zerlegungen. Dann gilt

fiir alle i = 1,...,m ist die Funktion fir allei =1,...,m’ ist die Funktion
fxz: M — R integrierbar J Xz : M — R integrierbar.

Wenn dies der Fall ist, dann gilt zudem
>z f =[xz f
i=1 M i=1 M

Beweis. In dem wir zu den Schnittmengen U; N U] und Z; N Z} iibergehen konnen wir

0.B.d.A. annehmen, dass m = m' und Z; = Z} fiir t = 1,...,m. Die Aussage des Lemmas
folgt nun aus der schon bewiesenen Wohldefiniertheit von Integrierbarkeit und Integral von
Funktionen, welche “durch eine Karte abgedeckt” werden. 0

317ur Erinnerung, fiir eine Teilmenge A C R" ist die charakteristische Funktion x4: R™ — R gegeben
durch xa(z) =1, falls € A und xa(z) =0, falls x & A.

32Die Funktion f -y z, hat die Eigenschaft, dass es eine Karte, ndmlich ®,: U; — V; gibt, so dass sie
auflerhalb von U; N M verschwindet. Also ist die Integrierbarkeit dieser Funktion schon in Kapitel B4
definiert.
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3.6. Beispiele. In diesem Kapitel wollen wir explizite Rechenformeln angeben um Inte-
grale von stetigen Funktionen auf S' und S? zu bestimmen.

Satz 3.19. Es sei f: S — R eine stetige Funktion. Dann gilt

@=27

ff = f f(cos @, sin ) dp.
Sl

»=0

Beweis. Wir betrachten den Atlas von S', welchen wir auf Seite [¥ eingefiihrt hatten. Wir
betrachten zuerst die Diffeomorphismen

U:Vi=(—mm)x(-1,1) - U:=¥(V)CR?
(14 s)cosyp
<¢’S> = ((1+s)singp) )
und
UV =(0,21) x (-1,1) — U :=9'(V')CR?
(I1+s)cosyp
“075) = ((l-l-s)singo) :
Ein Atlas von S! ist dann gegeben durch die beiden Karten ® := ¥~!': U — V und
¢’ = V'~ U — V'. In diesem Fall ist

Gramg(p, s) = Gram(l. Spalte von D(w)q)*l)

= Gram(l. Spalte von ( ((111;));25 Z?;g)) = Gram <_((1115));2£) (1+ )%

-~

=D(p,5)¥

Natiirlich gilt das gleiche Ergebnis auch fiir Gramg (¢, s). Nach dieser Nebenrechnung wen-
den wir uns jetzt der eigentlichen Berechnung zu. Als dem Atlas untergeordnete messbare
Zerlegung von M wihlen wir Z = {1} und Z' = U’ N S' = S'\ {1}. Dann ist

[f = szerfo/-
st T st

per Definition

= | =z f)o¥. \/Gramcp 0. 0)de + [ Xz - [)oW- \/Gram@ ©,0)dp

PECTT) G i £ 0 =1 #€(0,2m) — fou
|
per Definition, denn V N E; = (—7, X7) und V' N E; = (0, 27)
p=2m
= [ (fo)p,0)dp = [ [fleosp,sinp)dp = [ flcosp,sing)dp.
pe(0,2m) T p€[0,27] T =0

Satz B4 Satz B2 0
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Satz 3.20. Es sei f: S? — R eine stetige Funktion. Dann gilt

=27 O=m

ff - f ff(COSQO'SinQ,SingO'Sine,COSQ)-Sin9d9d4p.
S2

=0 6=0

Beweis. Wir verwenden den Atlas fiir S?, welchen wir auf Seite [9 angegeben haben. Hierbei
betrachten wir die Abbildung
U: R — R3
(14 s)cosp-sind
(p,0,8) — | (14 s)singp-sinf
(14 s)cosd

Die Karten sind dann durch Umkehrabbildungen von Einschrankungen von ¥ gegeben.
Wir berechnen zuerst

—(1+s)sinp-sinf (14 s)cosg-cos cosey -sind
DoV = (14+s)cosp-sinf (1+s)sing-cosf sing-sinf
0 —(1+4 s)sind cos 0

In diesem Fall gilt nun fiir jede Karte ®, welche durch Invertieren von ¥ gegeben ist, dass
Gramg (¢, 0,s) = Gram (erste zwel Spalten von D(%g’s)\If)

—(1+4s)sing-sinf (14 s)cosy - cosb
= Gram (1+s)cosp-sin@ (1+ s)sing - cosf

0 —(1+ s)siné
1+s)?sin?0 0 :
= det (( )0 (1+ S)2> = (1+s)*sin®0.
/]\
denn Gram(v; ... vg) = det((v; - vj)ij=1,.. k)
Der Beweis ist nun ganz analog zum Beweis von Satz B20. O

3.7. Integration auf Untermannigfaltigkeiten ITI. Wenn M eine Untermannigfaltig-
keit ist, welche einen endlichen Atlas besitzt, dann hatten wir gerade in Kapitel B3 fiir eine
beliebige Funktion f: M — R die Integrierbarkeit und das Integral eingefiihrt. Allerdings
besitzt nicht jede Untermannigfaltigkeit einen endlichen Atlas. Ein Beispiel einer solchen
Untermannigfaltigkeit ist gegeben durch die Flache mit unendlich vielen “Léchern”, siehe

Abbildung 2. &=
Wir beginnen mit folgendem Lemma.

Lemma 3.21. Jede Untermannigfaltigkeit besitzt einen abzdhlbaren Atlas.

33Es ist natiirlich nicht klar, warum die abgebildete Teilmenge von R? eine Untermannigfaltigkeit ist,
und warum diese keinen endlichen Atlas besitzt. Beide Aussagen werden wir (eventuell) in der Vorlesung
Algebraische Topologie genauer behandeln.

34Ein noch einfacheres Beispiel ist gegeben durch M = Z C R. Dies ist eine 0-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, welche ebenfalls keinen endlichen Atlas besitzt (warum?).
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T T~ T T~ T T~ T~

ABBILDUNG 21. Eine Untermannigfaltigkeit, welche keinen endlichen Atlas besitzt.

Beweis. Es sei also M eine Untermannigfaltigkeit von R". Zu jedem x € M gibt es eine
Karte ®,: U, — V.. Wir definieren nun einen rationalen Ball als eine Teilmenge von R"™ der
Form B, (y), wobei y € Q™ und ein r € Q. Zu jedem x € M wihlen wir einen rationalen
Ball® W, so dass # € W, und W, C U,.. Dann ist auch {®,: W, — ®,(W,)}.cn ein Atlas
fiir M. Nachdem es nur abzdhlbar viele rationale Bille gibt, geniigen nun schon abzihlbar
viele dieser Karten um M zu iiberdecken, d.h. M besitzt einen abzidhlbaren Atlas. O

Der Beweis von folgendem Satz ist fast identisch zum Beweis von Satz B=22.

Satz 3.22. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem
abzihlbaren Atlas A eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung von M.

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei A = {®;: U; — V;}ies
ein abzdhlbarer Atlas. Zudem sei f: M — R eine beliebige Funktion. Wir wéhlen eine
dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung Z = {Z;};,c; von M. Wir sagen f ist
integrierbar, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) fiir alle i € I ist die Funktion f - xz : M — R integrierbar,
(2) die Reihe™

>

i€l

fXZi'f‘
M

iiber die Absolutbetrdge der einzelnen Integrale konvergiert.

35Warum existiert solch ein rationaler Ball?
36Es sei I eine abzihlbare unendliche Menge und fiir jedes i € I sei a; € R>o gewahlt. Wir wéhlen eine
Bijektion ¢: N — I und wir setzen
o0
Zai = Z a(p(k).
i k=1
Wir miissen zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von ¢ abhéngt. Dies folgt sofort aus dem
Umordnungssatz 5.14 aus der Analysis 1. Dieser besagt, dass fiir eine Folge bx, k € N und eine Bijektion
1: N — N gilt, dass
o0

by konvergiert absolut == by ) konvergiert absolut und by = > by
k=1 k=1 k=1 k=1
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Wenn dies der Fall ist, dann definieren wir das Integral von f: M — R als &

éf =3 [xz [

iel M
Wir miissen nun natiirlich wiederum zeigen, dass diese Definition unabhéngig ist von der
Wabhl eines endlichen Atlanten und der untergeordneten messbaren Zerlegung. Der Beweis
dazu wird beispielsweise in Kapitel 11.5. von

Konigsberger: Analysis 2 (Springer—Verlag)

ausgefiihrt.

Zum Abschlufl betrachten wir noch die beiden Extremfille, dass M C R" eine Unterman-
nigfaltigkeit der Dimension 0 beziechungsweise eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
n ist. Wenn M eine O-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, welche durch endlich viele
Karten abgedeckt wird, dann besteht M aus endlich vielen Punkten. Fiir eine Funktion

f: M — R gilt dann

Jr =2 1P,

M PeM
d.h. das Integral ist die Summe der Funktionswerte.®® Wenn M eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R" ist, dann ist die Identitédtsabbildung schon eine Karte. Offensicht-
lich ist Gramq(x) = 1 fiir jedes © € M. Also folgt sofort aus den Definitionen, dass

[ f = [ fd
M M
~— ——
Integral auf Integral auf
Untermannigfaltigkeit Teilmenge von R™

3.8. Das k-dimensionale Volumen.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir sagen A C M ist
messbar mit endlichen Volumen, wenn die Funktion x4: M — R integrierbar ist. In diesem
Fall bezeichnen wir dann

Vol (A) = fXA

als das k-dimensionale Volumen von A. Im Fall k = 2 bezeichnen wir Vol,(A) auch als den
Flicheninhalt von A. Wenn Vol (A) = 0, dann bezeichnen wir A als Nullmenge in M.

37Es sei I eine abzihlbare unendliche Menge und fiir jedes ¢ € I sei a; € R gewidhlt. Wir nehmen an,

dass die Reihe Y |a;| konvergiert. Wir wihlen eine Bijektion ¢: N — I und wir setzen
=
o0
Zai = Z aw(k).
i€l k=1
Es folgt wiederum aus dem Umordnungssatz 5.14 aus der Analysis I, sieche Fuinote B8, dass diese Definition
nicht von der Wahl von ¢ abhéngt.

38Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir eine Funktion f: RO = {0} — R das Lebesgue-Integral gegeben
ist durch f(0).
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Beispiele. (1) Wir wollen nun den Flicheninhalt von S? bestimmen. Dieser ist gegeben
durch

=27 =7 =27 =7 p=27
Fldcheninhalt(S?) = f f f sinfdpdf = f f sinfdf dp = f 2dp = 4m.
St 4 e=00=0 =0 6=0
Satz
(2) Es seien vy, ..., v, € R linear unabhéngige Vektoren. Wir bezeichnen mit
k
M(vy,...,0) = {Zlivi l17--~7lk6(071)}
=1

das von vy, ..., v, aufgespannte offene Parallelotop. Wir werden in Ubungsblatt 3 sehen,
dass dies eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, und dass das k-dimensionale Volu-
men gerade dem k-dimensionalen Volumen vom entsprechenden geschlossenen Parallelotop
entspricht, welches wir auf Seite B3 eingefiihrt hatten.

Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerungen der Aussagen aus der Analysis III
iiber Nullmengen. Beispielsweise ist die abzidhlbare Vereinigung von Nullmengen wiederum
eine Nullmenge. Zudem gilt folgendes Lemma.

Lemma 3.23. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wenn zwei Funk-
tionen f,g: M — R auflerhalb einer Nullmenge tbereinstimmen, dann ist f integrierbar
genau dann, wenn g integrierbar ist. Im integrierbaren Fall gilt zudem

if—ég-
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4. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN MIT RAND

Wir erweitern jetzt den Begriff von Untermannigfaltigkeiten etwas:

Definition.
(1) Fiir £ < n bezeichnen wir
Hy = {(x1,...,2,0,...,0) € R"|zq,..., 2 € R und z; > 0},
als k-dimensionale Halbebene und wir schreiben
OH, = {(z1,...,24,0,...,0) € R"|zy,..., 2 € R und z3 = 0}.

(2) Eine Teilmenge M C R™ heiit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem Punkt a € M eine Karte um a gibt, d.h. einen Diffeomorphismus ®: U — V
zwischen einer offenen Umgebung U C R” von a und einer offenen Menge V' C R",
so dass entweder

(i) (M NU) = E, NV, oder
(ii) (M NU) = H,NV mit &(a) € OHy.

(3) Wir sagen a € M ist ein innerer Punkt, wenn es eine Karte ®: U — V um a vom
Typ (i) gibt. Wir sagen a € M ist ein Randpunkt, wenn es eine Karte ®: U — V
um a vom Typ (ii) gibt. Wir bezeichnen mit M die Menge aller Randpunkte und
wir nennen OM den Rand von M.

(4) Ein Atlas von M ist eine Familie {®;: U; — V;};c; von Karten mit M C JU;.

i€l
Eine Karte von Typ (i) ist also der gleiche Typ von Karte, wie wir in schon auf Seite 2
eingefiihrt hatten. Die Karten von Typ (ii) sind neu.

Satz 4.1. Jeder Punkt auf einer Untermannigfaltigkeit ist entweder ein Randpunkt oder
ein innerer Punkt.

Beweis. Es sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Nehmen wir also an,
dass es einen Punkt a € M gibt, welcher sowohl ein innerer Punkt als auch ein Randpunkt
ist. Dann gibt es also eine Karte ®;: U; — Vi um a von Typ (i) und es gibt eine Karte
®y: Uy — Vo um a von Typ (ii). Indem wir zu U; N Uy iibergehen kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass Uy = U, =: U.

Wir schreiben Ny := & (M NU) C E, = R¥ und N, := &(M NU) C Hy C E, = RE.
(Alle diese Objekte werden in Abbildung 23 skizziert.) Wir bezeichnen mit ¥: N; — N,
die Einschréinkung der Abbildung ®,0®; ! auf die offene Teilmenge N;. Dies ist eine glatte,
bijektive Abbildung. Zudem ist an jedem Punkt P € N; das Differential DpW¥ invertierbar.®
Es folgt nun aus Korollar 22, dass ¥: N; — Ny ein Diffeomorphismus ist. Inbesondere ist
Nj eine offene Teilmenge von R*. Aber dies ist nicht der Fall, denn Ny C Hj, und ®y(a) liegt
in 0Hj, besitzt also keine offene Umgebung in N,. Wir haben damit einen Widerspruch
erhalten. ([l

39 der Tat, denn W ist die Einschrankung von dem Diffeomorphismus ®5 o <I>1_1: Vi — V5 auf die

Teilmenge N; = Vi N E). Nachdem Dp (P50 <I>f1) invertierbar ist, ist auch die Einschrinkung auf jeden
Teilraum, in diesem Fall Ey, weiterhin invertierbar.
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0H,
E,

H, |
1-dimensionale 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit Rand Untermannigfaltigkeit mit Rand

ABBILDUNG 22. Schematisches Bild von Untermannigfaltigkeiten mit Rand.

Karte von Typ (i) Karte von Typ (ii)

ABBILDUNG 23. Skizze zum Beweis von Satz B

Bemerkung. Jede Untermannigfaltigkeit im Sinne der Definition auf Seite 1 ist auch eine
Untermannigfaltigkeit im obigen Sinne. Es folgt sofort aus Satz B, dass in diesem Fall

oM = 0.

Beispiele.
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(1) Wir betrachten die Halbsphére

M = {(z,y,2) e R®|2* +y*+ 22 =1 und z > 0}.
Wir wollen zeigen, dass dies eine Untermannigfaltigkeit ist mit Rand
OM = {(z,y,2) eR*| 2> +y?* + 22 =1und 2z = 0}.

Geeignete Einschrankungen der Karten auf Seite T8 geben uns eine Karte von
Typ (i) fiir jeden Punkt (z,y,2) € M mit z > 0. Wir miissen nun noch Karten fiir
die Punkte auf der zy-Ebene finden. Wir betrachten, dhnlich wie auf Seite @, den
Diffeomorphismus
U: V= (—mm) X (— g,%) x(=1,1) — U:=¥(V)
(14 s)cose-sin (5 —0)
(p,0,8) = (1+ s)sing - sin (5 — 0)
(1+s)cos (5 —0)

ISTERNIE

Hierbei gilt
0 >0 <= z-Koordinate von ¥(p,0,s) ist >0
0 =0 <= z-Koordinate von ¥(p,0,s) ist = 0.

Man sieht nun leicht, dass W(HoNV) = M NU, dh. & := 1. U — V ist eine
Karte von Typ (ii). Diese Karte deckt alle Punkte (z,y,0) # (—1,0,0) € M ab.
Indem wir @ geeignet spiegeln erhalten wir auch noch eine Karte fiir den Punkt
(—=1,0,0). Anhand der Karten sieht man leicht, dass OM, wie oben behauptet, der
“Randkreis” ist.
Man kann leicht zeigen, dass der “abgeschlossene” Zylinder
Z = {(&.y,2)] 2% +9* =1 und 2 € [-1,1]}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist mit Rand
0Z = {(z,y,2)|2*+y*=1und z = £1}.
Zudem ist der “halboffene” Zylinder
7 = {(a.y,2) 2%+ =1 und 2 € (~1,1]}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
07" = {(z,y,2)|2* +y*=1und 2z = 1}.
Die Halbebene

H, = {(z1,...,2,0,...,0) € R"|zq,..., 2 € R und 3 > 0},
ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
OH, = {(z1,...,24,0,...,0) € R"|z1,..., 2, € R und 4, = 0}.

400der, alternativ eine leichte Abénderung der Karten auf Seite 23.
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Z=A{(x,y,2)|* +y* =1,z [-1,1]}
M = {(’L,y,Z)‘.LQ‘Fy2+ZQ = 1,2’ > O} 7' = {<I7y72>|l’2+y2 - 17Z S (_11]}

/

OM = {(2,y,2)

PP+ =1:=00 |/ 07 ={@y)|?+y’=1z=1)
0Z ={(z,y,2) |2 +y* =1,z = +1}

ABBILDUNG 24. Beispiele von Untermannigfaltigkeiten mit nichtleerem Rand.

Bemerkung. Ungliicklicherweise gibt es nun zwei verschiedene Definitionen von “Rand”.
Zur Erinnerung, in Analysis III hatten wir folgende Definition eingefiihrt: Es sei A C R”
eine beliebige Teilmenge, dann hatten wir den “topologischen Rand” von A in R™ definiert
als

0A = {xE]R”

jede offene Umgebung von x enthélt einen Punkt in A
und auflerdem einen Punkt auflerhalb von A ’

Der topologische Rand der offenen Sphére
X = {z eR"||jz|| < 1}
ist also die Einheitsphére. Der Rand von X aufgefasst als Untermannigfaltigkeit ist hingegen
die leere Menge. Ein noch extremeres Beispiel ist gegeben durch
Y = {(z,y) e R*|2? +4* =1} C R

In diesem Fall ist der topologische Rand von Y C R? ganz Y, aber der Rand von Y
aufgefasst als Untermannigfaltigkeit ist wiederum die leere Menge. Wenn wir ab jetzt von
“Rand” reden, meinen wir immer den “Untermannigfaltigkeitsrand”.

Man kann den Satz 28 vom regulidren Wert aus der Analysis II ohne grofiere Probleme
verallgemeinern, und erhilt dann folgenden Satz.

Satz 4.2. FEs set U C R"™ offen, es sei f: U — R eine glatte Abbildung und es seien
21,29 € R regulire Werte. Dann ist M := f~'([z1,20]) C R" eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit mait

OM = [ (z) U [ (2).
Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fR* - R
(X1, ) = X3+ 22,

n
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Dann sind 1 und —1 regulire Werte™. Es folgt aus Satz B2, dass
Y-1,1]) = {(z1,...,2,) CR" |22+ -+ -+ 22 € [-1,1]} = B"
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist mit Rand
A= ufi) = 0u{(xy,...,z,) CR" |23+ 422 =1} = S*1

Satz 4.3. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist OM
eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit leerem Rand.

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und es sei zudem
a € OM. Dann existiert eine Karte um a vom Typ (ii), d.h. ein Diffeomorphismus ®: U — V/
zwischen einer offenen Umgebung U C R"™ von a und einer offenen Menge V' C R”, so dass

OMNU) = H.NV,

wobei ®(a) € OHy. Es folgt sofort aus Satz B, dass U N M = & '(JH}). Nachdem
OHy = Ej_1 sehen wir also, dass ® auch eine Karte vom Typ (i) fiir M um den Punkt
a ist. Wir haben also bewiesen, dass OM eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, so dass alle Punkte eine Karte vom Typ (i) besitzen. D.h. die (k — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M besitzt keine Randpunkte. O

ABBILDUNG 25. Illustration zum Beweis von Satz B=3.

Im Folgenden verwenden wir folgende Sprechweisen:

(1) “Untermannigfaltigkeit” kann heiflen, dass der Rand leer oder auch nicht leer ist.

(2) “Untermannigfaltigkeit mit Rand” bedeutet eine Untermannigfaltigkeit M mit nicht-
leerem Rand, d.h. mit OM # (),

(3) “geschlossene Untermannigfaltigkeit” bedeutet eine kompakte Untermannigfaltig-
keit M mit OM = ().

Beispiel. Beispielsweise ist die offene Kugel
X = {zeR"||z]| <1}

eine Untermannigfaltigkeit mit X = (), aber X ist keine geschlossene Untermannigfaltig-
keit, denn X ist nicht kompakt. Andererseits sind beispielsweise S™ und der auf Seite P
eingefiihrte Torus geschlossene Untermannigfaltigkeiten.

AWarum ist —1 ein reguliirer Wert?
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Ein weiteres Beispiel von Untermannigfaltigkeiten mit Rand ist wie folgt gegeben. Es sei
U C R"! eine offene Teilmenge und es sei f: U — R eine glatte Abbildung. Man kann
leicht zeigen, dass fiir jedes a € R

M = {(z,y) eER"'xR=R"|a<y< f(z)}
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist mit
OM = {(z,y) eR"IxR=R"|a<y=f(x)}.
Diese Untermannigfaltigkeit wird in Abbildung P8 skizziert. Der folgende Satz besagt, dass

Graph von f: U — R {(z,y)|r € Uund a <y < f(z)}
|
a
| ~U |

ABBILDUNG 26.

jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit am Rand lokal™ von diesem Typ ist. Die Aus-
sage des Satzes besitzt eine nicht zu iibersehende Ahnlichkeit mit Satz P-3.

Satz 4.4. Es sei M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei X € OM.
Dann existieren eine Permutationsmatriz P, ein offener Quader Q C R, zwei reelle
Zahlen a < b, sowie eine glatte Funktion f: Q@ — (a,b), so dass P-X € Q) x (a,b), so dass

P-MA(@Qx(a,h) = {(xy)]zeQunda<y< f(a)}

und so dass
P-OM N (Qx(ab) = {(z.y)|zeQundy= f(a)}.

Der Satz kann in der Tat mithilfe Von“Satz 3 bewiesen werden. Wir iiberlassen die
Durchfithrung des Beweises als freiwillige Ubungsaufgabe.

]\/f\/§\ 0% P-X Graph von f: Q — R
/ 01 b T — Q@ % (a,b)
) °- (1 0> Sl M- . - (@ % (a,b))

@
~—~ — R7-1

ABBILDUNG 27. Illustration von Satz BA4.

42Wir sagen ein topologischer Raum X besitzt lokal eine Eigenschaft P, wenn es zu jedem z € X eine
offene Umgebung U, so dass U diese Eigenschaft besitzt.
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Fiir eine Funktion f: M — R auf einer Untermannigfaltigkeit mit Rand konnen wir die
Integrierbarkeit und das Integral ganz analog zu Kapitel B definieren. Zudem gelten die
(hoffentlich) absichtlichen Abwandlungen der Sétze aus Kapitel B8.

Beispiel. Wir betrachten die Halbkugel
M = {(z,y,2) €ER*| 2> +9* + 2> =1 und 2 > 0}.
Ganz analog zu Satz gilt fiir eine stetige Funktion f: M — R, dass

us

p=2m 0=7

ff = f f f(cosp -sinf,siny - sinf, cosf) - sinh db dep.
M

p=0 6=0
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5. ZUSAMMENHANGENDE TOPOLOGISCHE RAUME

In diesem Kapitel erinnern wir an zwei Definitionen, welche wir schon in Analysis III fiir
metrische Rdume eingefiihrt hatten.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist zusammenhdingend, wenn
gilt:
X =U UV, wobei U,V offene

disjunkte Teilmengen von X U=X oder V=X.

Bemerkung.

(1) Ein topologischer Raum X ist also nicht zusammenhdingend, wenn es disjunkte
offene Teilmengen U,V C X mit X =U UV gibt, so dass U # X und V # X.
(2) Man kann leicht zeigen, dass X zusammenhdngend ist, genau dann, wenn gilt:

X =U UV, wobei U,V abgeschlossene
disjunkte Teilmengen von X

U=0oder V=0.

Beispiele.
(1) Wir betrachten den topologischen Raum
X = [0,1]U[2,3] CR.

Dieser ist nicht zusammenhéngend, denn U = [0,1] und V' = [2,3] sind zwei dis-
junkte offene Teilmengen von X.

(2) Es sei X eine Menge. Wenn wir X mit der trivialen Topologie betrachten, dann ist
dies ein zusammenhédngender topologischer Raum. Wenn wir hingegen X mit der
diskreten Topologie betrachten, dann ist dies nur dann ein zusammenhéngender
Raum, wenn X hochstens ein Element besitzt.

(3) In Ubungsblatt 3 werden wir der Frage nachgehen, ob die Gerade mit zwei Nullen
zusammenhéangend ist.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Es seien z,y € X. Ein Weg von x nach y ist eine stetige Abbildung ~: [a,b] — X
mit y(a) = x und (b)) = y.
(2) Wir sagen X ist wegzusammenhdingend, wenn es fiir alle z,y € X einen Weg von x
nach y gibt.

In Lemma 6.2 aus der Analysis III Vorlesung hatten wir folgendes Lemma fiir metrische
Réume bewiesen. Der Beweis fiir topologische Raume ist wort-wortlich der gleiche.

Lemma 5.1. Jeder wegzusammenhdngende topologische Raum ist auch zusammenhdngend.

Bemerkung. In Analysis 111 hatten wir gesehen, dass im Allgemeinen die Umkehrung von
Lemma BT nicht gilt, d.h. es gibt topologische Réume, welche zusammenhéngend sind,
aber nicht wegzusammenhéngend sind. Genauer gesagt hatten wir gezeigt, dass

X = {0,y)|ye[-1,1]} U {(z,sin(})) |z € (0,7]} C R?
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zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend ist. Siehe Abbildung P8 fiir eine Il-
lustration von X.
A ist das Intervall von (0, —1) bis (0,1) auf der y-Achse
Y. B ist der Graph der Funktion sin(=) mit z € (0, 7]

1
T

X = AU B ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend

ABBILDUNG 28.

Fiir Untermannigfaltigkeiten gilt die Umkehrung von Lemma b7l Genauer gesagt gilt
folgender Satz, welcher in Ubungsblatt 3 bewiesen wird.

Satz 5.2. Fs sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gilt:
M st zusammenhingend <= M 1ist wegzusammenhdngend.

Folgende Definition hatten wir ganz &hnlich schon in Analysis III kennen gelernt. Es sei
X ein topologischer Raum Fiir z,y € X definieren wir

x~y <= esgibt einen Weg von = nach y.

Es ist leicht zu zeigen, dass dies eine eine Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen die Aqui-
valenzklassen von X als die Komponenten von X. Wenn X aus nur einer Aquivalenzklasse
besteht, dann ist X per Definition wegzusammenhéngend.

Beispiel. Die Komponenten von [0, 1] U [2, 3] sind gegeben durch [0, 1] und [2, 3].
Wir erinnern auch noch an den Begriff der diskreten Teilmengen.
Definition. Wir sagen eine Teilmenge D eines topologischen Raums ist diskret, wenn jeder
Punkt x € D eine offene Umgebung U besitzt, so dass U N D = {z}.
Beispiel.

(1) Jede endliche Teilmenge von R™ ist diskret. In der Tat, denn fiir eine endliche
Teilmenge A C R" und x € A setzen wir € := min{||z — y|| |y € A\ {z}}. Dann ist
B(x)N A= {z}.

(2) Die Teilmenge Z C R ist diskret.

(3) Essei X eine Menge, aufgefasst als topologischer Raum mit der diskreten Topologie.
Dann ist jede Teilmenge diskret.
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Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem elementaren Lemma, welches wir als Lem-

ma 6.5 in Analysis II fiir metrische Rdume bewiesen hatten. Der Beweis fiir topologische
Réume ist auch hier wieder wort-wortlich der gleiche.

Lemma 5.3. Essei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen.

Wenn X zusammenhingend ist und wenn f(X) diskret ist, dann ist f eine konstante Ab-
bildung.
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6. DER GAUSSSCHE INTEGRALSATZ

6.1. Tangentialvektoren zu Untermannigfaltigkeiten. In Analysis IT hatten wir schon
die Begriffe Tangentialvektoren und Tangentialraum fiir Untermannigfaltigkeiten ohne Rand
eingefithrt. Wir erweitern nun die Definition auf beliebige Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M.

(1) Ein nichttriviales Intervall ist ein Intervall, welches nicht aus nur einem Punkt
besteht.

(2) Eine Kurve in M durch P ist eine stetig differenzierbare™ Abbildung v: I — M
auf einem nichttrivialen Intervall I mit 0 € I und mit ~(0) = P.

(3) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt P, wenn es eine Kurve
v in M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

(4) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird mit TpM bezeichnet. Wir
nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P.

7'(0) ist ein Tangentialvektor
— Untermannigfaltigkeit M
 Punkt P
Kurve v in M durch P

ABBILDUNG 29.

Beispiel. Wir betrachten den Punkt P = (1,0, 0) auf der Untermannigfaltigkeit
M = {(z,y,2) eR*|2* +y* + 2 =1 und z > 0}.
Dann ist
v: [-5,0] = M
t — (—sin(t),0, — cos(t))

eine Kurve in M durch P. Insbesondere ist /(0) = (0,0,—1) ein Tangentialvektor am
Punkt P.

Der folgende Satz ist eine einfache Verallgemeinerung von Satz 11.4 aus Analysis II.

Satz 6.1. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fir jeden Punkt P
auf M ist TpM ein k-dimensionaler Vektorraum.

43Wie in Analysis I nennen wir eine Abbildung v: I — R™ auf einem Intervall I stetig differenzierbar,
wenn -y stetig ist, wenn ~ auf den inneren Punkten von I stetig differenzierbar ist und wenn sich die
Ableitung v’ zu einer stetigen Funktion auf ganz I fortsetzt. Diese Fortsetzung auf ganz I wird dann auch
wieder mit « bezeichnet.
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Bemerkung. Von der Anschauung her ist TpM der k-dimensionale Unterraum von R”, wel-
cher die Untermannigfaltigkeit am Punkt P am besten approximiert.™ Der Tangentialraum
spielt also fiir Untermannigfaltigkeiten die Rolle der Tangenten fiir Graphen in R2,

Fiir v € R™ schreiben wir im Folgenden

vt = {w € R"|w ist orthogonal zum Vektor v}.

Allgemeiner schreiben wir fiir A C R”
A+ = {w € R"|w ist orthogonal zu allen v € A}.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M. Ein Vektor
v € R" heiBt Normalenvektor von M in P, wenn v € (TpM)*.

Normalenvektoren zu S' C R? Untermannigfaltigkeit K C R3

Menge der Normalenvektoren
ist eine Ebene in R?

ABBILDUNG 30.

Wenn wir Untermannigfaltigkeiten betrachten, welche als Urbild eines reguldren Wertes
einer Funktion f: U — R gegeben sind, dann besagt folgender Satz, welcher die Aussa-
gen von Satz 11.5 und 11.6 aus Analysis II kombiniert, dass es besonders einfach ist die
Tangentialrdume und die Normalenvektoren zu bestimmen.

Satz 6.2. Es sei U C R" offen, es sei f: U — R eine glatte Abbildung und es sei z € R
ein requlirer Wert. Dann ist M := f~'(z) C R™ eine (n — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, und fir jeden Punkt P € M gilt:

TpM = (Grad f(P))".
Zudem gilt
Menge der Normalenvektoren am Punkt P = R - Grad f(P).

Beispiel.

44 Allerdings ist der Tangentialraum ein Vektorraum, er geht also durch den Ursprung und normalerweise
nicht durch den Punkt P. Um den “anschaulichen Tangentialraum” zu erhalten miissen wir TpM vom
Ursprung zum Punkt P verschieben.
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———— Menge der Normalenvektoren

Grad f(P)
- TpM

-

ABBILDUNG 31. Mlustration von Satz B2.

(1) Wir betrachten zuerst die Untermannigfaltigkeit
Sto= {(z,y) eR*| 2> +¢y? =1},
{(@,y) e R?| ( y) }

=:f(z,y

Dann gilt Grad f(z,y) = (2z,2y). Es folgt aus Satz 63, dass der Tangentialraum
von M an einem beliebigen Punkt (x,y) € S* gegeben ist durch

ToyS' = z,29) = {My,—2) [N €R}.
(2) Wir betrachten nun das Ellipsoid
M = {(z,y,2) €R? !?xQ +3y” +42° =9}
::f(‘,xvyvz)

Dann gilt Grad f(x,y, z) = (4z, 6y, 82), und es folgt aus Satz 62, dass der Tangen-
tialraum von M am Punkt (1,1, 1) gegeben ist durch

TaanM = (4,6,8)" = {A(3,-2,0) + pu(=2,0,1)| A, p € R}.

6.2. Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten. Wir erinnern an folgende Definition
aus der Analysis II Vorlesung.

Definition. Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld auf M ist eine stetige
Abbildung v: M — R™. Wir sagen v ist stetig differenzierbar (beziehungsweise glatt), wenn
die Koordinatenfunktionen von v stetig differenzierbar (beziehungsweise glatt) sind. *

Etwas salopp gesprochen ordnet ein Vektorfeld jedem Punkt in M einen Vektor zu.
Vektorfelder (z.B. das magnetische Feld, Gravitationsfeld, aber auch Windrichtung etc.)
spielen eine wichtige Rolle in der Physik.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und es sei F': M — R" ein Vektorfeld
auf M.

(1) F heiBt Tangentialvektorfeld, wenn F(P) € TpM fiir alle P € M,

(2) F heiBt Normalenfeld, wenn F(P) L TpM fiir alle P € M,

(3) F heiBt normiert, wenn ||F(P)|| =1 fir alle P € M,

45Wir hatten in Kapitel 23 definiert, was es heiBt, dass eine reellwertige Funktion auf einer Unterman-
nigfaltigkeit stetig, stetig differenzierbar etc. ist.
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(4) ein normiertes Normalenfeld heifit Einheitsnormalenfeld.

In Abbildung B2 skizzieren wir zwei Einheitsnormalenfelder auf dem Kreis X von Radius
zwei. Eines davon zeigt “nach auflen” und das andere “nach innen”. Wir werden gleich
sehen, dass X genau zwei Einheitsnormalenfelder besitzt.

X :={(z,y) e R?| 2% +y* = 4}

G

Einheitsnormalenfeld Einheitsnormalenfeld
zeigt nach auflen zeigt nach innen

ABBILDUNG 32. Einheitsnormalenfelder fiir den Kreis von Radius zwel.

Definition.
(1) Eine Hyperfliche™ in R™ ist eine Untermannigfaltigkeit von R” der Kodimension 1,
d.h. eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 in R".
(2) Es sei N eine Hyperfliche. Eine Orientierung von N ist ein Einheitsnormalenfeld
auf N. Wir sagen N ist orientierbar, wenn N eine Orientierung besitzt.
(3) Eine orientierte Hyperfliche ist ein Paar (N, v), wobei N eine Hyperfliche und v
ein Orientierung von NN ist.

Beispiele.

(1) Fiir S™ C R"*! gibt es zwei Orientierungen, diese sind gegeben durch die beiden
Einheitsnormalenfelder
F:S" — Rvf! F.:S" — Rvt!

und
T = T = —.

(2) Es sei U C R"! eine offene Teilmenge und f: U — R eine glatte Funktion. Wir
betrachten die Hyperflache

M = {(z, f(z)) |z e U}
Fiir einen Punkt P = (z, f(z)) € M werden wir in Ubungsblatt 3 sehen, dass
x(P) = (=Grad f(z),1)

46Der Name ist vielleicht etwas ungliicklich, weil es sich im Allgemeinen nicht um eine Fliche handelt.
Aber nachdem sich der Name so eingebiirgert hat, werden wir ihn auch verwenden.
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ein Normalenvektor ist. (Dieser Normalenvektor wird fiir n = 2 in Abbildung B3
skizziert.) Also ist dann durch

. P (~Gradf@).)
YP) = P = TG

ein Einheitsnormalenfeld auf OM definiert.

Normalenvektor —f'(2),1)

\\~E>/”\\\///A[— f(z) |z € R}

T

ABBILDUNG 33.

(3) Als letztes Beispiel betrachten wir noch
(4) das Mobiusband, welches in Abbildung B4 skizziert ist. Dies ist eine Hyperflache,

das Mobiusband

ABBILDUNG 34. Das Mobiusband besitzt kein Einheitsnormalenfeld.

aber N besitzt kein Einheitsnormalenfeld, d.h. das Mobiusband ist nicht orien-
tierbar. Diese Aussage ist bildlich klar, ein sauberer Beweis ist allerdings etwas
aufwindig und erfolgt im folgendem Lemma.

Lemma 6.3. Das Mobiusband ist nicht orientierbar.
Beweis. Fir ¢, € R, e € {—1,1} und r € (—1,1) setzen wir

cosp —sing 0 2 2 + rsin sin(qlere%)
A(p):=[sing cosp 0], u=[0],v(rv¢):= 0 und w(¢) = 0

0 0 1 0 7 cos v cos (1) + €2
Wir beschreiben das Moébiusband als
= {A(p) - v(r, %gp) | o €[0,2n] und r € (—1,1)}.
Wir erhalten also das Mobiusband in dem wir ein offenes Intervall entlang des Kreises
= {Alp) - ulp €0, 27]}

verdrillen. An einem Punkt K () = A(y)-u ist die Menge der normierten Normalenvektoren
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I | )
/L Mobiusband

ABBILDUNG 35. Skizze zum Beweis von Lemma B3

N

gegeben durch K(p) := {A(e) - wﬁ(%) |e € {~1,1}}. Nehmen wir an, es giibe doch ein
Einheitsnormalenfeld v. Indem wir v auf K einschranken erhalten wir insbesondere eine
stetige Abbildung

vi K — K = {[?(go)‘go € [0,27?]},
mit v(K(p)) € K(p). Fiir ¢ € [0,27) bezeichnen wir mit ¢(¢) € {—1,1} das eindeutig
bestimmte Element mit v(K(p)) = A(p) - wgw)(g). Die Abbildung e: [0,27) — {—1,1}
ist stetig, also nach Lemma B=3 konstant. Dann gilt

da K(0) = K(2r) da v stetig

\J \
AO) w0 (0) = v(K(0)) = v(K(m) = T o(K(e)) = lim Alg) - uio(§)
= lim A(y)- weo)(5) = AQ7) - weoy(m) = A(0) - (—we)(0)).
T
da € konstant da A(27) = A(0) und we(¢) = —w (Y + )
Wir haben also gezeigt, dass A(0) - we(o)(0) = —A(0) - we0)(0). Aber dieser Vektor ist nicht
der Nullvektor. Wir haben also einen Widerspruch erhalten. (l

Satz 6.4. Fine zusammenhdngende Hyperfliche besitzt entweder keine oder genau zwei
Orientierungen.

Beweis. Es sei N eine zusammenhéngende Hyperfliche. Wir nehmen an F' besitzt eine
Orientierung v: N — R”. Dann ist auch —v: N — R” eine Orientierung. Es sei nun
v: N — R" eine weitere Orientierung. Wir wollen zeigen, dass entweder 1 = v oder p = —v.
Fiir jeden Punkt P € N gibt es genau zwei Normalenvektoren zum Vektorraum 7TpM der
Lénge eins. Es gilt also entweder p(P) = v(P) oder u(P) = —v(P). Wir betrachten die
Funktion
o: N — {-1,1}
+1, wenn p(P) =v(P),
Po= { —1, wenn u(P) = —v(P).

Nachdem v und g stetig sind ist auch auch die Funktion ¢ stetig. Nachdem N zusam-
menhingend ist und nachdem {—1,1} eine diskrete Teilmenge von R ist, folgt nun aus
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Lemma B33, dass ¢ konstant ist. Es ist also entweder ;1 = v oder u = —v. Wir haben damit
bewiesen, dass N genau zwei Orientierungen besitzt. 0

Satz 6.5. Es set M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann ¢ibt es genau
ein Einheitsnormalenfeld v: OM — R™ mit der Figenschaft, dass es fiir jedes P € OM ein
€ >0 gibt, so dass P+t -v(P) & M fir allet € (0,¢).

Definition. Es sei M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir nennen das in

Satz B3 eindeutig bestimmte Einheitsnormalenfeld auf M, dass duflere Einheitsnorma-
lenfeld.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist das duflere Einheitsnormalenfeld an jedem Punkt
P € OM gegeben durch den Einheitsnormalenvektor, welcher “nach auflen” zeigt.

M

~
auleres Einheitsnormalenfeld

ABBILDUNG 36. Skizze fiir das duflere Einheitsnormalenfeld.

Beweis. Es sei also M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Auflerdem sei
P € OM. Im Hinblick auf Satz B kénnen wir, eventuell nach Anwendung einer Permuta-
tionsmatrix, annehmen, dass es einen offenen Quader Q C R"™!, reelle Zahlen ¢ < b und
eine glatte Funktion f: @ — (a,b) gibt, so dass

MN(@x(a,0) = {(z,y)]reQundy< f(x)}
und
OMN(Q x (a,0)) = {(z,y) ]z € Qundy= f(x)}.
Wir wéhlen z € @, so dass P = (z, f(x)). Es folgt dann aus dem Beispiel auf Seite B1, dass
V(P) = ”ig” mit y(P) := (— Grad f(z), 1)

ein normierter Normalenvektor zu OM ist. Es gibt zudem™ ein e > 0, so dass P+t-v(P) ¢ M
fiir alle ¢ € (0, €), wihrend es fiir alle e > 0 ein ¢t € (0, €) gibt, so dass P+t - (—v(P)) in M
liegt. Die Abbildung v ist also in P eindeutig bestimmt. Es folgt zudem aus der Definition,
dass die gerade konstruierte Abbildung v: OM N (Q X (a,b)) — R™ stetig ist. Also definiert
v ein Vektorfeld auf OM N (Q x (a,b)). O

ATWarum?
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M N (Q % (a,b))

ABBILDUNG 37. Konstruktion des aufleren Einheitsnormalenfeldes.

Beispiel. Es sei U C R”™ offen, es sei f: U — R eine glatte Funktion und es seien z1,2o € R
regulire Werte. Nach Satz B2 ist M := f~1([z1, 25]) C R" eine n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit mit

OM = [~ (21) U [ (2).

Mithilfe von Satz B2 kann man zudem leicht zeigen, dass das duflere Einheitsnormalenfeld
gegeben ist durch

1 .. _
IJ(P) = m Grad f(P) fir Pe f 1(22)
und &
1 .. _
I/(P) = — mGradf(P) fir P € f 1(21).
Beispielsweise ist fiir (zy,...,x,) € S""1 = dD" das duflere Einheitsnormalenfeld gegeben
durch v(zy,...,x,) = (T1,...,Zn).

6.3. Formulierung des Gauflschen Integralsatzes. Bevor wir den Gauflschen Integral-
satz formulieren konnen, benotigen wir noch zwei weitere Definitionen:

Definition. Es sei (N, v) eine orientierte kompakte Hyperflache in R” und es sei F': N — R”
ein Vektorfeld. Die Funktion
N — R
P — F(P)-v(P)
—_——

Skalarprodukt

ist dann eine stetige Funktion auf der kompakten Untermannigfaltigkeit N, insbesondere
integrierbar. Das Integral

fF-I/
N

wird der Fluss des Vektorfeldes F' durch die orientierte Hyperfliche (N,v) genannt.

48Das Minuszeichen rithrt daher, dass das Normalenfeld “nach auflen” zeigen soll.
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Orientierung v der Hyperfliche
Vektorfeld F

der Fluss ist positiv, der Fluss ist negativ, der Fluss ist null,
denn F'-v >0 denn F'-v <0 denn F-v =0

ABBILDUNG 38. Skizze zum Fluss eines Vektorfeldes durch eine orientierte Hyperfliche.

Definition. Es sei U eine offene Teilmenge von R™ und es sei F': U — R” ein differenzier-
bares Vektorfeld. Wir definieren die Divergenz von F = (Fy, ..., F,) als die Funktion™

divF:U — R
P — divF(P Zax

Wir kénnen nun den GauBschen Integralsatz formulieren:

Satz 6.6. (Gaufischer Integralsatz) Es sei M C R" eine kompakte n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das dufSere Finheitsnormalenfeld auf OM. FEs
sei F: M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld®™® Dann gilt

[F-v = [divF.
oM M

In Worten ausgedriickt besagt der Gaufische Integralsatz Folgendes: fiir ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld F' auf einer kompakten Untermannigfaltigkeit M der Kodimension
Null gilt

Fluss von F' durch die Integral iiber die

“Oberfliche” von M Divergenz von F auf M.

Beispiel. Wir wollen die Aussage des Gauflschen Integralsatz im Spezialfall n = 1 nachvoll-
ziehen. Dann gilt:

(1) eine kompakte eindimensionale zusammenhingende Untermannigfaltigkeit von R
ist ein kompaktes Intervall M = [a,b] C R mit a < b, wobei OM = {a} U {b},

(2) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M ist eine stetig differenzierbare Abbil-
dung F': M — R,

49Djese Definition erscheint vielleicht auf den ersten Blick etwas willkiirlich. Eine alternative Definition
wére, dass div F'(P) = Spur(DF(P)) die Spur des Differentials der Abbildung F': U — R ist.

S0Wir verwenden hierbei die gleichen Konvention wie in den Fufinoten [ und B3. Genauer gesagt, ein
stetig differenzierbares Vektorfeld F': M — R™ ist ein stetiges Vektorfeld auf M, welches auf der offenen
Menge M \ OM stetig differenzierbar ist, und so dass sich die partiellen Ableitungen der Koordinatenfunk-
tionen von F' (und damit auch die Divergenz) zu stetigen Funktionen auf ganz M fortsetzen.
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(3) die Divergenz von F' ist die Ableitung F’ von F,
(4) der duBere Einheitsnormalenvektor in a ist —1 und der &duflere Einheitsnormalen-
vektor in b ist 1.

Dann gilt

fF’(x)dx:f fFV:fF-V+fF~V

a T [a,b] T O[a,b] {a} {b}
denn div F = F/  Gauflscher Integralsatz
= Fla) - (-1)+ F(b)-1 = F(b) — F(a).
T

fiir eine nulldimensionale Untermannigfaltigkeit N = {Py,..., P}
von R” und f: N — R eine Funktion gilt [ f = f(P1)+---+ f(P)
N

Im Falle n = 1 ist der Gauf3sche Integralsatz also dquivalent zum Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung aus der Analysis 1.

Beispiel. Es sei M C R? eine beliebige kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Wir betrachten die Vektorfelder, welche gegeben sind durch

Flz,y) = (L,0) wnd  G(zy) = (z,y) sowie  H(z,y) = (-y,2).
Hierbei ist
div F(z,y) = 0 und divG(z,y) = 2 sowie div H(z,y) = 0.

Es folgt also aus dem Gauflschen Integralsatz, dass der Fluss von F' und H durch 0M null
ist, wahrend der Fluss von G durch OM positiv ist.

Vektorfeld F'(z y) (1,0)  Vektorfeld G(x,y) = (z,y)  Vektorfeld H(x,y) = (—y, x)

Vektorfeld mit div(F) =0 Vektorfeld mit div(G) = 2 Vektorfeld mit div(H) =0
der Fluss durch M ist null der Fluss durch OM ist positiv der Fluss durch OM ist null

ABBILDUNG 39.

Die Beweisidee fiir den Beweis vom Gauflschen Integralsatz ist nun wie folgt: wir iiberdecken
die Untermannigfaltigkeit M mit zwei Typen von offenen Quadern:

(i) offene Quader, welche ganz in M liegen,
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(ii) offene Quader, so dass der Schnitt mit 0M, eventuell nach Anwendung einer Per-
mutationsmatrix, ein Graph ist.

Ganz analog zur Definition vom Integral einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit
fithren wir nun den Beweis zuriick auf die Betrachtung von Vektorfeldern auf solchen Qua-
dern. In beiden Féllen folgt dann die Aussage mithilfe einer expliziten, wenn auch im Fall
(ii) langwierigen, Rechnung. Wir fithren nun diese Beweisidee in den folgenden Kapiteln

aus.
/ |||iiiiﬁ!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!H!!l!!ﬂm """"""" N — ||||||||||||m|||| . Quader von Typ (ii)
‘iIF||||||||||||||||||||||||||||||||||||||‘iiiiiiiiiiiiii!i..llllllllllllllll!"""""" N =
.|| B mmmmmmmm Quader von Typ (i)

"""""""""" i i
I
ABBILDUNG 40. Schematisches Bild der offenen Mengen Uy, ..., Uy.

M

6.4. Beweis des Gaufischen Integralsatzes I: Quader.

Satz 6.7. Es sei F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem n-dimensionalen Qua-
der Q in R™, welches auf dem Rand 0Q verschwindet. Dann gil{™®

[divF = o.
Q

Satz 671 folgt sofort aus der Definition

k
: OF;
div(Fy,...,F) = > D
i=1"""
der Linearitéit des Integrals und folgendem Lemma.

Lemma 6.8. Essei: Q — R eine stetig differenzierbare Funktion auf einem n-dimensionalen
Quader, welche auf dem Rand 0Q verschwindet. Dann gilt fir alle i € {1,...,n}, dass

Lgaif/’ = 0.

5INachdem @ keine Untermannigfaltigkeit ist, ist dies kein Spezialfall vom GauBschen Integralsatz.
Nichtsdestotrotz ist diese Aussage ganz im Sinne vom Gaufschen Integralsatz: der FluBl durch die
“Oberflache von @7 verschwindet, denn das Vektorfeld ist dort nach Voraussetzung null, also muss auch
das Integral iiber die Divergenz verschwinden.
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall n = 1. Es sei also @ = [a,b] C R ein Quader
und es sei ¢: Q = [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass ¢(a) = ¢(b) = 0.
Dann gilt

[a%@(x)dfc = ¢(b) —¢(a) = 0.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Es sei also @ = [a1,b1] X -+ X [a,, b,] C R™ ein
Quader und es sei ¢: ) — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass ¢ auf dem Rand
0@ verschwindet. Wir beweisen nun die Aussage fiir i = 1. Es ist

Tn=bn  xa=by T1=Db1

£%¢ = f f f %w(a@l,...,xn)dajl dzs ... dx, = O.

Tn=0n T2=0a2 r1=ai
N 7

= 0, nach dem obigen Fall

Satz von Fubini angewandt auf ¢(z1) = Y(x1,..., k)

Die Aussage fiir die anderen i’s wird ganz analog bewiesen. U

6.5. Beweis des Gaufischen Integralsatzes IT: Stempel. Es sei Q C R"! ein (n—1)-
dimensionaler Quader und es sei g: @ — (0,00) eine glatte Funktion. Wir nennen

S = {(z,y)|z € Qund y € [0, g(z)]}
einen n-dimensionalen Stempel und wir bezeichnen

0S5 = {(z,y)|z € @ undy = g(x)}
als die Stempelfiiche. Wir bezeichnen mit 0.5 := 95 \ 9pS den Rest des Randes von S.

Wie {iiblich bezeichnen wir mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf 0yS

008 —

ABBILDUNG 41. Schematisches Bild eines Stempels.

Der folgende Satz behandelt nun Ausschnitte von Untermannigfaltigkeiten von Typ (ii),
welche wir auf Seite B4 eingefiihrt hatten.

Satz 6.9. Es sei S ein n-dimensionaler Stempel und es sei F': 'S — R"™ ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld, so dass F' auf 0.5 verschwindet. Dann gilt

[divF = [ F.w
S 0oS
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Der Beweis besteht aus einer heroischen Rechnung und beruht wiederum darauf, die Aus-
sage des Satzes auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus der Analysis I
zuriickzufiihren. In dem Beweis werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 6.10. Es seien

¢: [a,b] x [0,c] — R J h:la,b) — [0,(]
(z,t) — ©(z,1) un z +— h(z
stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt die Gleichheit™
t=h(z) t=h(z)
d 0 oh
[ oeena = [ Lo+ el - B
t=0 t=0

_ Der Beweis von Lemma B0 ist eine Verallgemeinerung von Ubungsaufgabe 3 (b) in
Ubungsblatt 2.

Beweis. Wir betrachten die beiden Funktionen

®:[0,¢] x[a,b] — R U: o] — R

t=x
d
(r,y) = 0wy = [ owtyd = w) = (M),
t=0
Dann ist
t=h(z)
L[ wena = £@ow)(z) = DO(U(2) - DU(2)
dz Pz = @Iz TT
t=0
Kettenregel
9 t=x 5 t=z on
L[ ewnd L[ ety (1)
- = @)=v()

- <<,o<y,x> [ Loty
. J

HDI und Satz B11

(,y)=(h(2),2)

t=h(2)
oh )
= ¢(z,h(2)) - 5; + f 3Pz, 1) dt.
~0

t
Wir haben damit die gewiinschte Gleichheit bewiesen. 0

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz 69 zu.

Beweis von Satz G2. Es sei Q@ C R"! ein (n — 1)-dimensionaler Quader und zudem sei
g: Q@ — (0,00) eine glatte Funktion. Wir bezeichnen mit S C R™ den dazugehorigen
Stempel. Aulerdem sei F' = (Fi,..., F,): M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld

2Beide Seiten sind Funktionen in z auf [a, b).
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auf S, welches auf 0.5 verschwindet. Wie wir auf Seite BI gesehen hatten ist das duflere
Einheitsnormalenfeld auf 0yS gegeben durch
v= (V... ,Vpn): 0S — R

(z,9(x)) \/1+|Gr1adg(x)||2(_ Grad g(x), 1).

Wir wollen zuerst einen Ausdruck fiir das Integral einer Funktion auf der Untermannig-
faltigkeit 0yS bestimmen. Wir betrachten dazu die Karte ® fiir 9yS, welche gegeben ist
durch die Umkehrung der Abbildung®™

UV: QxR — @ xR

z1
(T1y oy Tp1, )
Tp—1
gamma(xy, ..., Tn_1) + Tp
Fir o' = (x1,...,2,-1) € é berechnen wir
1 0 0
0 1 0
Gramg(z’) = Gram (ersten (n — 1) Zeilen von Dy ¥) = Gram | . :
0 0 1
= 1+ Grad g(z')|. i R

/I\

siehe Beispiel auf Seite

Fiir eine Funktion f auf 9y9 gilt dann also nach Definition, dass

[ = [ 1)) 1+ Cradg(@)]?de.
3

00S

Nachdem div(F) = % und F - v = Y F; - v; geniigt es folgende Behauptung zu
=1 " i=1

K2
beweisen:

Behauptung. Fiir alle s =1,...,n gilt

OF;
S oS

Wir unterscheiden jetzt folgende Fille im Beweis der Behauptung;:

53Im Folgenden bezeichnen wir mit ¥ auch die Abbildung

Q — QxR
= U(a,0).
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(A) Es sei zuerst ¢ = n. Dann gilt, dass

g(') =0 ,_/b\da Frlois =0
OF, OF,
S8 = [ [ S a)de,de = [Fg@) - Fula.0) d
s 1+ @0 T @
Satz von Fubini
= [F.(¥(a'
Q
= | F(¥(2))- L 1+ [ Grad 2da’ = | Fy - v
J B g V1 1CRdg@P e’ = [ Fuev
v (D (a))

siehe vorherige Seite

(B) Wir betrachten nun den Fall ¢ = 1. Wir zerlegen den Quader @ als Q = [a,b] x P,
wobei P C R"! ein (n — 1)-dimensionaler Quader ist. Dann gilt, dass

Satz von Fubini
z1=b g(z1,2")

‘!éyi: f f f %Fl(xl,x”,xn)dxndxldx”

z"eP z1=a 0
Lemma B0 angewandt auf ¢(x1, z,) = Fi(z1,2", ) und h(z1) = g(z1,2")
mit z” € P fest gew#hlt

4 z1=b g(z’)
&)
= f f D [Fl x1, 2", x,) dx, — Fi(z1,@ ’,g(xl,x”))~8—£1(x1,x”)da:1dx”

P x1=a
x1=b g(z’)
— f f %fFl(:cl,x”,xn)d:cnd:cld:c” fFl ') azl(a;’)dx’
P z1=a 0
g(z’) g(z’)
= f f Fi(b,2", z,) dx, — f Fi(a,2", z,) dz, dz" — fFl (:L")dx’
T :0,da;7:\515:(] :0,da}:|915:0
$1:b
da [ h(z1)dzy = h(b) — h(a)
T ) |
:F\IJ’-(g )-1 Grad g()|? dz’
() () ) VT TGRS

—01 (¥ (a))
= f Fl - V.
905
(C) Esseinun i € {2,...,n— 1} beliebig. Dieser Fall wird genau wie Fall (B) bewiesen,
man zerlegt dabei den Quader () in ein Intervall, welches der i-ten Koordinate
entspricht und einen (n — 1)-dimensionalen Quader. O
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Es sei nun S ein Stempel und P € R" ein Punkt, wir nennen dann
P+S:={P+Q|QeS}

einen verschobenen Stempel. Es ist leicht zu sehen, dass die analoge Aussage von Satz 69
auch fiir verschobene Stempel gilt.

6.6. Beweis des Gauflschen Integralsatzes 11I: Der allgemeine Fall. Wir hatten
schon auf Seite erwahnt, dass wir folgende Strategie fiir den Beweis vom Gaufischen
Integralsatz verfolgen: wir iiberdecken M durch endlich viele offene Quader und Stempel,
welches es uns erlauben, den allgemeinen Fall auf die Aussagen von Satz 64 und Satz 69
zuriickzufithren. Wir benétigen dazu folgendes Lemma.

Lemma 6.11. Es set M C R"™ eine kompakte Teilmenge und es seien Uy, ..., Uy offene
Quader, welche M iiberdecken. Dann gibt es glatte Funktionen zy,...,zx: R™ — [0, 1] mit
folgenden Eigenschaften:

(1) auf M gilt 21 + -+ -+ 2z, = 1,

(2) fiir allei € {1,...,k} gilt Triger(z;) C U;.>

Die Aussage des Lemmas hat eine gewisse Ahnlichkeit zu der Aussage von Satz BI7. Al-
lerdings miissen wir im jetzigen Fall glatte Funktionen und nicht nur messbare Funktionen
zu finden.

Beweis. Fiir einen offenen Quader
U = (al,bl) X - X (an,bn)
sowie ein € > 0 schreiben wir
Ul) = (a1+6b —€) XX (a,+€b, —e).

Der Beweis der folgenden Behauptung ist eine elementare, freiwillige Ubungsaufgabe.

Behauptung. Es sei U ein offener Quader und es seien € > 1 > 0. Dann gibt es eine glatte
Funktion g: R™ — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle z € Ule) ist g(x) = 1.

(2) Fiir alle x € U(n) ist g(z) = 0.

Die Aussage der Behauptung wird fiir den Fall n = 1 in Abbildung B2 skizziert.

Es sei nun M C R" eine kompakte Teilmenge und es seien Uy, ..., U, offene Quader,
welche M iiberdecken. Nachdem die offenen Quader Uy, ..., U, die kompakte Menge M
tiberdecken gibt es ein € > 0, so dass auch noch die offenen Quader U(¢), ..., Ux(e) die
kompakte Menge M iiberdecken. (Die Existenz von solch einem e > 0 ist eine freiwillige,

54Wir hatten den Triger einer Funktion schon in Analysis 111 eingefiihrt. Zur Erinnerung, der Triger
einer Funktion f: M — R auf einer Teilmenge M C R ist definiert als die Menge

Triger(f) = {x € M| f(x) # 0}.
Hierbei bilden wir den Abschlufl in M. Beispielsweise ist der Tréger der Sinusfunktion sin: R — R ganz R.
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/‘(J

ot ~

N U:(a,b)

Ule) = (a+¢,b—¢) Un) = (a+nb—n)

ABBILDUNG 42.

etwas weniger elementare Ubungsaufgabe.) Wir wenden nun die Behauptung auf U;, i =

1,...0k,n= %e und e selber an und erhalten glatte Funktionen gy, ..., gr. Wir setzen jetzt
1 &= g1

und wir setzen iterativ fiir i = 2,... )k
zi = gi-(l—z1—- —zi1).

Es ist nun leicht zu sehen, dass z1, ..., z; die gewiinschten Eigenschaften besitzen. O

Ui(e)  Ua(e) ({3(6)

M

ABBILDUNG 43. Skizze zum Beweis von Lemma B

Wir sind jetzt in der Lage den Gauflschen Integralsatz zu beweisen.
Beweis vom Gaufischen Integralsatz. Es sei M C R"™ eine kompakte n-dimensionale Unter-

mannigfaltigkeit und es sei F': M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir wollen
zuerst folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es gibt Quader @1, ...,Qr und [ € {1,...,k} mit folgenden Eigenschaften:

(1) esist M C C§1U---Uon,

(2) firi=1,...,list Q; C M\ OM,

(3) fiir i =1+ 1,...,k gibt es eine Permutationsmatrix P;, so dass P; - (Q; N M) ein
verschobener Stempel mit Stempelfiéiche P, - (le NOM) ist.
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> (/// O INe)
M N
~ T

ABBILDUNG 44. Schematisches Bild der Quader @1, ..., Q.

Wir beweisen nun zuerst die Behauptung. Es sei X € M beliebig.

(A) Wenn X € M\ OM liegt, dann gibt es offensichtlich einen Quader @Qx mit X € QO X
so dass Qx C M \ OM.

(B) Es sei nun X € OM. Es folgt aus Satz B4, dass es eine Permutationsmatrix Px
und einen Quader QQx mit X € é x gibt, so dass Px - (Qx N M) ein verschobener
Stempel ist mit Stempelfliche Py - (éX NOM).

Nachdem die offenen Menge {é x } xem die Untermannigfaltigkeit M iiberdecken, und nach-
dem M kompakt ist, gibt es endliche viele Xy,..., X, € M, so dass M C COQxl u---U QoXk.
Die dazugehorigen Quader besitzen nun (moglicherweise nach einer Umnummerierung) die
gewiinschten Eigenschaften. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Nach Lemma BT gibt es glatte Funktionen 2y, ..., zx: M — [0, 1] mit folgenden Eigen-
schaften:

<1>Zl+"‘+zk:17 5
(2) fiir allei € {1,...,k} gilt Triger(z;) C Q;.

Dann gilt
denn z1 +---+ 2z, =1 denn Triger(z;) C él
\l/ k k i k
f divF = f div (ZzZF> = > f div(z; F) = > f div(z; F),
M M =1 =1 =1 MNQ;
l k k
> [ divmF) + 2 [ divaF) = 2 [ (@F) v
=1 MNQ; i=l+1 MNQ; T i=l+1 o
—_— —— OMNQ;
= 0, nach Satz 621 Satz B9
k k
= Zf(ziF)-y:f<ZziF>-l/ = fF-I/.
/]\ i=l4+1 9pr oM i=l41 T OM
denn Triger(z;) C chz denn 241 + -+ -+ 2 =1 auf OM

Wir haben damit den Gauflschen Integralsatz bewiesen. O
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6.7. Der Gauflsche Integralsatzes fiir Untermannigfaltigkeiten mit Kanten. In
diesem Kapitel formulieren wir den Gauflschen Integralsatzes fiir Untermannigfaltigkeiten
mit Kanten. Dieser ist sehr hilfreich fiir Berechnungen, aber wir werden diesen im weiteren
Verlauf der Vorlesung nicht mehr verwenden. Wir erlauben uns daher gewisse Freiheiten in
den Formulierungen und wir werden den Beweis nur sehr schemenhaft skizzieren.
Wir sagen M C R" ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten mit Kanten, wenn

es Untermannigfaltigkeiten My, ..., M,,_, mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) Fiir jedes k € {1,...,n — 2} ist M, eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(2) Fiir jedes k € {1,...,n — 2} gilt M, C OM 53

(3) Die Untermannigfaltigkeiten My, ..., M, 5 sind disjunkt.

(4) Die Menge M \ (Mo U ---U M,,_») ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Wir bezeichnen dann My U ---U M, _s als die Kanten von M. Zudem bezeichnen wir den
Rand von M \ (Mo U ---U M,_») als den Rand OM von M.

Beispiel.
(1) Die Halbkugel
M = {(z,y,2)|2*+y*+22<1und 2z > 0}
ist eine Untermannigfaltigkeit mit der Kante
{(x,y,2) |2+ y* + 2> = 1 und 2z = 0}.
(2) Der Wiirfel M = [—1,1]3 ist eine Untermannigfaltigkeit mit Kanten, hierbei ist

My = U {en}

e,ne{0,1}
und
M, = L{J }((071) < {e} x {n} U {e} x (0,1) x {n} U {e} x {n} x (0,1)).
e,ne{0,1
die abgeschlossene Halbkugel der Wiirfel [0, 1)?

{(x,y,2) e R®|2? + 4> + 22 < 1und z > 0}
ABBILDUNG 45. Beispiele von Untermannigfaltigkeiten mit Kanten.

9%In diesem Fall meinen wir mit M ausnahmsweise den topologischen Rand von M C R™.
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Satz 6.12. (Gauf3scher Integralsatz fiir Untermannigfaltigkeiten mit Kanten) FEs
sei M C R"™ eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Kanten und es sei
F: M — R"™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

Fluss von F durch M = fdiv F.
M

Wie oben schon angekiindigt ist dieser Satz mit Vorsicht zu genieffen. In den meisten
Anwendungen kann man diesen problemlos anwenden. Es ist aber moglich, dass die Vor-
aussetzungen an “Untermannigfaltigkeiten mit Kanten” zu schwach sind, um diesen in der
angegebenen Allgemeinheit zu beweisen.

Beweisskizze. Es sei M C R™ also eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
mit Kanten und es sei F': M — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Man kann nun
zeigen®™ dass es eine Folge von kompakten n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten W,
k € N gibt mit folgenden Eigenschaften:

(1) fiir alle k ist W), € M,
(2) klim Vol(M \ W) =0,
—00

(3) Jim Vol(OM AOW,,) = 0.5
— 00

Wir skizzieren die Folge W}, in Abbildung B8. Wir bezeichnen mit v das &uflere Einheits-

M = {(z,y)|2* +y* <1 und y > 0}

W) erhélt man durch “Rundung” der
Kanten in einer kleinen Umgebung

Kanten von M

ABBILDUNG 46. Approximation einer Untermannigfaltigkeiten mit Kanten.

56Djes ist der technisch schwierige Schritt den wir auslassen.

5TWenn man eine Aussage nicht beweist, dann besteht immer die Gefahr, dass sie nicht richtig ist. Auch
in diesem Fall kann es sein, dass man eventuell noch stérkere Voraussetzungen braucht, um pathologische
Spezialfille zu vermeiden.

Hier bezeichnen wir, wie in Analysis III, mit AAB = (A\ B) U (B \ A) die symmetrische Differenz
von zwei Teilmengen A und B von R™.
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normalenfeld von M und von allen W}’s. Dann ist

da lim Vol(OMAOW}) =0 da lim Vol(M \ W) =0
k—o0 k—o0

{ {
Fluss von F durch M = fF-I/ = lim f F-v = lim fdivF = fdiVF.
oM k—>oan k—)ooW \7s
k T k

GauBscher Integralsatz 68 0

Beispiel. Es sei

A = {(z,y,2) eR¥ |2’ +y*+22=1und 2z > 0}
die obere Hiilfte der Sphire S2. Wir betrachten A mit dem Einheitsnormalenfeld, welches
“nach auBen” zeigt. Wir wollen den Fluss von dem konstanten Vektorfeld F' = (1,0, 3)
durch A bestimmen. Wir setzen dazu

B = {(z,y,2) eR3|2? +y*> <1und z =0}
sowie

M = {(z,y,2) e R¥|2? +y* + 2> < 1und z > 0}.
Wir betrachten B mit dem Einheitsnormalenfeld welches auch “nach oben” zeigt. Dann ist

Fluss von F' durch A = Fluss von F' durch A — Fluss von F' durch B + Fluss von F durch B
Fluss von F' durch OM,  + Fluss von F' durch B

= 0, nach dem Gauf3schen
Integralsatz 612, da div(F) =0

= Fluss von F' durch B = (x)

Dieser Fluss kann nun leicht explizit ausgerechnet werden, in der Tat ist

=21 r=1
x) = [F-v = [ [(1,03)-(0,0,1) = 6.
B =0 r=0
A={(z,y,2)|2* +y* + 2 =1,2 >0} B={(z,y,2) 2> +y* < 1,2 =0}

v auf A

wenn div(F) =0

|

Fluss von F' durch A = Fluss von F durch B

ABBILDUNG 47.
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6.8. Ausblick. Das néchste grofie Ziel wird sein den allgemeinen Satz von Stokes zu for-
mulieren und zu beweisen. Der klassische Satz von Stokes besagt, dass fiir eine orientierte
kompakte Fliche (M, 7) in R? und ein stetig differenzierbares Vektorfeld F= (Fy, Fy, F)
auf M die Gleichheit®™

—

frot(ﬁ)-ﬁ: f F-dy
M

y=0M
gilt. Hierbei ist die Rotation von F definiert als das Vektorfeld

0 OF, OF,

s F, oy T o

2 8 _ OF. | OF,

rot (F) = 3y x | F, = — 9 T o5

2 F, OFy _ OF,

0z ox Oy

Unser Ziel ist es die “korrekte” Verallgemeinerung dieser Aussage auf den hoherdimen-
sionalen Fall zu finden, und diese dann fiir alle Dimensionen zu beweisen. Wir miissen
dazu erst einmal relativ viele neue mathematische Objekte einfiihren. Der allgemeine Satz
von Stokes (welcher den klassischen Fall einschliefit) wird dann jedoch eine sehr kurze und
elegante Formulierung besitzen, und der Beweis wird am Ende erstaunlich kurz sein.

9 Auf der rechten Seite integrieren wir iiber das Skalarprodukt von F mit dem Ableitungsvektor einer
Parametrisierung der Kurve v = 0M.
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7. KATEGORIEN UND FUNKTOREN

7.1. Induzierte Abbildungen auf Tangentialrdumen. Es sei M eine Untermannigfal-
tigkeit und es sei P € M. Wir sagen zwei Kurven a: I — M und §: J — M durch P sind
dquivalent, wenn o/ (0) = /(0). Fiir eine Kurve v in M durch P bezeichnen wir mit [o] die
Aquivalenzklasse von a. Die Abbildung

Menge der Aquivalenzklassen ToM
von Kurven in M durch P P
] — ~(0)

ist offensichtlich eine Bijektion. Wir verwenden diese Bijektion im Folgenden um TpM mit
der Menge der Aquivalenzklassen von Kurven in M durch P zu identifizieren.™

Dieser Gesichtspunkt scheint auf den ersten Blick etwas verwirrend, aber er erleichtert oft
die Notation. Es sei beispielsweise f: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwi-
schen zwei Untermannigfaltigkeiten (nicht notwendigerweise von der gleichen Dimension)
und es sei P € M. Wir betrachten die Abbildung®

Df(P): TpM — TypN
[y: I — M| — [fovy:I— NJ.
Wir bezeichnen die Abbildung D f(P): TpM — Typ)N oft auch nur mit f, und wir nennen

f« = Df(P) die induzierte Abbildung. Bevor wir fortfahren miissen wir allerdings erst noch
folgendes Lemma beweisen.

Lemma 7.1. Die obige Abbildung f. = Df(P): TpM — TypyN ist wohl-definiert.

Beweis. Wir bezeichnen mit m die Dimension von M. Es seien v: I — M und 6: J — M
zwei dquivalente Kurven durch P. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass I = J, und dass es
eine Karte ®: U — V um P gibt, so dass das Bild von v und 6 in UN M liegt. Wir schreiben
g := fo® ! und wir setzen @ := ®(P). Wir betrachten nun also folgende Abbildungen

1

S MnU—L N

g—]O‘I)

E,.NV.
Wie immer fassen wir £, NV als offene Teilmenge von R™ auf. Dann ist
(fo7)(0) =(g90®07)(0) = Dog(Dp®(7'(0)) = Dqg(Dp®(5'(0)) = (fd)(0).

T T T T
denn g = fo®~!  Kettenregel denn ~/(0) = §'(0) das gleiche Argument
riickwérts
Wir haben also gezeigt, dass f oy und f o § ebenfalls dquivalent sind. U

50Wir verwenden insbesondere diese Bijektion um die Vektorraumstruktur auf der Menge der Aqui-
valenzklassen einzufiihren.

61Mit der urspriinglichen Definition des Tangentialraumes wiire diese Abbildung deutlich umsténdlicher
hinzuschreiben.
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Bemerkung. Fiir eine offene Teilmenge U C R™ und eine stetig differenzierbare Abbildung
f: U — R™ erhalten wir fiir jedes P € M eine Abbildung

fe =Df(P): TpU =R" — TypR™ =R™.
Wie die Notation schon suggestiert ist dies gerade die Abbildung, welche dem iiblichen
Differential D f(P) entspricht.®? Insbesondere ist in diesem Fall die Abbildung f, = D f(P)
eine lineare Abbildung.
Satz 7.2.

(1) Es seien f: L — M und g: M — N stetig differenzierbare Abbildungen zwischen
Untermannigfaltigkeiten und es sei P € L. Dann ist™

D(go f)(P) = Dg(f(P))o Df(P).
Mit anderen Worten, es gilt
(gofle = guofu
(2) Fiir jede Untermannigfaltigkeit M und jeden Punkt P € M gilt
(Didpy)(P) = idrenr,
oder noch kiirzer ausgedriickt, es ist
(ldM)* = idTpM .
Beweis. Wir beweisen zuerst die erste Aussage. Es sei also [y: I — L] € TpL. Dann ist
D(go [)(P)[V]) = [(gof)on] = lgo(foy)] = Dg(f(P))([fo~])
= (Dg(f(P)) o Df(P))(IV])-

In der alternativen Schreibweise ist der Beweis noch kiirzer, denn es ist

(gof)(b]) = [lgefon] = lge(fen] = gllfer]) = g.(f(W])
Die zweite Aussage des Satzes ist trivial. U

Korollar 7.3. Es sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen zwei Untermannigfaltig-
keiten. Fiir alle P € M gilt

D= (f(P)) = (Df(P))~".
Mt anderen Wort, es ist
(e = (f)™
Insbesondere ist D f(P) = f.: TpM — Ty p)N eine Bijektion.

Beweis. Es ist
foo(f Y, = (fofV=id = id.
) )

Satz 2 (1) Satz 2 (2)

62Warum ist dies der Fall?
53Djes ist also eine Gleichheit von Abbildung TpL — Tyrpy)N.
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Ganz analog zeigt man auch, dass (f~!), o f, = id, also sind (f~1), und f. zueinander
inverse Abbildungen. Insbesondere ist f, eine Bijektion. 0

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.
Satz 7.4. Es sei f: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen zwei Unter-
mannigfaltigkeiten. Fir jedes P € M ist
f* = Df(P) TPM — Tf(P)N

eine lineare Abbildung.

Beweis. Es sei also f: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen einer m-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M und einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
N. Es sei nun P € M. Wir wihlen eine Karte ®: U — V um P und wir wéhlen eine Karte

©: X - Y um Q := f(P) mit f(U) C X®™. Wir bezeichnen mit ¥ := &~! und Q = ©~!
die Umkehrabbildungen. Wir betrachten die folgenden Abbildungen

UnM ! XN
] e o( Js
VAE, — > _yvAE,.

Dies ist ein kommutatives Diagramm von Abbildungen.®”® Wir erhalten das entsprechende
Diagramm von induzierten Abbildungen

Df

T M ToN
N
D@l \\ DV D) 7 lD@
/ D(©ofol) \
R™ R"™.

(Der Ubersicht halber haben wir hierbei bei den induzierten Abbildungen die Punkte weg-
gelassen, an denen wir diese betrachten.) Es folgt aus Satz 2, dass auch dieses Diagramm
kommutiert."® Es folgt aus der Bemerkung auf Seite BIl, dass die Abbildungen DV und
DO sowie D(© o f o ¥) linear sind. Zudem folgt aus Korollar 3, dass D¥ = (D®)~! und
DQ = (DO)~!. Insbesondere sind die vertikalen Abbildungen links beziehungsweise rechts
zueinander inverse Homomorphismen von Vektorrdumen. Es folgt nun, dass

Df = DQoD(©o foW)o D

64Warum kann diese letzte Bedingung erfiillt werden?

65Wir sagen ein Diagramm von Abbildungen ist kommutativ, wenn es egal ist, in welcher Reihenfolge
wir die Abbildungen durchlaufen. In diesem Fall bedeutet das, dass die Verkniipfung der Abbildungen oben
und rechts, die gleiche Abbildung ergibt wie die Verkniipfung der Abbildungen links und unten.

6610 der Tat, denn es ist

D@ofoW)oDP = D(@OofoVoDP) = DOof) = DOoDf.

) )
Satz 2 Satz [[2
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die Verkniipfung von drei linearen Abbildung ist. Also ist auch Df selber eine lineare
Abbildung. O

7.2. Duale Vektorraume. Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir bezeichnen mit
V* = Homg(V,R)

den zu V dualen Vektorraum. Es sei nun vy, ..., v, eine Basis von V. Jeder Vektor w € V
kann also eindeutig als Linearkombination

w = v+ -+ Lo, mit l1,..., 0 €R
geschrieben werden. Fiir ¢ = 1,..., k betrachten wir nun die Abbildung

vi:V = R
Koeffizient von v; in der eindeutigen Darstellung

w = vi(w) = . o
F(w) von w als Linearkombination von vy, ..., vg.

Anders ausgedriickt, die Abbildungen »7,...,v;: V — R sind die eindeutig bestimmten
Abbildungen, welche die Eigenschaft besitzen, dass

w = vi(w) v+ +vp(w) - vy fur alle w € V.

Man kann nun leicht zeigen, dass v, ..., v} lineare Abbildungen sind. Zudem gilt folgendes
elementare Lemma, welches in der Linearen Algebra bewiesen wurde.

Lemma 7.5. Es sei vq,...,v; eine Basis von einem reellen Vektorraum V. Dann ist
vy, ..., v} eine Basis von V*.

Es folgt aus dem Lemma, dass V* ein reeller Vektorraum der Dimension k& = dim(V) ist.
Wir nennen v7,...,v; € V* die zu vy, ..., v duale Basis.

Bemerkung. Wenn V' endlich dimensional ist, dann gibt es zu jeder Basis von V eine
eindeutig bestimmte duale Basis von V*. Allerdings kann man nicht jedem einzelnen Vektor
in V einen eindeutig bestimmten Vektor in V* zuordnen.

Es sei zum Abschlufl des Kapitels f: U — V eine lineare Abbildung zwischen reellen
Vektorrdumen. Wir erhalten dann eine Abbildung

ffove = U
(p: V-o>R) — (pof:U—-V—=>R),
welche wir als die induzierte Abbildung bezeichnen. Die Abbildung f* geht hierbei in die
“umgekehrte Richtung”.

Das folgende elementare Lemma fafit einige elementare Eigenschaften von induzierten
Abbildungen zusammen.

Lemma 7.6. Fs seien U,V und W reelle Vektorrdaume.
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(1) Es seien f: U =V und g: V. — W lineare Abbildungen. Dann gilt =
(gof) = frog"
(2) Fir die Identititsabbildungid: V — V ist auchid™: V* — V* die Identitdtsabbildung,
d.h. es gilt
id* = id.
Korollar 7.7. Es sei f: V. — W ein Isomorphismus zwischen reellen Vektorrdumen. Dann
ist auch f*: W* — V* ein Isomorphismus mit (f*)~' = (f~1)*.

Der Beweis von Korollar [77 ist ganz dhnlich dem Beweis von Korollar [Z=3.

Beweis. Es sei f: V — W ein Isomorphismus zwischen reellen Vektorrdumen. Es ist

fro(fy = (Flef)y = id = id.
1 1

Lemma A (1) Lemma A (2)

Ganz analog zeigt man auch, dass (f~!)* o f* = id, also sind (f~!)* und f* zueinander
inverse Abbildungen. Insbesondere ist f* ein Isomorphismus. 0

7.3. Kategorien. Die Aussagen von Satz [ und von Lemma [ besitzen eine grofie
formale Ahnlichkeit und wir hatten diese Ahnlichkeit beniitzt, um fiir Korollar =3 und
Korollar [77 fast identische Beweise anzugeben.

In diesem kurzen Kapitel fithren wir nun “Kategorien” und “Funktoren” ein. Diese Begrif-
fe geben uns eine Sprache um die formalen Gemeinsamkeiten der Aussagen der vorherigen
beiden Kapitel herauszuarbeiten. Die Begriffe “Kategorie” und “Funktor” werden in allen
Bereichen der reinen Mathematik verwendet und wir wollen uns daher in diesem Kapitel
nicht nur auf Beispiele aus der Analysis beschréanken.

Definition. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:

(1) Einer Klasse™ Ob(C) von Objekten, welche die Objekte der Kategorie genannt wer-
den,
(2) zu jedem Paar (X,Y’) von Objekten gibt es eine Menge Mor(X,Y),

67Mit anderen Worten, das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert

" 1% "
g f
- /—\; -

(gof)”

681ch gehe hier jetzt nicht weiter auf das Wort “Klasse” ein. Anschaulich gesprochen ist eine “Klasse”
eine Verallgemeinerung des Begriffs der “Menge”. Zum Beispiel macht es keinen Sinn von der “Menge aller
Gruppen” zu reden, genau so wenig wie es Sinn macht von der “Menge aller Mengen” zu reden. Aber es
macht Sinn von der “Klasse aller Gruppen” zu reden, siche beispielsweise

https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_Mengenlehre

Wir iiberlassen diese heikle Geschichte lieber den Logikern.


https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_Mengenlehre
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(3) zu je drei Objekten X,Y und Z gibt es eine Abbildung
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)
(f;9) = gof
so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(K1) (Assoziativitét): Es seien f € Mor(W, X),g € Mor(X,Y) und h € Mor(Y, Z),
dann gilt
(hog)of = ho(gof).
(K2) (Identitét): Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus idy € Mor(X, X)
mit der Eigenschaft, dass gilt®™
idyof = f fiiralle Z € Ob(C) und alle f € Mor(Z, X), sowie
foidx = f firalleY € Ob(C) und alle f € Mor(X,Y).
Die Abbildung Mor(X,Y) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z) wird, wie die Notation schon sug-
gestiert, die Verkniipfungsabbildung genannt.
Beispiele.
(a) Wir nennen die Kategorie C mit
Ob(C) := alle Mengen,
Mor(X,Y) := alle Abbildungen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie aller Mengen.
(b) Wir betrachten die Kategorie C mit

Ob(C) := alle Mengen,
o {idx}, wenn X =Y
Mor(X,Y) = { 0, wenn X #Y.
Die Verkniipfungsabbildung muss nur definiert werden, wenn X =Y = Z, und
in diesem Fall definieren wir idy oidy := idy. Man kann sich nun leicht davon

iiberzeugen, dass dies eine Kategorie definiert.
(c) Wir nennen die Kategorie C' mit

Ob(V) := alle reellen Vektorrdume,
Mor(V, W) := Homg(V, W) = alle Homomorphismen von V' nach W,

mit der iiblichen Verkniipfung von Homomorphismen die Kategorie der reellen Vek-
torrdume. Ganz analog kann man natiirlich auch fiir jeden Korper K die Kategorie
der K-Vektorrdume einfiihren.

(d) Wir nennen die Kategorie G mit

Ob(G) := alle Gruppen,
Mor(G, H) := Hom(G, H) = alle Gruppenhomomorphismen von G nach H,

69st idx eindeutig bestimmt, oder nicht?
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mit der iiblichen Verkniipfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der
Gruppen. Ganz analog kann man auch die Kategorie der abelschen Gruppen einfiihren.
(e) Wir nennen die Kategorie T mit

Ob(T) := alle topologischen Réume,
Mor(X,Y) := alle stetigen Abbildungen von X nach Y,
mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen
Rdume.
(f) Wir nennen die Kategorie M mit
Ob(M) := alle Untermannigfaltigkeiten,
Mor(M,N) := alle glatten Abbildungen von M nach N,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der Untermannigfal-
tigkeiten.

(g) Eine punktierte Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M, P), wobei M eine Unter-
mannigfaltigkeit ist und P € M. Wir nennen die Kategorie P mit

Ob(P) := {alle punktierten Untermannigfaltigkeiten},
o alle glatten Abbildungen f
Mor((M. P), (N, Q)) := { von M nach N mit f(P) =@

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der punktierten Un-
termannigfaltigkeiten.

Der Name “Morphismus” suggestiert, dass es sich bei Morphismen um Abbildungen
handelt. Dies ist aber nicht notwendigerweise der Fall, wie wir im folgenden Beispiel sehen.

(h) Es sei G eine beliebige Gruppe. Wir betrachten
Ob(C) := {eine Menge mit einem einzigen Element *},
Mor(x,%) = G.
Wir definieren dann
Mor (%, %) x Mor(*,*) — Mor(x, *)
(f9) = gof=gf

mittels der Gruppenstruktur auf Mor(x, *) = G. Die Axiome einer Kategorie folgen
dann aus den Gruppenaxiomen von G.

7.4. Funktoren.

Definition. Es seien C und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F': C — D besteht aus
einer Abbildung
F: Ob(C) — Ob(D)
und fiir alle X, Y € Ob(C) gibt es zudem eine Abbildung
Mor(X,Y) — Mor(F(X),F(Y))
¢ — F(9),
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so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(F1) Fiir alle ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt

F(fpog) = F(i)o F(¢).
(F2) Fiir alle X € Ob(C) gilt
F(idx) = idpx)-

Konvention. Fiir einen kovarianten Funktion F': C — D und einen Morphismus ¢ schreiben
wir oft ¢, anstatt F(¢).

Beispiele.
(1) Es sei V die Kategorie der reellen Vektorraume und es sei W ein Vektorraum, dann
ist
F: Ob(YV) — Ob(V)
V' +— Homg(W,V),
zusammen mit den Abbildungen
Mor(U,V) Mor( (U),F(V))
. : Hom(W,U) — Hom(W,V)
(p:U—=V) — f o dof
ein kovarianter Funktor. ™ Folgendes Diagramm illustriert die Aussage von Axiom
(F2):

Hom(W, X) —2~ Hom(W,Y) — > Hom(W, Z).
V
(Yog)
(2) Es sei P die Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten und und es sei V
die Kategorie der reellen Vektorrdume. Es folgt aus Satz [[2 zusammen mit Satz [4),
dass

F: Ob(P) — Ob(V)
(M,P) — TpM,
zusammen mit den Abbildungen
Mor((M, P),(N,Q)) — Mor(TpM,ToN)
f = fi=Df(P)

In der Tat, denn sei ¢ € Mor(X,Y) und 4 € Mor(Y, Z) und es sei f € Hom(W, X), dann gilt
F(og)(f) = od)(f) = o(pof)=voF(@)(f) = FW)F()(f)) = (F(¥)o F()(f)
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ein kovarianter Funktor von der Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten
zu der Kategorie der Vektorrdume ist.

(3) Es sei A die Kategorie der abelschen Gruppen, es sei p eine Primzahl und es sei F
die Kategorie der FF,-Vektorrdume. Dann ist ™

F: Ob(A) — ODb(F)
G — G®F,,
zusammen mit den Abbildungen
Mor(G,H) — Mor(G®F, H®TF,)
(f:G—=H) = (fi=f®id:GeF, > H®F,)
ein kovarianter Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppe zu der Kategorie
der [F)-Vektorrdume.

Definition. Es seien C und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor F: C — D besteht
aus einer Abbildung
F: Ob(C) — Ob(D)
und fiir alle X, Y € Ob(C) gibt es zudem eine Abbildung
Mor(X,Y) — Mor(F(Y), F(X))
¢ — F(o)
so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(F1) Fiir alle ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt
Fyog) = F(¢)o F(4).
(F2) Fir alle X € Ob(C) gilt
F(idx) = idpx) .

Konwvention. Fiir einen kovarianten Funktion F': C — D und einen Morphismus ¢ schreiben
wir oft ¢* anstatt F'(¢).

Bemerkung. Die Verkniipfung von zwei kovarianten Funktoren ist wiederum ein kovarianter
Funktor. Eine Verkniipfung von einem kovarianten mit einem kontravarianten Funktor ist
ein kontravarianter Funktion, nachdem sich “die Richtung genau einmal dndert”. Die Ver-
kniipfung von zwei kontravarianten Funktoren ist hingegen ein kovarianter Funktor, denn
“die Richtung dndert sich zwei Mal” ™

Der Unterschied zur Definition eines kovarianten Funktors liegt darin, dass sich die Rei-
henfolge von F'(v)) und F(¢) umgedreht hat. Dies erscheint auf den ersten Blick sehr un-
natiirlich, dies kommt aber durchaus destfteren vor, wie wir jetzt in den Beispielen sehen
werden.

"Hierbei bezeichnet G @ [, das Tensorprodukt der abelschen Gruppen G und F,.

"Man kann diese Beobachtung leicht verallgemeinern, die Verkniipfung von k kovarianten und n kon-
travarianten Funktoren ist ein kovarianter Funktor, wenn n gerade ist und es handelt sich um einen kon-
travarianten Funktor, wenn n ungerade ist.
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Beispiele.

(1)

Es sei V die Kategorie der reellen Vektorrdume. Wir hatten in Lemma [8 gezeigt,
dass

F: Ob(V) — Ob(V)

V +— V*:=Homg(V,R) := Dualraum von V/,

zusammen mit den Abbildungen

Mor(U,V) + Mor(V*,U*)

¢*: Hom(V,R) — Hom(U,R) )
U=V) —
vy o ( [ foo

ein kontravarianter Funktor ist. Folgendes Diagramm illustriert die Aussage von
Axiom (F2):

(Yog)*
Es sei T die Kategorie der topologischen Rdume und es sei V die Kategorie der
reellen Vektorrdume, dann ist
F: Ob(T) — Ob(V)
X +— C(X,R) := stetige reellwertige Funktionen auf X,
zusammen mit den Abbildungen
Mor(X,Y) +— Mor(C(Y,R),C(X,R))
C(Y,R) - C(X,R
oy o ((CWE) D CER)

ein kontravarianter Funktor.
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8. DIFFERENTIALFORMEN ERSTER ORDNUNG

8.1. Definition von Differentialformen erster Ordnung. Essei M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und es sei P € M. Wir schreiben

TpM = Homg(TpM,R)

fiir den zum Tangentialraum TpM dualen Vektorraum. Es folgt aus Satz 6B und aus der
Diskussion vom vorherigen Kapitel, dass dies ebenfalls ein k-dimensionaler Vektorraum ist.
Wir nennen Elemente in Tp M Kotangentialvektoren.

Bemerkung. Es sei wiederum P die Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten und
und es sei V die Kategorie der reellen Vektorrdume. Es folgt leicht aus Definitionen, dass
F: Ob(P) — Ob(V)
(M,P) — TyM,
zusammen mit den Abbildungen
Mor((M, P),(N,Q)) + Mor(T5N, Ty M)
[ f=DAP)

ein kontravarianter Funktor ist.”

Definition. Eine Differentialform erster Ordnung auf einer Untermannigfaltigkeit M ist eine
Abbildung w, welche jedem Punkt P in M einen Kotangentialvektor wp € TjM zuordnet.
e}

Im Folgenden werden wir oft auch nur kurz “l1-Form” anstatt Differentialform erster
Ordnung schreiben.” In spéteren Kapiteln werden wir dann die Differentialformen héherer
Ordnung kennenlernen.

Beispiele.
(1) Es sei F' ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist die Abbildung
w(F'), welche jedem Punkt P in M den Kotangentialvektor

W(F>p2TpM —- R
v — wv-F(P)

———
Skalarprodukt

zuordnet, eine 1-Form auf M.

"3Genauer gesagt handelt es sich bei F' um die Verkniipfung des kovarianten Funktors (M, P) — TpM
mit dem kontravarianten Funktor V' +— V*, also ist F' nach der Bemerkung auf Seite B8 ein kontravarianter
Funktor.

"Genauer gesagt ist eine Differentialform w erster Ordnung eine Abbildung

w:M— U TpM
PEM
so dass fiir P € M gilt, dass wp € Tp M.
"5In der Literatur werden Differentialformen erster Ordnung manchmal auch Pfaffsche Formen genannt.
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(2) Essei f: M — R eine stetig differenzierbare Funktion auf einer Untermannigfaltig-
keit. Dann ist die Abbildung, welche jedem Punkt P in M den Kotangentialvektor™

Df(P)= f.: TpM — R =TypR
v = Df(P)(v)
zuordnet eine 1-Form auf M. Diese Form heifit das totale Differential von f und
wird mit df bezeichnet.™
(3) Es sei M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fir ¢ € {1,...,n}
betrachten wir die 1-Form dz;, welche an jedem Punkt P € M gegeben ist durch™

de‘iZ TpM =R*" — R
(V1,...,0n) — U

Es seien nun fi,..., f,: M — R Funktionen. Dann ist auch fidx; + --- + f,dz,
eine 1-Form.

Da dxy,...,dz,: R" — R eine Basis fiir den Dualraum TpM = Homg(R", R)
bilden, ist jeder Kotangentialvektor eine Linearkombination von dx1,...,dx,, und
also ist auch jede 1-Form auf M von der obigen Form.

In Ubungsblatt 5 werden wir folgendes elementare Lemma beweisen.

Lemma 8.1. FEs sei f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion auf einer offenen
Menge U C R™. Dann gilt
df = Lgp,+... 4+ 2L gy,.

Oz oz,

Definition. Es sei p: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen zwei Unter-
mannigfaltigkeiten und es sei w eine 1-Form auf N. Wir bezeichnen mit ¢*w die 1-Form,
welche am Punkt P € M gegeben ist durch

(@*w)p: ToM 5 TypN 225 R,

Man sagt oft, dass man eine 1-Form w von N auf M zuriickgezogen hat. Man nennt ¢*w
den “pullback” von w.

Das folgende Lemma ist eine Tautologie.™ Mit anderen Worten, die Aussage des Lemmas
folgt sofort aus den Definitionen, und es gibt nichts zu beweisen. Obwohl (oder gerade weil?)
das Lemma so einfach ist, werden wir es erstaunlich oft verwenden.

"SWir hatten in Satz 2 gezeigt, dass Df(P) = f.: TpM — R in der Tat eine lineare Abbildung ist,
d.h. Df(P) ist ein Element in TH M.

"TEigentlich hatten wir diese Abbildung schon mit Df bezeichnet, aber in diesem Zusammenhang hat
sich die Notation df eingebiirgert.

8Die Projektion R™ — R auf die i-te Koordinate wird oft mit p; bezeichnet. Dann entspricht dx; gerade
der 1-Form dp;, welche wir in (2) eingefiihrt hatten. Aber nachdem sich die Notation dz; eingebiirgert hat,
werden wir diese verwenden, selbst wenn sie nicht ganz konsistent mit der Notation aus (2) ist.

79

https://de.wikipedia.org/wiki/Tautologie_(Logik)


https://de.wikipedia.org/wiki/Tautologie_(Logik)
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Lemma 8.2. Es sei p: M — N eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen Unterman-
nigfaltigkeiten, es sei w eine 1-Form auf N, es sei P € M und es sei v € TpM. Dann
qgilt

(" W)p(v) = wop)(px(v))-
Definition.

(1) Es sei w = fidxy + -+ + fedxy, eine 1-Form®™ auf einer offenen Teilmenge W C RF
beziehungsweise einer offenen Teilmenge W C Hj. Wir sagen w ist stetig, wenn
fi,-. -, fr stetig sind.

(2) Es sei w eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M.

(a) Essei ®: U — V eine Karte fiir M. Wir sagen w ist stetig beziiglich der Karte
®, wenn (®~1)*(w) eine stetige 1-Form auf V N Ej, beziehungsweise auf V N Hj,
ist.5T

(b) Wir sagen w ist stetig auf M, wenn es einen Atlas {®;: U; — V;}ie; von M
gibt, so dass w stetig ist beziiglich jeder Karte ®,.

Wir verwenden im Folgenden auch die ganz analogen Definitionen bei denen wir “stetig”
durch “stetig differenzierbar” beziehungsweise “glatt” ersetzen.

Der folgende Satz spielt nun eine dhnliche Rolle wie Satz 2Z4.

Satz 8.3. Es sei w eine 1-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(1) die 1-Form w ist stetig differenzierbar,
(2) die 1-Form w ist stetig differenzierbar beziiglich jeder Karte von M,
(3) fiir alle stetig differenzierbaren Tangentialvektorfelder F' auf M ist die Funktion

M — R

P — wp (F(P))
i g
€ETEM  cTpM
———

eRr

stetig differenzierbar.

Die gleichen Aussagen gelten auch, wenn wir “stetig differenzierbar” durch “stetig” bezie-
hungsweise “glatt” ersetzen.

Fiir den Beweis von Satz B33 benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 8.4. Es sei p: V. — W eine stetig differenzierbare Abbildung von einer m-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit V- von R™ zu einer n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit V' von R™. Zudem sei w eine stetig differenzierbare 1-Form auf W. Dann ist die
1-Form ¢*w auf V' ebenfalls stetig differenzierbar. Die gleiche Aussage gilt auch, wenn wir
“stetig differenzierbar” durch “stetig” beziehungsweise “glatt” ersetzen.

80Wie wir gerade in (3) angemerkt hatten ist jede 1-Form auf W von dieser Form.
81Wie immer fassen wir hierbei V N E}. als offene Teilmenge von Ejy = R* auf.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir “stetig differenzierbar”, die Aussagen fiir “glatt”
und “stetig” werden ganz analog bewiesen. Es sei also w = ¢1dx; + - - - + g,dz,, eine stetig
differenzierbare 1-Form auf einer einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit W von R™.
Zudem sei V' eine m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit W von R™. Dariiber hinaus sei
©=1(p1,--.,pn): V= W eine stetig differenzierbare Abbildung. Wir schreiben

o'w = fidei+ -+ fda,,

wobei fi,..., fin: V — R Funktionen sind. Wir miissen zeigen, dass fi, ..., f, stetig diffe-
renzierbar sind. Es sei nun k € {1,...,m}. Fir P € V ist
fu(P) = (fulP)dwy+ - + fn(P)dwy) (er) = (pw)pler) = werp)(wuler))
denz dzi(ej) = 0,52 LerIma B2
= (SoaPun) (SFEP) ) = Liooo)(P) FEP)
) :w:(P) ’ =(DP<P)(;;)=<P*(6;) deTm dz;(e;) = 0;;

Wir sehen also, dass f eine Verkniipfung von stetig differenzierbaren Funktionen ist. Also
ist fr auch selber stetig differenzierbar. ([l

Das folgende Lemma beweist die Aussagen von Satz B33 im Spezialfall, dass M eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R ist.

Lemma 8.5. FEs sei w eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von
RE. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) die 1-Form w ist stetig differenzierbar,
(2) fir jeden Diffeomorphismus p: V — W ist die 1-Form ¢*w auf V' stetig differen-
zierbar,
(3) fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F': W — RF ist die Funktion

w = R
P — wp(F(P))
stetig differenzierbar.

Die gleichen Aussagen gelten auch, wenn wir “stetig differenzierbar” durch “stetig” bezie-
hungsweise “glatt” ersetzen.

Beweis. Es sei w = gidxy + -+ + grdxy eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit von R*. Die Aussage “(1) = (2)” folgt aus Lemma BH. Die Umkehrung
“(2) = (1)” ist natiirlich trivial, wir miissen nur ¢ = id setzen.

82Fiir i, j € Z ist das Kronecker-Symbol 0;; definiert durch

P 1, wenn i =j,
971 0, wenn i # j.
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Wir beweisen nun noch die Aquivalenz “(1) < (3)”. Wir beweisen die Aussage fiir “stetig
differenzierbar”, die Aussagen fiir “glatt” und “stetig” werden ganz analog bewiesen. Wir
machen dazu folgende Vorbemerkung: Fiir ein beliebiges stetig differenzierbares Vektorfeld
F=(F,....,F): W — RF gilt

wr(F(P)) = (zgz i) (LE(P)- ) = La(P)- AP

J /F =1
“wp —F(P) denn dz;(e;) = 6,
Aus dieser Rechnung folgt, dass wenn die Funktionen gy, ..., g; stetig differenzierbar sind,

dann ist auch P +— wp(F(P)) stetig differenzierbar. Wir haben damit “(1) = (3)” bewiesen.
Umgedreht, wenn wir die Vektorfelder konstanten Vektorfelder G(P) = e; betrachten, dann
erhalten wir ¢;(P) = wp(G(P)). Nach Voraussetzung ist die Funktion P — wp(G(P))
stetig differenzierbar. Es folgt also, dass auch g; stetig differenzierbar ist. Dies beweist
“(3) = (1)". O

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz B33 zu.

Beweis von Satz B-3. Es sei also w eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit M. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall, dass
OM = (). Wir beweisen die Aussage fiir “stetig differenzierbar”, die Aussagen fiir “glatt”
und “stetig” werden ganz analog bewiesen.

Die Aussage “(2) = (1)” ist natiirlich trivial. Die Umkehraussage “(1) = (2)” kann
man, ganz dhnlich wie im Beweis von Satz P74, mithilfe von Karten auf den in Lemma B3
betrachteten Spezialfall zuriickfithren. Wir iiberlassen das Ausfithren von diesem Argument
als freiwillige Ubungsaufgabe.

Wir beweisen nun die Aussage “(2) = (3)”. Es sei also F' ein stetig differenzierbares
Tangentialvektorfeld auf M. Fir P € M definieren wir g(P) := wp(F(P)). Wir miissen
nun zeigen, dass die Funktion g auf der Untermannigfaltigkeit M stetig differenzierbar ist.
Wir verwenden dazu die Definition von “stetig differenzierbar” aus Kapitel ZZ5. Es sei also
®: U — V eine Karte um P. Wir bezeichnen mit W: V' — U die Umkehrabbildung. Wir
miissen nun zeigen, dass die Funktion g o W: V N E, — R stetig differenzierbar ist. Fiir
Q eVn Ek gllt

(g0 ¥)(Q) T: wa(Q) (F(Y(Q))) T: (Vo @) w)y(g)(F(¥(Q)))
Definition von g denn W o ® =id
T: (©"(V*w))w(e) (F(¥(Q))) T: (T*w)o (2 (F(¥(Q))))-
denn (Vo ®@)* = * o U* Lemma

Nach Voraussetzung ist W*w eine stetig differenzierbare 1-Form auf V N E; und zudem
ist @ — D.(F(V(Q))) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf V' N Ej. Es folgt nun aus
Lemma K3, dass die Funktion g o ¥ stetig differenzierbar ist.
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QO VNE,

ABBILDUNG 48. Skizze zum Beweis der Aussage “(2) = (3)”.

Wir beweisen nun noch die Aussage “(3) = (1)”.® Wir nehmen also an, dass fiir alle
stetig differenzierbaren Tangentialvektorfelder F' auf M die Funktion P — wp(F(P)) stetig
differenzierbar ist. Wir miissen jetzt beweisen, dass es um jeden Punkt P € M eine Karte
®: S — T gibt, so dass (®7!')*w eine stetig differenzierbare 1-Form auf 7' N Ej, ist. Es sei
also P € M und es sei zuerst einmal ®: U — V eine beliebige Karte um P. Wir bezeichnen
mit ¥: V — U die Umkehrabbildung. Fiir i € {1,...,k} sei nun G;: ExNV — E;, = R* das
konstante Vektorfeld, welches jedem Punkt den Standardbasisvektor e; zuordnet. Dann ist
P — U, (G;(P)) ein Tangentialvektorfeld auf M NU. Dieses ldfit sich jedoch im Allgemeinen
nicht zu einem stetig differenzierbaren Vektorfeld auf M fortsetzen. Wir benotigen nun
folgende Behauptung, welche dhnlich bewiesen wird wie Lemma GT1. Der genaue Beweis
der Behauptung ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

Behauptung. Es existiert eine offene Umgebung S von P in M und es existiert eine glatte
Funktion z: M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:
(1) z(z) =1 fir alle z € 5,
(2) Trager(z) C M NU.
Wir betrachten nun auf M das Tangentialvektorfeld, welches definiert ist durch

z(x) - U (Gi(®(x))), wennz e MNU,
Fz) = { 0, sonst.

Dies ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M. Wir setzen T' := ®(.S). Fiir Q € TNE}
gilt nun

(V*w)e(Gi(Q)) T: wy(@)(V.(Gi(Q)) T: wy(@) (F(¥(Q))).

Lemma B2 denn z(Q) =1,da ¥(Q) € S

Nach Voraussetzung ist P — wp(F'(P)) stetig differenzierbar, also ist nun auch die Funktion
Q — (V'w)o(G;(Q)) auf T'N Ej, stetig differenzierbar. Es folgt aus dem Beweis der Aussage
“(3) = (1)” in Lemma KA, dass U*w auf T stetig differenzierbar ist. O

83Wir werden die Aussage “(3) = (1)” im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht verwenden.
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Satz 8.6. FEs sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
und es seiw eine stetig differenzierbare 1-Form auf N. Dann ist f*w eine stetig differenzier-
bare 1-Form auf M. Die gleichen Aussagen gelten auch, wenn wir “stetig differenzierbar”
durch “stetig” beziehungsweise “glatt” ersetzen.

Beweis. Die Aussage des Satzes kann man mithilfe von Karten problemlos auf Lemma B2
zuriickfiihren. ([l

Bemerkung. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M setzen wir nun
(M) = Menge der glatten 1-Formen auf M.
Zusammenfassend haben wir also insbesondere gezeigt, dass die Abbildungen
Untermannigfaltigkeit M +—  Q;(M),
zusammen mit den Abbildungen

glatte Abbildung f: M — N +—  (f*: Qi (N) — Q1(M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Untermannigfaltigkeiten zu der Ka-
tegorie der Vektorrdume bildet.

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit folgendem Lemma, welches in Ubungsblatt 5 bewiesen
wird.

Lemma 8.7. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit.
(1) Fir jedes glatte Tangentialvektorfeld F auf M ist die zugehirige 1-Form w(F),
welche wir auf Seite @0 eingefiihrt hatten, glatt.
(2) Zu jeder glatten 1-Form w auf M gibt es genau ein glattes Tangentialvektorfeld F
auf M mit w = w(F).
Die analoge Aussage gilt natirlich auch wenn wir “glatt” durch “stetig” beziehungsweise
“stetig differenzierbar” ersetzen.

Bemerkung. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M setzen wir nun
7(M) = Menge der glatten Tangentialvektorfelder auf M.

Dies ist ein Vektorraum und es folgt aus Lemma 87, dass die Abbildung

F — w(F)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Wir hatten gerade angemerkt, dass M — Qy (M)
und f — f* einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Untermannigfaltigkeiten
zu der Kategorie der Vektorraume bildet. Es stellt sich nun die Frage, ob die Abbildungen
M — 7(M) ebenfalls auf eine “natiirliche” Weise einen Funktor ergeben. Aber dies ist
nicht der Fall, denn eine glatte Abbildung f: M — N induziert weder eine Abbildung
7(M) — 7(N) noch eine Abbildung 7(N) — 7(M).=

84Warum nicht? Probieren Sie mal, solche Abbildungen hinzuschreiben. Woran scheitert das?
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8.2. Integrierbarkeit von 1-Formen.

Lemma 8.8. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit, es sei y: [a,b] — M eine Kurve auf
M und es sei w eine stetige 1-Form auf M. Dann ist die Funktion™

[a,b)] — R
to= Wy (Y1)
v v
€T* M €T, ;)M

eR

stetig.

Beweis. Wir bezeichnen mit e = 1 den Einheitsvektor in R. Fiir ¢ € [a, b] ist nun

wy) (V' (1)) = Wy (1)) T: (Y"w)e(e).

Lemma B2

Die 1-Form y*w auf [a,b] ist nach Satz B8 stetig. Also folgt aus Satz B3 (1) = (3), dass
die Funktion ¢ — (y*w)(e) stetig ist. O

Es sei nun 7: [a,b] — M eine Kurve auf einer Untermannigfaltigkeit M und es sei w
eine stetige 1-Form auf M. Wir definieren das Integral der 1-Form w iber die Kurve v wie
folgt™®

b
[w = [wutrw)ad.

Beispiel. Es sei F' ein stetiges Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M und es sei
v: [a,b] = M eine Kurve. Wir betrachten wieder die 1-Form w(F’), welche an jedem Punkt
P € M gegeben ist durch

(,U(F)pITpM —- R
v = w(F)pv):=v-F(P).

Es folgt sofort aus den Definitionen, das

JwF) = [ /) F(u()) dt.
’Y 0 S
Skalarprodukt der

Vektoren +/(t) und F(v(t))

In Abbildung B9 betrachten wir anschaulich einige Spezialfiille mit M = R?. Wir betrachten

85Die Funktion ist also wie folgt definiert: die Kurve -y definiert fiir ¢ € [a, b] einen Vektor ~/(t) € T,M,
eine 1-Form auf M ordnet solch einem Vektor eine reelle Zahl zu.
86Das Integral ist definiert, denn nach Lemma B ist der Integrand eine stetige Funktion.
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Vektorfeld F(z,y) = (z,y)  Vektorfeld G(x,y) = (—y,x) Vektorfeld H(z,y) = (0,1)

N 1 v
ff} /fj\/y] iuai TT,}/T
>

21 L
fw(F 0, fw
Y FG®)=0  demn () G((t) >0 denn 7(£) - H(x(1)) = 0

denn

ABBILDUNG 49.

insbesondere dass Vektorfeld in der Mitte, welches gegeben ist durch G(z,y) = (—y, z).
Zudem betrachten wir die geschlossene Kurve
v:[0,27] — R?
t — (cos(t),sin(t)).

Dann gilt
Jw(G f ~( ) dt = f (—sin(t), cos(t)) - (= sin(t), cos(t)) dt = f 1dt = 2.

Beispiel. Es sei F' ein stetiges Kraftfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3?, z.B. das
Gravitationsfeld oder ein Magnetfeld, welches auf einen gegebenen punktféormigen Korper
K wirkt. Wir bezeichnen mit w(F') die zugehorige 1-Form auf U. Es sei : [a, b] — U zudem
eine Kurve. Dann ist

J —w(F)

2l
die Energie die aufgewendet werden muss (bzw. freigesetzt wird), um den Koérper K in
diesem Kraftfeld auf der Bahn v zu bewegen. Es folgt aus dem Energieerhaltungssatz, dass
das Integral iiber einer geschlossene Kurve® immer verschwindet.

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung aufgefasst werden:*®

Satz 8.9. Es ser M eine Untermannigfaltigkeit, es sei f: M — R eine stetig differenzier-
bare Funktion und zudem sei v: [a,b] — M eine Kurve auf M. Dann gilt=

[df = f(y(b) = f(v(a)).

87Eine Kurve heifit geschlossen, wenn der Anfangs— und der Endpunkt iibereinstimmen.

8811 welchem Sinne ist dies eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung? Wie kann man diesen aus Satz B9 herleiten?

897ur Erinnerung, df bezeichnet das totale Differential, welches wir auf Seite B eingefiihrt hatten.
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Insbesondere wenn v eine geschlossene Kurve ist, dann gilt
Jdf =
"

Beweis. Es sei «v: [a,b] — M eine Kurve auf M, dann gilt

b b
Jdf = | (o)) dt = [£f60)dt = f(v(b) = f(v(a)).
~y a N———

a
= (f27)'(t), nach
der Kettenregel

Wenn v geschlossen ist, dann gilt v(a) = 7(b) und es folgt sofort, dass
Jdf =
.

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine glatte 1-Form auf M.
Wir sagen, w ist ezakt™, wenn es eine glatte Funktion f: M — R gibt mit w = df.

O

Beispiel. Auf Seite OR hatten wir gezeigt, dass es auf M = R? mit dem Tangentialvektorfeld
F(z,y) = (—y, z) eine geschlossene Kurve v gibt, so dass

f w(F
o
Es folgt also aus Satz B9, dass die 1-Form w(F') nicht exakt ist.

Wir werden im Folgenden Beispiele von exakten 1-Formen geben. Hierbei verwenden wir
folgendes elementare Lemma.

Lemma 8.10. Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei
F: M — R"™ ein glattes Vektorfeld. Dann gilt

es gibt eine glatte Funktion,

die 1-Form w(F) ist exakt <= g: M — R mit Gradg = F

Beweis. Wir beweisen zuerst die “=" Richtung. Wir nehmen also an, dass es eine glatte
Funktion g: M — R gibt, so dass dg = w(F'). Wir wollen zeigen, dass Grad g = F'. Fiir alle
v=(v1,...,0,) € R" =TpM gilt, dass

F(P)-v = (dg(P (Zaxl ) ULy ooy ¥ Zaxz v; = Grad g(P) - v
T T

da w(F)=dg mnach Lemma ET
Nachdem dies fiir alle v € R" gilt, folgt, dass F'(P) = Grad g(P).

90Exakte 1-Formen werden manchmal auch integrierbar genannt.
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Wir beweisen nun die “«<” Richtung. Wir nehmen also an, dass es eine glatte Funktion
g: M — R gibt, so dass F' = Grad g. Wir wollen zeigen, dass w(F') = dg. In der Tat gilt
fiir alle v € R® =TpM, dass

w(F)p(v) = F(P)-v T: Gradg(P) - v T: (dg(P))(v)

denn F' = Gradg siehe oben. O

Beispiele.

(1) Ein Vektorfeld G: R™ \ {0} — R" heiit radial, wenn es eine Funktion f: Ryo — R

gibt, so dass

G(z) = f(||z]]) - = fir alle z € R™\ {0}.
In Ubungsblatt 5 werden wir mithilfe von Lemma B0 zeigen, dass fiir jedes glatte
radiale Vektorfeld G: R™ \ {0} — R" die zugehorige 1-Form w(G) exakt ist.

(2) Das Gravitationsfeld G eines sich im Ursprung befindlichen punktférmigen Korpers
in R? ist ein radiales Vektorfeld. Wie wir gerade in (1) angemerkt hatten, gibt es eine
Funktion f: R*\ {0} — R mit Grad f = G. Diese Funktion wird in der Physik das
“Potential” des Gravitationsfeldes genannt. Anders ausgedriickt, an einem Punkt
P € R?\ {0} besitzt ein punktformiger Korper der Masse M gerade die potentielle
Energie M - f(P).

(3) Die Diskussion in (2) gilt ganz analog auch fiir das elektrische Feld eines sich im
Ursprung befindlichen elektrisch geladenen Koérpers.

Vektorfeld F(z,y) = (z,y)  Vektorfeld G(z,y) = %(:L‘, y)  Vektorfeld H(x,y) = (z.y)

% N4 RN
— 7N — [ x— /7 S

l I l

ABBILDUNG 50. Beispiele von radialen Vektorfeldern.

8.3. Integration und Parametertransformationen. Es sei v: [a,b] — R" eine Kurve
und es sei ¢: [c,d] — [a, b] ein Diffeomorphismus. Dann ist

vyog:lc,d — R"
t = (1))

ebenfalls eine Kurve. Diese Kurve nimmt die gleichen Punkte wie die urspriingliche Kurve
~ an. Wir sagen 9 ist eine Umparametrisierung, welche durch die Parametertransformation
@ aus v hervorgeht. Wir nennen die Parametertransformation ¢ orientierungserhaltend,
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Vektorfeld F(z,y) = (—y, ) Vektorfeld G(z,y) = (z,y)

<15
y N\
— JuE) #0

die 1-Form w(F’) ist nicht exakt die 1-Form w(G) ist exakt

[w(@) =0

ABBILDUNG 51.

wenn ¢(c) = a und ¢(d) = b und wir nennen sie orientierungsumkehrend, wenn p(c) = b
und ¢(d) =
Beispiel. Wir betrachten
v:[0,2n] — R?
t — (cos(t),sin(t)),
d.h. v durchlduft den Einheitskreis “in der Zeit 27”7 “gegen den Uhrzeigersinn”. Die Kurve
a:[0,7] — R?
t — (cos(2t),sin(2t)),
ist eine Umparametrisierung von v, wobei die Parametertransformation orientierungserhal-

tend ist. Die Kurve a durchlauft den Einheitskreis “in der Zeit 7”7 weiterhin “gegen den
Uhrzeigersinn”. Die Kurve

B:10,47] — R?
t — (cos (27r — %t),sin (27r — %t))

ist eine Umparametrisierung von 7, wobei die Parametertransformation orientierungsum-
kehrend ist. Die Kurve 8 durchlauft den Einheitskreis “in der Zeit 47” nun aber “im
Uhrzeigersinn”.

Wir koénnen nun folgenden Satz formulieren und beweisen:

Satz 8.11. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine stetige 1-Form auf M.
Es sei v eine Kurve auf M und es sei 0 eine Kurve, welche aus vy durch eine Parame-
tertransformation ¢ hervorgeht. Dann gilt

fw, wenn @ orientierungserhaltend,
f _ g
w = . .
5 — f w, wenn @ orientierungsumkehrend.
5

Der Satz besagt also, dass das Integral einer 1-Form iiber eine Kurve nicht davon abhéngt,
“wie schnell wir die Punkte auf der Kurve durchlaufen”, so lange wir die Kurve “in der
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gleichen Richtung”, d.h. vom Endpunkt v(a) = 6(¢) zum Endpunkt v(b) = d(d) durchlau-
fen. Wenn wir die Kurve in der “entgegengesetzten Richtung” durchlaufen, dann erhalten
wir bis auf ein Vorzeichen, ebenfalls das gleiche Integral.

Der Satz erinnert an Lemma 3.3 aus der Analysis III. In der Tat ist auch der Beweis fast
der gleiche wie in Analysis III.

Beweis. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine stetige 1-Form auf M. Es sei
v: [a,b] — M eine Kurve auf M und es sei ¢: [¢,d] — M eine Kurve, welche aus v durch
eine Parametertransformation ¢: [¢, d] — [a, b] hervorgeht. Dann gilt

t=d t=d
Jw = [ wso(@@®)dt = [ waepo ((vop) (1)) di
’ = e
= J Wiy (Y(e®) €' (t) dt = | wyem)(Y(e()) - ¢'(t)dt
/]\ t=c T t=c
Kettenregel Linearitdt von wy(y(e)): TypeyM — R
s=(d) Jw, wenn ¢(c) =a und (d) = b,
_ / _ v
T— s:{(c) W) (7'(s)) ds - — [w, wenn ¢(c) =bund p(d) = a.
v
Substitution s = o(t) O]

8.4. Orientierte eindimensionale Untermannigfaltigkeiten. Auf Seite EI hatten wir
den Begriff einer Orientierung auf einer Hyperfliache eingefiihrt. Wir wollen nun den Begriff
einer Orientierung einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit einfiihren.

Definition. Es sei M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit.

(1) Wir sagen zwei Tangentialvektorfelder o und 7 auf M, welche nirgendwo verschwin-
den, sind dquivalent, wenn es eine positive Funktion f: M — R, gibt, so dass
o(P) = f(P)-7(P) fiir alle P € M.

(2) Eine Orientierung von M ist eine Aquivalenzklasse von Tangentialvektorfeldern,
welche nirgendwo verschwinden.

(3) Eine orientierte eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M, O), wobei
M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit und O eine Orientierung von M ist.
Wir unterschlagen hierbei oft die Orientierung in der Notation. Wir bezeichnen
zudem mit —M die orientierte eindimensionale Untermannigfaltigkeit (M, —QO).

Bemerkung. Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M von R? ist insbesondere auch
eine Hyperfliche. In diesem Fall haben wir also zwei Begriffe von Orientierungen:
(1) Auf Seite B hatten wir eine Orientierung von M definiert als ein Einheitsnorma-
lenfeld.
(2) Gerade eben hatten wir eine Orientierung von M definiert als eine Aquivalenzklasse
von Tangentialvektorfeldern, welche nirgendwo verschwinden.
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ABBILDUNG 52. Orientierungen von eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten.

Die folgenden Abbildungen geben eine kanonische Bijektion zwischen diesen beiden Orien-
tierungsbegriffen:

Aquivalenzklassen von nirgendwo C
verschwindenden Tangentialvektorfeldern ¢ Einheitsnormalenfelder auf M
7] & 7Tum -3 gedreht™ und
T auf Lange 1 normiert

[v um 7 gedreht] £ o

Diese beiden Abbildungen sind offensichtlich zu einander inverse. Im Folgenden werden wir
kommentarlos zwischen diesen beiden Gesichtspunkten hin- und herwechseln.

ABBILDUNG 53. Die Aquivalenz der Orientierungsbegriffe.

Es sei nun M eine zusammenhéngende kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit
mit Rand. Es sei O eine Orientierung auf M und es sei w eine 1-Form auf M. Wir definieren
nun das Integral von w auf der orientierten eindimensionalen Untermannigfaltigkeit M wie
folgt. Wir wihlen eine Parametrisierung v: [a, b] — M, welche die Eigenschaft besitzt, dass

9Wir drehen hierbei, wie iiblich, gegen den Uhrzeigersinn.
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[v'(t)] = O.22 Wir definieren dann

[ = Ju = @)

Es folgt aus Satz BT, dass
[w=—[u
-M M
Wie {iblich miissen wir an dieser Stelle noch folgendes Lemma beweisen.

Lemma 8.12. Die Definition von [ w hingt nicht von der Wahl von v ab.
M

Beweis. Es sei also M eine zusammenhingende kompakte eindimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™ mit Rand, es sei O eine Orientierung auf M und es sei w eine 1-Form
auf M. Es seien v: [a,b] — M und ¢: [¢,d] — M zwei Parametrisierungen von M mit
Y (#®)] = [0'(1)] = O.

Wir bezeichnen mit ¢: [a,b] — [c,d] die Abbildung, welche gegeben ist durch die Glei-

chung ¢(t) := y71(§(t)). Dies ist ein Diffeomorphismus.®® Aus unserer Voraussetzung
[Y(t)] = [6'(t)] = O folgt, dass ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung ist.
Es folgt nun also aus Satz BT, dass die Integrale iiber v und ¢ iibereinstimmen. 0

Bemerkung. Wir haben jetzt also einen Orientierungsbegriff fiir Hyperflichen und fiir ein-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir werden spéter der Frage nachgehen, was denn
eine Orientierung einer beliebigen Untermannigfaltigkeit sein soll.

Zudem haben wir das Integral einer 1-Form iiber einer orientierten eindimensionalen
Untermannigfaltigkeit eingefiihrt, und wir wollen im Folgenden Kapitel das “richtige” ma-
thematische Objekt finden, welches wir sinnvoll auf einer orientierten k-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit integrieren kénnen.

92 Anschaulich gesprochen wiihlen wir also eine Kurve +: [a,b] — M, welche M einmal in der “vor-
geschriebenen Richtung durchlduft”. Wir haben hier implizit die Aussage verwendet, dass es fiir jede
zusammenhéngende kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand eine solche Kurve v gibt.
Dies ist zwar anschaulich “irgendwie klar”, aber streng genommen gar nicht so leicht zu beweisen. Wir
werden spéter noch préazise das Integral einer “k-Form” auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit einfithren, und erlauben uns deswegen diese kleine Liicke.

BDiese Aussage ist gar nicht so leicht zu beweisen. Die Abbildungen v und ¢ sind Parametrisierungen,
konnen also nach Satz 11.1 aus der Analysis IT (siehe auch Satz Z3) zu Karten I und A fortgesetzt werden.
Diese sind insbesondere Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen von R", also ist auch I'' o A ein
Diffeomorphismus, also auch die Einschrankung von I'"! o A auf E;. Aber diese Einschrinkung ist gerade
die Abbildung ¢ =y~ o 4.
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9. DIFFERENTIALFORMEN HOHERER ORDNUNG

9.1. Motivation. Erinnern wir uns noch einmal an den Gaufischen Integralsatz und an
Satz B9:

Satz 9.1. (Gauflscher Integralsatz) Es sei M C R" eine kompakte n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf OM .
Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F: M — R™ gilt

[divF = [ F-v
M oM

Wenden wir Satz B9 auf das Integral von 1-Formen auf eindimensionale Untermannig-
faltigkeiten an (siehe Kapitel B33), so erhalten wir folgenden Satz:

Satz 9.2. Es sei M eine zusammenhdngende orientierte eindimensionale Untermannig-
faltigkeit mit “Anfangspunkt P” und “Endpunkt Q”. Es sei zudem f: M — R eine stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

[df = F(@Q) - f(P).

Diese beiden Sétze sind auf den ersten Blick sehr unterschiedlich, aber sie besitzen gewisse
formale Ubereinstimmungen:

(1) Beide Sétze konnen auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus
der Analysis I zuriickgefiihrt werden. Zudem koénnen beide Sitze auch als Verallge-
meinerung eben dieses Satzes aufgefasst werden, indem Sinne, dass wir fiir M = [a, 0]
gerade die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten.

(2) Wir betrachten also entweder

M eine n—Untermannigfaltigkeit von R” und f ein Vektorfeld auf M, oder
M eine 1-Untermannigfaltigkeit von R” und f eine Funktion auf M.

Dann besagen die obigen Sitze, dass™

f “Ableitung von f” = Integral von f auf dem Rand von M.
M

Fiir eine beliebige k-dimensionale Untermannigfaltigkeit wollen wir jetzt eine analoge
Aussage (nédmlich den Satz von Stokes) formulieren und beweisen. Dazu miissen wir uns
aber zuerst iiberlegen, was ist das “richtige mathematische Objekt”, welches wir auf einer
k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit integrieren kénnen.

Wir erinnern uns noch einmal an die Situation von 1-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten. Fiir eine 1-Form w auf einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit, welche eine

MDer “klassische Satz von Stokes”, den wir schon auf Seite 9 formuliert hatten, ist iibrigens von der
gleichen Form.
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Parametrisierung v: [a,b] — M besitzt, hatten wir definiert

Jo = [ ww (Y1)
M a,b Vv Vv
[a,b] €Ts M €T,(yM

—_———
€R

Diese Definition macht Sinn, denn

(1) eine Parametrisierung gibt fiir jeden Punkt auf M genau einen Tangentialvektor,

(2) eine 1-Form auf M antwortet auf genau einen Tangentialvektor mit einer reellen
Zahl,

(3) wir erhalten also eine reellwertige Funktion, welche wir integrieren kénnen,

(4) und wir hatten gesehen, dass das Integral unabhéngig von der Parametrisierung ist.

Es sei nun M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fine Parametrisierung ¥: 7" — M
liefert nun fiir jedes Q € T genau k Tangentialvektoren in Ty M. Wenn wir das obige
Prozedere fiir hoherdimensionale Untermannigfaltigkeiten durchziehen wollen, brauchen
wir nun also auf M ein mathematisches Objekt, welches auf genau k Tangentialvektoren
an einem Punkt mit einer reellen Zahl antwortet. Diese mathematischen Objekte sind die
Multilinearformen, welche schon in der Linearen Algebra eingefiihrt wurden. Wir werden
diese im n#chsten Kapitel noch einmal einfithren und genauer studieren.

9.2. Alternierende Multilinearformen I: Definition. Wir erinnern zuerst an folgen-
den Satz aus der Linearen Algebra.®™
Satz 9.3. Es sein € N. Es gibt genau eine Abbildung, genannt die Determinante,
det: M(n xn,R) — R
mit folgenden Figenschaften:

(i) die Abbildung det ist multilinear, d.h. die Abbildung ist linear in jeder Spalte, ge-
naver gesagt, fiir alle v,v' € R® undl € R gilt™

det(...v+v ...) = det(...v...)+det(... 0" ...)
det(...lv...) = [-det(...v...),

(ii) die Abbildung ist alternierend, d.h. vertauscht man zwei Spalten, so dndert sich das
Vorzeichen, d.h. fiir alle v,v' € R" gilt

det(...v...v" ...) = —det(... v ...v...).
(iii) wenn eyq,...,e, die Standardbasis von R™ bezeichnen, dann gilt
det (61 en) = 1.

In diesem Kapitel betrachten wir die alternierenden k-Formen auf Vektorrdumen, welche
als Verallgemeinerungen der Determinante aufgefasst werden kénnen.

9Der Satz wird in Kapitel 3.2.5 in Fischer: Lineare Algebra und analytische Geometrie bewiesen.
9Hierbei sollen die nicht genannten Spalten auf beiden Seiten gleich sein.
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Definition. Es sei V' ein reeller Vektorraum. Eine alternierende k-Form auf V ist eine
Abbildung
w: VP - R
(01, v) = wlon,..., o)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) w ist multilinear, d.h. w ist linear in jedem Argument. Dies bedeutet, dass fiir alle
v, €V und [ € R gilt™
wi..,o4+0,...) = wl..,v,...)+w(.. v, ...)
wl..lv,...) = Lw(..,v,..0),

(ii) w ist alternierend, d.h. vertauscht man zwei verschiedene Argumente, so dndert sich
das Vorzeichen. Genauer gesagt, fiir alle v,v" € V' gilt

wlio.,v, 00, 000) = —w(oo v o).
Beispiele.
(1) Es sei l € R. Dann ist
(RM™ — R
(V1,...,0,) = l-det(vy ... v,)
——

nxn—Matrix

eine alternierende n-Form auf R". Es folgt leicht aus Satz B3, dass jede alternierende
n-Form auf R™ von dieser Form ist.

(2) Eine alternierende 1-Form ist eine lineare Abbildung V' — R, d.h. ein Element im
Dualraum V* = Hom(V,R). Wir nennen alternierende 1-Formen Linearformen.

(3) Es sei w € R3 ein Vektor. Dann ist™

R¥xR3 — R
(v1,v9) = w- (v Xvy)
Kreuzprodukt

eine alternierende 2-Form auf R3.

9Hierbei sollen die nicht genannten Argumente auf beiden Seiten gleich sein.
BZur Erinnerung, dass Kreuzprodukt von zwei Vektoren

al b1 a2b3 - b3b2
a=|ag | und b= | by | ist definiert als a x b = | —(a1bs — azby)
as b3 a1by — azby

Das Kreuzprodukt ist bilinear und antisymmetrisch, d.h. es ist b x a = —a x b. In Ubungsblatt 2 hatten
wir gesehen, dass es folgende zwei geometrische Eigenschaften besitzt:
(a) a x b ist orthogonal zu a und b,
(b) |la x b]| ist das zweidimensionale Volumen des Parallelogramms, welches von a und b aufgespannt
wird.
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(4) Es sei w € R™ ein Vektor. Dann ist

(R — R
(U1, ..., V1) +— det (w v ... Un—1)

J/

~
nxn—Matrix

eine alternierende (n — 1)-Form auf R". Im Fall n = 3 erhalten wir die gleiche
alternierende 2-Form wie im vorherigen Beispiel.*

Folgendes elementare Lemma wird spéter eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 9.4. Es sei n eine alternierende k-Form auf R* und es sei A eine k x k-Matriz.
Dann gilt fiir alle vy, ..., v, € R¥, dass

n(Avy, ..., Avg) = det(A) - n(vy,...,vg).

Beweis. Nach der Diskussion auf Seite 4 gibt es ein A € R, so dass

n(vy,...,v) = A-det(vg ... vg),
fiir alle vy, ..., v, € R¥. Fiir beliebige vy, . .., v, € R¥ folgt also, dass

n(Avy, ..., Avg) = X-det(Avy ... Avy)

= A-det(A- (vy ... vg))

= A-det(A)-det(vy ... vx) = det(A) - n(vy,...,vx).

T
Multiplikativitét der Determinante O

Die Summe zweier alternierender k-Formen™ und das Skalarprodukt einer alternieren-

den k-Form mit einer reellen Zahl ist wiederum eine alternierende k-Form. Die Menge
der alternierenden k-Formen bildet also einen reellen Vektorraum, welchen wir mit AFV*
bezeichnen.

Lemma 9.5. Es sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Dann gilt
ANV = Vv
dim(A"V*) = 1,
ARV =0, fir alle k > n = dim(V).
Die ersten beiden Aussagen folgen aus der obigen Diskussion der Beispiele. Die dritte
Aussage wird in Ubungsblatt 5 bewiesen. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass

dim (AP V*) = (Z) fiir k € {0,...,n}.

IWarum?
100Wenn w,w’ zwei alternierende k-Formen sind, dann ist die Summe w +w’ natiirlich wie folgt definiert:

(W+w/)(’l}1,...,’[}k) = W(U1,...,Uk) +w/(1}17' "awk)'
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Im Folgenden verwenden wir auch die Konvention, dass
AV* = R,
d.h. eine alternierende 0-Form auf V' ist per Definition eine reelle Zahl.

9.3. Alternierende Multilinearformen II: Das Dachprodukt von Linearformen.
Im Folgenden sei V' wiederum ein reeller Vektorraum. Es seien ¢y, ..., pr € V* Linearfor-
men. Wir definieren

<p1/\-~~/\g0k:Vk — R
er(v1) ... i)
(v1,...,08) +— det : :

@k(vl) on(.vk)

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass @1 A- - - A @y eine alternierende k-Form ist. Wir bezeichnen
diese als das Dachprodukt™™™ von ., ..., .

Beispiel. Wir betrachten jetzt den Fall V = R". Fiir i = 1,...,n definieren wir™
dr;: R" — R

(wy, ..., wy) — w;.

Dann gilt fiir Vektoren v; = (v;1,...,04,) € R" i =1,... n, dass

dri(vy) ... dzi(vy)
(dxy N -+ Ndzy)(vy,...,0,) = det : :
dzr,(v1) ... dzp(vy)
Vi1 ... Upi
= det| : : :det(vl...vn).
; :
Uin --- Unpn nXxXn—Matrix

Wir haben also gezeigt, dass die alternierende n-Form
doy A+ Ade,: (R =R" — R
gerade der Determinante entspricht.

Aus den Definitionen und den Eigenschaften der Determinante erhalten wir leicht fol-
gendes Lemma.

01Der eigenwillige Name kommt von der Form des Symbols “A”. Im Englischen wird dieses Produkt
das “wedge-product” genannt, nachdem das Symbol “A” dort als wedge = Keil interpretiert wird.

1021 der Literatur wird oft auch der Name dufleres Produkt verwendet.

103Wir kénnen also dx1, . .., dz, € (R")* = Hom(R",R) als die zur Standardbasis e1, ..., e, € R” duale
Basis auffassen.
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Lemma 9.6. Es V ein reeller Vektorraum. Die Abbildung
(P1,-- k) = QLA Ay

1st multilinear und alternierend. Insbesondere qilt fiir alle Linearformen ¢ und 1, dass
PAY = = Ao
Satz 9.7. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und es sei @1, . .., @, eine Basis
fir V*. Es sei k € {0,...,n}. Dann bilden die Dachprodukte
iy N Ny, mat g <idg < - <y
eine Basis von AFV*.

Der Satz wurde in der Linearen Algebra Vorlesung bewiesen. Wir geben einen Beweis
der Vollstandigkeit halber.

Beweis. Es sei eq,...,e, eine Basis von V| welche zur Basis ¢1,...,¢, von V* dual ist,
d.h. es gilt
. . 1, wenn i = j,
pile;) = 0 = { 0, wenn i # j.
Aus der Definition des Dachproduktes folgt leicht, dass fiir i; < --- < ip und j; < -+ < Jjg,
gilt

. , . . — 17 Wenn (ila"'7ik):<.j17"'7.jk>7
(¥ (ane Ao en i) = { g i

Es folgt sofort, dass die gegebenen alternierenden k-Formen linear unabhingig sind. ™ Es
sei nun w € AFV*. Fiir 4, < --- < i), setzen wir

Cil...ik = w(eil, e ,Gik) € R
Wir betrachten dann
n = . Z A Ciy..i, * Pir /\"'/\Soik'
11 <<k

Es geniigt nun zu zeigen, dass n = w.

(1) Es folgt aus (*), dass w und 7 die gleichen Werte auf allen (e;,,...,ej; ) € V¥ mit
g1 < -+ < jr annehmen.

1041y der Tat, denn fiir eine Linearkombination
0 = 2 G PN Ngg,
i <o <ig
gilt fiir alle j; < --- < ji, dass

0 = ( > cilmik"ph/\"'/\Spik,)(ej17"'7ejk) = Ci,cy
i< <ip
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(2) Aus der definierenden Eigenschaft (ii) folgt, dass w und 7 die gleichen Werte auf

(€j,s---,€j,) € VF fiir beliebige ji, . .., j, annehmen.
(3) Aus der definierenden Eigenschaft (i) folgt nun, dass w und n die gleichen Werte
auf (vy,...,v;) € V¥ fiir beliebige vy, ..., v € V annehmen.™ O

Wir erhalten sofort folgendes Korollar:
Korollar 9.8. Es sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fir jedes k € {0, ... ,n},
qilt dass
. Exr«\ _ (Y . n!
dlm(/\ V) = (k) = o

Beweis. Es ist

A (AV7) = LG i € Lomd mit o <o <) = ()

die Anzahl der Moglichkeiten & verschiedene
Elemente aus einer Menge von n Elementen

zu wihlen betriagt gerade (Z) 0
Bemerkung. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und es sei ¢1,..., ¢, eine
Basis fiir V*. Wir haben gesehen, dass die Dachprodukte
goil/\---/\goik mit 17 < ig < -+ < 1

eine Basis von A*V* bilden. Dies bedeutet jedoch nicht, dass jede alternierende k-Form als

Dachprodukt von & Linearformen geschrieben werden kann. Wir werden dazu ein Beispiel
in Ubungsblatt 6 behandeln.™

Satz 9.9. Es set V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und es seien k,l € Ng.
Dann gibt es genau eine Abbildung

NVE SNV = AR
(w,0) = wAo

mit folgenden Eigenschaften:

1051 der Tat, denn fiir i = 1, ..., k schreiben wir v; = (vi1,- .., Vin). Dann gilt

Eigenschaft (i) angewandt auf die Spalten 1,... &

n n \L n
w(vg,...,v5) = w( PIRUTHINNIENDS vljkejk) = > vy e Ve (€jys -5 €5y )

Jji=1 Je=1 Jiseenir=1
n
= 2 vy kg w(egs s eg) =001, o).
T Jrsesdke=l
siehe (2) oben gleiche Argument riickwérts

106Dje ist analog zum gerne gemachten Fehler zu denken, dass in einem Tensorprodukt V @ W jedes
Element von der Form v ® w sein muss.
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(1) die Abbildung ist bilinear, d.h. fiir alle w,w,ws € A*V*, fiir alle 0,071,095 € NV*
sowie fir alle A € R gilt

(W +we) Ao = wy Ao +wy+ Ao,
wA(o14+03) = WAoo +wAoy
und
(A)Ao = ANwAo) = wA(Ao).

(2) furwl77¢k7nla7nle‘/* gllt
(VLA AN A Aq) = LA AP A A A

Auch dieser Satz wurde in der Linearen Algebra bewiesen, wir skizzieren einen Beweis
der Vollstandigkeit halber.

Beweis. Es sei ¢1,...,p, eine Basis von V*. Es sei w € A¥V* und es sei o € A'V*. Nach
Satz B0 konnen wir schreiben

w = Z Qiy,oi, * Pin N N gy und 0 = Z bjrroit " Pin N N gy

i1 <<l J1<--<Ji

2

wobei die Koeffizienten a;, _;

i, und b, eindeutig bestimmt sind. Wir definieren

wAT = Yo Gneibieg Pu N NG N A Ny,
7;1 <"'<ik
jl < e <jl

Man kann nun leicht zeigen, dass diese Abbildung die Eigenschaften (1) und (2) besitzt.
Zudem ist es ebenso leicht zu sehen, dass dies die einzige Abbildung ist, welche die Eigen-
schaften (1) und (2) erfiillt. O

Im Folgenden bezeichnen wir w A o als das Dachprodukt von w und o. Das folgende
Lemma besagt, dass das Dachprodukt assoziativ ist, und dass es bis auf ein geeignetes
Vorzeichen kommutativ ist.

Lemma 9.10. Das Dachprodukt auf einem endlich dimensionalen reellen Vektorraum V
besitzt auch folgende Figenschaften:

(3) Fir o € NFV* 3 € A'V* und v € N™V* gilt
(@AB) Ay = an(BAY).
(4) Fiir a € AFV* und 8 € N'V* gilt
BAa = (=DFa B
107Wir definieren w Ao also durch den Ausdruck, in dem wir die Ausdriicke fiir w und o naiv auseinander

multiplizieren. Wenn die Aussage des Satzes so gilt, dann folgt aus den Eigenschaften (1) und (2), dass
diese Gleichheit gelten muss.
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Beweis. Die Aussage (3) folgt leicht aus (2) unter Verwendung von Satz 8-4 und (1). Wir
{iberlassen den genauen Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe.

Wir wenden uns nun dem Beweis der Aussage (4) zu. Wir wihlen eine Basis o1, ..., ¢,
von V*. Aussage (4) folgt nun Satz 072, aus Aussage (2) und folgender Behauptung:

Behauptung. Es seien 1 <41 <--- < iy <nund 1 <7 <--- <7 <n.Dann ist

90j1/\"'/\90jzj/\é0i1/\"'/\90i5 - (_1)“301.1/\.../\90%/\&0].1/\.../\@jll.

Wir erinnern zuerst daran, dass p; Ap; = —¢; Ap;. Mithilfe dieser Beobachtung erhalten
wir nun

O NN Ny N Ny = (=Ll A= A, Apiy A== Ny A,
/I\

denn wir bendtigen k Transpositionen um ¢;, “nach hinten” zu schieben

= (=DM A Ay Apjy A AN gy,
T

wir fithren das gleiche Argument insgesamt [ mal durch [l

9.4. Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten. Es sei M eine Untermannig-
faltigkeit. Eine Differentialform k-ter Ordnung w auf M (oder auch kurz k-Form w auf M)
ordnet jedem Punkt P € M eine alternierende k-Form wp auf dem Tangentialraum TpM

zu. ™

Beispiele.
(1) Nachdem A'V* = V* entspricht die obige Definition einer k-Form fiir k£ = 1 gerade
der Definition auf Seite BI.
(2) Es folgt aus der Konvention, dass A°V* = R, dass eine 0-Form auf einer Unterman-
nigfaltigkeit M das gleiche ist wie eine Funktion f: M — R.
(3) Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit beliebiger Dimension. Dariiber hinaus

sei F': M — R" ein Vektorfeld auf M. Fiir P € M betrachten wir wie in Kapitel B2
die alternierende (n — 1)-Form §(F')p, welche gegeben ist durch

(5(F)p2<TpM)n_l — R
(v, ..., 0p1) +— det(F(P)oy ... vn,l)/.

w
nxn—Matrix

108Genauer gesagt ist eine Differentialform k-ter Ordnung w eine Abbildung

w:M— U A*TEM,
PeM
so dass fiir P € M gilt, dass wp € A*¥TEM.
1097y Erinnerung, TpM ist ein Untervektorraum von R"™, die Vektoren F(P),vq,...,v,—1 bilden also
in der Tat eine reelle n x n-Matrix.
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Insbesondere, wenn (M, v) eine orientierte Hyperfliche in R? ist, dann definieren
die alternierenden 2-Formen

TeM xTpM — R
(v,w) — v(P)-(vxw)

eine 2-Form auf M.

In Kapitel B hatten wir schon diskutiert, was es heiflen soll, dass eine Differentialform
erster Ordnung stetig, stetig differenzierbar beziehungsweise glatt ist. Wir werden in den
nédchsten beiden Kapiteln diese Begriffe auf Differentialformen beliebiger Ordnung verall-
gemeinern.

9.5. Induzierte Abbildungen. Wir hatten schon gesehen, dass eine lineare Abbildung
f: U — V zwischen reellen Vektorrdaumen folgende Abbildung zwischen den Dualrdumen
induziert:
v = Ut
U =+ R
:V—-oR) —
wvom = (52 Sy )

Wir hatten zudem gesehen, dass V +— V* and ¢ — ¢* einen kontravarianten Funktor von
der Kategorie der reellen Vektorrdume zu der Kategorie der reellen Vektorraume bildet.
Man kann diese Konstruktion leicht verallgemeinern. Eine lineare Abbildung f: U — V'

zwischen reellen Vektorrdumen induziert eine Abbildung

fr o AFVE 5 ARFUF

*w: UF = R
VE S R) — Jrw .
w ) <<u1,...,uk> = w(f(w), . f ()

Man kann mithilfe der Definitionen leicht zeigen, dass diese Abbildungen das Dachprodukt
erhalten, d.h. fiir alle @ € AFV* und 8 € AIV* gilt™

fflanp) = ffan f*p.
Man kann nun leicht verifizieren, dass die Abbildungen V + A*V* und ¢ + ¢* einen
kontravarianten Funktor von der Kategorie der reellen Vektorrdume zu der Kategorie der
reellen Vektorrdume definiert.™

Es sei nun f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten. Es sei
P € M. Wir hatten schon in Kapitel [l gesehen, dass f eine lineare Abbildung

fo:TpM — Tf(P)N
= [fen]

HOAuch diese Aussage wurde in der Linearen Algebra bewiesen.
N an kann diese Aussage auch noch etwas verfeinern. Fiir einen reellen Vektorraum V schreiben wir

jetzt A*V* = @ AFV*. Dann induziert das Dachprodukt auf A*V* eine Ringstruktur. Die Abbildungen
n€Ng
U+— AN*U* und f +— f* definieren nun einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Vektorrdume

zu der Kategorie der Ringe.
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induziert. Zudem bezeichnen wir mit f* die Abbildung
TJ}*( P)N — TpM

o (77T e )

Allgemeiner bezeichnen wir mit f* auch die induzierte Abbildung

fro Ak Tipy N — AR M
. (f*w:(TpM)’C - R )
(v, .., 0r) = wW(fu(vr),. .., fulvr))
Es ist leicht zu sehen, dass
Kategorie P der punktierten Kategorie der reellen
Untermannigfaltigkeiten — Vektorrdume
mit
(M,P) w A*TEM

und

(f: (M,P) = (N,Q)) — (f*: N\NTHEN — ATEM)
ein kontravarianter Funktor ist.™

9.6. Glatte Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten. Wir wollen nun defi-
nieren, was es heifit, dass eine Differentialform auf einer Untermannigfaltigkeit M glatt ist.
Fiir Differentialformen erster Ordnung hatten wir dies schon auf Seite B2 ausgefiihrt. Die
Definitionen fiir Differentialformen héherer Ordnung verlaufen nun ganz analog.

Definition.

(1) Es sei w eine [-Form auf einer offenen Teilmenge W C R¥ beziehungsweise einer
offenen Teilmenge W C Hj,. Nach Satz 077 bilden die Dachprodukte dz; A---A dx;,
mit i; < iy < -+ < i; eine Basis von AY(RF)*. Wir kénnen also w wie folgt als
Linearkombination betrachten:

w = Z filu-il dxil VANEIEIAN d&?il,
i< <y
wobei f;, ; reellwertige Funktionen auf W sind. Wir sagen nun, die [-Form w ist
glatt, wenn alle Funktionen f;, ; glatt sind.
(2) Es sei w eine [-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M.
(a) Es sei @: U — V eine Karte fiir M. Wir sagen w ist glatt beziiglich der Karte
®, falls die [-Form (®~')*w auf V N Ej beziehungsweise auf V N Hj, glatt ist.
(b) Wir sagen w ist glatt, wenn es einen Atlas von M gibt, so dass w beziiglich
allen Karten des Atlanten glatt ist.

2Beigpielsweise ist dies die Verkniipfung des kovarianten Funktors (M, P) — TpM mit dem kontrava-
rianten Funktor V + AFV*.
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Wir verwenden auch die ganz analogen Definitionen mit “glatt” ersetzt durch “stetig”
ersetzen.

Der folgende Satz wird ganz &hnlich wie Satz B23 bewiesen.

Satz 9.11. Es sei w eine l-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(1) die l-Form w ist glatt auf M,

(2) die l-Form ist glatt beziiglich jeder Karte von M,

(3) fir alle glatten Tangentialvektorfelder Fi, ..., F; auf M ist die Funktion

M — R
P = wp(Fi(P),..., Fi(P))
glatt.

Die gleichen Aussagen gelten auch, wenn wir “glatt” durch “stetig” ersetzen.

Fiir eine Untermannigfaltigkeit M definieren wir nun
Ci(M) := {stetige [-Formen auf M},

und
(M) := {glatte I-Formen auf M}.

Beispiel. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und es sei F': M — R" ein glattes
Vektorfeld auf M. Wir betrachten wiederum die (n — 1)-Form auf M, welche P € M
folgende alternierende (n — 1)-Form zuordnet:

(TpM)n_l — R
(’Ul,...,Un_l) — det (F(P) V1 .- ’Un_l).

N

~
nxn—Matrix

In Ubungsblatt 6 werden wir sehen, dass dies eine glatte (n — 1)-Form auf M ist.
Der Beweis von folgendem Lemma ist ganz analog zum Beweis von Satz K.

Satz 9.12. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
und es set w eine [-Form auf N. Wenn w glatt ist, dann ist auch f*w wiederum glatt. Die
gleiche Aussage gilt auch, wenn wir “glatt” durch “stetig” ersetzen.

Zusammenfassend haben wir also insbesondere gezeigt, dass die Abbildungen

Untermannigfaltigkeit M +—  Q;(M),
zusammen mit den Abbildungen

glatte Abbildung f: M - N +—  (f*: Q(N) — Q(M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Untermannigfaltigkeiten zu der Kate-
gorie der Vektorrdume bilden. Die gleiche Aussage gilt auch, wenn wir €;(M) durch C;(M)
ersetzen.
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9.7. Integration von Differentialformen I. In Kapitel B4 hatten wir gesehen, dass wir
eine stetige 1-Form auf einer orientierten kompakten 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
mit Rand integrieren kénnen.

Es sei nun M eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Ci(M)
eine stetige k-Form auf M. In diesem Kapitel nehmen wir erst einmal an, dass es eine Karte
®: U — V gibt mit Triiger(w) C U.™ Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die Umkehrabbil-
dung von ®. Es sei nun x € V N Ej;. Wir betrachten nun, ganz analog zur Diskussion in
Kapitel B2, die Funktion

VNE, — R
T W () (\\I/*el,...,\lf*e;i).

N~ ~
El\kT\;(I)M k Vektoren in Ty ()M

Dies ist eine stetige Funktion mit kompakten Triger, also Lebesgue-integrierbar.™

.
AT

\11*61, \11*62 S T\I/(x)M

e, e €T, E), = R*

ABBILDUNG 54. Schematisches Bild fiir die Integration von k-Formen auf
einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit.

Wir kénnen nun diese Funktion integrieren, d.h. wir betrachten
I(v) = f W (z) (\I/*el, . \I/*ek) dx.

VNE},
Es stellt sich die Frage, ob dieser Ausdruck von der Wahl der Karte ® abhéngt oder nicht.

Frage. FEs sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Cx(M). Zudem
seien ®: U — V und ®: U — V Karten mit Trager(w) C U NU. Wir bezeichnen die

U3Hierbei bezeichnen wir mit Tréiger(w) C M die Menge aller Punkte P € M, so dass die Differential-
form auf Tp M nicht die Nullform ist.
Wpirz e VN Ey ist
Wy (z)(Pset, ..., Ueer) = (Fw)z(er, ... ex),
die k-Form U*w ist stetig nach Satz B3, also ist die Funktion stetig nach Satz 1. Da M kompakt ist,
ist auch der Trager von w und damit auch der Triger von ¥*w kompakt.



118

Umkehrabbildungen von ® und ® mit U und V. Die Frage ist nun wie folgt: Unter welchen
Voraussetzungen stimmen die Integrale

I(v) = f Wy (z) (\11*61, e \I/*ek) dx

vag,
und
19) = [ wyy(@eer, . eer) dy
Vnm,
tiberein?

E - J ~ g .
— = VnE VnEg < >

ABBILDUNG 55. Schematisches Bild fiir zweil Karten fiir M.

Antwort. Wir konnen (}B.Li.A. annehmen, dass U = U. Wir bezeichnen mit © den Diffeo-
morphismus O :=®oV: VN E, — VN Eg. Zum einen gilt nun, dass

I(\If) = f Wi(y) (Dy(Iv/(el), . ,Dy\Tl(ek)) dy
?ﬂEk
- [ Wiy (Do (D, - e1)...., Doy ¥ (D,0 - ¢;)) dy
T \70Ek

aus der Kettenregel folgt, dass fiir y € VN E;, gilt:
Dy‘l/ = Dy(\I/ o @) = D@(y)\lf . Dy@

= f W (e(y)) (D@(y)\lf(el), ey D@(y)\IJ(ek)) : det(Dy@) dy
/]\ \7mEk

Lemma 4 angewandt auf die alternierende k-Form

(v1,...,05) = n(v1,...,05) == W (y) (D@(y)\ll(vl), . ,D@(y)\ll(vk))
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Andererseits gilt

W) = [ wew((DaV)(er),..., (DT (er)) da
= Nf wiew) (Do P)(e1),- -, (Dew ¥)(ex)) - | det DO dy.
T VNE

der Transformationssatz B besagt, dass fiir eine Funktion g auf V' N Ej, gilt
| s@ydz = [ g(0)-|det DO()|dy

VNEy VNE

Wir sehen also, dass die beiden Integrale I(V) und I(¥) iibereinstimmen, wenn
det(D,©) = |det(D,O)| fiir alle y € V N Ey,
d.h. beide Integrale stimmen iiberein, wenn
det(D,©) > 0 fiiralley € V N Eg.

Wir haben damit unsere Frage beantwortet.

Wir fassen jetzt diese Rechnung als folgenden Satz zusammen.

Satz 9.13. FEs sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Cp(M).

Zudem seien ®: U — V und ®: U — V Karten mit Tréiger(w) C U. Wir nehmen an, dass
UNM zusammenhdngend ist. Wir betrachten den Diffeomorphismus

Q:=0od L VNE, — VNE,.

Wir setzen™

. +1, wenn det(D,©) > 0 fir alle y € VN Eg,
' —1, wenn det(D,0) <0 fir alley € V N Ej.

Dann gilt

f W () (\If*el, cee \I/*ek) dr = €- f W) (\i*el, cee ‘Il*ek) dy.

VNEL VﬂEk

Nachdem also im Allgemeinen das Integral

1) = [ wop(Wler),.... V() do
VAE;
von der Wahl der Karte abhéngt, kénnen wir den Ausdruck nicht als Definition des Integrals
von einer k-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit verwenden. Andererseits
haben wir gesehen, dass wir “nahe dran” sind, d.h. wir miissen noch versuchen, das “Vor-
zeichenproblem” unter Kontrolle zu kriegen. Um dies zu erreichen benétigen wir noch den
Begriff des orientierten Vektorraumes und der orientierten Untermannigfaltigkeit.

H5Warum tritt genau einer der beiden Fille in der Definition von e auf?
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Bemerkung. Bei der Diskussion des Integrals einer Differentialform auf einer eindimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit M hatten wir ebenfalls gesehen, dass das Integral von der
Wabhl einer Orientierung von M abhéngt. Es ist also nicht iiberraschend, dass diese Proble-
matik auch bei der Integration von k-Formen auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten
auftritt.

9.8. Orientierte Vektorrdume und Untermannigfaltigkeiten. Im Folgenden werden
wir bis auf Widerruf folgende Konvention verwenden: wir betrachten nur Vektorrdume der
Dimension grofler Null, und wir betrachten nur Untermannigfaltigkeiten der Dimension
groffer Null.

Definition. Es sei V ein k-dimensionaler reeller Vektorraum. Wir sagen zwei Basen™@

{v1,...,vx} und {wy, ..., wy} sind dquivalent, wenn die Determinante des Basiswechsels™
positiv ist.

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der Basen von V ist, und dass es genau zwei Aquivalenzklassen von Basen
gibt.

Definition. Es sei V' ein k-dimensionaler reeller Vektorraum.

(1) Eine Aquivalenzklasse von Basen heifit Orientierung fiir V.

(2) Wir bezeichnen V' zusammen mit einer Orientierung als orientierten Vektorraum.

(3) Es sei (V,O) ein orientierter Vektorraum. Wir nennen {vy,...,v;} eine positive
Basis, wenn {vy,...,vx} in O liegt, andernfalls sagen wir, dass {vy,..., v} eine
negative Basis ist.

Beispiele.

(1) Wenn wir nichts anderes sagen, dann betrachten wir R” immer mit der Orientierung,
in der die “kanonische” Basis {ey,...,e,} eine positive Basis ist.

(2) Wir betrachten R? mit der kanonischen Orientierung, welche durch die Basis {e1, s}
festgelegt ist. Es sei nun {v;,v5} eine beliebige Basis fiir R2. Es sei ¢ € (—m, ) der
Winkel um den man v; gegen den Uhrzeigersinn drehen muss, so dass v; in die
gleiche Richtung wie vy zeigt.™ In Ubungsblatt 7 werden wir sehen, dass die Basis
{v1,v2} genau dann eine positive Basis von R? ist, wenn ¢ € (0, 7).

H6Als Basis von V betrachten wir eine “angeordnete Menge von Vektoren”, d.h. wir unterscheiden
zwischen {vq, ..., v} und einer Permutation der Vektoren. Beispielsweise sind {e1, eo} und {eq, e1} nicht
dquivalente Basen von R2.

k

7D h. wir betrachten die k x k-Matrix A = (a;;), welche durch v; :== > aj;w; definiert ist.
j=1

U8Etwas genauer gesagt, es sei ¢ € (—m, 1) der Winkel, so dass es ein A\ > 0 mit

(09590 —sin gp) v = Avy
sin CoS

gibt.
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ABBILDUNG 56. Positive Basen fiir R2.

(3) Es sei V ein 2-dimensionaler Untervektorraum von R? und es sei u # 0 € R? ein
Normalenvektor zu V. Dann legt u eine Orientierung auf V' wie folgt fest:™

eine Basis {v, w} ist positiv fir V<= det (vvw) > 0.

Die geometrische Bedeutung der Definition ist wie folgt: eine Basis {v, w} ist positiv,
wenn man den Vektor w aus v durch Drehung um die u-Achse um einen Winkel
¢ € (0,7) erhélt. Wir konnen diese Beobachtung noch anschaulicher formulieren:
{v,w} ist eine positive Basis, wenn gilt:

(a) der Daumen zeigt in die u-Richtung,

(b) der Zeigefinger zeigt in die v-Richtung,

(c) der Mittelfinger zeigt in die w-Richtung.
Diese Aussage wird in Abbildung B4 illustriert.

U

//@
- o

den zweiten Basisvektor w  der Daumen zeigt in die u-Richtung
erhalten wir durch Drehung der Zeigefinger zeigt in die v-Richtung
“entlang der Finger” der Mittelfinger zeigt in die w-Richtung

ABBILDUNG 57.

(4) Essei V ein eindimensionaler Vektorraum. Dann ist jeder von 0 verschiedene Vektor
eine Basis, und zwei Vektoren v und w geben die gleiche Orientierung, genau dann,
wenn v = rw fiir ein r € Ry.

H9%enn man genau hinschaut, dann ist hier folgende Aussage versteckt: wenn {v, w} und {v’, w’} positiv
sind, d.h. wenn det(uvw) > 0 und det(u v’ w’) > 0, dann sind {v,w} und {v’,w'} &dquivalente Basen von
V. Diese Aussage wird in Ubungsblatt 7 bewiesen.
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Definition. Es seien V und W orientierte Vektorriume.™ Wir sagen ein Isomorphismus
®: V. — W ist orientierungserhaltend, wenn das Bild einer positiven Basis von V' eine
positive Basis von W ist. Andernfalls sagen wir, dass ® orientierungsumkehrend ist.™

Das folgende Lemma folgt problemlos aus den Definitionen und elementaren Eigenschaf-
ten der Determinante.

Lemma 9.14.

(1) Die Verkniipfung von zwei orientierungserhaltenden Isomorphismen ist wiederum
ortentierungserhaltend.

(2) Das Inverse eines orientierungserhaltenden Isomorphismus ist wiederum orientie-
rungserhaltend.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(1) Eine Prd-Orientierung fir M ist eine Abbildung, welche jedem Tangentialraum
TpM eine Orientierung zuordnet.

(2) Wir sagen eine Prd-Orientierung ist stetig beziiglich Karte ®: U — V, wenn auf
jeder Komponente K von U N M entweder gilt ™=

®,.: T,M — Tyu)E, =RF ist orientierungserhaltend fiir alle z € K

oder
Q,: T,M — TouEr= R¥ ist orientierungsumkehrend fiir alle z € K.

(3) Wir sagen eine Prd-Orientierung ist eine Orientierung, wenn es einen Atlas fiir M
gibt, so dass die Préd-Orientierung beziiglich allen Karten des Atlanten stetig ist.

(4) Eine Untermannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung heifit orientierte Un-
termannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit, fiir die man eine Orientierung fin-
den kann, heiflt orientierbare Untermannigfaltigkeit.

Bevor wir uns den Beispielen zuwenden erwdhnen wir noch folgendes Lemma, welches
die gleiche Rolle spielt wie Satz 270. Der Beweis dazu ist elementar, und verbleibt eine
freiwillige Ubungsaufgabe.

120Genauer gesagt, miisste man schreiben, es seien (V,0) und (W, P) orientierte Vektorrdume, aber
wir unterdriicken “O” und “P” in der Notation, genauso wie wir sagen “Sei K ein Ko6rper”, anstatt zu
schreiben “Sei (K, +,-) ein Kérper”.

121Eg seien B und C positive Basen von V. Wenn ®(B) eine positive Basis von W ist, warum folgt dann
auch, dass ®(C') eine positive Basis von W ist?

122Hierbei betrachten wir RF mit der kanonischen Orientierung, welche durch ey, ..., e, gegeben ist.

123 Anders ausgedriickt, im Hinblick auf Lemma 812 (2) gilt fir ¥ = ®~! entweder

{W.(e1),..., Vu(ex)} ist eine positive Basis von Ty ()M fiir alle 2 € &(K)
oder
{W.(e1),..., Vi(er)} ist eine negative Basis von Ty (,) M fiir alle z € ®(K).
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Lemma 9.15. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Jede Orientierung ist stetig beziiglich
allen Karten von M.

Beispiele.

(1) In Kapitel B2 hatten wir den Begriff der Orientierung einer Hyperfliche mithilfe
von Einheitsnormalenfeldern eingefiihrt. Man kann leicht zeigen, dass die Definition
in Kapitel B2 dquivalent ist zur obigen Definition. In der Tat, sei M C R™ eine
Hyperflache, dann gilt:

(A) Es sei v ein Einheitsnormalenfeld, d.h. ein normiertes Normalenfeld auf M. Es
sei P € M. Wir sagen eine Basis {vy,...,v,_1} von TpM ist positiv, wenn™

det(v(P)vy ... vy-1) > 0.

In Ubungsblatt 7 werden wir mithilfe von Satz 223 zeigen, dass dies eine Orien-
tierung auf M definiert. Fiir M eine Hyperfliche in R? erhalten wir gerade die
positiven Basen der Tangentialrdume, welche wir schon auf Seite 21 diskutiert
hatten.

(B) Umgekehrt, nehmen wir an, wir hitten eine Orientierung fiir jeden Tangential-
raum Tp M, welche die Stetigkeitsbedingung erfiillt. Wir wollen nun ein stetiges
normiertes Normalenfeld auf M konstruieren. Sei also P € M. Dann haben wir

schon gesehen, dass es genau zwei Vektoren wy, ws gibt, mit [jwq|| = |Jws|| =1
und wy,we L TpM. Wir ordnen jetzt P den Vektor zu, welcher die Bedin-
gung™

det(w; vy ... vp—1) >0
erfiillt fiir eine (und dann jede) positive Basis vy, ..., v,_1 von TpM. Man kann
nun, mit einem dhnlich Argument wie in (A) zeigen, dass dieses normierte
Normalenfeld stetig ist.
Wir werden im Folgenden zwischen diesen beiden Gesichtspunkten kommentarlos
hin- und herwechseln.
(2) Essei f: R" — R eine glatte Funktion und z € R ein regulérer Wert. Wir betrachten
die (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M := f~!(z). Es sei nun P € M.
Wir sagen eine Basis {vy,...,v,_1} von TpM ist positiv, wenn

det (Grad f(P) vy ... v,—1) > 0.

Dies definiert eine Orientierung fiir jeden Tangentialraum TpM. Es folgt nun aus
Satz B2 und dem vorherigen Beispiel, dass diese Orientierungen tatsdchlich eine
Orientierung fiir M definierten.

124 Aych hier gilt die gleiche Anmerkung wie in Fufnote [I9.
125Djese Bedingung erfiillt entweder w; oder wo.
1267ur Erinnerung, nach Satz 62 gilt fiir P € M, dass TpM = {v € R"|v L Grad f(P)}. Es sei
nun {vy,...,v,_1} eine Basis von TpM, es folgt dass {Grad f(P),v; ...,v,_1} eine Basis von R™ bildet,
insbesondere gilt
det(Grad f(P)vy ... vp—1) # 0.
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__ Einheitsnormalenfeld v
- /

/
Fliache in R3

\
Orientierung des Tangentialraums, d.h. der erste Basisvektor

wird in diese Richtung um einen Winkel ¢ € (0, 7) zum zweiten gedreht,
um eine positive Basis zu erhalten

ABBILDUNG 58.

(3) Essei M eine zusammenhéngende eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
In Kapitel B4 hatten wir schon den Begriff einer Orientierung auf M eingefiihrt.
Die beiden Gesichtspunkte sind dquivalent, denn auf einer eindimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit ist ein Tangentialvektor v # 0 auf Tp M das gleiche wie eine Basis
fir TPM

(4) Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, z.B. eine offene Teil-
menge von R". Dann gilt fiir jeden Punkt P € M, dass TpM = R". Die Standard-
basis des R™ definiert nun eine Orientierung von M. Wenn wir nichts anderes sagen,
dann betrachten wir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ immer mit
dieser Orientierung.

Definition. Es sei nun M eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit. ™ Wir be-
zeichnen dann mit —M die Untermannigfaltigkeit mit der entgegengesetzten Orientierung,
d.h. eine Basis {vy,..., v} eines Tangentialraumes ist positiv fir —M, genau dann, wenn
sie negativ fiir M ist.

Bemerkung.

(1) Wenn M eine zusammenhéngende orientierte Untermannigfaltigkeit ist, dann kann
man ahnlich zu Satz B4 zeigen, dass M genau zwei verschiedene Orientierungen
besitzt, ndmlich M und —M.

(2) Wenn M eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit & Komponenten M, ..., M
ist, dann besitzt M genau 2 verschiedene Orientierungen, diese sind gegeben durch
eMiU---Ue My mite; € {—1,1} firi =1,... k.

Definition. Es sei ®: M — N ein Diffeomorphismus zwischen orientierten zusammen-
héngenden Untermannigfaltigkeiten der Dimension k£ > 1. Wir sagen f ist orientierungs-
erhaltend, wenn fiir alle P € M die Abbildung ®,: TpM — Typ)N orientierungserhaltend
ist. Ansonsten sagen wir, dass ® orientierungsumkehrend ist.

127Genauer gesagt, miisste man schreiben, es sei (M, O) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, aber wir
unterdriicken “O” in der Notation.
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Bemerkunyg.

(1) Man kann relativ leicht zeigen, dass ein Diffeomorphismus ®: M — N zwischen ori-
entierten zusammenhéngenden Untermannigfaltigkeiten genau dann orientierungs-
erhaltend ist, wenn es ein P € M gibt, so dass ®,: TpM — Tgp)N orientierungs-
erhaltend ist.

(2) Wenn ®: M — N ein Diffeomorphismus zwischen zwei zusammenhéngenden offe-
nen Teilmengen von RF ist, dann ist ® orientierungserhaltend, genau dann, wenn
es ein P € M gibt, so dass det(Dp®) > 0.

Satz 9.16. Es set M eine zusammenhdngende orientierte Untermannigfaltigkeit. Dann ist

die Abbildung
o: {Diffeomorphismen von M} — {1}

(&: M —> M) — o(P) ::{

1, wenn ® orientierungserhaltend,
—1, wenn ® orientierungsumkehrend

ein Gruppenhomomorphismus.™

Beweis. Fiir einen Isomorphismus ® zwischen orientierten Vektorrdumen V und W defi-

nieren wir
o(®) = { +1, wenn @ orientierungserhaltend,

—1, wenn ® orientierungsumkehrend.

Ganz analog zu Lemma U T4 kann man nun zeigen, dass fiir Isomorphismen ®: U — V und
U: V — W zwischen orientierten Vektorrdumen gilt, dass o(¥ o @) = o(V) - o (D).

Es sei nun M eine zusammenhédngende orientierte Untermannigfaltigkeit. Es folgt aus
der obigen Bemerkung, dass fiir alle P € M gilt, dass

o(M) = o(P.: TpM — Top)M).
Es seien nun ®: M — M und ¥: M — M Diffeomorphismen. Es sei P € M beliebig.
Dann gilt
o(Vo®) = o((¥od).,: TpM — Tiyoayr)M)
= U((\I’*Z T(p(p)M — T(\I/O@)(p)M) o ((I)* TpM — T@(p)M))

/I\
Kettenregel
= U((\I’*Z T(p(p)M — T(\I/O@)(p)M)) : O'(CI)*I TpM — T@(p)M))
/I\
siehe obige Aussage fiir o von Isomorphismen von orientierten Vektorriumen
= o(V)-o(P).
T
denn o(¥) und o(®) kénnen an jedem Punkt bestimmt werden O

128 Auf gut Deutsch heifit das, dass die Verkniipfung von n Diffeomorphismen genau dann orientierungs-
erhaltend ist, wenn eine gerade Zahl dieser Diffeomorphismen orientierungsumkehrend ist.
12975t die Abbildung immer ein Epimorphismus?
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9.9. Integration von Differentialformen II. Es sei M eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Wir nennen eine Karte ®: U — V' orientierungserhaltend, wenn die
lineare Abbildung

®, = D,®: T,M — T,(E,) = R*
fiir alle x € M NU orientierungserhaltend ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
eine orientierte Untermannigfaltigkeit einen Atlas besitzt, welcher nur aus orientierungser-
haltenden Karten besteht. ™"

Es sei nun w eine stetige k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Wir nehmen zuerst an, dass es eine orientierungserhaltende Karte
®: U — V von Typ (i) mit Trager(w) C U gibt. Wir bezeichnen mit U: V' — U die
Umkehrabbildung von ®. Wir definieren nun

f w = f wo(z) (Vi(er), ..., Uiley)) dz.
M VNE
Das folgende Lemma besagt nun, dass diese Definition nicht von der Wahl der orientie-

rungserhaltenden Karte abhéngt:

Lemma 9.17. Es sei M eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei w € Cyp(M). Es seien zudem ®: U — V und : U —V zwei orientierungserhal-
tende Karten mit Trager(w) C UN U. Wir bezeichnen mit U und U die Umkehrabbildungen
von ® und ®. Dann gilt

f wo(z) (Vsler), ..., Uuley)) dz = f W () (\i*(el), e \i*(ek)) dx.

Beweis. Indem wir die Karten auf UN U einschrinken kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
U = U. Wir betrachten den Diffeomorphismus

O:=0od L VNE, — VNE,.

Es folgt nun aus Satz B3, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir alle () € VN By gilt
det(Dg®) > 0, d.h. dass dass DgO: R¥ — RF orientierungserhaltend ist. Es sei also
Q € VN Ey,. Wir wollen zeigen, dass Do© : R¥ — R* orientierungserhaltend ist. Wir setzen
P= 5_1(Q) Dann ist

(D(®o®!), = DeO: R 5 R*) = (Dpd: ToM = R¥) o (Dgd ' R* = TpM).
tor 1 -

Kettenregel orientierungserhaltend

1301 der Tat, es sei {®;: U; = V;};¢cr ein Atlas. Durch Einschrinken auf Zusammenhangskomponenten
von den V; konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle V; zusammenhéngend sind. Wenn ®: U — V eine Karte
ist, so dass V zusammenhéngend ist, aber so dass ® nicht orientierungserhaltend ist, dann ist © o ® mit
O(z1,...,x,) = (—21,22,...,T,) eine orientierungserhaltende Karte mit dem gleichen Definitionsbereich.



127

Es folgt nun aus Lemma B T4, dass die Abbildung Dg© selber orientierungserhaltend ist.
O

9.10. Integration von Differentialformen III. In diesem Kapitel wollen wir das Inte-
gral von einer beliebigen stetigen k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit einfithren. Wir wollen die Definition, ganz analog zu Kapitel B3, auf
den im vorherigen Kapitel diskutierten Fall zuriickfiihren.

Um das néchste Lemma formulieren zu kénnen benétigen wir noch folgende Definition.

Definition. Wir sagen () ist ein offener Quader in Hy, wenn es einen offenen Quader in
E;, = R* gibt, so dass der Durchschnitt mit Hj, gerade @ ist. Wir schreiben

0Q = QNE;_,
und™®
HQ = 0Q\ Q.

Wir sagen eine stetige Abbildung f: @ — R verschwindet auf 0,(), wenn sich f stetig zu
einer Abbildung auf @) = Q U 0,Q fortsetzen la3t, welche auf 0,Q) verschwindet.

xe
/

’ 18
ABBILDUNG 59. Beispiele von offenen Quadern in Halbrédumen.

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 9.18. Es sei M eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es
einen endlichen Atlas {®;: U; — V;}iz1,..,, sowie glatte Funktionen z, ..., z.: M — [0,1],
so dass folgende Eigenschaften erfillt sind:
(1) fir allei e {1,...,r} gilt Trager(z;) C U;N M,
(2) esist z 4+ -+ 2z, =1,
und™=2
(3) fir allei € {1,...,r} gilt zudem
(b) die Menge V; N Hy, = ®;(U; N M) ist ein offener Quader in Hy,
(c) die Funktion z; o ®;*: V;N Hy, — R verschwindet auf 0,(V; N Hy,).

I31Hjerbei bezeichnen wir mit Q den topologischen Rand von @ betrachtet als Teilmenge von E.
132Dje dritte Eigenschaft werden wir erst etwas spéter benstigen.
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Wenn M zudem orientiert ist, dann kann man die Karten auch orientierungserhaltend
wdhlen.

Beweis. Wir stellen zuerst folgende Behauptung auf.

Behauptung. Es gibt einen Atlas {®;: U; — V;}i=1_, so dass fiir alle ¢ € {1,...,r} gilt:
(a) ®;(U;N M) C Hy, und
(b) die Menge V; N Hy, ist ein offener Quader in Hy.
Wenn M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist, dann konnen wir zudem annehmen,
dass alle Karten orientierungserhaltend sind.

Wir zeigen zuerst, dass es fiir jedes X € M eine Karte ®x: Ux — Vx um X mit den
gewiinschten Eigenschaften gibt.

(1) Wenn X ein innerer Punkt von M ist, dann wéhlen wir zunéchst eine beliebige Karte
®y: Ux — Vx um X. Nach einer eventuellen Einschrinkung und Verschiebung von
Vx konnen wir annehmen, dass Vx C {(z1,...,2,) € R" |z, > 0}, und dass Vx ein
offener Quader ist. Dann ist auch Vx N Hy ein offener Quader in Hy.

(2) Wenn X ein Randpunkt von M ist, dann wéhlen wir auch wieder zuerst eine belie-
bige Karte ®x: Ux — Vx um X. Nach einer eventuellen Einschriankung kénnen wir
annehmen, dass Vy ein offener Quader ist. Dann ist wiederum Vyx N Hj, ein offener
Quader in Hj.

Nachdem M kompakt ist, wird M schon durch endlich viele dieser Karten abgedeckt. Wenn
M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist, dann kénnen wir mit dem Argument von
FuBinote 30 arrangieren, dass alle Karten zudem orientierungserhaltend sind. Wir haben
damit also die Behauptung bewiesen.

Die Funktionen z1, ..., z, kann man nun mit einer leichten Abwandlung des Beweises von
Lemma BT konstruieren. Wir iiberlassen den Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe. 0

Bemerkung. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Eine glatte Zerlegung der Eins ist eine
Familie von glatten Funktionen {z;: M — [0,1]};c, so dass folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

(1) fiir alle i € I gibt es eine Karte ®;: U; — V;, so dass Triger(z;) C U; N M,

(2) fiir alle x € M gibt es nur endlich viele Indizes i € I mit z;(z) # 0,

(3) fiir alle z € M gilt > z(z) = 1.9

i€l
Wir haben also gerade in Satz OIS gezeigt, dass jede kompakte Untermannigfaltigkeit
eine glatte Zerlegung der Eins besitzt. Es gilt jedoch die allgemeinere Aussage, dass jede
Untermannigfaltigkeit eine glatte Zerlegung der Eins besitzt. Diese Aussage wird auf Seite
362 von
Konigsberger: Analysis 2 (Springer—Verlag)

133Dje Summe 3 z;(x) macht Sinn, selbst wenn die Indexmenge I unendlich ist, denn nach (2) gibt es
i€l
nur endlich viele Indizes ¢ € I mit z;(z) # 0.



129

und in in Kapitel 9.4 von
Janich: Vektoranalysis (Springer—Verlag)

bewiesen. Man kann solche glatte Zerlegungen der Eins dazu verwenden, das Integral einer
k-Form auf einer beliebigen orientierten, nicht notwendigerweise kompakten k-dimensionalen
Untermannifaltigkeit einzufithren. Wir werden diese allgemeinere Aussage allerdings nicht
verwenden.

Es sei nun M eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei
w eine stetige k-Form auf M. Wir wihlen einen Atlas {®;: U; — V;}i=1, ., sowie glatte

Funktionen zq,...,z.: M — [0, 1] wie in Satz BI8. Wir definieren nun
T
fw = Zfzz - w,
M i=1 M

wobei die Summanden auf der rechten Seite nach Kapitel @9 definiert sind. Das folgende
Lemma besagt nun, dass diese Definition nicht von den getroffenen Wahlen abhéngt. Dieses
Lemma spielt die gleiche Rolle wie Lemma BTR.

Lemma 9.19. Das Integral einer stetigen k-Form auf einer orientierten kompakten k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit ist wohl-definiert.

Beweis. Es sei w eine stetige k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M. Es seien yi,...,y, und z1, ..., 2, zwei Mengen von glatten Funk-
tionen wie in Satz BT8. Dann gilt

ifyi'w = if(i%‘)yi'w = Zp:fizjyz"w = Zp:ifzjyz"w = ifzy

i=1 1 4 =l =1 i=1 37 j=1 4 ==l M +
™

denn ) z; =1 Linearitat das gleiche Argument

J=1 des Integrals riickwarts O

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass fiir das Integral von k-Formen die “{iblichen”
Aussagen gelten. Beispielsweise, gilt fiir alle w,w’ € Cx(M) und [ € R, dass

fn—i—w fn—i—fw und flw:l~fw.
M M M

Etwas interessanter ist folgender Satz:

Satz 9.20. Es sei M C R™ eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei w € C,(M). Dann gilt

[w=-fw

-M M

Beweis. Es folgt direkt aus der Definition vom Integral von k-Formen, dass es geniigt
den Fall zu betrachten, dass es eine orientierungserhaltende Karte ®: U — V fiir M mit
Trager(w) C U gibt. Wir betrachten die durch

O(z1, 22, ..., Ty) = (—x1,T2y...,Tp)
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definierte Abbildung. Fiir alle x € V gilt offensichtlich, dass det D,© = —1. Die Karte
®:=0o0d: U — V :=O(V) ist dann eine orientierungsumkehrende Karte fiir M, oder
anders ausgedriickt, eine orientierungserhaltende Karte fiir — M.

Wir bezeichnen nun mit ¥: V — U und ¥ : V — U die Umkehrabbildungen von ® und
®. Wir erhalten nun, dass

denn W ist orientierungs- denn V¥ ist orientierungs-
erhaltend fiir —M erhaltend fiir M
b= \
fw:f\I/*w :—f\If*w:—fw.
-M % 4 v M
siehe Satz 13 U

Folgender Satz gibt uns die Transformationsformel fiir das Integral von k-Formen auf
orientierten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Der Beweis des Satzes ist, wenn man
die Definitionen verdaut hat, vollig elementar und wird in Ubungsblatt 7 ausgefiihrt.

Satz 9.21. Es sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen zwei orientierten kompakten
k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Zudem sei w eine stetige k-Form auf N. Dann
gilt

ff*w = fw, wenn [ orientierungserhaltend
M N

und

ff*w = —fw, wenn [ orientierungsumkehrend.
M N

Wir betrachten im Folgenden noch ein paar Spezialfille vom Integral einer k-Form, welche
wir spater verwenden werden.

Lemma 9.22. FEs sei M C R" eine n-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit, d.h.
eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. Zudem sei f: M — R eine stetige Funktion.
Dann gilt

[f-deyn--nde, = [ fday... dz,.
M u

J/ J/

Vv vV
Integral von n—Form Integral von Funktion

Beweis. Nachdem M eine Nullmenge ist, geniigt es wenn wir die Gleichheit der Integrale
iiber der offenen Teilmenge M = M \ OM von R" beweisen. Es gilt in der Tat, dass

[fodoin-Nde, = [f-(der A Ndwo)(er,...oen) = [ = [ fdur... dz,.

M T M =1, siehe Seite M ) M
Definition angewandt auf die dxy ...dx, hat keine Bedeutung.
orientierungserhaltende Karte ® = id [l

Das folgende Lemma besagt, dass wir den Flufl von einem Vektorfeld durch eine orien-
tierte Hyperflache als Integral iiber eine Differentialform interpretieren kénnen.
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Lemma 9.23. Es sei (N,v) eine orientierte kompakte Hyperflache in R™ und es sei zudem
F: N — R" ein stetiges Vektorfeld. Wir bezeichnen mit 6(F) die zu F' zugehérige (n — 1)-
Form auf N, welche an jedem Punkt P gegeben ist durch

(S(F)pS(TpM)n_l —- R
(1)1,...7Un_1) — det(F(P) V1 .- Un—l)-

[sr) = [F-v

Beweis. Es folgt aus den Definitionen, dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass es eine
orientierungserhaltende Karte ®: U — V mit Trager(F') C U gibt.

Es seien vy, ...,v,_1 € R". Wir bezeichnen dann mit v; X --- X v,_; € R™ den Vektor in
R" der festgelegt ist durch™

Dann gil{™

V1 yUn—1,
k-te Koordinate von v X --- X v,_1 = (—=1)*".det [ wobei k-te Zeile |.
entfernt

In Ubungsblatt 6 hatten wir schen, dass das Kreuzprodukt v, X --- X v,_1 auch eindeutig
bestimmt ist durch folgende Eigenschaften festgelegt:

(a) v1 X -+ X v,_1 steht senkrecht zu vy, ..., v, 1,
() JJvr X« -+ X vyq|] = /Gram(vy, ..., v,-1),
(c) det (vl X oo X Upq U1 ... Upeq) > 0.

g

n X n-Matrix
Esseinun x € VNE. Firi=1,...,n—1 schreiben wir v; := (D, ¥)(e;) und F := F(V¥(x))
sowie v = v(V¥(x)). Wir erhalten, dass

denn Triager(F) C U Definition von ¢(F')
1 1
[o(F)y = [ 6(F) (1, 001) = [ det(Foi...v,1)
N VNE,-1 VNE,_1
= f F-(vy X Xv,_1) = f F-\/Gram(vl,...,vn_l)-y
/l\ VNE,-1 /l\ VNE,-1
folgt aus der Definition von vy X -+ X v, _1 esist vy X -+ X U1 = \/Gram(vl, ey Up—1) -V, denn

und der Laplace-Entwicklung der Determinante beide Vektoren erfiillen (a), (b) und (c)™=®

- f F-vy/Gram(vy,...,vp-1) = fF~V.
N

VNE,—1

O

134 Auf der linken Seite betrachten wir also das Integral der Differentialform §(F), hierbei betrachten
wir N als orientierte Untermannigfaltigkeit mit der durch v festgelegten Orientierung, siehe Kapitel ER.
Auf der rechten Seite betrachten wir das Integral der reellwertigen Funktion z — F(z) - v(z).

135Fiir zwei Vektoren in R3 erhalten wir das iibliche Kreuzprodukt.

13611 der Tat, beide Vektoren haben offensichtlich die Eigenschaften (a) und (b). Zudem ist vy, ..., v,
eine positive Basis von Ty, M, per Definition der Orientierung (siche Kapitel B3 fiir die Orientierung von
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9.11. Null-dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir haben bisher nur Unterman-
nigfaltigkeiten der Dimension gréffer Null behandelt. Es sei nun M eine kompakte null-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, d.h. M besteht aus endlich vielen Punkten
Py, ..., P.. Wir definieren eine Orientierung fir M als eine Funktion M — {—1,1}. Mit
anderen Worten, eine Orientierung besteht aus der Wahl eines Vorzeichens ¢; fiir jeden
Punkt P,.

Es sei nun w eine stetige O-Form auf M, d.h. w ist eine Funktion M — R. Wir definieren
dann

iw = i@f(ﬂ)

Hyperflichen) bedeutet das, dass
det(vvy,..., vp—1) > 0.
Also haben beide Vektoren auch die Eigenschaft (c).
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10. VORBEREITUNGEN FUR DEN SATZ VON STOKES

Wir sind immer noch auf dem Weg zur Formulierung vom Satz von Stokes. Dieser ist die
in Kapitel B versprochene Verallgemeinerung des Gaufischen Integralsatzes und von Satz
2. In Kapitel B0 hatten wir schon angedeutet, dass diese Verallgemeinerung in etwa von
folgender Form sein soll.

Es sei M eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit und es sei w ein “mathe-
matisches Objekt” auf M, welches auf OM integriert werden kann. Dann soll gelten

f “Differential” oder “Ableitung” von w = f w.
M oM
Die Diskussion des vorherigen Kapitels legt nahe, dass dieses mathematische Objekt und
dessen “Differential” wohl Differentialformen sein sollen.

Bevor wir zu diesem Punkt gelangen, miissen wir noch zwei Fragestellungen klaren:

(1) Das Integral von Differentialformen macht Sinn tiber orientierten Untermannigfal-
tigkeiten. Wenn M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist, dann miissen wir uns
davon iiberzeugen, dass dann auch OM eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist.

(2) Wenn w eine (k—1)-Form auf M ist, dann miissen wir das Differential dw einfiihren.
Dieses Differential muss ein mathematisches Objekt sein, welches wir iiber der k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M integrieren konnen. Es liegt nahe, dass es
sich bei dw um eine k-Form handeln soll.

In diesem Kapitel behandeln wir diese beide Themen. Im darauf folgenden Kapitel werden
wir dann den Satz von Stokes formulieren und beweisen.

10.1. Orientierte Untermannigfaltigkeiten mit Rand.
Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Es sei P € OM

und es sei v € TpM.

(1) Wir sagen der Vektor v zeigt nach auflen, wenn v ¢ TpOM und wenn es eine Kurve
v: (a,0] = M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

(2) Wir sagen der Vektor v zeigt nach innen, wenn v € TpOM und wenn es eine Kurve
v:[0,a) = M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

_— v zeigt nach auflen v zeigt nach innen

- Kurve v: (—=1,0] = M mit 7/(0) = v

M
M* C R

v zeigt nach innen OM = MnNE,_

/
Kurve v: [0,1) — M mit 7/(0) = v v zeigt nach auflen

ABBILDUNG 60.
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Beispiel. Es sei M C HF eine offene Teilmenge, dann ist M eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand OM = M N Ey_;. Fir P € OM und (vq,...,vs) € TpM gilt
dann

(v1,...,v;) zeigt nach auflen <= v, <0,

und
(v1,...,v;) zeigt nach innen <= v, > 0.

Es sei nun M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und mit
k > 1. Wir wollen nun zeigen, dass die (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit OM
ebenfalls orientierbar ist. Es sei P € OM und wvy,...,v,_1 eine Basis von TpoM. Wir
definieren nun

{v1,...,vp_1} ist eine es gibt einen Vektor w der nach auflen zeigt, so dass
positive Basis von TpOM {w,vy,...,vp_1} eine positive Basis von TpM ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Orientierungen der Tangentialriume in der Tat
eine Orientierung der Untermannigfaltigkeit ergeben. Dies ist ist die Aussage vom néchsten
Lemma.

Lemma 10.1. Die gerade eingefiihrten Orientierungen der Tangentialrdume sind stetig
beziiglich allen Karten, definieren also eine Orientierung der Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Wir zeigen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es sei P € OM und es
sei v € TpM. Zudem sei ®: U — V eine Karte um P. Wir setzen Q = ®(P). Dann gilt

v zeigt nach auBen <= letzte Koordinate von ®,(v) € TpEy = R” ist negativ.

Die Karte ®: U — V gibt insbesondere einen Diffeomorphismus zwischen der Unter-
mannigfaltigkeit M N U mit Rand (OM) N U und der Untermannigfaltigkeit Hy, NV mit
Rand Ej_;NV. Ein Diffeomorphismus zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Rand schickt
offensichtlich™ Vektoren die nach auBlen zeigen wieder auf Vektoren die nach aufien zei-
gen. Die Behauptung folgt nun aus dem obigen Beispiel. Wir haben damit die Behauptung
bewiesen.

Fiir eine Karte der Untermannigfaltigkeit M kann man nun die Stetigkeit der Pra-
Orientierung leicht mit der obigen Behauptung beweisen. Wir iiberlassen den Beweis als
freiwillige Ubungsaufgabe. O

Konvention. Wenn M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand ist,
dann betrachten wir OM immer mit der gerade eingefiihrten Orientierung.

Beispiele.
(1) Es sei
M = {(z,y)]2* +y* < 1}

L3TWarum ist das offensichtlich?
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die Einheitsscheibe im R2. Wir betrachten M als orientierte Untermannigfaltigkeit,
wobei die Orientierung durch die iibliche Orientierung von R? gegeben ist. Die

vy ist eine positive Basis fir Tp(0M),

denn {F,v;} ist eine positive Basis fiir TpM = R?
M

P/ Vektor F' zeigt nach auflen

ABBILDUNG 61. Orientierung des Randes der Kreisscheibe in R2.

Untermannigfaltigkeit M, d.h. der Einheitskreis, hat dann die Orientierung, welche
“entgegen dem Uhrzeigersinn zeigt”.

(2) Wir betrachten den Zylinder Z = [—1,1] x S € S3 mit der Orientierung, welche
durch die Normalenvektoren gegeben sind, welche “nach auflen” zeigen. Die Orien-
tierungen auf den Randkomponente {—1} x S' und {1} x S! sind in Abbildung B
skizziert.

[—1,1] x S*

\ _— Orientierungsvektor von Z

Vektor zeigt

Orientierung der
nach auflen -

Randkomponente

~. Vektor zeigt

Orientierung der
- nach auflen

Randkomponente

ABBILDUNG 62. Orientierung des Randes der Kreisscheibe in R2.

(3) Es sei M eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R*. Wir hatten
auf Seite B4 das dufere Einheitsnormalenfeld auf OM eingefiihrt. Auf Seite hat-
ten wir gesehen, dass ein solches duflere Einheitsnormalenfeld eine Orientierung auf
OM definiert. Man kann nun leicht nachvollziehen, dass diese Orientierung gerade
der Orientierung von OM auf Seite 34 entspricht.

Es sei zum Abschlufl noch M eine zusammenhéngende eindimensionale orientierte Un-
termannigfaltigkeit. Fiir P € OM setzen wir ep := 1, wenn der Orientierungsvektor in Tp M

nach auflen zeigt, und wir setzen ep := —1, wenn der Orientierungsvektor in TpM nach
innen zeigt. Wir definieren dann
oM = U ep- P.

P Randpunkt von M
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D.h. wir betrachten M als 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit einer Orientierung.
Beispielsweise gilt fiir die Untermannigfaltigkeit [a,b] C R mit der iiblichen Orientierung,

Orientierungsvektor bei () zeigt nach auflen M —
L= [a7 b]
/. —— Orientierung von M
«M\ « /b
M ——>—
” __ Orientierungsvektor bei P der Rand ist —a U b

zeigt nach innen

der Rand der orientierten 1-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M ist —P U )

ABBILDUNG 63.

dass™®

Jla,b] = (—a)Ub.

10.2. Das Differential von Differentialformen. Wir fithren nun das Differential einer
Differentialform ein. Wie iiblich fiihren wir diesen Begriff erst fiir Differentialformen auf
offenen Mengen von R™ ein, und definieren dann den Begriff fiir Differentialformen auf
Untermannigfaltigkeiten mithilfe von Karten.

Es sei also im Folgenden U eine offene Teilmenge von R* oder von Hj. Auflerdem sei
w € Q(U). Nach Satz @1 bilden die Dachprodukte dx;, A--- A dz;, mit iy < iy <--- <7
eine Basis von AY(RF)*. Wir kénnen also w wie folgt als Linearkombination betrachten:

W = Z filv..il dxil ANEERA dﬂfil,

i< <y
wobei f;, ;, reellwertige glatte Funktionen auf U sind. Wir definieren jetzt das Differential
von W= als die (I + 1)-Form

dw = Z df“” A d&?il VANEIRIVAN dl’il.
11 <---<19g T

das totale Differential der Funktion f;,.

Beispiele.

(1) Wenn w € Q(U), d.h. wenn w eine glatte Funktion auf U ist, dann ist dw per
Definition gerade das totale Differential dieser glatten Funktion.

1383treng genommen miisste man hier —{a} U {b} schreiben, aber der besseren Lesbarkeit halber lassen
wir die Klammern weg.
13911 der Literatur wird das Differential von w manchmal auch die dufere Ableitung von w genannt.
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(2) Wir betrachten auf R? die 1-Form w = 3x?y dx + 23 dy. Dann gilt

Definition des Differentials einer 1-Form

1
dw = dBz*ydr +2*dy) = d(3z%y) Ndx + d(x®) AN dy
_ (932% 93y da?® da?®
T_ ( 5 dr + 2y dy) Adx + <6xdx+ 8ydy> A dy

Lemma K
= 6aydr A dx, + 3x%dy Adx + 3x?de ANdy+0-dy ANdy = 0.
Y { , Yy Yy Yy Yy

=0 =—dxzAdy =0
(3) Fiir w = dx; A dz; ist
dw = d(dz; A\ dzj) = d(1-dz; A dzj) = \d/l_//\ dx; \ dz; =0.
=0

Der folgende Satz falt einige der wichtigsten Eigenschaften des Differentials von Diffe-
rentialformen zusammen.

Satz 10.2. Es sei U C R” cine offene Teilmenge. Es seien w,w’ € Q(U), o € Q,,(U) und
[l € R. Dann gilt

die (I + 1)-Form dw ist eine glatte Form,
es gilt die “Produktregel” fiir die Differentiation von Differentialformen™®

dwAho) = dw Ao+ (=1)'wAdo,

3 d(lw) =1 - dw,
)
)

(5) es ist d(dw) = 0.
Genau die gleichen Aussagen gelten auch, falls U eine offene Teilmenge der Halbebene
H, = {(xl,...,xk) S Rk‘$k > 0} 18t.

Beispiel. In Ubungsblatt 5 hatten wir gesehen, dass wenn
w = f(z,y)dz+g(z,y)dy
eine glatte 1-Form auf R? ist mit
o) 0
oyl (@ y) = gr9(v.y),

dann ist w exakt, d.h. es gibt eine glatte Funktion f: R? — R mit df = w. Das Beispiel
der 1-Form w = 32%y dx + 2 dy auf Seite 37 ist von dieser Form. Also folgt aus Satz T2
direkt, dass dw = d(df) = 0.

Beispiele. Wir betrachten die Aussagen (4) und (5) fiir 0-Formen, d.h. fiir reellwertige
Funktionen.

140pje Produktregel ist also ganz dhnlich der iiblichen Produktregel fiir Ableitungen, allerdings taucht
noch ein extra Vorzeichen auf.
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(1) Es seien f,g: U — R zwei glatte Funktionen auf einer offenen Teilmenge U C RF.
Wir kénnen f und g als 0-Formen auffassen. Satz [0 (4) besagt nun also, dass™"

d(fg) = df-g+ f-dyg.
Wir wenden nun Lemma BT auf d(fg), df und dg an und erhalten, dass

f )
G = (ki) o+ 1 (Lgken)
Durch Umsortieren erhalten wir, dass
9 ) )
%dwi = Z(a—i cg+ fa—i)dxi.

=1 =1

Nachdem die 1-Formen dzq,...,dz; linear unabhéngig sind erhalten wir jetzt fiir
jedes i € {1,...,k}, dass
aofg) _

In anderen Worten, wir sehen, dass die Produktregel fiir 0-Formen dquivalent ist
zur iiblichen Produktformel fiir partielle Ableitungen.
(2) Es sei f: U — R eine glatte Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R*. Dann

ist
iéd(%{i) A da;

a(df) = (zaf ;)

—

/I\
Lemma Bl Definition von d
_ >’ f > f
Z(Za dx]> Ndx; = Z(am o 8%8:0) dx; N dx;.
T i=1 1<j J J
Lemma B denn dz; A dx; = —dz; Adz; und dz; Adr; =0

Die 2-Formen dz; A dzj mit 7 < j sind nach Satz 072 linear unabhéngig. Wir sehen
also, dass die Aussage d(df ) = 0 dquivalent ist zu der schon in Analysis IT bewiesenen
Aussage, dass die partiellen Ableitungen einer glatten Funktion vertauschbar sind.

Notation. Bevor wir uns dem Beweis von Satz zuwenden fithren wir noch folgende
Notation ein. Fiir eine aufsteigende Folge [ =1 <14y < --- < 1, < n schreiben wir

dr; = dx;y AN--- Ndx,.

Wir bezeichnen mit |/| = k die Anzahl der Elemente in der aufsteigenden Folge. Es sei nun
U eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei w eine k-Form auf U. Wir
konnen dann w schreiben als

w = >, fidwy,

[|=k

1Dag Dachprodukt von zwei O-Formen ist einfach das iibliche Produkt von Funktionen. Warum?
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hierbei summieren wir iiber alle aufsteigenden Folgen I =1 <1 < --- <1 < n der Lange
k.

Beweis von Satz I 2. Die ersten beiden Aussagen von Satz I sind trivial. Die dritte
Aussage folgt leicht aus den Definitionen und aus Lemma B

Wir wenden uns der vierten Aussage zu. Im obigen Beispiel hatten wir gesehen, dass die
Produktformel fiir O-Formen gerade der iiblichen Produktformel fiir partielle Ableitungen
entspricht, welche wir schon in Analysis I1 bewiesen hatten. Wir wollen nun den allgemeinen
Fall auf den Fall von 0-Formen zuriickfiihren.

Es sei also w € (U) und es sei o € €,,(U). Wir schreiben

w = >, frdzs und o = > gydzy
1=t | J|=m
und erhalten
dw = Y. dffANdx; und do = ) dg;ANdzy.
[7]=l |J|=m
Dann ist
Multilinearitdt des Dachprodukts
1
d(W/\O') = d(z f]dl'[/\ Z gjd$J> = d(Zf[ng.CC[/\ diL’J)
= |J|=m I,J
= Zd(f]gJ)'d.T[/\dIJ = Z(gjdf[—l—f[ng)/\dI]/\de
T I,J T I,J
Definition des Differentials Produktformel fiir Produkt von 0-Formen
= Z ((df[ AN dl’[) AN gy dl’] + (—1)lf[ dl’[ A (ng AN d$J>)
T 1,J
Lemma B10

= dw Ao+ (—1)w A do.

Wir beweisen nun noch die letzte Aussage. Im obigen Beispiel hatten wir gesehen, dass die
Aussage fiir O-Formen gerade der Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen entspricht,
welche wir schon in Analysis II bewiesen hatten. Wir wollen nun auch dieses Mal den
allgemeinen Fall auf den Fall von 0-Formen zuriickfiihren.

Es sei also w € ;(U). Wir schreiben wiederum w = ) frdx;. Dann ist
=
= 0 nach obigem Beispiel

-
d(d(w)) = d(lz deAda:I) = |Z(d(df1) Adzp + (—1) - dfr A d(dzy) ) = 0.
I|=l T I|=l T —

Aussage (4) d(dz;) =d(1-dz;) =dlANdey=0 [

Zudem gilt auch folgender Satz:
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Satz 10.3. Es seten U C R™ und V' C R"™ offenen Mengen und es sei ©: V — U eine
glatte Abbildung. Fir jede glatte k-Form w auf U gilt dann

d(O'w) = O%(dw).
Die analoge Aussage gilt auch fir offene Teilmengen U C H,, und V C H,.

Der Satz besagt also, dass folgendes Diagramm von Abbildungen kommutiert:™

(U) (V)

la |

Qyr (U) == Qi (V).

Beispiel. Im Beweis von Satz I3 werden wir sehen, dass fiir eine 0-Form w die Aussage
eine Umformulierung der iiblichen Kettenregel ist.

Beweis. Esseien U C R™ und V' C R” offene Mengen und es sei © = (04,...,0,,): V = U
eine glatte Abbildung.
Wir betrachten zuerst den Spezialfall einer 0-Form. Es sei also f: U — R eine glat-

te Funktion. Wir bezeichnen mit dxq,...,dx,, die iiblichen 1-Formen auf R™ und wir
bezeichnen mit dyy,...,dy, die iiblichen 1-Formen auf R". Wir machen nun noch zwei
Vorbemerkungen:

(1) fiir eine Funktion g: U — R folgt sofort aus den Definitionen, folgende Gleichheit
von 1-Formen auf V:

(2) auf Seite T4 hatten wir schon erwahnt, dass fiir beliebige Differentialformen o und
[ auf U die Gleichheit

O (aNp) = O'aNO*[

gilt.
Dann gilt
. n nom oo 8@1
46°]) = d(fo®) = =5 Ry, > 35 o) 5ot dy,

/l\
Lemma BTl angewandt auf f o © Kettenregel
0 " 0 *
T_Zl<ag{f @)d@ T_@ (Zafdxl> . O (df).

Lemma BTl angewandt auf ©; siehe Vorbemerkung (1) Lemma B

Wir haben damit diesen Spezialfall bewiesen.

142D h. die Verkniipfung der Abbildung oben mit der Abbildung rechts ergibt die Verkniipfung der
Abbildung links und der Abbildung unten.
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Es sei nun w eine beliebige glatte k-Form. Wir verwenden die Notation von Seite
und wir schreiben

w = Z f]d![‘].
T]=k
Unter Verwendung der Vorbemerkungen (1) und (2) erhalten wir, dass
O'w = > (f100)dOy,
=
wobei dO; = dO;, A --- A dO;,. Wir berechnen nun, dass
d©*w) = Y. d(fro®)ANdO; = > O*(df;) N O*(dxy)
= 4 =k
der obige Spezialfall einer 0-Form
- @*( S dfr A d:v]) — O (dw).
T [I|=k

Vorbemerkung (2) ([l

Wir wollen nun das Differential von Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten ein-
fithren. Die Idee, wie iiblich, ist dabei die Betrachtung von Differentialformen auf Unterman-
nigfaltigkeiten mithilfe von Karten auf den oben behandelten Fall von Differentialformen
auf offenen Teilmengen von R* und auf offenen Teilmengen von H* zuriickzufiihren.

Es sei also M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € (M). Es sei
zuerst &: U — V eine Karte fiir M von Typ (i). Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die
Umkehrabbildung von ®. Dann ist W*w eine [-Form auf V N E}, also auf einer offenen
Teilmenge von Ej, = R*. Wir definieren nun

dwlpny = @* (d(V*'w)) .
Es ist eventuell hierzu hilfreich folgendes Diagramm zu betrachten

QZ(UQM) HQ[.}l(UﬂM)

I ol

Wir definieren also die obige Abbildung mithilfe der anderen drei Abbildungen. Ganz analog
definieren wir auch dw|y fiir Karten ®: U — V von Typ (ii). Wir haben also jetzt dw auf
den Definitionsbereichen von Karten von M definiert.

Wir miissen nun noch zeigen, dass dw wohl-definiert ist. Genauer gesagt miissen wir
folgendes Lemma beweisen.

Lemma 10.4. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Q(M).
Es seien ®: U — V und ®: U — V zwei Karten fiir M mat Umkehrabbildungen ¥ und .
Dann gilt auf U N U

O* (d(T'w)) = &*(d(T*w)).
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Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall, dass sowohl ® als auch d
Karten von Typ (i) sind. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass U = U. Wir bezeichnen mit
© den Diffeomorphismus © :=® o ¥: VN E, — V N E,. Dann gilt

o (d(T*w)) T: O (d(TH (P T w))) = d*(d(O*(T*w))) T: o+ (0% d(Tw))
denn ®* o U* = (‘iv/ o &))* =id Satz M3
= o (U (Tw) = B (d(T)). .

Beispiel. Es sei w € (M), dies bedeutet, dass w eine glatte Funktion auf M ist. In diesem
Fall ist dw € Q;(M) genau die 1-Form, welche wir in Kapitel B eingefiihrt hatten.™

Folgender Satz folgt leicht aus den Aussagen von Satz 2 und Satz [II3.

Satz 10.5. Es set M eine Untermannigfaltigkeit.
(1) Es gelten die gleichen Aussagen wie in Satz T3, insbesondere gilt fir w € (M)
und o € Q,,,(M) die Produktregel
dwAo) = dwAo+ (=1)wAdo.
Zudem gilt fir alle w € (M), dass
d(dw) = 0.

(2) Es sei ¢: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten.
Fiir jede glatte k-Form w auf N gilt

d(p'w) = ¢*(dw).

Wir betrachten nun noch ein ausfiihrlicheres Beispiel: Es sei M eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™. Zudem sei F' = (F},..., F,): M — R" ein glattes Vektorfeld
auf M. Wir hatten in Kapitel B4 gesehen, dass F' eine (n — 1)-Form §(F) auf M wie folgt
definiert: Wir ordnen P in M die alternierende (n — 1)-Form

(TpM)™! - R
(U1, ..., V1) > det (F(P) v ... vn_l)
)

zu. Wir wollen nun die n-Form do(F') auf M bestimmen.

143pg geniigt diese Aussage zu iiberpriifen, fiir 0-Formen w deren Tréger in einer Karte &: U — V
enthalten ist. In diesem Fall gilt fiir jedes v € Tp M mit P € U N M, dass

dw(v) = *(d(T*w))(v) = d(V*w)(P.v) = D(V*w)(Pv) = D(w o ¥)(P,v) = Dw(V,.P,v) = Dwp(v).
T T T T T T
Definition von d Lemma B2 da V*w =woW¥ dad= D fir Kettenregel da o ® =id
einer k-Form auf M Funktion auf R*
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Wir miissen dazu erst einmal §(F') in die Form bringen, auf die wir die Definition des
Integrals anwenden konnen. Wir verwenden dabei folgende hilfreich Standardnotation. Fiir
1 =1,...,n schreiben wir

dwl/\---/\(fx\i/\---/\dxn =dry N ...dri oy Ndxggy N - ANday,.
Wir kénnen nun 6(F') umschreiben.

Behauptung. Es ist

O(F) = Z(—l)i_lFi'dﬂfl A---Adzi A--- Adz,,
i=1
Wir miissen nur zeigen, dass die linke Seite und die rechte Seite auf beliebige Vektoren
vy, ...,U,_1 ausgewertet das gleiche Ergebnis liefern. Dies ist in der Tat der Fall, denn fiir
v = (Vit, ..., i), 0 = 1,...,n — 1 gilt:

F1 V11 ... Up—11 n V1 ... Up-1
S(F)(vy, ... ,v0p 1) = det | 1 : = > (=1)""'F;det [ mit i-ter Zeile
F, v, ... v i=1 entfernt
= S (~)FE - (day A Ada A Adag) (o, ve).

T =1
folgt dabei sofort aus der Definition von dz; und der Definition des Dachprodukts
Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Es folgt nun, dass

d6(F) = zn:d((—l)i—lFi cday A Adxi A -+ A dy,)
=1

= S (~1) dF Aday A Adag A A da,

(_1)i—1< g—gjdﬂfj)/\dl’l/\'”/\@/\'“/\dxn
/]\ =1 i=1

I
0

= Z(—l)z_lg_z(—ly_ldxl JANCIVAN dl'i,1 A d.ﬁl?l A dl'lpH VANRIERIVA dl'n
/]\ i=1

denn dx; A dx; = 0 und dr; A dxy, = —dxp A dx;
= div(F) -dxy A -+ ANdxy,.
Zusammenfassend erhalten wir also folgendes Lemma.

Lemma 10.6. Es set M C R" eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und F' ein glattes
Vektorfeld auf M. Dann gilt

d5(F) = divFday A+ A day.
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Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 10.7. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Die glatten Funktionen f: M — R
mit df = 0 sind gerade die lokal konstanten™ Funktionen auf M.

Beweis. Es sei f: M — R eine glatte Funktion auf einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit M. Es sei ®: U — V eine Karte, wobei U und V' zusammenhéngend ist. Dann
gilt

(1) f ist konstant auf U, genau dann, wenn f o ®~! konstant auf V ist,

(2) df =0 auf U, genau dann, wenn d(f o ®~1) = 0."#
Es geniigt nun die Behauptung fiir Funktionen auf offenen Teilmengen von R* zu beweisen.
Fiir eine konstante Funktion g: V' — R ist natiirlich dg = 0. Umgekehrt, sei g: V' — R eine
glatte Funktion mit dg = 0. Aus Lemma B folgt, dass die partiellen Ableitungen von g
verschwinden. Lemma 8.3 aus Analysis II besagt nun, dass g auch schon konstant ist. [J

144Bine Funktion fi+ M — R heifit lokal konstant, wenn es zu jedem Punkt P € M eine offene Umgebung
U gibt, so das f|y konstant ist.
145Djese Aussage folgt aus Satz I3 (2).
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11. DER SATZ VON STOKES

11.1. Formulierung des Satz von Stokes. Wir haben nun alle Vorbereitungen fiir die
Formulierung des Satzes von Stokes getroffen. Der Satz von Stokes lautet wie folgt:

Satz 11.1. (Satz von Stokes) Es sei M eine orientierte k-dimensionale kompakte Un-
termannigfaltigkeit und es sei w € Qx_1(M). Dann gilt

f dw = f w.
M oM
Insbesondere, wenn M geschlossen™0 ist, dann gil{™

fdw:0.
M

Unser Ziel war es, eine Verallgemeinerung von Satz B2 und vom Gauflschen Integralsatz
zu finden. Es ist offensichtlich™™, dass der Satz von Stokes im Falle k = 1 genau der Aus-
sage von Satz @2 entspricht. Wir werden nun zeigen, dass wir den Gaufschen Integralsatzes
aus dem Satz von Stokes herleiten konnen.

Es sei also M C R” eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Wir
bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf OM. Es sei F': M — R" ein glattes
Vektorfeld. Wir miissen zeigen, dass

fdivF = fF-V.
M oM

Wie in Kapitel &4 betrachten wir die zu F' zugehorige (n — 1)-Form 6(F) auf M. Zur
Erinnerung, fiir P ist 6(F)p die alternierende (n — 1)-Form

(TpM)n_l — R
(’Ul,...,Un_1> — det(F(P) v1 ... Un—l)-

Es folgt nun, dass

[divF = [divFdo A Ade, = [dS(F) = [o8(F) = [F-uv
M T M T M T oM T oM

Lemma B22 Lemma [0IQ Satz von Stokes Lemma 823

1467y Erinnerung, “geschlossene Untermannigfaltigkeit” bedeutet eine kompakte Untermannigfaltigkeit
M mit OM = {.

170 diesem Fall ist also OM = (), also verschwindet das Integral auf der rechten Seite der obigen
Gleichheit.

18Hierbei verwenden wir die Konvention aus Kapitel M fiir die Orientierung des Randes einer orien-
tierten eindimensionalen Untermannigfaltigkeit

49Diese Aussage ist zumindest offensichtlich, wenn man noch den Uberblick iiber alle Definitionen und
Konventionen besitzt.
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Wir haben damit gezeigt, dass der Satz von Stokes insbesondere den Gauflschen Integral-
satz B8 beinhaltet.™

11.2. Beweis vom Satz von Stokes. Wir wollen in diesem Kapitel den Satz von Stokes
beweisen. Wie fiir den Beweis vom Gauflschen Integralsatz wollen wir dazu erst einmal
einen Spezialfall beweisen.

Fiir einen offenen Quader Q C H, C R"™ schreiben wir 9,Q = Q N H,. Folgendes
Lemma ist streng genommen kein Spezialfall vom Satz von Stokes, aber wir werden den
Beweis vom Satz von Stokes problemlos auf dieses Lemma zuriickfiihren.

Lemma 11.2. Es sei Q ein offener Quader in H, und es sei w eine glatte (n — 1)-Form
auf Q, welche auf 0,Q = 0Q \ Q@ verschwindet. Dann gilt

édw: fw.

0Q

Bemerkung. Wir hatten im vorherigen Kapitel gesehen, dass der Satz von Stokes fiir n-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R" gerade dem Gauflschen Integralsatz 68 ent-
spricht. Genau das gleiche Argument erlaubt es uns die Aussage von Lemma [T auf den
GauBlschen Integralsatz B9 fiir Stempel zuriickzufiihren. Wir werden jedoch gleich sehen,
dass man Lemma T2 auch problemlos direkt beweisen kann, und der Beweis deutlich ein-
facher ist, als der etwas umsténdliche Beweis vom Gaufischen Integralsatz 63 fiir Stempel.

Beweis. Der Einfachheit halber beweisen wir das Lemma fiir n = 2. Der allgemeine Fall
wird ganz genauso bewiesen.

Wir schreiben Q = [a,b] X [c,d] und w = f(z,y)dx + g(z,y)dy. Nach Voraussetzung
konnen wir f(z,y) und g(z,y) stetig auf den Quader @ fortsetzen, so dass f(x,y) und
g(z,y) auf 01Q verschwinden, d.h. es ist f(x,d) = g(z,d) = 0 fiir alle x € [a,b] und
fla,y) = g(a,y) = g(b,y) = f(b,y) = 0 fiir alle y € [c,d].

Wir betrachten im Folgenden den Fall, dass ¢ = 0. Der Fall, dass ¢ > 0 ist wird ganz
dhnlich bewiesen. Es ist nun

fdw T: f((g—idx%—g—idy)/\dﬁ%— <%dm+g—zdy>/\dy>
Q Q

Definition von dw und @ \ @ ist eine Nullmenge

150Wenn man genau hinschaut, dann stimmt das nicht ganz, der GauBsche Integralsatz BB wurde fiir
stetig differenzierbare Vektorfelder formuliert und bewiesen, wiahrend wir den Satz von Stokes der Einfach-
heit halber nur fiir glatte Differentialformen formuliert hatten. Der Satz von Stokes gilt aber auch ganz
analog, mit dem gleichen Beweis, fiir stetig differenzierbare Differentialformen.

151wy sagen () C H,, ist ein offener Quader, wenn es einen offenen Quader in R™ gibt, dessen Durch-
schnitt mit H,, gerade @ ist.
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2] 0
= f —8—£dx/\dy+ f a—Jytdx/\dy

T lablx[0d 6] [0,¢]
denn dx Adx =dy ANdy =0 und dy A de = —dz A dy
_ of 99
: Il fo—a dydz + fo [ % gz ay
r=a y= y=0 z=a

Lemma 022 und Satz BX von Fubini

— jf fx,d) — f(z,0)] dz + I 9(b,y) —gla,y)| dy

z=b
= ff(x,())dx = ffdx+gdy = fw.
r=a T 9@ 9Q

denn 9@ = [a,b] x 0 und dy(1,0) =0

Wir haben damit die gewiinschte Gleichheit bewiesen. (l
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis vom Satz von Stokes zu.

Beweis von Satz TI. Es sei also M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R™ und es sei w € Q_1(M). Wir miissen zeigen, dass

fdw: fw.
M OM

Ganz analog zum Beweis vom Gaufischen Integralsatz wollen wir nun den allgemeinen Fall
auf den oben betrachteten Spezialfall zuriickfiithren.

Satz IR besagt, dass es einen endlichen Atlas {®;: U; — V;},—;., mit orientierungs-
erhaltenden Karten sowie glatte Funktionen zy,...,z.: M — [0, 1] gibt, welche folgende
Eigenschaften erfiillen:

(1) fiir alle i € {1,...,r} gilt Trager(z;) C U; N M,
(2) esist 29+ -+ 2, =1,
(3) fir allei e {1,...,7} gilt
(a) (I%(UZ N M) C Hk,
(b) die Menge V; N Hy = ®;(U; N M) ist ein offener Quader in Hy,
(¢) die Funktion z; 0 ®;': V; N H, — R verschwindet auf 9, (V; N Hy).

Es ist nun w = zw + - - - + z,.w. Es geniigt nun den Satz von Stokes fiir jeden Summanden
z;w zu beweisen. Mit anderen Worten wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass es ein i gibt, so
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dass Triger(w) C U; N M. Es gilt nun, dass

denn Tréiger(w) C U; N M Satz 3
\J }
f dw = f dw = f U*(dw) = f d(P*w)
M U;,NnM T ViNHy ViNnHy
Definition des Integrals einer Form
d
= f U*w = f w = f w.
T 00(ViNHYy) U;noM T oM
nach Lemma [T2, hierbei verwenden wir, denn Triger(w) C U; N M
dass ¥*w auf 91(V; N Hy,) verschwindet
Wir haben damit den Satz von Stokes bewiesen. OJ

Bemerkung. Wenn man den Beweis vom Satz von Stokes durchliest, und wenn man sich
iiberzeugt hat, dass der Beweis von Lemma [T ganz einfach ist, dann dréngt sich der
Verdacht auf, dass das ganze eigentlich elementar ist. Insbesondere ist der Beweis vom
Satz von Stokes deutlich einfacher als der Beweis vom Gaufischen Integralsatz. Woran
liegt das? Der Grund ist die harmlos ausschauende, aber eigentlich geniale Eigenschaft
des Differentials, dass es mit glatten Abbildungen kommutiert, d.h. dass in unserem Fall
gilt d(¥*w) = ¥*(dw). Diese Eigenschaft erlaubt es uns den Beweis auf den einfachsten
Fall, ndmlich den Fall, dass der Rand “horizontal” ist, zuriickzufithren. Diesen Spezialfall
konnten wir problemlos explizit nachweisen.

11.3. Der klassische Satz von Stokes und der Satz von Green. Es sei im Folgenden
F = (F,, F,, F,) ein glattes Vektorfeld auf R®. Auf Seite [9 hatten wir die Rotation von F
definiert als das Vektorfeld

oF,  0Fy

dy 0z

— _0F, | OF;

rot F' = 9 T s
OFy  9F,

ox oy

Es sei nun M C R? eine kompakte orientierte Fliche. Wir definieren

Integral der 2-Form §(F"), welche fiir P € M gegeben ist durch
[rotF = TpM x TpM — R
M (v1,v2) + det (ot F(P) vy va).

Zudem definieren wir

Integral der 1-Form w(F'), welche fiir P € OM gegeben ist durch
[ F = TpOM — R
oM v — F(P)-v.

Der klassische Satz von Stokes lautet nun wie folgt:
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Satz 11.3. (Klassische Satz von Stokes) FEs sei M C R® eine kompakte orientierte
Fliche und F ein glattes Vektorfeld auf R3. Dann gilt

frotF = fF
M oM

Beweis. Wir werden den klassischen Satz von Stokes mithilfe des allgemeinen Satz von
Stokes beweisen. Es sei also M C R? eine kompakte orientierte Fliche und F = (F,, F,, F,)
ein glattes Vektorfeld auf R®. Wir bezeichnen mit w = w(F') die 1-Form auf M, welche fiir
P € M gegeben ist durch

TpM — R
v — F(P)-v.

Der Satz von Stokes besagt, dass
f dw = f w.
M oM
Der klassische Satz von Stokes folgt nun aus den Definitionen und aus der folgenden Be-
hauptung:
Behauptung. Wir bezeichnen mit n die 2-Form auf M, welche fiir P € M gegeben ist durch

TPM X TPM — R
(v1,v9) + det (rot F(P)wn v2).

Dann gilt n = dw.
Es folgt sofort aus den Definitionen, dass
w=Fydr+ F,dy+ F,dz.
Wir berechnen nun, dass

dw = d(F,dr + F,dy + F. dz)
= dF, N dzx+dFy N\ dy+dF, N\ dz

_ <8Fw da+9E dy+ 9L dz) A dr+ (aFy dr + Gdy + G2 dz) Ady+ (an do+ 5= dy+ 5= dZ) Ndz

LerImaB:I]
. (52— ) dondy+ (55 - 5%) don do+ (G2 - 52) dy A de.

denn dz; A dx; = —dx; A dx; und dx; Ade; =0

Wir wollen nun zeigen, dass dw = 1. Die Rechnung ist fast die gleiche wie auf Seite [Z43,
aber der Vollstandigkeit halber fithren wir diese noch einmal durch.

Wir zeigen dw = n indem wir zeigen, dass beide Seiten auf alle Vektoren die gleichen
Ergebnisse liefern. Es seien also v1 = (v1g, U1y, v1.) und vy = (vag, Vay, va;) in R? beliebig.
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Dann folgt aus der obigen Rechnung, dass

Vig V2g OF.
dw Viy |, | V2y = (8—; — a;;f) (levgy — UlyUQx)
Uiz V22

+ (%@Z - %) (V1202 — V15V2;)
+ (%ZZ — %) (V1yV2; — V1,Vay)
% - 83Fzy Vig V2
= det | -%=+%= vy vy | = det(rot F(P)vivs) = n(v,va).
aaiy — 83};’ U1z V2
Wir haben damit die Behauptung bewiesen. U

Der folgende Satz von Green ist ebenfalls ein klassischer Spezial vom Satz von Stokes.

Satz 11.4. (Satz von Green) Es sei M C R? eine kompakte 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit und es seien u,v: M — R glatte Funktionen. Dann gil{™

f(vdx—I—udy) = f 9u _ v dz dy.
~— ’ (835 8y>

oM
glatte 1-Form

auf OM

Bemerkung. Der Satz von Green kann dazu verwendet werden, mit einem sogenannten
Planimeter den Flicheninhalt einer Teilmenge von R? nur durch Abfahren der AuBenlinie
zu bestimmen. Details dazu kann man auf

https://en.wikipedia.org/wiki/Planimeter
finden.

Beweis. Es sei M C R? eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es seien
u,v: M — R glatte Funktionen. Dann gilt

fvdx—l—udy = | dlvdr+udy) = f(%—g—;)dx/\ dy = f(%—g—;)dxdy.
M M

2 1 to t
Satz von Stokes Definition des Differentials Lemma 022
und Lemma B O

11.4. Anwendung auf holomorphe Funktionen. Wir erinnern an einige Definitionen

aus der Funktionentheorie. Wir identifizieren in diesem Kapitel C mit R%. Es sei U C C

eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heif3t holomorph, wenn fiir alle zy € U der
d

Grenzwert
@f(zo) = f'(2) := lim f(z) = f(z0) cC

Z—r20 zZ — 20

152Hierbei betrachten wir @M als orientierte Untermannigfaltigkeit mit der Konvention, welche wir auf
Seite M eingefiihrt hatten.
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existiert. Wir schreiben nun f = w +iv: U — R, wobel u = Re(f) und v = Im(f). In der
Analysis III hatten wir gezeigt

f ist holomorph <=« und v sind glatt mit g; = 8y und au —g—;.
Die Gleichungen auf der rechten Seite hatten wir die CauchyfRzemannschen Differential-
gleichungen genannt.
Fiir eine Kurve «: [a,b] — U hatten wir das Wegintegral von f iber v definiert als

[ fz)ydz = ff )dt € C.

. Multlpllkatlon in C

Fiir zp € C und r > 0 mit D,(zy) C U definieren wir zudem
[ flz)dz = i f(z)dz.

|z—z0]=r v:[0,27] — C ‘
t— 2o+ ret

Wir kénnen nun folgenden Satz beweisen.

Satz 11.5. Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge U C
C =R2. Es sei D,(z) eine abgeschlossene Scheibe, welche in U enthalten ist. Dann gilt

f f(z)dz = 0.

|z—zo|=r

f ist holomorph auf einer offenen Menge U
M = D,(z) liegt in U

[ rzd==o0

|z—z0|=r

ABBILDUNG 64. [llustration von Satz ITA.

Wir hatten diesen Satz in Analysis III als Korollar 4.4 formuliert, und dieses mithilfe
des Cauchyschen Integralsatzes bewiesen. In der Tat kann man den Beweis von Satz T3,
analog zum Beweis von Satz EI2 abwandeln und den Cauchyschen Integralsatz 4.3 fiir
Bilder von Rechtecken in Analysis III beweisen.

Beweis. Es sei also f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C =R?und es sei M := D,(z) eine abgeschlossene Scheibe, welche in U enthalten
ist. Wir setzen u = Re(f) und v = Im(f), dann ist f = u+iv: U — C. Wir betrachten die
Kurve

v:[0,27] — C=R?
1) = zotret = (alt),B(t))
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Dann ist
t=27

Imaginirteil von f f(2)dz = Imaginérteil von | f(v(¢t))-+/(t)dt
~0

|z—z0|=r t
t=2m
— Tmaginirteil von [ (u(y(£)) + iv(y(1))) - (/(1) + iB/(¢)) dt
t=0
t=2m
= | (wO@)-a') +uly(0)) - B(1)) dt
t=0
t=2m
= [ WO dz + u(y(t)) dy) (v (1)) dt
T t=0
denn dz(y'(t)) = o/ (t) und dy('(t)) = B'(t)
:fvd:z:+udy = f(%—%)dmdyzo
1 b M ! 1
Definition vom Integral einer 1-Form Satz von Green Cauchy-Riemann

Differentialgleichungen

a3

O

Die Aussage, dass der Realteil des Integrals verschwindet wird ganz dhnlich bewiesen.

153Eine andere Moglichkeit zu beweisen, dass der Realteil verschwindet, ist dass man die gleiche Rech-
nung auf die holomorphe Funktion z +— if(z) anwendet.
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12. LANGE VON WEGEN UND GEODATEN

Wir wenden uns nun, nach der langen Diskussion des Satzes von Stokes, einem anschau-
lichen Thema zu, ndmlich der Bestimmung von Lingen von Wegen und der Bestimmung
des kiirzesten Weges zwischen zwei Punkten auf einer Untermannigfaltigkeit.

Definition. Ein Weg in einer Untermannigfaltigkeit M ist eine abschnittsweise™ stetig

differenzierbare Abbildung v: [a,b] — M.™3. Hierbei bedeutet “abschnittsweise stetig dif-
ferenzierbar”, dass es eine Zerlegung a = sy < 51 < --- < s, = b gibt, so dass fiir
1=20,...,m—1 die Abbildung ~ | stetig differenzierbar ist. Wir definieren die Ldnge
von Y™ als

[s5,8i41

m—1 t=Sit1

() = Z I I @lde.

t=s;

Definition. Es sei P und ) zwei Punkte auf einer Untermannigfaltigkeit M. Wenn P und
(@ in der gleichen Komponente von M liegen, dann definieren wir

dy (P, Q) := inf{l(y) |~ ist ein Weg in M von P nach Q}.
Ansonsten definieren wir dy; (P, Q) := oo. Wir bezeichnen dy; als die Wegmetrik auf M.

Bemerkung. Der Name Wegmetrik legt nahe, dass es sich hierbei in der Tat um eine Metrik
auf M handelt. Wenn M zusammenhingend™? ist, dann ist dies in der Tat der Fall. Wir
werden diese Aussage nicht verwenden, und daher auch nicht beweisen.™

Lemma 12.1. Fiir M = R" entspricht die Wegmetrik gerade der euklidischen Metrik.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen beweisen wir das Lemma fiir den Spezialfall
n = 2. Es seien also P, € R2. Translation und Anwendung einer orthogonalen Matrix
dndert die Lénge von Vektoren und Wegen nicht. Wir kénnen also P in den Ursprung
verschieben, und () auf die positive y-Achse drehen. Mit anderen Worten, wir kénnen
annehmen, dass P = (0,0) und @ = (0,y) fiir ein y > 0.

Wir wollen nun zeigen, dass dg2(P, Q) = ||P—Q|| = y. Der Weg v: [0, y] — R? mit y(¢) =
(0,%) ist offensichtlich ein Weg, welcher P und @ verbindet mit ¢(v) = y. Wir sehen also,
dass dg2(P, Q) < ||P — Q||

1541 der Literatur sagt man oft auch “stiickweise stetig differenzierbar” anstatt “abschnittsweise stetig
differenzierbar”.

155Der einzige Unterschied zu einer Kurve ist, dass Kurven stetig differenzierbar sind, wihrend Wege
nur abschnittweise stetig differenzierbar sind.

156Dje Definition der Linge eines Weges entspricht der Definition aus der Analysis IIT Vorlesung und ist
aquivalent zur Definition aus der Analysis II Vorlesung.

1571 Satz 62 hatten wir bewiesen, dass eine zusammenhéngende Untermannigfaltigkeit auch wegzu-
sammenhéngend ist, d.h. alle Punkte liegen in der gleichen Komponente.

158Welche von den Axiomen einer Metrik bediirfen eines Beweises und welche sind offensichtlich?
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Wir miissen noch zeigen, dass dg2(P, Q) > ||P — Q||. Es sei nun
p: [a,b] — R?
t = (pa(t), py(t))

ein Weg von (0,0) nach (0,y). Wir wollen beweisen, dass ¢(p) > y. Wir betrachten dazu
zuerst den Spezialfall, dass p stetig differenzierbar ist. Dann gilt

Gleichheit gilt nur wenn p/, =0

Lo

Up) = f I dt = f o0z pyzde = [ ot

Juona =] p;,(t)dt( = 1y(®) = pyla)] = v.

Der allgemeine Fall, dass p abschnittweise stetig differenzierbar ist, wird ganz analog be-
handelt. ]

- der Weg p = ( ) ~die Kurve p ist mindestens so
rd SL= el _~lang wie die Projektion (0, p,)
auf die y-Achse

ABBILDUNG 65. Skizze zum Beweis von Lemma 2.

Im Beweis von Lemma [ hatten wir auch schon implizit folgendes Lemma bewiesen.

Lemma 12.2. Jeder Weg v: [a,b] — R™ von P nach Q mit {(vy) = |P — Q|| verliuft auf
der euklidischen Gerade durch P und Q).

Beweis. Wir verwenden die Notation vom vorherigen Beweis. Wenn 6 = (p, p,) ein Weg
von (0,0) nach (0,y) ist, welcher nicht auf der euklidischen Gerade durch (0,0) und (0, y)
verlduft, dann ist p/,(t) # 0 fiir ein ¢. Dann zeigt die Rechnung aus dem vorherigen Beweis,
dass £(p) > y = | P~ Q. .

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei v: [a,b] — M ein Weg.
(1) Wir sagen ~ ist minimal in M, wenn

dar(y(a),y(0)) = £(7).
(2) Wir nennen v eine Geoddte, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:
(a) = ist stetig dlff@l“GIlZlGI"b&L
(b) ||7( )| =1 fiir alle ¢ € [a, b] und
(c) =y ist minimal.
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(3) Es seien P und @) zwei Punkte auf M. Eine Geoddte von P nach @ ist eine Geodite
~v:[0,a] = M mit v(0) = P und v(a) = Q.

(4) Es sei t € [a,b]. Wir sagen der Weg v ist lokal minimal in t, wenn es ¢ < d
mit a < ¢ <t < d < bund eine offene Umgebung U von «(t) in M gibt, so dass
Y|fa,p) in U minimal ist.

(5) Wir nennen ~ eine lokale Geodite, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(a) v ist stetig differenzierbar,
(b) ||/ (t)|| = 1 fiir alle t € [a, b] und
(c) v ist lokal minimal in allen ¢ € [a, b].

Bemerkung. Ein minimaler Weg ~v: [a,b] — M ist offensichtlich™ auch lokal minimal in
allen t. Eine Geodite ist insbesondere auch eine lokale Geodéte. Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht. Beispielsweise werden wir im néchsten Kapitel, die anschaulich
ziemlich offensichtliche Aussage, beweisen, dass der Weg
v:[0,20] —» M=S5"
t +— (cos(t),sin(t))

eine lokale Geodéte ist. Genauer gesagt, wir werden beweisen, dass fiir alle Intervalle [a, b]
in [0,27] mit 0 < b —a < 7 die Einschrinkung 7|j minimal ist. Andererseits ist
keine Geodite, denn die Einschriankung von v auf das Intervall [0, 27] ist nicht die kiirzeste
Verbindung zwischen v(0) = v(27) = (1,0), denn der konstante Weg ist natiirlich kiirzer.

In Ubungsblatt 8 werden wir folgendes einfache Lemma beweisen.

Lemma 12.3.

(1) Die Einschrinkung von einem minimalen Weg auf ein Teilintervall ist wiederum
mainimal.
(2) Die Einschrinkung von einer Geoddte auf ein Teilintervall ist wiederum eine Geodite.

Der folgende Satz besagt, dass in R™ die Geodéten auf den iiblichen Strecken verlaufen.
Satz 12.4. Es seien P,(Q € R™. Dann ist
v 0, IP-Ql] — R

t t
t — P 1—
> et (- )@

die einzige Geoddte von P nach Q.

Beweis. Ganz analog zum Beweis von Lemma 21 geniigt es die Aussage zu beweisen fiir
n =2 und fiir P = (0,0) und @ = (0,y) mit y > 0. Die Kurve

v:[0,y] — R
t — (0,1)

ist offensichtlich glatt und offensichtlich ist ||7/(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € (0,y). Es folgt zudem
aus Lemma [, dass v minimal ist.

159%Warum ist das offensichtlich?
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Es sei nun §: [0,y] — R? eine weitere Geodéte von P nach @Q. Aus Lemma 23 folgt,
dass sich 0 auf der y-Achse bewegt, d.h. es ist 6(¢t) = (0, 5(¢)) fiir eine glatte Funktion
B:[0,y] — R. Nachdem [|0’(¢)|| = 1 fiir alle t € (a,b) ist nun ['(t) entweder konstant
1 oder konstant —1. Da 3(0) = 0 und f(y) = y > 0 ist f'(t) = 1 fiir alle ¢. Also ist
d(t) = (0,5(t)) = (0,t) = ~(¢) fiir alle t € [a, b]. O

Bemerkung. Wir hatten insbesondere gerade gesehen, dass es fiir zwei Punkte P und @)
in R” genau eine Geodédte von P nach @ gibt. Im Allgemeinen sind Geodéten jedoch
nicht eindeutig bestimmt. Wir betrachten dazu wiederum die Untermannigfaltigkeit S*.
Wenn t — (z(t),y(t)) eine Geoddte von P = (—1,0) nach @ = (0,1) ist, dann ist auch
die Spiegelung an der z-Achse, d.h. die Abbildung ¢ — (z(t), —y(t)) eine Geodéte von
P =(-1,0) nach @ = (0,1).

Definition. Eine Untermannigfaltigkeit M heifit geoddtisch, wenn es zu allen P, () € M eine
Geodéte ~ gibt, welche P und @ verbindet.

Wir haben gerade gesehen, dass der euklidische Raum R"™ geodétisch ist. Allerdings ist
nicht jede Untermannigfaltigkeit geodétisch. Man kann beispielsweise leicht zeigen, dass
die Untermannigfaltigkeit R? \ {0,0} nicht geoditisch ist. Der Gedanke hierbei ist, dass
man die beiden Punkte P = (—1,0) und @ = (0,1) auf der z-Achse durch Wege verbin-
den kann, deren Linge gegen 2 konvergiert, aber es gibt keinen Weg in R? \ {(0,0)} der
Lange 2, welcher die beiden Punkte verbindet. Andererseits kann man beweisen, dass jede

Kurven deren Lénge gegen 2 konvergiert

‘ ( M =R?\ {0,0}
Lt

I|| .||||
I
l
n||||||||||||||||||||||“““mu!!|||||||mm, |||.1I|||||||I||||||
| Al ey [0y it gty

b

,0)

[Extt

ABBILDUNG 66.

kompakte Untermannigfaltigkeit geodéatisch ist. Wir werden diese Aussage aus Zeitgriinden
jedoch nicht beweisen. Aber wir werden zumindest im iiberndchsten Kapitel sehen, dass
die kompakte Untermannigfaltigkeit S? geoditisch ist.
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13. RIEMANNSCHE UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

In Abbildung B4 sehen wir die Route von einem Flug von Houston nach Miinchen. Genau-
er gesagt, wir sehen die Route auf einer Karte der Erdoberfliche. Der Pilot wahlt natiirlich
auf der Sphére die kiirzeste Route, aber wie wir in Abbildung B4 sehen, entspricht die
kiirzeste Route auf der Karte nicht der “direkten” Route in R%. Wir wollen in diesem Ka-

__ Flugroute vom 4. Juni

warum nicht die
“direkte” Flugroute?

ABBILDUNG 67.

pitel unter Anderem verstehen, was die Geodédten auf einer Sphére und allgemeiner auf
Untermannigfaltigkeiten sind.

Wie viele andere Problemstellungen auf Untermannigfaltigkeiten wollen wir die Bestim-
mung von Geodéten auf Untermannigfaltigkeiten mithilfe von Karten auf Problemstellun-
gen auf offenen Teilmengen von R¥ zuriickfiihren.

Genauer gesagt, es sei 7v: [a,b] — M ein Weg auf einer k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Wir wollen iiberpriifen, ob « in einem Punkt ¢ € [a, b] lokal minimal ist. Wir wéahlen
also eine Karte ®: U — V um 7(¢). Dann ist ®o~: [a,b] — V N E} ein Weg in einer offenen
Teilmenge von Ej, = RF.

Das Problem ist nun allerdings, wie wir schon in Abbildung B4 gesehen haben, dass die
Abbildung ®: UN M — V N Ej im Allgemeinen nicht langenerhaltend ist. Wenn wir also
wirklich die Lange von Kurven auf U N M mithilfe von Langen von Kurven auf V N Ej
studieren wollen, dann miissen wir auf V N E}, einen Langenbegriff verwenden, welcher sich
vom {iblichen Langenbegriff unterscheidet.

Diese Vorbemerkung fiihrt uns nun direkt zu dem Begriff der Riemannschen Unterman-
nigfaltigkeit.

13.1. Definition von Riemannschen Untermannigfaltigkeiten.
Definition.
(1) Eine Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V' ist eine Abbildung

g VxV — R
(U17U2) = g(vlva)a
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welche in beiden Eintrdgen linear ist. Wir sagen die Bilinearform ist symmetrisch,
wenn g(vy,v1) = g(vq,ve) fiir alle vy,vy € V, und wir sagen die Bilinearform ist
positiv definit, wenn fiir alle v # 0 € V' gilt, dass g(v,v) > 0.

(2) Es sei h eine Bilinearform auf einem reellen Vektorraum W und es sei ¢: V' — W ein

Homomorphismus. Wir bezeichnen mit ¢*h die Bilinearform auf V', welche gegeben
ist durch™™=

(©"h)(v1,02) = h(p(v1), o(v2)).

(3) Es seien g, h Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen V' und W. Eine Isometrie
von (V, g) nach (W, h) ist ein Isomorphismus ¢: V' — W, so dass ¢*h = g, oder mit
anderen Worten, so dass

h(e(v1),@(v2)) = g(v1,v2)
fiir alle vy,v9 € V.
Beispiel. Auf dem Vektorraum R” ist das iibliche Skalarprodukt
R"xR" — R
(V1. 0n), (Wi, wy)) = v-w = (v,w) = vuw;
i=1

eine symmetrische, positiv definite Bilinearform. In diesem Kapitel werden wir nur die
Notation (v, w) verwenden um Verwechslungen in der Notation zu vermeiden.

Bemerkung. Auf dem Vektorraum R™ entsprechen die (positiv definiten) Bilinearformen
gerade den (positiv definiten) symmetrischen reellen n x n-Matrizen. Genauer gesagt haben
wir zueinander inverse Bijektionen

(positiv definite) o (positiv definite) symmetrische
Bilinearformen auf R" reelle n x n-Matrizen

welche gegeben sind durch
g = (9(ei,€5))ij=1,.n

R"xR" —- R o A
(v,w) — vT Aw '

Das iibliche Skalarprodukt auf R™ entspricht hierbei der Identitdtsmatrix.
Definition.
(1) Eine prd-Riemannsche Struktur auf einer Untermannigfaltigkeit M ist eine Abbil-

dung g, welche jedem Punkt P € M eine positiv definite symmetrische Bilinearform
gp auf dem Vektorraum TpM zuordnet.

und

160Die Notation legt natiirlich schon die Tatsache nahe, dass die “iiblichen Regeln” fiir die induzierten
Abbildungen gelten. Insbesondere gilt fiir lineare Abbildungen ¢: U — V und ¢: V — W und eine
Bilinearform h auf W, dass (¢ o 9)*h = p*(¢*h).

161WWenn h positiv definit ist, dann ist ¢*h genau dann positiv definit, wenn ¢ injektiv ist.



159

(2) Eine Abbildung ¢: M — N zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten ist ein lokaler
Diffeomorphismus, wenn es zu jedem P € M offene Umgebungen U von P und V
von p(P) gibt, so dass ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist.

(3) Essei p: M — N ein lokaler Diffeomorphismus und es sei g eine pri-Riemannsche
Struktur auf N. Fiir P € M betrachten wir dann die Bilinearform

TPM X TPM — R
(’U,U}) = g@(p)(go*v,gp*w).
Wir erhalten also eine pri-Riemannsche Struktur™ auf M, welche wir mit *g
bezeichnen. Wir nennen ¢*g manchmal den “Pullback von g”.

Wir wollen nun definieren, was es heiflen soll, dass eine pra-Riemannsche Struktur glatt
ist. Die Definition ist ganz &hnlich der Definition von einer glatten Differentialform, welche
wir auf Seite I3 gegeben hatten.

Definition.
(1) Es sei W eine offene Teilmenge von R* oder von Hj. Wir sagen eine Abbildung

W — M(k x k,R)
P ~ A(P) = (aij(P))i,jzl,...,k

ist glatt, wenn alle Eintrdge a;; glatt in P sind. Wir sagen eine pra-Riemannsche
Struktur g auf W ist glatt, wenn die entsprechende Abbildung

W — M(kx k,R)

glatt ist.
(2) Es sei g eine préa-Riemannsche Struktur auf einer k-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit M.

(a) Essei ®: U — V eine Karte fiir M. Wir sagen g ist glatt beziglich der Karte ®,
falls die pria-Riemannsche Struktur (®~!)*g auf V' N Ej, beziehungsweise V N Hj,
glatt ist.

(b) Wir sagen g ist glatt, wenn es einen Atlas von M gibt, so dass g beziiglich allen
Karten des Atlanten glatt ist.

(3) Eine glatte pra-Riemannsche Struktur wird Riemannsche Struktur genannt.
(4) Eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g) bestehend aus einer
Untermannigfaltigkeit M und einer Riemannschen Struktur g auf M.

Der folgende Satz wird ganz dhnlich wie Satz 23 bewiesen.

Satz 13.1. Es set g eine prd-Riemannsche Struktur auf einer Untermannigfaltigkeit M.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) die prd-Riemannsche Struktur ist eine Riemannsche Struktur,
162Nachdem ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist insbesondere fiir jedes P € M die induzierte Abbil-

dung ¢.: TpM — TypyN ein Isomorphismus. Also folgt aus Fuinote IG5, dass ¢*g in der Tat an jedem
Punkt wiederum positiv definit ist.
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(2) die prd-Riemannsche Struktur ist glatt beziiglich jeder Karte von M,
(3) fiir alle glatten Tangentialvektorfelder F,G auf M ist die Funktion

M — R
P = gp(F(P),G(P))

glatt.
Der folgende Satz wird zudem ganz dhnlich wie Satz @ bewiesen.

Satz 13.2. Es sei ¢: M — N ein lokaler Diffeomorphismus zwischen Untermannigfaltig-
keiten und es sei g eine Riemannsche Struktur auf N. Dann ist ¢*g eine Riemannsche
Struktur auf M.

Das folgende Lemma gibt eines der wichtigsten Beispiele einer Riemannschen Struktur.

Lemma 13.3. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™. Fir jedes P € M betrachten
wir die positiv definite symmetrische Bilinearform

gp: TPM X TPM — R
(01,112) = gP(UhUz) = <7117712>-
——

/l\
Skalarprodukt in R™

Dies ist eine Riemannsche Struktur auf M.

Wir verwenden im weiteren Verlauf der Vorlesung die Konvention, dass wir eine Un-
termannigfaltigkeit als Riemannsche Untermannigfaltigkeit beziiglich der Riemannschen
Struktur aus Lemma 33 auffassen, aufler wir sagen explizit etwas anderes.

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Wir bezeichnen mit g
die pra-Riemannsche Struktur, welche gegeben ist dadurch, dass wir das Skalarprodukt von
R" auf die Tangentialrdume TpM einschrinken. Es sei ®: U — V eine beliebige Karte fiir
M. Wir bezeichnen mit W: V' — U die Umkehrabbildung. Wir miissen zeigen, dass W*g
eine glatte pra-Riemannsche Struktur auf V' N E} ist. Wir identifizieren dazu wiederum die
Bilinearformen auf R*¥ mit & x k-Matrizen. Eine Abbildung zu den k x k-Matrizen ist per
Definition glatt, wenn alle Eintrage glatt sind.
In unserem Fall gilt fiir alle 7,j € {1,...,k} und alle Q € V N E, dass

siehe die Bijektion zwischen Bilinearformen und Matrizen

4
ij-Eintrag von (U*g)(Q) = (V*g)q(eie5)
= gu(@)(Do¥(e:), Dq¥(ey)) T: (DQW(ei), DoW¥(ej)).

T
Definition von ¥*g Definition von g
Diese Funktion ist offensichtlich™ eine glatte Abbildung in Q. 0

163\Warum ist das offensichtlich?
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Beispiel. Viele interessante Beispiele von Riemannschen Untermannigfaltigkeiten erhalten
wir schon dadurch, dass wir als Untermannigfaltigkeit M eine offene Teilmenge von R”
wéhlen, aber wir diese mit einer anderen als der iiblichen Riemannschen Struktur versehen.

(1) Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei

A: U — symmetrische positiv definite 2 x 2-Matrizen
P — A(P)

eine glatte Abbildung. Fiir P € U betrachten wir dann auf TpU = R? die positiv
definite symmetrische Bilinearform
R?xR? — R
(v,w) — VvTA(P)w.
Dies ist dann eine Riemannsche Struktur auf U, welche wir mit g(A) bezeichnen.
(2) Es sei U wiederum eine offene Teilmenge von R? und es sei zudem p: U — R.g
eine glatte Funktion. Fiir P € U betrachten wir auf TpU = R? die positiv definite
symmetrische Bilinearform
RZ2xR? — R
(U,U)) = p(P) ’ <va>‘

Dies ist eine Riemannsche Struktur auf U, welche wir mit g(p) bezeichnen.™

Definition. Es sei (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit.
(1) Fiir P € M und v € TpM bezeichnen wir

lvollg = V/gp(v,v)

als die Ldnge von v beziiglich der Riemannschen Struktur g.

(2) Es sei nun v: [a,b] — M ein Weg, d.h. eine abschnittweise stetig differenzierbare
Abbildung. Wir wahlen eine Zerlegung a = sop < 51 < - -+ < s, = b gibt, so dass fiir
it =0,...,m—1 die Abbildung ~ stetig differenzierbar ist. Wir definieren die
Linge von v beziiglich g als™

[si75i+1]

m—1 t=si+1

ly(7) = Z J I @l dt.

t=s;

(3) Fiir P,Q € M definieren wir zudem™®
d5,(P,Q) := inf{l,() |~ ist ein Weg von P nach Q}.

p(P) 0 >
0 p(P))
165Fiir jedes i ist die Abbildung [s;, s;41] — R, t — ||7/(t)]|4 stetig, also existiert das Integral. Der Beweis
der Tatsache, dass die Abbildung stetig ist, verbleibt eine freiwillige (nicht ganz einfache) Ubungsaufgabe.
166Hjerbei verwenden wir natiirlich wieder die Konvention, dass d9,(P, Q) = oo, wenn P und @ nicht in
der gleichen Komponente von M liegen.

164Dieses Beispiel ist nur ein Spezialfall vom vorherigen Beispiel, mit A(P) = (
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(4) Eine Geodite in (M, g) ist ein Weg 7: [a, b] — M, welcher folgende drei Bedingungen
erfiillt:
(a) v ist stetig differenzierbar,
(b) |7/(t)||y =1 fiir alle ¢ € [a, b] und
(c) di(v(a), (b)) = £y(7).
Beispiele.
(1) Wir betrachten U = R x (0, 7) und fir (z,y) € Q betrachten wir

Az,y) = (Shgy (1)>
Dann gilt fiir jeden horizontalen Weg
Wi lab] = @
to— (ty),
dass die Lange von 7, in der Riemannschen Untermannigfaltigkeit (U, g(A)) gegeben

ist durch
t=b

b (0) f o a0 ) = [T ) (§) i = sints)o-o)

Wir sehen also, dass in der Riemannschen Untermannigfaltigkeit (U, g(A)) die Lange
des horizontalen Weges von der y-Koordinate abhingt.

(2) In Abbildung betrachten wir eine glatte Funktion p: R?> — R, welche am
Ursprung ein relatives Maximum besitzt. Fiir einen Tangentialvektor v € TpR? gilt
dann, dass

Lénge von v beziiglich g(p Vp(P){v,v) = +/p(P)-euklidische Lange von v.

Um von einem Punkt auf der x—AChse P zum gegeniiberliegenden Punkt @) zu
kommen, ist es beziiglich der Riemannschen Metrik g(p) besser, den Ursprung zu

umgehen.
o}
ot P/ / Q

euklidische Lange vonv = euklidische Lange von w der Weg f ist beziiglich g(p)
Linge vonvin (R? g(p)) > Lingevonwin (R?, g(p)) kiirzer als der Weg «

_~ Graph von p: R? — R

ABBILDUNG 68. Linge von Wegen in (R?, g(p)).
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(3) Das vorherige Beispiel ist durchaus realititsnah. Es sei B C S? die Teilmenge, wel-
che dem Freistaat Bayern entspricht und es sei g die iibliche Riemannsche Struktur
auf U, welche durch das Skalarprodukt in R? gegeben ist. Dann gilt fiir P,Q € B,
dass

Distanz zwischen P und Q = d%(P,Q).

Es sei nun p: B — R.( die Funktion, welche an jedem Punkt gerade die Verkehrs-
dichte mifit. Dann gilt, zugegebenermaflien grob vereinfacht, dass

Fahrzeit von P nach @ = dg,)(P, Q).

Die Funktion p im vorherigen Beispiel modelliert die Verkehrsdichte im Grofiraum
Miinchen. Um schnellst moglich vom Westen Miinchens in den Osten zu kommen
ist es am besten die Innenstadt weitrdumig zu umfahren.

Das néchste Beispiel formulieren wir als Lemma, weil wir spéater bei zwei Gelegenhei-
ten darauf zuriickgreifen wollen. Der Beweis der ersten Aussage ist eine Abwandlung des
Beweises von Lemma und erfolgt in Ubungsblatt 9.

Lemma 13.4. Fs seien —o00 < a < b < oo und —oo < ¢ <d < oo. Es sei Q = (a,b) x(c,d)
der dazugehérige offene Quader in R?. Dariiber hinaus seien p,q: (c,d) — Rsq positive
glatte Funktionen. Wir betrachten die glatte Abbildung

A: Q — symmetrische positiv definite 2 x 2-Matrizen

(,y) — Alz,y) = (p(oy) q((;)

und die zugehorige Riemannsche Struktur g(A).

(1) Fiir zwei Punkte S = (x,s) und T = (x,t) in Q mit der gleichen z-Koordinate
verliuft jede Geoddte in der Riemannschen Untermannigfaltigkeit (Q, g(A)) auf der
vertikalen Gerade {(x,y)|y € (¢,d)}.

(2) Im Allgemeinen verlaufen die Geoddten in der Riemannschen Untermannigfaltigkeit
(Q, g(A)) nicht mehr auf euklidischen Geraden.

Definition. Es seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbil-
dung ¢: M — N heifit (lokale) Isometrie, wenn ¢ ein (lokaler) Diffeomorphismus ist und
wenn @*h = g.

Beispiele.
(1) Fiir jede orthogonale Matrix A € O(3) ist die Abbildung
5?2 = §?
P - A-P

eine Isometrie. In der Tat, denn die Riemannsche Struktur ist durch das Skalarpro-
dukt definiert, und orthogonale Matrizen erhalten das Skalarprodukt.

167Mit anderen Worten, fiir alle P € M und v,w € TpM soll gelten, dass h(@«v, psw) = g(v,w).
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(2) Wir betrachten die Abbildung
0: (=2,2) xR — (-2,2) x S!

s
(S,t) — (cost).
sint

Anschaulich gesprochen “rollt” die Abbildung den Streifen (—2,2) x R wie einen
Teppich zu einem Zylinder zusammen. Die Abbildung ¢ ist ein lokaler Diffeomor-

il o <72/2) <R (_2/2> X Sl

I e

»

ABBILDUNG 69.

phismus, denn fiir alle (s, t) € R ist die Einschrankung von f auf (—2,2)x (t—m, t+)
ein Diffeomorphismus auf ihr Bild. Wir betrachten nun (—2,2) x R und (—2,2) x S*
mit den iiblichen Riemannschen Strukturen g und h, welche durch das Skalar-
produkt auf R? beziehungsweise R? gegeben sind. Dann ist die obige Abbildung
sogar eine lokale Isometrie. In der Tat, denn fiir alle (s,t) € (—2,2) x R und
v, W € T(S7t)((—2, 2) X R)) =R? gilt

Definition von h und @, denn (a,b) = a’'b

!
h(psv,paw) = (Do pyv, Dpsyw) = v Do, Do pyw

1 0 0 L 0
_ T : Ty —
- v (0 —sint cost)(o —smt)w =viw = g(v,w).
0 cost
10
(o )
(3) Genau die gleiche Rechnung wie in (2) zeigt, dass die Abbildung

p:R — St
t +— (cost,sint)

J

eine lokale Isometrie ist.

(4) Essei p: M — N ein (lokaler) Diffeomorphismus zwischen zwei Untermannigfaltig-
keiten. Es sei h eine Riemannsche Struktur auf N. Dann ist ¢*h nach Satz 32 eine
Riemannsche Struktur auf M und ¢: (M, ¢*h) — (N, h) ist eine (lokale) Isometrie.
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Lemma 13.5. Es sei ¢: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Riemannschen
Untermannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h).

(1) Wenn ¢ eine lokale Isometrie ist, dann gilt fir jeden Weg ~y: [a,b] — M, dass

by(7) = bu(pon).
(2) Wenn ¢ eine Isometrie ist, dann gilt fir alle P,Q) € M, dass

di/(P,Q) = dy(p(P), 9(Q)).

(3) Die Abbildung ¢ gibt eine Bijektion zwischen den Geoddten von (M,g) und den
Geoddten von (N, h).

Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 9. Die zweite und
die dritte Aussage folgen leicht aus der ersten Aussage und den Definitionen.

Beispiel. Wir betrachten die “rechte offene Halbsphére”
H = {(v,y,2) € S*|z > 0}.

Wir bezeichnen wiederum mit g die iibliche Riemannsche Struktur auf H, welche durch das
Skalarprodukt auf R? gegeben ist. Wir betrachten zudem den Diffeomorphismus™2

U:Vi=(-%5,5)x(0,7m) = H
cos @ - sin 6
(p,0) — |sing-sind
cos 6
Es sei nun (p,0) € V und es seien v, w € T(, 0V = R?. Dann gilt per Definition, dass

Definition von ¥*g

{
(V*9) o) (v, w) = Gu(pe)(Vsv, Vow) = 9u(00)(D(o0) ¥ (V) Digp) ¥ (w))
= (Do) ¥(v), Do) ¥(w)) = 0" (D) ¥)" - Do)V - w
T T
Definition von g fiir beliebige Vektoren a und b gilt (a,b) = a’b
. . . —sing-sinf cosy - cos b
= o7 —sing-sing C.OS@'SIDQ 0 cosy -sinf  sing - cosf w
cosp-cosf singp-cosf —sinf 0 eing
)
7 (sin"6 0
_ (s 0,
Insbesondere ist die Riemannsche Struktur U*g auf V' von der Form des Beispiels, welches
wir in Lemma 33 betrachtet hatten. Wir wollen diese etwas abstrakte Rechnung noch
an dem Beispiel von Lingen von Wegen nachvollziehen. Fiir —5 < a < b < 7 und fest
gewidhltes 6 € (0, ) betrachten wir den horizontalen Weg

Yo: la,b] — V
t — (t,0),

168Djes ist ein Diffeomorphismus zwischen den Untermannigfaltigkeiten (=%,%) x (0,7) und H.
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H = {(z,y,2) € S?|z > 0}

Bilinearform am Punkt (¢, 6)

.2
. 7(sin“6 0
ist (v,w) —wv ( 0 1)

Bilinearform ist an jedem Punkt
gegeben durch (v, w) — (v, w)

ABBILDUNG 70.

Auf Seite [62 hatten wir schon gesehen, dass
lyg(v9) = sin(d) - (b —a).

Dies entspricht gerade der Tatsache, dass auf der Sphére auf einem festgewéhlten Breiten-
grad™ @ der Weg vom Lingengrad a zum Lingengrad b die Liange (b — a)sinf besitzt.

Graph von sin ¢

0 / 0
-]

Lénge des Weges ist (b — a) sin 6
ABBILDUNG 71.

Wenn wir die Geodaten von H verstehen wollen haben wir nun also im Hinblick auf
Lemma 33 die Wahlfreiheit:

(1) entweder wir arbeiten direkt mit der Halbsphére H und der einfachen Riemannschen
Struktur, welche durch das iibliche Skalarprodukt gegeben ist, oder

(2) wir arbeiten mit dem offenen Rechteck V = ( — 5 %) x (0,7), aber dann miissen
wir in Kauf nehmen, dass die Riemannsche Struktur etwas komplizierter ist.

169Der Lingengrad mift die “West-Ost”-Koordinate, und der Breitengrad entspricht der “Nord-Siid”-
Koordinate auf der Sphire.
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13.2. Geoditen auf der Sphire. Zur Erinnerung, ein Grofkreis auf S? ist der Schnitt
von S? mit einer Ebene, welche den Ursprung enthilt. Fiir zwei Punkte P # £Q auf S?
gibt es genau eine Ebene, welche den Ursprung sowie die Punkte P und () enthélt. Mit
anderen Worten, fiir P # £@) gibt es genau einen Grofkreis durch P und Q).

Unser Ziel ist es nun folgenden Satz zu beweisen.

Satz 13.6. Es scien P und Q zwei Punkte auf S*. Jede Geodite von P nach Q liegt auf
einem GrofSkreis.

P

Sz

Groflkreis, welcher von die Halbsphére H(P) um P
P und @ aufgespannt wird

ABBILDUNG 72.

Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis von Satz 38 zuwenden betrachten wir erst einmal
Geoditen in offenen Halbsphiren. Es sei nun P € S?. Wir bezeichnen

H(P) := {Q e S*|(P,Q) >0}
als die Halbsphdire um den Punkt P.™

Lemma 13.7. Es sei P € S? und es sei Q # P € H(P). Jede Geodite von P nach Q
innerhalb von H(P) liegt auf dem Gropkreis durch P und Q.=

Beweis. Es sei also P € 5% und es sei Q # P € H(P). Nach Anwendung einer orthogonalen
Matrix kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass P = (1,0,0)." In diesem Fall ist

H(P) = {(z,y,2) € S*|z >0}

die “rechte offene Halbsphére”. Nach Anwendung einer Rotation um die x-Achse konnen
wir zudem annehmen, dass Q = (sina,0,cosa) fiir ein o € (0,7). Wie auf Seite [G3

170Mit anderen Worten, H (P) ist die Menge aller Punkte auf S?, welche niher an P als an — P liegen.

"Das Lemma schlieBt zumindest a priori nicht aus, dass es eine Geodiite in S2 gibt, welche H(P)
verldflt, und nicht auf einem Grofkreis liegt.

I2Hjerbei verwenden wir, dass wir schon auf Seite I53 gesehen hatten, dass die Multiplikation mit einer
orthogonalen Matrizen eine Isometrie von S? ist. Zudem verwenden wir, dass nach Lemma 3 Isometrien
Geodéten in Geodéten iiberfiithren.
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betrachten wir den Diffeomorphismus

\I/:V::(—%,%)X(O,ﬂ) — H
cos - sin 6
(p,0) — |sing-sind
cos 6

In diesem Fall ist ¥(0,7) = P und ¥(0,a) = Q.

Wir bezeichnen mit g die Riemannsche Metrik auf H C S?, welche wie immer durch das
Skalarprodukt auf R? gegeben ist. Nachdem W ein Diffeomorphismus ist, ist ¥ per Definition
auch eine Isometrie zwischen (V, U*g) und (H, g). Lemma 33 besagt insbesondere, dass ¥
eine Bijektion zwischen den Geoditen auf (V, U*g) und den Geodéten auf (H, g) induziert.
Auf Seite 63 hatten wir gesehen, dass die Riemannsche Metrik W*g auf V' an jedem Punkt

(0, «)

_ alternativer Weg W o (3

@ Isometrie ¥ P =(1,0,0)

—— Vo« liegt auf dem Grofikreis

Q= (sina,0,cos )

a ist Geodite in (V, U*g) Vo o ist Geodéte in (H, g)

ABBILDUNG 73. Skizze zum Beweis von Lemma 3.

(¢,0) gegeben ist durch
R2xR? — R
.2
(v,w) — UT<SH6 0 ?)w

Es folgt nun aus Lemma 34, dass in (V, ¥*g), jede Geodéte von (0, 5) nach (0, a) vertikal
verlauft. Aber das Bild einer solchen vertikalen Gerade in V' unter der Abbildung W liegt

gerade auf dem GroBkreis durch P und Q. O
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz [[38 zu.

Beweis von Satz T3A. Es sei : [a,b] — S? eine Geodiite zwischen zwei Punkten P und
Q auf S?. Wenn P = @, dann gibt es nichts zu beweisen. Wir nehmen jetzt also an, dass

P+Q.
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Es sei t € (a,b) beliebig. Wir wihlen ein € > 0, so dass [t —¢,t+¢€] C [a, b], und so dass™
Y([t—e€,t+e€]) C H(y(t)). Nach Lemma 370 liegt |j—c 14 auf einem eindeutig bestimmten
GroBkreis G(t).™

7t =€)

- (1)

— ([t = e, t + ¢€]) liegt auf einem eindeutig
bestimmten Grofikreis G(t)

Y(t+e)

ABBILDUNG 74. Skizze zur Definition von G(t).

Behauptunyg.

(1) Die Definition von G(t) héngt nicht von der Wahl von € > 0 ab.
(2) Die Abbildung

G: (a,b) — Menge der Grofikreise
t — G(t)

ist lokal konstant, d.h. zu jedem t € (a, b) gibt es ein n > 0, so dass G auf (t—n,t+n)
konstant ist.

Wir beweisen zuerst die Aussage (1). Es sei also t € (a,b). Es seien € > 0 und n > 0
mit den vorgeschriebenen Eigenschaften. Wir bezeichnen die entsprechenden Groflkreise
kurzzeitig mit G. und G,. Wir miissen zeigen, dass G, = G,. O.B.d.A. sei < e. Dann gilt
Yip—nt+m C Gy und auch ¥|g_pi4n C V]p-ctrqg C Ge. Aus der Eindeutigkeitsaussage von
Lemma [Z3 folgt, dass G, = G.

Wir beweisen nun Aussage (2). Es sei also ¢t € (a,b) und es sei € > 0 mit den vorgeschrie-
benen Eigenschaften. Wir setzen 7 = 2e. Nun sei s € (t —n,¢ + 7). Dann gilt

V(s =, s +n)) TC 1[t—et+d) < G@).

denn n = 5eund s € (t —n,t +n) Definition von G(t)

1

2
Also gilt per Definition, dass G(s) = G(t). Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Behauptung. Es gibt genau einen Grofikreis G, so dass v((a,b)) C G.

173Es ist (t) € H(vy(t)). Nachdem H(v(t)) eine offene Teilmenge von S? ist und nachdem v stetig ist,
existiert insbesondere solch ein € > 0.

174N ach Voraussetzung ist v eine Geodiite in S2. Also ist nach Lemma [Z3 auch Y|it—e,t+¢ eine Geodite
in S2. Nachdem Vljt—et+¢ ganz in H(y(t)) liegt, ist dann 7|j;_c 44 auch eine Geodéte in der offenen
Halbsphédre H(y(t)). Wir konnen also in der Tat Lemma I371 anwenden. Der Grofikreis ist eindeutig, weil
aus Lemma 23 sofort folgt, dass y(t — €) # v(t + ¢).
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Es sei X die Menge der Groflkreise. Wir betrachten X mit der diskreten Topologie. Es
folgt aus der obigen Behauptung, dass die Abbildung
(a,b) — X
t — G(t)
stetig™ ist. Also ist die Abbildung nach Lemma 523 auch konstant. Wir haben damit die

Behauptung bewiesen.
Aus Stetigkeitsgriinden™ folgt nun aber auch, dass v([a,b]) C G. d

Fiir P und Q auf 52 sei nun a(P,Q) € [0,7] der Winkel, welcher von dem Ursprung
und den Punkten P und @ aufgespannt wird. Etwas genauer, a = a(P, @) ist die eindeutig
bestimmte reelle Zahl « in [0, 7] mit

(P.Q) = cos(a).
Mit ein klein bifichen Mehraufwand kann man, ganz analog zum Beweis von Satz X4,

nun noch folgenden Satz beweisen. Wir iiberlassen die genaue Ausfithrung des Beweises als
Ubungsaufgabe.

Satz 13.8. Es seien P und Q zwei Punkte auf S?. Dann gilt

(1) dSQ<P7Q) = Oé(P,Q)

(2) Wenn P # +Q, dann gibt es genau eine Geodite von P nach @, diese bewegt sich
auf dem eindeutig bestimmten Grofkreis durch P und Q).

(3) Wenn P = —Q, dann gibt es unendlich viele Grofikreise durch P und Q, und jeder
Halbgrofikreis durch P und Q) entspricht gerade einer Geoddte von P nach Q.

P— Geodite von P nach Q Geodéite von

P—
ist eindeutig, ‘ P ngch Q = —1? ist
die Lénge betréigt a(P, Q) ‘ nicht eindeutig
NP N
der Winkel a(P, Q)

ABBILDUNG 75.

—Q=-P

IT5Warum folgt das aus der obigen Behauptung?
176Was soll das jetzt heiBen? Warum folgt die Aussage aus “Stetigkeitsgriinden”?



171

14. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE

14.1. Der hyperbolische Raum. In diesem Kapitel identifizieren wir R? mit C, und
wechseln kommentarlos von einem Gesichtspunkt zum anderen.

Definition. Der 2-dimensionale hyperbolische Raum ist die Riemannsche Untermannigfal-
tigkeit, welche gegeben ist durch

H = {z=z+1iy € C=R*| Im(z) > 0}
zusammen mit der Riemannschen Struktur g, welche an jedem Punkt z = x + iy € H
gegeben ist durch™

g:R2xR?> — R

1 1
(an) = Im(—z)2<v’w> = ?@jaw)v

wobei (v,w) das iibliche Skalarprodukt auf R? bezeichnet. Fiir einen Weg ~: [a,b] — H

bezeichnen wir ¢,(7y) als die hyperbolische Lange von . Zudem bezeichnen wir die Geodéten
in (H, g) als die hyperbolischen Geoditen.

Beispiel. Es sei v: [a,b] — H eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist natiirlich

b
euklidische Lénge von 7 = f |7/ (t)] dt,

wéhrend direkt aus den Definitionen folgt, dass
b
hyperbolische Lénge von 7 = f mw ()] dt.

Im Folgenden wollen wir insbesondere die Geodéten im hyperbolischen Raum bestimmen.
Wir verfahren dabei dabei ganz &dhnlich zum euklidischen und zum sphérischen Fall: wenn
zwei Punkte P und @ in H gegeben sind, dann wollen wir P und @) mithilfe einer Isometrie
von H in eine besonders giinstige Lage iiberfiihren, in der es dann einfach ist die Geodéten
zu bestimmen. Um dieses Programm durchzufiithren miissen wir nun “geniigend” Isometrien
von H bestimmen. Wir bewerkstelligen dies, indem wir uns an die Mobiustransformationen
aus der Analysis III entsinnen.

Lemma 14.1.

""Die Riemannsche Struktur ist also vom Typ g(p) mit p(z) = ﬁ, siehe Seite M.
18Djiese Definition verallgemeinert sich leicht auf hohere Dimensionen. Der n-dimensionale hyperbolische
Raum ist die Riemannsche Untermannigfaltigkeit, welche gegeben ist durch

H" = {(x1,...,2,) € R" |z, > 0}

zusammen mit der Riemannschen Struktur g, welche an jedem Punkt (x1,...,2,) € H" gegeben ist durch
g:R"xR* — R
(v,w) = H(v,w).

In dieser Vorlesung betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall n = 2.
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(1) Es seien a,b,c,d € R mit ad — bec = 1. Die Abbildung

H — H
- az+b
cz+d’

genannt Mobiustransformation, ist ein Diffeomorphismus.
(2) Die Verkniipfung von zwei Mdobiustransformationen und die Umkehrabbildung einer

Mobiustransformation sind wiederum Mdbiustransformationen.
1. Wir zeigen zuerst, dass das Bild der

Beweis. Es seien a,b,c,d € R mit ad — bc

Abbildung
o H — H
az+b
cz+d’
wiederum in H liegt. Dies ist in der Tat der Fall, denn fiir z = x + iy mit y > 0 gilt
az+b\ (c(m—iy)+d)(a(x+iy)+b)> _ yad —ybe Yy
m <cz+d> - Im( (= +d)(cz + d) v e tdP 3 et dpP > 0
denn ad —bc =1

denn a,b,c,d € R

Wir bezeichnen nun mit M (H) die Menge der glatten Abbildungen von H — H. Dies ist
eine Halbgruppe beziiglich der Verkniipfung, d.h. das Assoziativgesetz gilt und es gibt ein

neutrales Element, ndmlich die Identitét.
Wir beweisen nun folgende Behauptung.

Behauptung. Die Abbildung

(2,R) — M(H)
= (2) = (2 )

ist ein Homomorphismus von Halbgruppen.
Es ist offensichtlich, dass ®(ids) die Identitétsabbildung auf H ist. Wir miissen also nur

noch zeigen, dass die Abbildung multiplikativ ist. Es seien also

A = (CCL Z) und A = (ZI/ Zﬁ)

zwei Matrizen in (2,R). Dann ist

a2+
B(A) <a’z+b'> _ Cogd T b _ a(d'z+b)+b(dz+d)
cetd LY | g a2+ V) +d(dz+ d)
cz+d
_ (aa’ 4 bc')z + ab’ + bd’ o aa +bc  ab’ + bd’ o /
~ (ed +dc)z+cb +dd (ca’ +dcd b +dd > (2) = B(A- A)(2).

(®(A) 0 @(A))(2) =

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
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Jede Mobiustransformation ist offensichtlich glatt. Es folgt aus der obigen Behaup-
ten, dass die Umkehrabbildung der Mobiustransformation ®(A) gegeben ist durch die
Mébiustransformation ®(A~1). Also ist jede Mobiustransformation ein Diffeomorphismus.

Nachdem das Produkt von zwei Matrizen in (2,R) wiederum eine Matrix in (2,R) ist,
folgt nun aus der obigen Behauptung, dass die Verkniipfung von zwei M&biustransform-
ationen wiederum eine Mobiustransformation ist. U

Wir sind im Folgenden besonders an den folgenden drei Typen von Mobiustransformat-
ionen interessiert:™
/1240
O~z+ﬁ
(2) fiir d € R ist die horizontale Verschiebung z — z +d =
mation,
0-2+1

(3) die Abbildung z — —1 = 1)=40 ist eine Mobiustransformation.

Wir betrachten die letzte Mobiustransformation noch etwas genauer. Diese ist die Ver-
kniipfung der Inversion am Einheitskreis z % mit der Spiegelung z — —z am Ursprung.
Die Abbildung wird in Abbildung [[@ skizziert. Der Einfachheit halber nennen wir die Ab-
bildung z —% ebenfalls eine Inversion.

(1) fiir » > 0 ist die Streckung z — rz = eine Mdobiustransformation,

1-z+d

0ay1 €ine Mobiustransfor-

1 _ y Einheitskreis {z € C||z| = 1}

N

ABBILDUNG 76.

_ 1y
.

IS

Satz 14.2. Jede Mobiustransformation kann geschrieben werden als eine Verkniipfung von
Streckungen, Verschiebungen und Inversionen am Einheitskreis.

Beweis. Es seien a,b,c,d € R mit ad — bc = 1 und es sei

az+b
cz+d
die zugehorige Mobiustransformation. Wenn ¢ = 0, dann ist

d(2)
O(z) = %z—irg

1"9%Warum sind dies eigentlich Mobiustransformationen?
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die Verkniipfung der Streckung z — %z und der Verschiebung z sz. Wenn ¢ # 0, dann
ist
(I)(Z) _ az+b _ acz + be _ acz+ad —1 _ —1+a(cz+d) _ -1 L
cz+d 2z +dc 2z +cd c2z+cd cz+de ¢

/]\

denn ad — bec =1

Wir sehen also, dass ® die Verkniipfung der folgenden Abbildungen ist:

-1 a
2z, 2z z4de, z— — und 2z 24— 0
z C

Satz 14.3. Jede Mdbiustransformation ist eine orientierungserhaltende Isometrie von H.

Bemerkung. Es gilt auch die interessantere Aussage, dass jede orientierungserhaltende Iso-
metrie von H eine Mobiustransformation ist. Dies wird beispielsweise in Theorem 3.19 von
Anderson: Hyperbolic Geometry bewiesen.

Beweis. Nach Satz 818 und Satz geniigt es zu zeigen, dass Streckungen, Verschiebun-
gen und Inversionen orientierungserhaltende Isometrien sind.

Wir wenden uns zuerst den Streckungen zu. Es sei also r > 0. Wir bezeichnen dann
mit ®(z) = rz die zugehorige Streckung. Es sei z € H. Dann ist

r 0
D@ = (O r)’

diese Matrix hat eine positive Determinante, also ist ® orientierungserhaltend. Wir miissen
nun noch zeigen, dass ® eine Isometrie ist. Es sei also 2 € H und es seien v, w € T,H = R?.
Dann ist

" 1
(®*g).(v,w) = 9(z) (DZ(I)(U)7 DZ@(w)) = gr(rv,Tw0) T: DL (rv, rw)
Definition der Riemannschen Struktur auf H
_ 1 2 o 1 B
~ 72Im(z)? e <U,w> = Im(—z)z(v,w> = gz(v,w).

Wir haben also gezeigt, dass jede Streckung eine Isometrie ist.

Ganz analog, und noch etwas leichter, kann man verifizieren, dass Verschiebungen orien-
tierungserhaltende Isometrien von H sind.

Die Aussage, dass die Inversion z +—» —% eine orientierungserhaltende Isometrie von H

ist wird in Ubungsblatt 10 bewiesen. U

Lemma 14.4. Zu je zwei Punkten P, Q) € H g¢ibt es immer eine Mobiustransformation ¢
mit o(P) = Q.

Man kann das Lemma einfach dadurch beweisen, dass man zwei Punkte P und @
mithilfe von Verschiebungen und Streckungen ineinander iiberfithrt. Der Beweis wird in
Ubungsblatt 9 ausgefiihrt.

Wir fiihren jetzt folgende, auf den ersten Blick sehr ungewohnliche Definition ein. Wir
werden spéter begriinden, warum der Name “hyperbolische Gerade” durchaus angebracht
ist.
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Definition.
(1) Fiir jedes a € R bezeichnen wir
{z € H| Re(z) = a}

als hyperbolische Gerade mit Endpunkten a und oo.
(2) Fiir s € R und r > 0 bezeichnen wir

{zeH||z—s|=r}
als hyperbolische Gerade mit Endpunkten s —r und s+ r.

Eine hyperbolische Gerade vom ersten Typ ist also eine euklidische Halbgerade, welche
senkrecht auf der z-Achse steht. Eine hyperbolische Gerade vom zweiten Typ entspricht
einem euklidischen Halbkreis, dessen Mittelpunkt auf der z-Achse liegt.

~__ hyperbolische Gerade mit Endpunkten a und oo

H

hyperbolische Gerade
(LN i Eutpion s na
b c

ABBILDUNG 77. Beispiele von hyperbolischen Geraden.

Lemma 14.5. Zu je zwei verschiedenen Punkten P und ) in H g¢ibt es genau eine hyper-
bolische Gerade g(P, Q) durch P und Q.

Beweis. Es seien also P # ) zweil Punkte in H. Wenn Re(P) = Re(Q), dann liegt g auf
der hyperbolischen Gerade, welche durch Re(z) = Re(P) = Re(Q) beschrieben ist. Wenn
Re(P) # Re(Q), dann gibt es genau einen euklidischen Halbkreis durch P und @), dessen
Mittelpunkt auf der z-Achse liegt, siche Abbildung [/8. Die Eindeutigkeit folgt aus den
klassischen Sétzen der euklidischen Geometrie oder aus einer leichten Rechnung. U

Satz 14.6. Es sei ® eine Mobiustransformation. Dann gilt™

< hyperbolische Gerade mit > _ hyperbolische Gerade mit
Endpunkten P und Q - Endpunkten ®(P) und ®(Q).

Beispiel. In Abbildung [[d sehen wir, dass die Inversion angewandt auf eine Gerade von
Typ (1) eine Gerade von Typ (2) ergibt.™*

180Hjerbei verwenden wir die iiblichen “Rechenregeln” fiir 0o, z.B. ist % = oo und é =0.
181Djese Aussage stimmt nicht ganz, fiir welche Gerade von Typ (1) erhalten wir keine Gerade von Typ

(2)?
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___—hyperbolische Gerade durch P und @)

||\|\ |||iii|

Re(P) = Re(Q) Re(P) # Re(Q)

Mittelhalbierende
- von P und @

(B

ABBILDUNG 78. Hyperbolischen Gerade durch zwei Punkte P und Q).

O(z2) = 71 m | |

} } { T T

10 1 5 Inversion 1 0 1 9

hyperbolische Gerade
mit Endpunkten
®(1) =1 und ¢(c0) =0

hyperbolische Gerade
mit Endpunkten 1 und oo

ABBILDUNG 79.

Beweis. Nach Satz [472 geniigt es den Satz fiir Streckungen, Verschiebungen und Inversio-
nen zu beweisen. Die Aussage ist offensichtlich fiir Streckungen und Verschiebungen.
Es sei nun ®(z) = —1 die Inversion. Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis zuwenden

machen wir noch folgende Vorbemerkung: Fiir jedes a € R ist
{z€eH|Re(z) =a} = {z€H|z+%Z=2a}
und fiir s € R und r > 0 ist
{zeH||z—s|=r} = {zeH|zz—sz—sz=r"—5}
denn |z — s> = (2 — 8)(Z — s)
Es sei zuerst ¢ eine hyperbolische Gerade vom zweiten Typ, d.h. es gibt s € R und » > 0
mit
g = {z€H|2Z - sz — 57 =1r% - 5%}
Dann ist
®(g) = {zeH %%4—5%—1—3%:7“2—32} = {zeH|(? -2z —s7—sz=1}.

Durchmultiplizieren mit z - Z
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Wenn 72 — 52 = 0, dann beschreibt dies eine hyperbolische Gerade vom ersten Typ und
wenn 72 — s2 # 0, dann beschreibt dies eine hyperbolische Gerade vom zweiten Typ.”2 Der
Fall, dass g eine hyperbolische Gerade vom ersten Typ ist, wird ganz analog bewiesen. Die
Aussage iiber die Endpunkte kann man ebenso leicht nachvollziehen. 0

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 10 bewiesen.

Lemma 14.7. Zu je zwei hyperbolischen Geraden g und h gibt es immer eine Mdébiustrans-
formation, welche g in h diberfihrt.

Satz 14.8. Es seien P und @) zwei verschiedene Punkte auf H. Jede Geoddte von P nach
Q verlauft auf der eindeutigen hyperbolischen Gerade durch P und ().

Wie wir gleich sehen werden, ist der Beweis von Satz 48 formal fast der gleiche wie der
Beweis von Lemma 21 und von Lemma [377.

Beweis. Es seien also P und @) zwei verschiedene Punkte auf H. Nach Satz I4-3 gibt es
eine hyperbolische Gerade g, welche P und () verbindet. Nach Lemma [477 gibt es eine
Mébiustransformation ®, welche g in die hyperbolische Gerade h = {z € H| Re(z) = 0}
tiberfiithrt. Wir schreiben ®(P) = (0,p) und ®(Q) = (0, ¢).

Nach Satz ist die Mobiustransformation ® insbesondere eine Isometrie und fiihrt
damit nach Lemma [C3A inshesondere Geodéten in Geodéten iiber. Es geniigt nun zu zeigen,
dass jede Geodéte in H von (0, p) zu (0, ¢) auf h liegt. Aber dies folgt sofort aus Lemma 34,
denn die Riemannsche Struktur ¢ auf H ist von der Form

1
= 0
g:c-&-iy(vv w) = i2<Uv w) = %UT'LU = 'UT(yOQ 1 )w- O
Y Y Pz
=:A(z,y)
Gerade g durch P und @) O(g) — Geodéte von

Mobiustransformation @

p Q/ B(P) — /((),p) nach (0, q)

ABBILDUNG 80. Skizze zum Beweis von Satz [ZR.

182\Wenn man genau hinschaut, dann ist das Argument im zweiten Fall etwas flott. Eine Teilmenge der
Form {z € H|2Z + az + az = b} mit a,b € R ist eine hyperbolische Gerade genau dann, wenn b + a? > 0.
In unserem Fall ist

{zeH|(r*—s*)z—sz—52=1} = {z€H|zz— Tgisgf— rzfszzz Tzisz}

gliicklicherweise von dieser Form.
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Wenn man genau hinschaut, dann sieht man, dass wir eigentlich noch gar nicht gezeigt
haben, dass es iiberhaupt immer eine Geodéte zwischen zwei Punkten in H gibt. Wir holen
dies nun nach.

Satz 14.9.
(1) Es seien (0,a) und (0,b) Punkte in H mit b > a. Dann ist
v:[0,In(b) — In(a)] — H

" 0
= (expt+ i)
die einzige Geoddte von (0,a) nach (0,0).
(2) Es st
hyperbolischer Abstand zwischen (0,a) und (0,0) = In(b) — In(a).
(3) Zu je zwei Punkten P und @ in H gibt es genau eine Geoddite von P nach Q.

Beweis.
(1) Die Kurve ~ ist offensichtlich glatt. AuBerdem sieht man sofort durch Einsetzen,

dass v(0) = (0,a) und v(In(b) — In(a)) = (0,b). Zudem gilt fir alle ¢, dass

W@l = oo 07 0)

- m . <(exp(t—€ln(a))>’ <exp(t—&(-)ln(a))>> =1L

Der Rest vom Argument ist nun ganz analog zum Beweis von Satz [ZX4.

(2) Diese Aussage folgt sofort aus (1), denn fiir jede Geodéte 7: [a,b] — H gilt per
Definition einer Geodéte, dass dg(y(a),v(b)) =b— a.

(3) Diese Aussage kann man, wie iiblich, mithilfe einer Mébiustransformation auf den
ersten Fall zuriickfiihren. O

Viele Definitionen und Aussagen der klassischen euklidischen Geometrie iibertragen sich
auf die hyperbolische Geometrie. Beispielsweise werden wir im Folgenden Spiegelungen in
Geraden im hyperbolischen Raum einfiihren.

Wir erinnern uns dazu erst noch einmal an die Definition im euklidischen Fall. Es sei
also g eine euklidische Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf g liegt. Wir definieren
die Spiegelung s,(P) wie folgt:

(1) Wir bezeichnen mit h die eindeutig bestimmte euklidische Gerade h durch P, welche
g orthogonal in einem Punkt S schneidet.
(2) Wir definieren dann () = s,(P) als den eindeutig bestimmten Punkt auf h, mit
d(S,Q) =d(S, P) und mit P # Q.
Fiir P € g definieren wir zudem s,(P) = P.

Wir fithren nun die gleiche Konstruktion hyperbolisch durch. Es sei also g eine hyper-
bolische Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf g liegt. Wir definieren die Spiegelung
sq(P) wie folgt:
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(1) Man kann leicht zeigen, dass es eine eindeutig bestimmte hyperbolische Gerade h
durch P gibt, welche ¢ orthogonal™ in einem Punkt S schneidet.™
(2) Wir definieren dann @) = s,(P) als den eindeutig bestimmten Punkt auf h, mit
du(S, Q) = dg(S, P) und mit P # Q.
Fiir P € g definieren wir wiederum s,(P) = P. Diese beide Konstruktionen von Spiegelun-
gen sind in Abbildung KT skizziert.

Gerade h durch P, hyperbolische hyperbolische Gerade h

durch P,
orthogonal zu g Gerade g
' ' \ ~orthogonal zu g

Gerade g
P\

Schnittpunkt S
von g und h

/

Q) := s4(P) ist der
Punkt auf h mit
4(5,Q) = d(S, P)

Schnittpunkt S Q) := s,(P) ist der
von g und h Punkt auf A mit
(]m(S./ C2> — (1H<S, P)

ABBILDUNG 81. Spiegelung in der hyperbolischen Gerade g.

Lemma 14.10. FEs seien g und h zwet hyperbolische Geraden und es set ® eine Mdbiustrans-
formation mit ®(g) = h. Dann gilt

s, = @ los,od.

g

Beweis. Das Lemma folgt aus der in Satz I4=3 bewiesenen Tatsache, dass Md&biustrans-
formationen Isometrien sind, insbesondere winkelerhaltend sind.
Genauer gesagt, es sei P ein Punkt, welcher nicht auf g liegt. Wir miissen zeigen, dass

O(s4(P)) = sn(®(P)).

Es sei k die hyperbolische Gerade durch P, welche ¢ orthogonal schneidet. Es sei S der
Schnittpunkt von k& und g. Dann ist s,(P) := @ # P der Punkt, welcher auf £ liegt mit
du(P,S) = dg(Q, S). Also ist ®(Q) der Punkt, welcher auf ®(k) =: [ liegt mit &(Q)) # P(P)
und mit dg(P(P), ®(S)) = du(P(Q), (S)). Aber ®(k) ist orthogonal zu ®(g) = h und geht
durch ®(P). Also erhalten wir per Definition von der Spiegelung s,(®(P)) die Gleichheit
(Q) = sp(2(P)). O

183Hijerbei meinen wir mit “orthogonal”, dass sich die hyperbolischen Geraden, welche ja euklidische
Halbkreise oder Halbgeraden sind, euklidisch orthogonal schneiden.

184Dje Beweisidee ist immer die gleiche. Man beweist die Aussage zuerst fiir die hyperbolische Gerade
g = {iy|y € Rsp} und fiihrt dann den allgemeinen Fall mithilfe einer Mobiustransformation auf den
Spezialfall zuriick.
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Wir kénnen die Spiegelungen an hyperbolischen Geraden auch explizit angeben.

Lemma 14.11.

(1) Fiir die Gerade h = {z € H | Re(z) = a} ist die Spiegelung in h gerade die Abbildung
s, H — H
x4y — 2a—z+1y,

dies ist also die tibliche Spiegelung an der euklidischen Gerade.

(2) Fir die Gerade h = {z € H||z—s| = r} ist die Spiegelung in h gerade die Abbildung

Sh . H — H
7"2

Z2 = = ts

dies ist also die iibliche Spiegelung am entsprechenden euklidischen Kreis.

Beweis. Fiir die Gerade h = {z € H| Re(z) = 0} ist der Beweis in Abbildung B2 skizziert.
Der allgemeine Beweis von (1) verlduft ganz analog.

hyperbolische Gerade durch P,
hyperbolische Gerade Re(z) =0 orthogonal zu g
P=x+1y
N

— g

du(x + iy, S) = du(S, —x + iy)

ABBILDUNG &2.

Wir betrachten nun die Gerade g = {z € H| |z| = 1} mit Endpunkten +1. Es sei
_ ztl
(I)(Z) oz—1

die Mébiustransformation, welche nach Satz [48 die Eigenschaft besitzt, dass ®(g) = h.
Dann gilt

— -1 — 2+l — zHly _ . z-1 _
() = (@ omo)s) = o(s () =o(-) = = L, 3
I I I =1
Lemma 210 denn @' =& wie oben berechnet ist sp,(w) = —w
Der allgemeine Fall von (2) wird ganz analog behandelt. O

Satz 14.12.

(1) Jede Spiegelung ist eine orientierungsumkehrende Isometrie von H.
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(2) Jede Mébiustransformation ist die Verknipfung von einer geraden Anzahl an Spie-
gelungen.™

Bemerkung. Wir hatten auf Seite [CZ4 schon erwéhnt, dass jede orientierungserhaltende
Isometrie von H eine Mobiustransformation ist. Satz TZT2 besagt also insbesondere, dass
jede orientierungserhaltende Isometrie von H die Verkniipfung von einer geraden Anzahl
an Spiegelungen ist. Genau die gleiche Aussage gilt auch fiir den euklidischen Raum: jede
orientierungserhaltende Isometrie von R? ist die Verkniipfung von einer geraden Anzahl an
euklidischen Spiegelungen.™®

Beweis.

(1) Man kann problemlos mithilfe der Definitionen beweisen, dass die Spiegelung in der
positiven y-Achse, d.h. die Abbildung sj,(x + iy) := —x + iy eine orientierungsum-
kehrende Isometrie von H ist. Es sei nun ¢ eine beliebige hyperbolische Gerade.
Nach Lemma [477 existiert eine Mobiustransformation ® mit ®(g) = h. Dann gilt
nach Lemma [0, dass s, = @' o s, 0 ®. Also ist s, die Verkniipfung von s, mit
zwei Mobiustransformationen ist. Es folgt nun aus Satz B8, dass jede Spiegelung
eine orientierungsumkehrende Isometrie von H ist.

(2) Nach Satz [ ist jede Mobiustransformation eine Verkniipfung von Streckungen,
Verschiebungen und Inversionen. Es geniigt nun also zu zeigen, dass jede dieser
Abbildungen die Verkniipfung von zwei Spiegelungen ist.

Fiir eine euklidische Gerade g, welche orthogonal zur xz-Achse ist und fiir einen
euklidischen Kreis g, dessen Mittelpunkt auf der x-Achse liegt bezeichnen wir nun
kurzzeitig mit s(g) die Spiegelung an der entsprechenden hyperbolischen Gerade.

Man kann nun mithilfe von Lemma [T leicht folgende Aussagen zeigen:

(a) fir d € R ist

(z—z+d) = s(Re(z) =d)os(Re(z) = %d),
(b) fir r € Ry ist
(2= 712) = s(lz| =r)os(|z] =),
(c) esist
(204 1) = s(Re(z) = 0)os(|2] = 1)). 0
14.2. Das Poincaré-Model fiir den hyperbolischen Raum. In diesem Kapitel fiihren
wir das Poincaré-Model D fiir den hyperbolischen Raum ein. Dies ist eine Riemannsche Un-

termannigfaltigkeit, welche isometrisch zu H ist. Je nach Problemstellung ist es manchmal
einfacher mit H oder mit D zu arbeiten.

Definition.

18515t es moglich, dass eine Mobiustransformation als Verkniipfung von einer ungeraden Anzahl an
Spiegelungen geschrieben werden kann? Was besagt Satz B18 in diesem Fall?
186Dann stellt sich natiirlich die Frage, warum diese Aussage im euklidischen Fall wahr ist.
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(1) Das Poincaré-Model fiir den hyperbolischen Raum ist die Riemannsche Unterman-
nigfaltigkeit, welche gegeben ist durch die offene Scheibe
D = {zeC|]z]* <1}

zusammen mit der Riemannschen Struktur g, welche an jedem Punkt z € D auf
dem Tangentialraum T,ID = R? gegeben ist durch
g.:R?2xR? — R
2

(v,w) m(v,w).

(2) Eine Gerade in D ist eine Teilmenge von D der folgenden Form:

(a) der Schnitt g N D, wobei g eine euklidische Gerade durch 0 ist,
(b) der Schnitt KND, wobei K ein euklidischer Kreis ist, welcher den Kreis S* = 9D

orthogonal schneidet.
Die Schnittpunkte von g beziehungsweise K mit S! sind die Endpunkte der Gerade.

D={zeC||z|=1}
Gerade in D mit Endpunkten P und @

ABBILDUNG 83. Beispiele von Geraden im Poincaré-Model.

Satz 14.13. Die Abbildungen

> H — D p Uv:D — H
z—1 un +iw
Z Z_—l-l w Tw

sind zueinander inverse orientierungserhaltende Isometrien. Diese induzieren zudem Bijek-
tionen zwischen den hyperbolischen Geraden in H und den Geraden in .2

Beweis. In Analysis 111 Lemma 13.2 hatten wir schon bewiesen, dass ¥: D — H ein Dif-
feomorphismus ist. Wir zeigen nun, dass ¥ eine Isometrie ist.

Wir beginnen mit ein paar Vorbemerkungen. Fiir v,w € C = R? ist (v, w) = Re(v - w).
Zudem entspricht das Differential D, ¥ gerade der Ableitung V'(z) € C.

187Eine hyperbolische Gerade g mit Endpunkten P und @ wird hierbei auf eine Gerade in D mit
Endpunkten ®(P) und ®(Q) geschickt. Hierbei bezeichnen wir mit ® die offensichtliche Fortsetzung von
der bisherigen Abbildung ® zu einer Abbildung CU {oo} — C U {oc0}.
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Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Beweis, dass U eine Isometrie ist. Es sei also
2 =2 +iy € D und es seien v,w € T.D = R?. Wir bezeichnen mit ¢ die Riemannsche
Struktur auf D und wir bezeichnen mit A die Riemannsche Struktur auf H. Zudem ist

U'(z) = (11j_;)2.
Fiir z € D ist nun
(Uh):(0.w) = ho (V(2). V() = g Re (V(o - W2)m)
1 VT
= (’f_’j)ij (2)W'(z) - Re(v - w)
- 1 2 L
i o myae g
/I\
denn Im(w) = & (w + )
= -8 5 - Re(v - W)
((—i—iz)(l—z)—S(i+iz)(l—z)
= iz i e Relv-T)

” _ 2 _
= m . Re(v . w) = m : Re(v : w) = gz(v,w).

Den Beweis der Aussage iiber die Geraden ist ganz &hnlich zum Beweis von Satz [4G.

Wir iiberlassen die Ausfithrung des Beweises als freiwillige Ubungsaufgabe. OJ

Nachdem Isometrien unter anderem auch Geodéten in Geodéten {iiberfiihren, erhalten
wir aus Satz 48 und Satz folgendes Korollar.

Korollar 14.14. Es seien P und Q) zwei verschiedene Punkte auf D. Jede Geoddte von P
nach Q) verlauft auf der eindeutigen Gerade durch P und Q).

Die Definition von Spiegelung in einer Gerade {ibertréagt sich auf das Poincaré-Model fiir
den hyperbolischen Raum. Ganz dhnlich zu Lemma 211 wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 14.15. Es sei z € St und es sei s,: D — D die Spiegelung an der hyperbolischen
Gerade {tz |t € (—1,1)}. Dann ist s, gegeben durch die ibliche euklidische Spiegelunyg.

Zum Abschlufl des Kapitels betrachten wir Abbildung B4. Diese zeigt eine vereinfachte
Version von Escher’s Circle Limit IV. Das Bild besteht letztendlich aus Sechsecken in D,
welche durch Spiegelungen in Geraden ineinander iibergefiihrt werden kénnen. In Abbil-
dung B3 sehen wir noch weitere Graphiken von Escher, welche mit Methoden der hyperbo-
lischen Geometrie entworfen wurden. Mehr iiber die Mathematik hinter Escher’s Bildern
kann man beispielsweise auf

http://www.math.cornell.edu/~mec/Winter2009/Mihai/index.html

und
http://www.math-art.eu/Documents/pdfs/Dunham.pdf


http://www.math.cornell.edu/~mec/Winter2009/Mihai/index.html
http://www.math-art.eu/Documents/pdfs/Dunham.pdf
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Escher: Circle Limit IV Gerade g in D die beiden Sechsecke
sind Spiegelbilder in g

ABBILDUNG &4.

Circle Limit I Circle Limit III Circle Limit IV

ABBILDUNG 8&5.

nachlesen. Es gibt auch eine lange Liste von Videos zu hyperbolischer Geometrie, beispiels-
weise
https://www.youtube.com/watch?v=eGEQ_UuQtYs


https://www.youtube.com/watch?v=eGEQ_UuQtYs
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15. VOLUMEN UND KRUMMUNG AUF RIEMANNSCHEN UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

Wir fithren nun folgende Bezeichnungen fiir Riemannsche Untermannigfaltigkeiten ein:

(1) E™ bezeichnet R™ zusammen mit der euklidischen Metrik.

(2) S? bezeichnet die Sphére S? zusammen mit der sphirischen Metrik, d.h. mit der
iiblichen Riemannschen Struktur, welche durch das Skalarprodukt in R? gegeben
ist.

(3) Wie zuvor bezeichnet H die obere Halbebene zusammen mit der hyperbolischen
Metrik und D bezeichnet die offene Scheibe D;(0) C C = R? zusammen mit der
Riemannschen Struktur, welche wir auf Seite [82 eingefiihrt hatten.

In diesem Kapitel werden wir hauptséchlich den Fléacheninhalt und die Kriimmung auf den
obigen Riemannschen Untermannigfaltigkeiten studieren. In diesem Kapitel werden wir an
manchen Stellen der Verstédndlichkeit halber etwas anschaulich argumentieren.

15.1. Volumen auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten. Es sei f: M — R eine
Funktion auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M. Wir nehmen zuerst an, dass
es eine Karte ®: U — V gibt, so dass Trager(f) C U. Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die
Umkehrabbildung. Wir hatten, siehe Seiten B@ und B0, das Integral von f auf M definiert
als

éf = f f(¥()) - \/det (<\I’*€z‘, \I/*ej>i,j:1,...,k)~

VNEy
Mithilfe von messbaren Zerlegung hatten wir den allgemeinen Fall, d.h. das Integral einer
beliebigen Funktionen, auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt. Fiir eine Riemannsche Un-
termannigfaltigkeit kénnen wir nun das Skalarprodukt durch die Riemannsche Struktur
ersetzen. Mit anderen Worten wir definieren

f f = f f(\IJ(:)s))-\/det (gu(2)(Waei, Wae))ijm,.k)-

Das Argument von Satz B8 zeigt, dass diese Definition nicht von der Wahl der Karte
abhéngt. Wir verallgemeinern diese Definition, ganz analog zur Diskussion in den Kapi-
teln B3 und B7, mithilfe von messbaren Zerlegungen auf Funktionen, deren Tréger nicht
in einer Karte enthalten ist. Fiir eine Teilmenge A C M definieren wir insbesondere

Volurg (4) = [ xa,
(

M,g)

vorausgesetzt das Integral auf der rechten Seite ist definiert. Der folgende Satz folgt leicht
aus den Definitionen.™®

Satz 15.1. Es sei ¢: (M, g) — (N, h) eine Isometrie zwischen Riemannschen Unterman-
nigfaltigkeiten.

188Der Beweis der ersten Aussage ist ganz dhnlich dem Beweis der Ubungsaufgabe 4 in Ubungsblatt 9.
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(1) Fir jede Funktion f: N — R gilt

[ pof = [+
(M,g)

(Nh)
(2) Fiir eine Teilmenge A von M gilt
Volarg) (A) = Voln(p(A)).

Wir betrachten nun noch etwas ausfiihrlicher den Flicheninhalt von Teilmengen von H.
Fiir eine Teilmenge A von H bezeichnen wir Volg(A) als den hyperbolischen Flicheninhalt.
Fir A C H gilt

hyperbolischer Flacheninhalt = f xa(y) - y_12 dedy = f y_12 dx dy.
A

folgt aus der Karte ® = id und g, ,(ei, ;) = %(ez, ;)

Beispiel. Wir betrachten die Teilmenge A von H, welche in Abbildung B8 skizziert ist,
wobei 0 < 0 < ¢ < 7. Es ist

L bolisch x=cos( x=cos(0) .
yperbolischer 1 -1
Fliacheninhalt von A f y? dr dy f f f [ Yy L: 1—a2 du
A T T=cos(p) y= \/ﬁ z=cos(¢p)
Satz von Fub1n1
z=cos(0)
- f 1 ac2 f —du = ¢—0.
x=cos(p)
Substltutlon u = arccos(z),
wobei ‘;—Z = - 11_962

Wir sehen also, dass der hyperbolische Flacheninhalt von A endlich ist, obwohl der eukli-
dische Fliacheninhalt von A unendlich ist.

Q:ew /A
/P:ew
_— |z2|=1dh. y=+v1—2?

ABBILDUNG 8&6.
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15.2. Winkel und Dreiecke auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten.
Definition. Es sei (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit, es sei P € M und es
seien v, w € TpM \ {0}. Dann gibt es genau ein ¢ € [0, | mit

g(v, w)

\\/g(’l), ’U) : g(wv w)

'

cos(p) =

Y
J/

€ [-1,1] nach der Cauchy-Schwartz
Ungleichung

welches wir als den Winkel zwischen v und w bezeichnen.

Beispiele.
(1) Essei M = E, P € E* = R? und v,w € TpE? = R?. Es sei p € [0, 7] der Winkel
zwischen v und w. Dies bedeutet gerade, dass

(v,w) = cos(p) - ||v]| - [Jw]|.
Wir erhalten also die iibliche Definition fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren in R?.

(2) Fir M = $? ist die Riemannsche Struktur gegeben, durch die Einschrinkung des
Skalarprodukts von R?® auf den jeweiligen Tangentialraum. Es folgt also aus dem
gleichen Argument wie in (1), dass der Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren
gerade der iibliche euklidische Winkel ist.

(3) Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei p: U — Ry eine nichtnegative glatte
Funktion. Wir betrachten dann auf U die Riemannsche Struktur g = g(p), welche wir
schon auf Seite [G1 eingefiihrt hatten, und welche an einem Punkt P € U gegeben ist
durch

g(p)pi TpU xTpU — R
(v,w) = p(P)- (v,w).
Fiir P € U und v,w € Ty = R? gilt dann

gww) p(P) (v, w) . w) )
oy (ww) Tl Tl

Vo) - glw,w)  /p(P){v,v) - p(P){w, w) 4

denn p(P) kiirzt sich weg

Also ist
Winkel zwischen v und w in (U, g(p)) = euklidischer Winkel zwischen v und w.

Wenn wir diese Beobachtung auf den hyperbolischen Raum H anwenden, erhalten
wir, dass fiir P € H und v, w € TpH = R? gilt, dass

hyperbolischer Winkel zwischen v und w = euklidischer Winkel zwischen v und w.

Genau das gleiche Argument zeigt auch, dass in ID der hyperbolische Winkel eben-
falls gerade dem euklidischen Winkel entspricht.

Das néchste Lemma folgt sofort aus den Definitionen.
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Lemma 15.2. Jede lokale Isometrie ¢: (M,g) — (N,h) zwischen zwei Riemannschen
Untermannigfaltigkeiten ist winkelerhaltend™, d.h. fir alle P € M und alle v,w € TpM
qgilt

Winkel zwischen v und w in TpM = Winkel zwischen p,v und p,w in T,p)N.

Definition. Es sei (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit.

(1) Es seien A, B € M. Eine Strecke von A nach B ist das Bild einer Geodiite von A
nach B.

(2) Es sei b eine Strecke von A nach B und es sei ¢ eine Strecke von A nach C. Wir
bezeichnen mit # und 7 die entsprechenden Geodéten. Wir definieren

Winkel zwischen b und ¢ := Winkel zwischen 4'(0) und +/(0).

Beispiel. Fiir (M, g) = E? erhalten wir nach Satz 24 den iiblichen Begriff von einer Strecke
und es gibt genau eine Strecke zwischen zwei Punkten. In S? gibt es nach Satz 3R fiir
A # —B ebenfalls genau eine Strecke von A nach B. Wenn A und B Antipoden sind, d.h.
wenn A = —B, dann gibt es jedoch unendlich viele Strecken von A nach B. Auf H gibt es
nach Satz [ immer nur genau eine Strecke zwischen zwei Punkten.

A
b \
B#—-A B
ABBILDUNG 87. Beispiele von Strecken in E?, S? und H.

Definition. Es sei (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit. Ein Dreieck Aapc ist
eine offene™ Teilmenge von M mit folgender Eigenschaft: Der Rand™ kann geschrieben
werden als
0Aspc = a UbU g,
wobei gilt
(1) a ist eine Strecke von B nach C,
(2) b ist eine Strecke von A nach C,

1)

2)

(3) c ist eine Strecke von A nach B,

(4) esistanNb={C},aNnc={B}und bnc={A}.

18910 der Literatur werden winkelerhaltende Abbildungen gerne auch konform genannt.

190Warum habe ich das Dreieck nicht als kompakte Teilmenge mit den entsprechenden Eigenschaften
definiert?

91 ierbei bezeichnen wir mit A 4 den topologischen Rand von der Teilmenge A 4o von M
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Wir bezeichnen A, B und C als die Eckpunkte von Aspc, wir bezeichnen a, b, ¢ als die
Seiten von A apc und wir bezeichnen die Winkel zwischen den Strecken als die Innenwinkel
von A4pc.

Beispiel. Fiir (M, g) = E? erhalten wir den iiblichen Begriff von einem Dreieck. In S? wird
ein Dreieck durch Grofkreise beschrieben und in H wird ein Dreieck durch hyperbolische
Geraden beschrieben. Beispiele von solchen Dreiecken werden in Abbildung B8 skizziert.

c

A A‘,,..||||II||||||||||||“|“““ mmlln B

C

Dreieck A pe in E? Dreieck Aspc in S? Dreieck Ay pc in H

ABBILDUNG 88.

Satz 15.3. Es sei Aapc ein Dreieck auf S?, welches sich in einer offenen Halbsphiire
befindet. Dann gilt

Flicheninhalt von Nagc = Summe der Innenwinkel — .

Bemerkung.

(1) Satz 23 besagt also, dass der Flidcheninhalt von einem Dreieck auf S? durch sei-
ne Innenwinkel festgelegt ist, oder mit anderen Worten, aus seinen Innenwinkeln
bestimmt werden kann.

(2) Die vorherige Bemerkung auch auf der Erde und gilt insbesondere fiir alle Dreiecke,
welche man in der Schule gezeichnet und abgemessen hat. Diese Dreiecke sind jedoch
im Vergleich zur Erdoberfliche so klein, dass man den Unterschied zwischen der
Summe der Innenwinkel und 7 nicht messen kann.

Beispiel. Wir betrachten ein Dreieck, welches aufgespannt wird durch den “Nordpol” (0,0, 1)
und zwei Punkte auf dem “Aquator” {(z,y,z) € S?|z = 0}, sieche Abbildung Bd. Es sei
o der Innenwinkel am Nordpol. Die Innenwinkel an den Punkten auf dem Aquator sind
gerade 7. Wir sehen also, dass der Flicheninhalt des Dreiecks gegeben ist durch

Summe der Innenwinkel — 7 = o + % + % —7T = Q.

Das gleiche Ergebnis hitten wir natiirlich auch mit der Rechenmethode auf Seite &4 be-
stimmen koénnen.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einer einfachen Vorbemerkung. Ein Zweieck mit
Winkel a € (0, ) ist eine Teilmenge von S, welche durch zwei GroSkreise begrenzt wird,
welche den Winkel « einschlagen. Diese Definition wird in Abbildung B0 illustriert. Mit fast
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52
' Dreieck mit Winkel a am Nordpol

\_/

ABBILDUNG &9.

52

3t o
(.‘ Zweieck mit Winkel «
\Ng/Y

ABBILDUNG 90. Ein Zweieck mit Innenwinkel o auf S2.

dem gleichen Argument wie auf Seite B4 sieht man, dass
Flacheninhalt von Zweieck mit Winkel o = 2a.

Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Beweis von Satz I[h33. Es sei also A = A p¢ ein
Dreieck auf S2%. Die drei Grofikreise, welche durch die Seiten des Dreiecks gebildet werden,
zerteilen S? in folgende acht Dreiecke:™

(1) das urspriingliche Dreieck A,

(2) das Dreieck X, welches auf der anderen Seite der Strecke BC' liegt,™
(3) das Dreieck Y, welches auf der anderen Seite der Strecke AC' liegt,
(4) das Dreieck Z, welches auf der anderen Seite der Strecke AB liegt,
(5) die Spiegelungen A’, X' Y’ 7' der Dreiecke A, X,Y, Z im Ursprung.

Diese acht Dreiecke sind in Abbildung 81 skizziert. Wir bezeichnen mit z,y, 2,0, 2, ¢/, 2/, ¢’
die Flacheninhalte von X, Y, Z, A, X", Y’ Z’, /\'. Offensichtlich ist A U X ein Zweieck mit
Winkel o.™ Damit folgt aus der Vorbemerkung, dass = + § = 2. Analog gilt = + § = 23

1927.wei GroBkreise zerlegen S? in vier Zweiecke, der dritte Grofkreis zerteilt nun jedes Zweieck in zwei
Dreiecke, wir erhalten also insgesamt acht Dreiecke.

193Etwas genauer, X ist das Dreieck, welches von B, C' und vom Spiegelbild —A aufgespannt wird.

9%Wenn man ganz genau hinschaut, dann sieht man, dass die Aussage so nicht ganz stimmt. Wir hatten
Dreiecke und Zweiecke als offene Teilmengen definiert. Also ist die Vereinigung von A mit X und mit einer
Kante ein Zweieck. Nachdem wir uns nur fiir Fldcheninhalte interessieren ignorieren wir durchgehend
Nullmengen in diesem Beweis.



191

Aupc

A U X ist ein Zweieck mit Winkel «

ABBILDUNG 91.

und z + 6 = 2v. Es folgt nun, dass

47 = Flicheninhalt von S? = 6+ 0 +x+2'+y+y + 2+ 2 = 20+ 2x+ 2y + 2z
T T

Zerlegung von S? in die 8 Dreiecke A und A’ sind Spiegelbilder, also ist § = ¢,
ganz analog gilt x =2/, y =9/, 2 = 2’

=200+2)+2(0+y)+2(0+2)—40 = 4(a+ B+7) — 40.
=2« =28 =2
Durch Auflésen nach § erhalten wir jetzt die gewiinschte Aussage.™ OJ

Wir wenden uns nun den hyperbolischen Dreiecken zu. Auch in diesem Fall erhalten wir
eine denkbar einfache Formel.

Satz 15.4. Es sei Apc ein Dreieck in H. Dann gilt
hyperbolischer Flicheninhalt von ANapc = m— Summe der Innenwinkel.

Bemerkung. Satz 4 besagt also insbesondere, dass der Fldcheninhalt von einem hyper-
bolischen Dreieck immer kleiner als 7 ist.

Wir skizzieren im Folgenden den Beweis von Satz [hd. Wir erweitern dazu den Begriff
von einem Dreieck.

(1) Essei P € Hund Q € RU{oco}. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte hyperbolische
Gerade g durch P mit Endpunkt Q.™ Der Halbstrahl von P nach Q ist die Menge
aller Punkte auf g, welche zwischen P und @ liegen.

(2) Es seien P und @ zwei verschiedene Punkte in H und es sei R € R U {oo}. Das
ideale Dreieck Apgpr ist definiert als die offene Teilmenge von H, welche begrenzt

19510 der Voraussetzung von Satz [53 steht: es sei Agapc ein Dreieck auf S2, welches sich in einer
offenen Halbsphdre befindet. Haben wir diese Voraussetzung irgendwo verwendet? Gilt die Aussage des
Satzes auch ohne die Voraussetzung?

96\Warum ist dies der Fall?
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ist durch
Strecke von P nach @) U Halbstrahl von P nach R U Halbstrahl von ) nach R.

Der Innenwinkel am Punkt R ist hierbei per Definition der Nullwinkel.
Die Definitionen werden in Abbildung 82 illustriert.

das ideale das ideale
Halbstrahl von Halbstrahl Dreieck Apor Dreieck A 4pa
P nach R von () nach oo \
\ - Q L\]
P
A
P
/_\ 5 B
R R

ABBILDUNG 92.

Lemma 15.5. Es sei Aapc ein ideales Dreieck. Dann gibt es eine Mdobiustransformation
®, so dass

Q(Aspc) = Apgoos
wobei P und Q auf der hyperbolischen Gerade {z € H||z| = 1} liegen.

Beweis. Es sei Aapc ein ideales Dreieck. Wir betrachten zuerst den Fall, dass C' = .
Durch Verschieben und Strecken kénnen wir den die hyperbolische Gerade durch A und B
in den Einheitskreis {z € C||z| = 1} iiberfithren. Aber dann haben wir auch A p¢ in die
gewiinschte Form tibergefiihrt.

Wir betrachten nun noch den Fall, dass C' € R. Nach einer Verschiebung kénnen wir
annehmen, dass C' = 0. Wir wenden die Inversion z _71 an. Unter dieser Abbildung wird
C =0 in den Punkt oo iibergefithrt. Wir fahren jetzt wie im ersten Fall fort. U

Beweis von Satz [T04. Wir beweisen zuerst folgende etwas einfachere Behauptung.

Behauptung. Es seien A, B € H und es sei D € R U {oo}. Dann gilt

Flacheninhalt von A gp = 7 — Summe der Innenwinkel.

Nach Lemma [a3 gibt es eine Mébiustransformation @, so dass ®(Aapp) = Apge,
wobei P = €? und Q = % mit 0 < 6 < ¢ < 7. Mobiustransformationen sind nach
Satz Isometrien von H und erhalten daher nach Lemma 33 und Satz [51 Winkel
und Fléacheninhalte. Es geniigt daher die Aussage fiir Apgs zu beweisen. Hierbei ist

Flacheninhalt von Apgs = ¢ —0 = m — Summe der Innenwinkel.

T T

siehe Berechnung auf Seite 8@ siehe Abbildung B3
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Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Es sei nun A 4pc ein Dreieck in H. Wir bezeichnen mit R den Punkt auf R U {oco}, den
wir dadurch erhalten, dass wir die Strecke von A nach C' zu einem Halbstrahl verlangern.
Wir betrachten die Winkel, welche in Abbildung 84 skizziert sind. Wir erhalten nun, dass

Flacheninhalt(A spc) = Flacheninhalt(A spr)—Flicheninhalt(Acpr)
= (m—a—(B+8))—(r—7'=F) = a=B+y =71—a—F-7.

T T
obige Behauptung angewandt auf die denn v +vy=m
idealen Dreiecke A 4gr und Acpr O

ABBILDUNG 94.

Zum Abschlufl der Diskussion von Dreiecken formulieren wir folgenden vertrauten Satz.

Satz 15.6. Es seien Aipc und Apgr zwei Dreiecke in H mit <ABC = <DEF > 0 und
mit d(B,A) = d(E, D) und dg(B,C) = du(E, F). Dann gibt es genau eine Mobiustrans-
formation ® mit ®(B) = E und ®(Aapc) = Apgr.

Beweisskizze. Wir sagen ein Dreieck Apgpr ist positiv orientiert, wenn die Tangentialvek-
toren der Strecken PQ und QR am Punkt @) eine positive Basis von ToH = R? bilden.

Es seien nun Ay pc und Apgr zwel Dreiecke in H mit <ABC = <DFEF > 0 und mit
d(B,A) =d(E,D) und d(B,C) = d(E, F). Indem wir notfalls A und C' bezichungsweise D
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und £ vertauschen kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A 4o und Apgr positiv orientiert
sind.

Es geniigt nun den Fall zu betrachten™, dass F = i, dass D = iy fiir y > 1, und
dass zudem F' € H mit Re(C') < 0. Wir zeigen zuerst, dass es eine Mébiustransform-
ation ® mit ®(B) = E und ®(Aapc) = Apgr gibt. Nach Lemma [@77 existiert eine
Mébiustransformation ® mit ®(g(B, A)) = g(D, E). Nach Anwendung einer Streckung und
eventuell einer Inversion konnen wir zudem annehmen, dass ®(B) = F und ®(A) = iy’ fiir
ein y > 1. Aus dy(A, B) = dy(D, F) folgt dann y = ¢/, d.h. ®(B) = E. Der Halbstrahl
CID(B?) schlédgt den Winkel <ABC = <DFEF mit dem Halbstrahl BA = ED ein. Aus der

Tatsache, dass beide Dreiecke positiv orientiert sind folgt nun, dass @(B?) = ﬁ . Nachdem
du(C, B) = du(F, E) folgt dann ®(C') = F. Zusammengefasst gilt also ®(Aapc) = Appr.
Die Eindeutigkeit von ® wird in Ubungsblatt 10 bewiesen. 0

15.3. Krimmung auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten. Es gibt eine sehr
gut entwickelte Theorie von “Kriimmung” auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten. Wir
haben leider keine Zeit, diese in dieser Vorlesung zu entwickeln. Wir begniigen uns deshalb
mit einer sehr anschaulichen Definition auf 2-dimensionalen Riemannschen Untermannig-
faltigkeiten.

Definition. Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeit und es
sei P € M. Wir sagen die Kriimmung in P ist positiv, wenn es eine Umgebung U von P
gibt, so dass fiir jedes Dreieck in U gilt, dass

Summe der Innenwinkel > 7.
Ganz analog definieren wir auch, dass die Kriimmung in P negativ ist.

Bemerkung. Die obige Definition ist weit entfernt von der Standarddefinition der Kriimmung
einer 2-dimensionalen Riemannschen Untermannigfaltigkeit. Mit mehr Aufwand kann man
jedem Punkt P einer 2-dimensionalen Riemannschen Untermannigfaltigkeit eine Kriimmung
k(P) € R zuordnen. Das Vorzeichen von k(P) entspricht dann der obigen Konvention.

Beispiele.

(1) Es folgt aus Satz [53, dass die Kriimmung in jedem Punkt auf S? positiv ist.

(2) Es folgt aus Satz 54, dass die Kriimmung in jedem Punkt auf H negativ ist.

(3) In den Abbildungen B3 und 88 sind mehrere Punkte von positiven und negativer
Kriimmung skizziert. Fiir einen Punkt P auf einer Fliche M in R3 gilt anschaulich
gesprochen folgende Regel:

(a) die Kriimmung ist positiv, wenn die Fliche in der Ndhe von P wie eine Aus-
buchtung ausschaut,

(b) die Kritmmung ist negativ, wenn die Flidche in der Ndhe von P wie ein Sattel
ausschaut.

19TWarum?
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In Riemannschen Untermannigfaltigkeiten héngt im Allgemeinen die Kriimmung
vom Punkt ab.

Kriimmung ist positiv Kriimmung ist negativ

A

Ausbuchtung

ABBILDUNG 95.

Kriimmung ist positiv Krimmung ist negativ
N ‘

Kriimmung ist negativ

| \

Kriimmung ist positiv

ABBILDUNG 96.

Definition. Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeit.

(1) Wir sagen (M, g) ist lokal isometrisch zu einer 2-dimensionalen Riemannschen Un-
termannigfaltigkeit (N, h), wenn es fiir jedes P € M eine offene Umgebung U und
eine offene Teilmenge V' C N sowie eine Isometrie ¢: (U, g) — (V. h) gibt.

(2) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Kriimmung 0, wenn (M, g) lokal isometrisch zu
[E? ist.

(3) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Krimmung +1, wenn (M, g) lokal isometrisch
zu S? ist.

(4) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Krimmung —1, wenn (M, g) lokal isometrisch
zu H ist.

Bemerkung.

(1) Wenn eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit (M, g) konstante Kriimmung +1 be-
sitzt, dann folgt leicht aus Satz A3, dass die Kriimmung in jedem Punkt auf M
positiv ist. Die analoge Aussage gilt nach Satz 54 auch, wenn wir “+1” und “po-
sitiv’ durch “—1” und “negativ” ersetzen.
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(2) Es sei x € {—1,0,41} und es sei (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit,
welche konstante Kriimmung y besitzt. Dann folgt aus Satz [h-3, Satz IHh4 und aus
klassischer Schulmathematik, dass fiir jedes geniigend kleine Dreieck in (M, g) die
Gleichung

X - Flacheninhalt des Dreiecks = Summe der Innenwinkel — 7
gilt.
(3) Der Zylinder
Z = {(z,y,2) eR’|2’ +y* =1}
besitzt konstante Kriimmung 0. In der Tat zeigt die Rechnung von Seite [G4, dass

die Abbildung
R*? —» Z

cos s
(S,t) — (sins).
t

eine lokale Isometrie ist. Diese Abbildung ist anschaulich dadurch gegeben, dass wir
ein Blatt Papier zu einem Zylinder “Zusammenrollen”. Auf dem Blatt Papier ist
die Winkelsumme immer 7, nachdem das Zusammenrollen eine lokale Isometrie ist,
gilt dies auch fiir Dreiecke auf dem Zylinder.

zusammenrollen

ABBILDUNG 97.

Wir haben gerade gesehen, dass der Zylinder konstante Kriimmung 0 besitzt. Anderer-
seits hatten wir in Abbildung B3 anschaulich gesehen, dass der Standardtorus in R? keine
konstante Kriimmung besitzt. Es stellt sich jetzt folgende Frage:

Frage. Gibt es geschlossene 2-dimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeiten, aufler
S?, welche konstante Kriimmung besitzen?
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16. TOPOLOGISCHE RAUME 11

Wir haben uns jetzt also ausfiihrlich mit Untermannigfaltigkeiten beschéftigt. Die Theo-
rie der Untermannigfaltigkeiten ist aus mehreren Griinden etwas unbefriedigend:

(1) Unser Universum schaut zwar in unserer Umgebung aus wie eine Teilmenge von R?,
und vermutlich ist dies an den meisten Orten des Universums der Fall, aber es ist
nicht klar, dass unser Universum als ganzes als Teilmenge des R?® aufgefasst wer-
den kann.™® Andererseits ist unser Universum erst Recht nicht eine 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit eines gréfleren R™’s. Wir wiirden deshalb gerne eine Theorie
von “3-dimensionalen Objekten” aufbauen, welche nicht Teilmenge von einem R”
sind.

(2) Jede Fliche von Geschlecht g, wie in Abbildung B8, sollte eigentlich eine 2-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit sein. Aber mit der Sprache der Untermannigfaltigkei-
ten ist es sehr schwierig eine mathematisch saubere Definition und Beschreibung
von Flidchen von Geschlecht g zu geben.

Wir werden im Folgenden den Begriff einer “Mannigfaltigkeit” einfiihren, welcher den Be-
griff von “Untermannigfaltigkeit” erweitert. Um diesen Begriff einfiithren zu konnen, miissen
wir die topologischen Rdume noch einmal genauer studieren. Insbesondere werden wir in
diesem Kapitel verschiedene Konstruktionen von topologischen Rdumen kennenlernen.

— Flache von Geschlecht 3
ABBILDUNG 98.

16.1. Definition eines topologischen Raums und Beispiele. Wir erinnern noch ein-
mal an die Definition von einem topologischen Raum.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T ), wobei X eine Menge ist und 7 eine
Topologie auf X, d.h. T ist eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(T1) die leere Menge und die ganze Menge X sind in 7 enthalten,
(T2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in 7,
(T3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in T .

Die Mengen in T werden als offen beziiglich T, oder, wenn keine Verwechslungsgefahr
besteht, einfach nur als offen bezeichnet.

198Wenn unser Universum eine Teilmenge von R® wiire und es anscheinend wohl endlich ist, was soll
dann das Komplement vom Universum sein? Hmm.
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16.2. Basis einer Topologie. Es sei X eine Menge und es sei B = {B;};cs eine Familie
von Teilmengen von X. Wir sagen B besitzt die Basiseigenschaft, wenn gilt:
(B1) Zu jedem z € X existiert ein i € I, so dass x € B;.™
(B2) Es seien ¢,j € I und es sei © € B; N B;. Dann existiert ein k € I, so dass z € By,
und By C B; N Bj.

l’EBiﬂBj Bk

BN B,
ABBILDUNG 99. Schematisches Bild fiir die Basiseigenschaft (B2).

Lemma 16.1. Es sei X eine Menge und es sei B = {B;}ier eine Familie von Teilmengen
von X, welche die Basiseigenschaft besitzt. Wir definieren

T = {VCX|z2ujedemxz €V gibt es eini € I, so dass x € B; C V}.
Dann ist T eine Topologie auf X .

Wir nennen 7T die von B erzeugte Topologie auf X. Umgekehrt, sagen wir, dass B eine
Basis der Topologie T ist.

Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum und es sei B die Menge aller offenen Kugeln in X,
d.h.
B := {Bz)|x € X und € > 0},

dann besitzt B die Basiseigenschaft. ™

Topologie auf einem metrischen Raum.

Beweis von Lemma T62. Wir zeigen nun, dass die Axiome (T1), (T2) und (T3) erfiillt
sind.

(T1) Nach (B1) gibt es zu jedem = € X ein i € I mit x € B;. Es folgt also per Definition,
dass X € T. Zudem ist ) € T, nachdem die Vereinigung von null Mengen, die
Nullmenge ist.

(T2) Wir miissen zeigen, dass der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in 7 wieder
in T liegt.

Wir betrachten zuerst den Fall von zwei Mengen in 7. Es seien also U,V € T.
Wir wollen zeigen, dass U NV € T ist. Es sei also z € U N V. Nachdem U und

Die von B erzeugte Topologie ist dann die iibliche

199Mit anderen Worten, es ist X = |J B;.
i€l
200Warum besitzt B die Basiseigenschaft (B2)?
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V in T liegen, gibt es also i,j € I, so dass x € B, C U und « € B; C V. Nach
Eigenschaft (B2) von B existiert ein k € I, so dass * € By und By C B; N B;.
Insbesondere gilt dann auch, dass x € B CUNV. Alsoist UNV € T.
Es seien nun Uy N --- N Uy offene Mengen. Es folgt aus der gerade bewiesenen
Aussage und einem einfachen Induktionsargument, dass U; N --- N Uy ebenfalls in
T liegt.
(T3) Es sei also Uj,j € J eine Familie von Mengen in 7. Wir miissen zeigen, dass die

Vereinigungsmenge (J U; in T liegt. Es sei also x € |J U;. Dann gibt es insbesondere
jeJ jeJ
ein j € J, so dass x € U;. Nachdem U; € T gibt es ein i € I, so dass x € B; C Uj.

Dann gilt aber auch, dass

ZEGBiCUkCUUj. U

jeJ

Lemma 16.2. Es sei X eine Menge und es sei B = {B;}ic; eine Familie von Teilmengen
von X, welche die Basiseigenschaft besitzt. Es sei T die von B erzeugte Topologie auf X.
Dann gilt

V C X st offen beziiglich T <=V ist die Vereinigung von Mengen in B.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass V' = (J B; die Vereinigung von Mengen in B ist.

eJ
Nachdem die Mengen in B offen beziiglich Tjsind, und nachdem 7T eine Topologie ist, folgt
auch, dass V € T.
Nehmen wir nun an, dass V' C X offen ist beziiglich 7. Fiir jedes z € V existiert dann,
per Definition von 7, ein i, € I, so dass x € B;, C V. Dann folgt aber, dass

V= U{«} € UB;, CV, esfolgtalso,dassV = |J B,,.

zeV zeV zeV
O

Basen von Topologien kéonnen erstaunlich praktisch sein, beispielsweise besagt folgendes
Lemma, dass es geniigt die Stetigkeitseigenschaft einer Abbildung zwischen topologischen
Réumen fiir offene Mengen in einer Basis zu iiberpriifen:

Lemma 16.3. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdiumen. Es sei
B = {B;}ics eine Basis fiir die Topologie von Y. Dann gilt

[ ist stetig <= fiir jedes i € I ist f~Y(B;) offen in X.

Beweis. Die Richtung “=" ist offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass fiir jedes i € I das
Urbild f~(B;) offen in X ist. Wir wollen zeigen, dass f stetig ist. Es sei also U C Y eine
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offene Teilmenge. Nach Lemma 062 gibt es eine Teilmenge .J von I, so dass
U = U Bj.
jeJ
Dann ist

—1 | A -1/
= (ys) = U fff <B;

Vereinigung von offenen
Mengen, also offen in X O

Lemma 16.4. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und es sei C eine Familie von offenen
Mengen in (X,T) mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder offenen Menge U und zu jedem x € U gibt es ein C' € C, so dass v € C' C U.
Dann ist C eine Basis fiir die Topologie T .
Beispiel. Es sei X = R? und es sei
C = {(a,b) x (¢,d)|a,b,c,d € R}

die Menge aller offenen Rechtecke in R?. Dann kann man sich leicht davon iiberzeugen,
siehe Abbildung [0, dass C die gewiinschte Eigenschaft in Lemma 64 besitzt, und daher
eine Basis fiir die Standardtopologie auf R? bildet.

"~ (a xb) x (¢,d)

P

ABBILDUNG 100.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass C die Basiseigenschaft erfiillt:

(B1) Wenden wir die Eigenschaft von C auf U = X an, dann erhalten wir sofort, dass es
zu jedem x € X ein C € C gibt, so dass z € C.

(B2) Es sei nun = € C; N Cy, wobei C, Cy € C. Nachdem C und C offen sind, ist auch
U = C,NCs5 offen. Wir wenden die definierende Eigenschaft von C auf U = C; N Cy
an, und erhalten ein C' € C, so dass x € C' C C; N Ch.

Wir bezeichnen nun mit S5 die Topologie auf X, welche von C erzeugt wird. Wir miissen
zeigen, dass SS =T.

Wir zeigen zuerst die Inklusion S'S C 7. Nachdem alle Mengen in C offen beziiglich T
sind, folgt per Definition und aus Lemma 62, dass in der Tat SS C T.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion 7 C SS. Es sei also U € T. Wir wollen
zeigen, dass U € SS. Sei also x € U. Dann existiert nach Voraussetzung ein C' € C, so
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dass ¢ € C' C U. Also folgt per Definition, dass U € SS. Wir haben also gezeigt, dass
T CSS. O

Wir erinnern nun an den Begriff der Teilraumtopologie, welchen wir schon auf Seite [0
eingefiihrt hatten. Es sei also (X, 7T) ein topologischer Raum und es sei A C X eine Teil-
menge. Die Teilraumtopologie auf A ist dann gegeben durch die Topologie

SS = {ANU|U e T}.
Die Definition besagt also, dass eine Teilmenge U offen in A ist, genau dann, wenn es eine
offene Menge V' C X gibt, so dass U = ANV.

Lemma 16.5. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Es sei B eine
Baszs fiir die Topologie von X. Dann ist

{BNA|B e B}
eine Basis fiir die Topologie von A.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma I64. Es sei also U C A eine offene
Menge in A und x € U. Nach Voraussetzung existiert eine offene Menge V' C X in X
mit U = V N A. Nachdem B eine Basis fiir die Topologie von X ist, existiert ein B € B,
so dass ¢ € B C V. Dann folgt aber auch, dass z € BN A C VNA=U. Es folgt aus
Lemma 64, dass

{BNA|B e B}

eine Basis fiir die Topologie von A ist. O
Beispiele.
(1) Wir betrachten
St = {(v,y) eR*|2* +9* =1} C R
Eine Basis fiir die Topologie auf R? ist gegeben durch
B = {B.(z,y)]|(z,y) € R* und r > 0}.

Die Schnittmenge von einem offenen Ball in R? mit S! ist ein “offenes Intervall
auf S d.h. eine Teilmenge der Form {e¢*|¢ € (a,b)}. Nach Lemma IG5 bildet
also die Menge C der offenen Intervalle auf S* eine Basis der Topologie auf S?.

(2) Wir betrachten jetzt wieder die “Gerade mit einem Punkt im Unendlichen”, d.h.
X = RU{oo} mit der Topologie, welche wir auf Seite B eingefithrt hatten. Man
kann sich leicht davon {iberzeugen, dass eine Basis der Topologie von X gegeben ist
durch

D = {(a,b)|a<beR} U {(—o00,C)U{oo}U(D,0)|C,D € R}.
Wir betrachten nun die Abbildung
f: X — St
= ei2 arctan(:v), wenn ¢ € R
. (—1,0), wenn r = oo.
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Diese Abbildung ist offensichtlich eine Bijektion. Man sieht auch leicht, dass
UeD <+« f({U)eC.

Es folgt nun aus Lemma 063, dass die Abbildung f ein Homoéomorphismus ist.
Insbesondere ist X homéomorph zu S*.

16.3. Das Produkt von topologischen Riumen.

Lemma 16.6. Es seien X und Y topologische Rdume. Dann besitzt
B = {UxV|U offen in X und V offen in Y}
die Basiseigenschaft.
Beweis. Wir miissen nun also nachweisen, dass B in der Tat die beiden Basiseigenschaften

besitzt:

(B1) Esist X xY € B, also gibt es zu jedem (z,y) € X XY eine Teilmenge in B, ndmlich
X x Y, welche (z,y) enthélt. B erfiillt also die Basiseigenschaft (B1).
(B2) Es seien nun Uy x V; und Uy x Vs aus B, dann gilt

(Ul X‘/l)ﬁ(UQX‘/Q) = (UlﬁUg) X (%ﬁ‘fz) e B.
Insbesondere erfiillt also B auch die Basiseigenschaft (B2). O

Definition. Es seien X und Y topologische Raume. Die Produkttopologie auf X x'Y ist die
von

B := {UxV|U offen in X und V offen in Y}
erzeugte Topologie auf X x Y.

Konvention. Im Folgenden, wenn X und Y topologische Rdume sind, dann versehen wir
X x Y immer mit der Produkttopologie.

Lemma 16.7. Es sei B eine Basis fiir den topologischen Raum X und es sei C eine Basis
fiir den topologischen Raum Y. Dann ist

D={BxC|BeBundCeC(C}
eine Basis fir X xY.

Beispiel. Es sei X =Y = R mit der Standardtopologie. Die offenen endlichen Intervalle
bilden eine Basis fiir den topologischen Raum X =Y = R. Es folgt also aus Lemma [G677,
dass die Produkttopologie auf R x R von “offenen Quadern” der Form (a,b) X (¢, d) er-
zeugt wird. Wie wir auf Seite gesehen hatten, erzeugen die offenen Quader gerade die
Standardtopologie auf R? = R x R.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma I64. Es sei also W C X x Y
eine offene Menge und (z,y) € W. Nach Definition der Produkttopologie existieren offene
Mengen U C X und V C Y, sodass (z,y) e UxVund U x V C W.
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Nachdem B eine Basis fiir X ist, folgt, dass es B € B mit x € B C U gibt. Ganz analog
zeigt man, dass es C' € C mit y € C' C V gibt. Es folgt, dass

(x,y) € BxC Cc UxV C W.
Es folgt also aus Lemma I64, dass
D ={BxC|BeBund C e}
eine Basis fiir den topologischen Raum X x Y ist. 0

Lemma 16.8. Es seien X und Y zwei nichtleere topologische Riume. Dann gilt

(a) X und Y sind Hausdorff <= X xY st Hausdorff

und
(b) X undY sind kompakt < X xY ist kompakt.

Beweis. Wir beweisen Teil (a) des Lemmas, Teil (b) ist eine Ubungsaufgabe in Ubungs-
blatt 11.

Es seien also X und Y zwei topologische Rdume. Wir nehmen zuerst an, dass X und Y
Hausdorff sind. Es seien nun (z,y) und (2, y’) zwei Punkte in X x Y. Nach Voraussetzung
existieren offene Umgebungen U von x und U’ von 2’ sowie V' von y und V' von ¢/, so dass
UNU =0und VNV =. Alsoist U x VNU' x V' = (). Per Definition der Topologie auf
X xY sind UxV und U’ x V' offen in X x Y. Wir haben also disjunkte offene Umgebungen
um (z,y) und (2’,y') gefunden. Also ist X x Y Hausdorff. (Der Beweis ist in Abbildung [T
links skizziert.)

Wir nehmen nun an, dass X x Y Hausdorff ist. Wir wollen zeigen, dass X Hausdorff ist.
Es seien also x und x’ zwei verschiedene Punkte in X . Nachdem Y nichtleer ist existiert ein
y € Y. Nachdem X x Y Hausdorff ist existieren disjunkte offene Umgebungen W und W’
von (z,y) und (z’, y). Per Definition der Produkttopologie gibt es offene Umgebungen U von
x und U’ von 2’ sowie V von y und V' von y, so dass (U x V)N (U’ x V') = (). Insbesondere
ist dann auch (U x {y})N (U’ x {y}) = 0. Dann gilt aber auch UNU" = (). Insbesondere sind
U und U’ disjunkte offene Umgebungen von x und z’. Also ist X Hausdorff. (Der Beweis ist
in Abbildung [T rechts skizziert.) Der Beweis, dass auch Y Hausdorff, ist natiirlich genau

der gleiche. 0
V/ 1}/ ("'E7 y)
;
y .
V- ' : X

v’z

ABBILDUNG 101. Skizzen zum Beweis von Lemma [6S.
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Wir beschlieBen die Diskussion von Produktriumen mit dem Beweis, dass S! x S*
hom&omorph zum Torus

T := {((2+sin6)cosp, (2 +sinb)siny, cosb)| b, o € R}
ist. Wir betrachten hierzu die Abbildung
f:T — Stxst
((2+sinf) cosp, (2 +sind)sing, cosf) +— (e, ).
Man kann leicht zeigen, dass die Abbildung f bijektiv. Mithilfe von Lemma 0G-2 und der
Basis C der Topologie von S!, welche wir auf Seite eingefiihrt hatten, kann man zudem

ohne groflere Probleme zeigen, dass die Abbildung f stetig ist. Nachdem 7' kompakt ist

und nachdem S* x S! nach Lemma I68 Hausdorff ist, folgt nun aus Satz I3, dass f ein
Homo6omorphismus ist.

((2+sinf)cos g, (2 +sinb)sin g, cosf)
2
T oo
(N, V-
e L N
/
Kreis in der zz-Ebene | 12

wird um die z-Achse gedreht

ABBILDUNG 102. Der Torus 7T in R3.
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17. QUOTIENTENRAUME

17.1. Aquivalenzrelationen. Es sei X eine Menge. Wir werden in diesem Kapitel aus-
fithrlich mit Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen arbeiten. Wir erinnern deshalb
zuerst noch einmal an die wichtigsten Definitionen. Eine A quivalenzrelation auf X ist eine
Teilmenge M C X x X, so dass fiir alle x,y, z € X gilt

(x,x) e M
(x,y) e M = (y,z) € M (Symmetrie)
(x,y) € M und (y,2) € M = (z,2) € M (Transitivitét).
Wir schreiben im Folgenden
r~y = (x,y) € M,
und wir sagen = und y sind dquivalent. Mithilfe dieser Notation kénnen wir die obigen
definierenden Eigenschaften wie folgt umformulieren: ~ ist eine Aquivalenzrelation auf
einer Menge A, wenn fiir alle x,y, 2z € A gilt
T~
T~y = Yy~
xwyundymz — I~ Z.
Beispiele.
(a) Fiir z,y € R definieren wir
r~y = (r—y) €.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(b) Fiir P,Q € S? :={(z,y,2) € R¥| 2 + y? 4+ 2% = 1} schreiben wir
P~(Q@Q < P=Qoder P=-Q
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf S2.
(c) Fir P,Q € D* :={(x,y) € R*|2* + y*> < 1} definieren wir
P = (@ oder

P~@ = P und Q liegen auf S' := {(z,y) |2* +y* = 1}.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf D?.
(d) Wir verallgemeinern jetzt Beispiel (c¢). Genauer gesagt, es sei X eine Menge und
A C X eine Teilmenge. Wir definieren dann

P~(@Q < P=Qoder Pund @ liegen in A.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf X.
Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquivalenzklasse ist eine
Teilmenge Y C X, so dass gilt

(1) fiir alle y, 9/ € Y gilt: y ~ ¢/,
(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt auch z € Y,
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Anders ausgedriickt, eine Aquivalenzklasse von X ist eine Teilmenge Y, so dass je zwei
Elemente in Y dquivalent sind, und welches jedes Element von X enthélt, welches zu einem
Element in Y dquivalent ist.

In Analysis IIT hatten wir folgendes (elementare) Lemma bewiesen:

Lemma 17.1. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann ist X die dis-
gunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist, d.h.

(1) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,
(2) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = 0.

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Wir bezeichnen dann mit X/ ~ die
Menge der Aquivalenzklassen. Wenn x € X, dann bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von

z "™ normalerweise mit [z] € X/ ~ oder T € X/ ~.

Beispiele.

(a) In Beispiel (a) ist jede Aquivalenzklasse von der Form
t+7Z = {t+n|neZ}

wobei t € R. Zudem gilt s +7Z = t + 7Z genau dann, wenn s — ¢t € Z. Die Menge der
Aquivalenzklassen wird mit R/Z bezeichnet. Dies ist gerade die Quotientengruppe
der abelschen Gruppe R beziiglich der Untergruppe Z.

(b) In Beispiel (b) ist jede Aquivalenzklasse von der Form {P, —P}, wobei P € S2.

(c) In Beispiel (c) ist jeder Punkt (z,y) € R? mit 2? 4+ y*> < 1 eine Aquivalenzklasse,
und alle Punkte in S* = {(z,y)| 2% 4+ y?> = 1} bilden eine Aquivalenzklasse.

(d) In Beispiel (d) ist jeder Punkt z € X \ A eine Aquivalenzklasse, und A bildet
eine Aquivalenzklasse. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen oft auch
mit X /A7

17.2. Die Quotiententopologie. Es sei nun (X, 7)) ein topologischer Raum und es sei ~
eine Aquivalenzrelation auf X. Wir werden nun eine Topologie auf der Menge X/ ~ der
Aquivalenzklassen einfiihren.

Wir bezeichnen im Folgenden

X/ ~

p: X

_>
—
201pje Aquivalenzklasse von  ist die nach Lemma 7 eindeutig bestimmte Aquivalenzklasse von X

welche x enthélt. Man sieht leicht, dass

[z] = {y € X |y~ x}.

202Dje Notation ist manchmal etwas gefihrlich. Beispielsweise hat R/Z nun zwei verschiedene Bedeu-
tungen, je nachdem ob wir der Notation aus Beispiel (a) oder der Notation aus Beispiel (d) folgen. Vom
Kontext her sollte es aber normalerweise klar sein, welche Konvention wir verwenden.
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als die Projektionsabbildung. Wir betrachten
SS = {Uc X/~ | p ' (U) ist offen in X}.

Dann kann man leicht iiberpriifen, dass S\S eine Topologie auf X/ ~ definiert. Diese Topolo-
gie wird die Quotiententopologie genannt. Wir betrachten im Folgenden X/ ~ durchgehend
als topologischen Raum beziiglich der Quotiententopologie.

Aus der Definition der Quotiententopologie folgt sofort folgendes Lemma:

Lemma 17.2. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ stetig.

Die Tatsache, dass die Projektionsabbildung X — X/ ~ stetig ist, ist natiirlich nicht
tiberraschend, wir haben die Topologie auf X/ ~ genauso gewéhlt, dass die Projektion
X — X/ ~ stetig ist.

Bemerkung. Wenn X ein kompakter topologischer Raum ist, dann folgt aus Satz [T0 und
Lemma 732, dass auch jeder Quotientenraum X/ ~ wiederum kompakt ist. In Ubungs-
blatt 10 werden wir jedoch ein Beispiel von einem Hausdorff Raum X mit einer Aquivalenz-
relation ~ sehen, so dass der Quotientenraum X/ ~ nicht Hausdorff ist.

Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologische Réumen heifit offen, wenn
das Bild jeder offenen Menge in X offen in Y ist.

Beispiele.
(1) Die Projektionsabbildung p: R*> — R, p(z,y) := z ist offen, withrend die Inklusi-
onsabbildung i: R — R?, i(x) = (,0) offensichtlich nicht offen ist.
(2) Es sei X = R und es sei ~ die Aquivalenzrelation, welche gegeben ist durch

P~(@Q < P =Q oder Pund Q liegen in [-2,2].

Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ nicht offen. In der Tat, wir
betrachten U = (—1,1) C R. Dann ist U natiirlich offen in R aber p(U) ist nicht
offen in R/ ~, denn p~(p(U)) = [—2, 2] ist nicht offen in R.

Lemma 17.3. Es sei X ein topologischer Raum, es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X
und es sei B eine Basis der Topologie auf X. Wenn die Projektionsabbildung X — X/ ~
offen ist, dann ist™

p(B) = {p(B)|B € B}

eine Basis der Topologie auf X/ ~.
Beweis. Wir verwenden das Kriterium von Lemma 64 um zu zeigen, dass p(B) eine Basis

der Topologie auf X/ ~ ist. Es sei also U C X/ ~ eine offene Menge und es sei y € U. Wir
miissen zeigen, dass es ein B € B mit y € p(B) C U gibt.

203Die Mengen p(B) sind offen in X/ ~, weil nach Voraussetzung die Projektionsabbildung X — X/ ~
offen ist.
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Wir wihlen ein x € X mit p(x) = y. Nachdem B eine Basis der Topologie auf X und
nachdem p~!(U) offen in X ist, gibt es nach Lemma [5G4 ein B € B mit x € B C p~}(U).
Dann gilt aber auch, dass y = p(z) € p(B) C p(p~*(U)) = U. O

Lemma 17.4. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und es sei f: X —Y
eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(x) = f(y), wenn x ~ y. Dann ezistiert genau
eine Abbildung g: X/ ~— Y, so dass f = gop, d.h. so dass das folgende Diagramm von
Abbildungen kommutiert:

Wenn f stetig ist, dann ist zudem auch g stetig.

Bemerkung.

(1) Es sei f: X — Y eine Abbildung wie in Lemma [74. Wir nennen die Abbildung
g: X/ ~—Y die induzierte Abbildung. Wir bezeichnen die induzierte Abbildung
oft mit f, oder auch, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, einfach nur mit f.

(2) Die Aussage von Lemma 74 ist ganz dhnlich zur folgenden, hoffentlich aus der
Algebra bekannten, Aussage: es sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus und
K C G eine normale Untergruppe mit K C Kern(yp). Dann induziert ¢ einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢: G/K — H, so dass ¢ = 1 o p, wobei
p: G — G /K die Projektionsabbildung ist.

Beweis von Lemma [[74. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und es sei
f: X =Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(z) = f(y), wenn x ~ y. Es sei nun
a ein Element in X/ ~. Dann existiert ein x € X mit a = [z]. Wir setzen

Diese Definition héngt nicht von der Wahl von z ab, nachdem f(x) = f(y), wenn immer
x ~ y. Diese Abbildung ¢g: X/ ~ — Y hat dann offensichtlich die Eigenschaft, dass f = gop.
Nachdem die Projektion X — X/ ~ surjektiv ist, ist die Abbildung g auch eindeutig
bestimmt.

Nehmen wir nun an, dass f stetig ist. Wir wollen zeigen, dass g stetig ist. Es sei al-
so U C Y offen. Wir miissen zeigen, dass ¢~ '(U) C X/ ~ offen ist. Per Definition der
Quotiententopologie miissen wir also zeigen, dass p~'(¢g~1(U)) offen in X ist. Es ist aber

p g (U)) = (gop) ' (U) = f(U)

offen, nachdem f stetig ist. O
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Beispiel. Wir betrachten noch einmal Beispiel (a). Zur Erinnerung, fiir z,y € R gilt
r~y & (x—vy) €L
Auf Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass R/ ~ kompakt ist. Wir betrachten
p:R — St
x +—  (cos(2mz),sin(27x)).
Es gilt offensichtlich, dass ¢(z) = ¢(y), wenn immer z ~ y. Nach Lemma [74 existiert
daher genau eine Abbildung
?:R/Z:=R/~ — SY
mit der Eigenschaft, dass $(Z) = ¢(x) fiir alle z € R. Man kann sich leicht davon iiber-
zeugen, dass P bijektiv ist.
Nachdem R/ ~ kompakt ist, und nachdem S' Hausdorff ist, folgt nun aus Satz I3,
dass p: R/Z — S* ein Homdomorphismus ist.

Beispiel. Zum Abschlufl betrachten wir noch Beispiel (d). Zur Erinnerung, fiir P,Q € D?
hatten wir folgende Aquivalenzrelation eingefiihrt:

P = (@ oder
P und Q liegen auf S' := {(z,y) | 2> +y* = 1}.

Wir betrachten zuerst die stetige Abbildung

P~Q &

0: D* — §?
(x,y) Tr—> (cos(y) - sin(7r), sin(y) - sin(7r), cos(nr)).

wir schreiben (x,y) = (rcos ¢, 7sin ) mit r € [0,1] und ¢ € [0, 27]

Man kann sich leicht vergewissern, dass diese Abbildung in der Tat wohl definiert ist, d.h.
dass der Ausdruck auf der rechten Seite nicht von der Wahl der Polarkoordinaten (r, o) fiir
einen Punkt (z,y) € D? abhiingt, und dass der Punkt auf der rechten Seite in der Tat in
S? liegt.

Es gilt zudem, dass ¢(z,y) = (0,0, —1) fir alle Punkte mit » = 1, d.h. fiir alle Punkte
(z,y) in S* = {(z,y) |2* + y* = 1}. Es folgt also insbesondere, dass p(P) = p(Q) fiir alle
Punkte P,Q € D? mit P ~ Q. Nach Lemma [74 existiert daher genau eine Abbildung
g: D?/ ~— S? mit der Eigenschaft, dass g([P]) = ¢(P) fiir alle P € D?. Man kann sich
problemlos davon iiberzeugen, dass g bijektiv ist.

Der topologische Raum D? ist kompakt. Aus Satz IO folgt dann auch, dass D?/ ~
kompakt. Nachdem S? zudem Hausdorff ist, folgt nun aus Satz I3, dass g ein Homdo-
morphismus ist.

Die anschauliche Darstellung des Arguments ist in Abbildung I3 skizziert. In D?/ ~
fassen wir alle Punkte auf dem Rand zu einem Punkt zusammen. Das “Endergebnis” ist
eine 2-dimensionale Sphére.

17.3. Beispiele: Zylinder, Torus, das Mdébius Band und die Kleinsche Flasche.
Wir betrachten im Folgenden noch viele weitere Beispiele von Aquivalenzrelationen auf
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ABBILDUNG 103.

topologischen Raumen. Bei der Beschreibung der Beispiele ist es hilfreich folgende Sprech-
weise einzufithren. Es sei ~ eine Relation auf X, d.h. es sei eine Teilmenge von X x X
gegeben. Wir sagen z,y € X sind dquivalent, wenn es x = x1, ..., 2, = y in X gibt, so dass
fir alle : = 1,...,k — 1 gilt: entweder ist x; ~ ;41 oder es ist ;11 ~ x;. Wir schreiben
dann wiederum z ~ y, wenn x und y dquivalent sind.

Beispiel. Die Relationen x ~ (x +1) mit x € R auf R erzeugen die schon verwendete
Aquivalenzrelation x ~y < v —y € Z.

(A) Wir betrachten X = [0,1] x [0,1] € R? und die Aquivalenzrelation, welche erzeugt

wird von
(2,0) ~ (z,1) fiir alle z € [0, 1].7™

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir jeden Punkt
auf der oberen Kante mit dem entsprechenden Punkt auf der unteren Kante identifizieren.
Etwas anschaulicher, wir erhalten den Quotientenraum indem wir die “obere Kante mit der
unteren Kante verkleben”. Die Abbildung M4 veranschaulicht diese Operation und sugges-
tiert, dass der Quotientenraum X/ ~ ein Zylinder ist. Wir bezeichnen diesen topologischen
Raum manchmal auch als Annulus.

Wir kénnen diese Aussage auch leicht beweisen. Wir betrachten zuerst die stetige sur-
jektive Abbildung

0: X =10,1] x[0,1] — [0,1] x S*
(x,y) +— (x,cos(2my),sin(27y)).
Nachdem ¢(a) = ¢(b) fiir alle @ ~ b induziert ¢ eine Abbildung ¢: X/ ~— [0,1] x S*.
Diese Abbildung ist stetig und (wie man leicht sieht), bijektiv. Es folgt aus Satz 10, dass
X/ ~ kompakt ist. Nachdem [0,1] x S C R? zudem Hausdorff ist, folgt wiederum aus

Satz L3, dass 1 ein Homéomorphismus ist, d.h. X/ ~ ist in der Tat homéomorph zu
einem Zylinder.

204pjie Aquivalenzrelation ist also gegeben durch

P~Q@Q <= P=Qoder P=(x,1)und Q = (,0) fiir ein x € [0, 1].
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die Punkte (x,1) und (z,0) sind dquivalent

y B=[0,1] x 1 in X/ ~ist [(x,1)] = [(x,0)] ein Punkt
h
el
™S X =0,1] x [0,1] Zylinder

\

A=10,1]x0

ABBILDUNG 104. Verkleben von zwei Seiten eines Quadrats ergibt einen Zylinder.

der Ausgang links entspricht
dem Ausgang rechts,
Pacman bewegt sich also
auf einem Zylinder

SeORe © LiVesS 29

ABBILDUNG 105.

(B) Wir betrachten jetzt X = [0,1] x (0,1) C R?, dieses Mal mit der Aquivalenzrelation,

welche erzeugt wird von

0,y) ~ (1,1 —y) firalley € (0,1).

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die “linke Kan-
te nach einer Verdrillung mit der rechten Kante verkleben”. Den topologischen Raum
X/ ~ nennen wir das Mdbiusband. Die Abbildung @U@ veranschaulicht diese Operation.
Wir iiberlassen es als Ubungsaufgabe nachzuweisen, dass X/ ~ homéomorph ist zum Teil-
raum von R3, welchen wir im Beweis von Lemma E23 eingefiihrt hatten.

S L
- — - N
— - — - —

S SN

[O, 1] X (Ov 1)/ ~

ABBILDUNG 106. Das Mobiusband.
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(C) Wir betrachten jetzt wiederum X = [0,1] x [0,1] C R?, aber dieses Mal mit der
Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von

(,0) ~ (z,1) fiir alle z € [0, 1]
und von

(0,y) ~ (1,y) fiir alle y € [0, 1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die “obere Kante
mit der unteren Kante verkleben” und die “linke Kante mit der rechten Kante verkleben”.
Die Abbildung T4 veranschaulicht diese Operation und suggestiert, dass der Quotienten-
raum X/ ~ ein Torus ist.

=G G

ABBILDUNG 107. Verkleben von den gegeniiberliegenden Kanten eines Qua-
drats ergibt einen Torus.

Man kann nun ohne grolere Probleme, ganz analog zum Argument auf Seite P10 zeigen,
dass X in der Tat homdomorph ist zum topologischen Raum S* x S*.

(D) Wir betrachten jetzt noch einmal X = [0,1] x [0,1] C R?, jedoch dieses Mal mit der
Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von

(2,0) ~ (z,1) fir alle x € [0, 1]

und von
0,y) ~ (1,1—y) furalleye€][0,1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die “obere Kante
mit der unteren Kante verkleben” und die “linke Kante nach einer Verdrillung mit der
rechten Kante verkleben”. Den topologischen Raum X/ ~ nennen wir die Kleinsche Fla-
sche.”8 Die Abbildung IR veranschaulicht diese Operation. In Abbildung sehen wir
die Skizze einer stetigen Abbildung von der Kleinschen Flasche in R3. Diese Abbildung ist
nicht injektiv, zwei Kreise auf der Kleinschen Flasche bilden auf den gleichen Kreis in R?
ab. In der Tat kann man zeigen, aber dies geht weit iiber diese Vorlesung hinaus, dass es
keine injektive stetige Abbildung von der Kleinschen Flasche nach R? geben kann.

Es gibt allerdings eine injektive stetige Abbildung von der Kleinschen Flasche nach R*.
Die Konstruktion ist in Abbildung IT0 skizziert. Genauer gesagt, es sei ®: X/ ~— R3? die
Abbildung, welche in Abbildung skizziert ist. Wir wihlen eine weitere stetige Abbildung

205Djie Kleinsche Flasche ist nach dem Mathematiker Felix Klein (1849-1925) benannt.
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\ /

die Orientierungen der Randkreise
stimmen nicht iiberein

ABBILDUNG 108. Die Definition der Kleinschen Flasche.

jede Abbildung der Kleinschen Flasche nach R? hat einen Selbstschnitt

die Bilder der beiden Kreise sind identisch

ABBILDUNG 109. Die Kleinsche Flasche kann nicht als Teilmenge von R3
dargestellt werden.

U(z,y) = f(z): X/ ~— R, welche die Eigenschaft hat, dass die Werte fiir alle Punkte auf
A echt kleiner sind als die Werte auf B. Dann ist die Abbildung

X/~ — R{=R3xR
[(z,9)] = (B(z,9), f(2))

injektiv. In der Tat, denn wenn ®(z,y") = ®(x,y) mit (z,y) # (2/,y'), dann liegen (x,y)
und (z’,y") auf zwei verschiedenen Kreisen A und B, also unterscheiden sich die f-Werte.

/

17.4. Beispiele: Flichen von h6herem Geschlecht. Wir wollen im folgenden eine ma-
thematische saubere Definition von Flachen von Geschlecht 2 geben. Um diese zu motivieren
beginnen wir zuerst mit einer etwas informellen Diskussion.

Wir betrachten erst einmal den topologischen Raum, welcher auf der linken Seite von
Abbildung [T skizziert ist. Wir betrachten hierbei ein Pentagon, bei dem jeweils zwei
Seiten mit entgegengesetzter Orientierung identifiziert werden.

In dem Beispiel sind die fiinf Eckpunkte dquivalent.”™ Daher ist dieser topologische Raum
homoomorph zum topologischen Raum, welchen wir aus dem Torus X = [0, 1] x [0, 1]/ ~

2061 der Tat, denn 1 ~ 4 (wegen rot) und 4 ~ 3 (wegen blau) und 3 ~ 2 (wegen rot) und 2 ~ 5 (wegen
blau).
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% ‘ C R?

U(z,y) = f(x), wobei der Graph [

von f(x) gegeben ist durch

ABBILDUNG 110. Die Kleinsche Flasche kann jedoch als Teilmenge von R*
aufgefasst werden.

erhalten, indem wir eine offene Scheibe entfernen. Wir erhalten also eine Fliche mit einer
Randkomponente.

1%
I

X\
-

N\t
4 N

Torus von dem eine offene Scheibe entfernt wurde

— \\

ABBILDUNG 111.
Wir betrachten jetzt das reguléqu.Oktagon'z':':| Eg, welches in Abbildung skizziert ist.
Wie fiir den Torus wéahlen wir eine Aquivalenzrelation, so dass jeweils zwei Kanten, welche

durch genau eine Kante getrennt sind, mit “entgegengesetzter Orientierung” &dquivalent
werden. Das Oktagon mit den Verklebungen wird in Abbildung IT2 skizziert. Der topolo-

77, _ Q\\©)
[ s

> =
<N\

ABBILDUNG 112. Die Fliche von Geschlecht 2.

I

N\

gische Raum FEg/ ~, den wir dadurch erhalten, ist anschaulich die Fldche von Geschlecht

207Ein n-Eck E im R? heifit regulér, wenn alle Kanten die gleiche Léange besitzen und wenn alle Innen-
winkel gleich sind.
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2. Dies kann man wie folgt sehen: Wir betrachten in Fg zuerst die rechte obere Hélfte, wir
identifizieren dann jeweils zwei Kanten, und erhalten, wie wir gerade gesehen hatten einen
“Torus minus eine Scheibe”. Genau das gleiche gilt auch fiir die linke untere Hélfte. Wir
erhalten jetzt Fg/ ~, indem wir zwei solche “Tori minus eine Scheibe” am Rand verkleben.
Das Ergebnis ist, wie in Abbildung T2 illustriert, eine Flache von Geschlecht 2.

Wir kehren jetzt zuriick zu préziser Mathematik. Genauer gesagt, wir beschreiben jetzt
Fs und die obige Aquivalenzrelation prizise. Dabei bezeichnen wir mit Fy das regulire
Oktagon mit den Eckpunkten Qj = e*™*/1 wobei k =1,3,...,15. Fiir Punkte A, B €
R? = C bezeichnen wir wie iiblich mit AB die euklidische Strecke von A nach B. Zudem
bezeichnen wir fiir z € S* mit s,: C — C die Spiegelung an der euklidischen Geraden
{tz|t € R}. Wir bezeichnen mit ~ die Aquivalenzrelation auf Eg, welche erzeugt ist durch

P € Qap-1Qokr1 ~ Sezrniczerzis(P) € QopsQarys
fir k = 0,1,4,5. Diese vier Relationen werden in Abbildung IT3 skizziert.” Die obige
Diskussion motiviert jetzt die Konvention, dass wir den topologischen Raum FEg/ ~ als die
Fldche von Geschlecht 2 bezeichnen.

Qs _ Q3

\
.

e

4

A.NN
4

\

o God
\ NN Q
Qu 1

Spiegelung sz Spiegelung sz Spiegelung s« Spiegelung sz«
N - 4 - - 2

Q? Ql Q'? 7

Q

»

7,

N

_
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ABBILDUNG 113. Jeweils zwei Kanten werden mithilfe einer Spiegelung identifiziert.

Ganz analog kann man fiir jedes ¢ > 3 auch die Flidche von Geschlecht g definieren.
Genauer gesagt, wir starten in diesem Fall mit einem regulidren 4¢-Eck und identifizieren
fir j =1,..., g die Kante 47 + 1 mit der Kante 45 + 3 und die Kante 45 + 2 mit der Kante
47+ 4, wobei die Identifizierung jedes Mal gegeben ist durch eine Spiegelung. Fiir g = 3 ist
diese Konstruktion in Abbildung T4 skizziert.

208Fs ist eine amiisante Aufgabe sich davon zu iiberzeugen, dass bei dieser Aquivalenzrelation alle
Eckpunkte des Oktagons dquivalent sind.
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ABBILDUNG 114. Die Flache von Geschlecht drei.
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18. TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEITEN

18.1. Zweitabzihlbare topologische Ridume. Bevor wir die topologischen Mannigfal-
tigkeiten einfithren konnen, benotigen wir noch folgende etwas technische Definition.

Definition. Ein topologischer Raum heif$t zweitabzdihlbar, wenn es eine abzéhlbare Basis fiir
die Topologie gibt.
Lemma 18.1.

(1) R™, mit der tiblichen Topologie, ist zweitabzihlbar,

(2) jede Teilmenge von R™, mit der iblichen Teilraumtopologie, ist zweitabzihlbar.
Beweis. Wir betrachten zuerst

B := {alle Teilmengen von R™ der Form B.(p) mit € € Q¢ und p € Q"}.

Es folgt leicht aus Lemma 064, dass B eine Basis der Topologie von R” ist.”™ Nachdem

B aus nur abzahlbar vielen Mengen besteht ist also R"™ zweitabzéihlbar. Es sei nun A eine
Teilmenge von R™. Es folgt dann aus Lemma D64, dass

C := {alle Teilmengen von A der Form AN X mit X € B}
eine Basis der Topologie von A ist. Nachdem C offensichtlich abzéhlbar ist, folgt, dass A
zweitabzdhlbar ist. U

Lemma 18.2. Das Produkt von zwei zweitabzihlbaren topologische Rdiumen ist wiederum
zweitabzahlbar.

Beweis. Es seien also X und Y zwei zweitabzéhlbare topologische Rédume. Zudem sei
{B;}ier bezichungsweise {C}} ;e eine abzéhlbare Basis der Topologie von X beziehungswei-
se Y. Es folgt aus Lemma 67, dass {B; X C} }(; j)erxs eine Basis fiir X x Y ist. Das Produkt
der beiden abzihlbaren Mengen I und J ist wiederum abzahlbar™®, also ist {B;x Cj}(m)e IxJ
eine abzihlbare Basis fiir X x Y. O

Folgendes Lemma folgt sofort aus Lemma 3.

Lemma 18.3. Es sei X ein zweitabzihlbarer topologischer Raum und es sei ~ eine Aqui-
valenzrelation auf X. Wenn die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ offen ist, dann ist
auch X/ ~ zweitabzdihlbar.

Beispiel. Die bisherigen beiden Lemmas besagen, dass die meisten Beispiele von topologi-
schen Rdumen, welche wir kennen, in der Tat zweitabzéhlbar sind. Allerdings sind nicht
alle topologischen Rdumen zweitabziahlbar. Beispielsweise ist R mit der diskreten Topologie
nicht zweitabzihlbar. 7

2091 der Tat, denn sei U C R™ offen und es sei € U. Dann gibt es per Definition ein € > 0, so dass
Be(x) € U. Wir wihlen nun eine rationale Zahl 7 < § und wir wihlen einen Punkt y € Q™ mit ||z —y|| < 7.
Dann gilt € B, (y) C Byyja—y|(®) C Be(x) C U. Es folgt nun aus Lemma 064, dass B eine Basis der
Topologie von R™ ist.

210Warum ist das Produkt von zwei abzihlbaren Mengen wiederum abzihlbar?

2 Warum nicht?
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18.2. Definition von topologischen Mannigfaltigkeiten. Wir konnen jetzt den Begriff
der “topologischen Mannigfaltigkeit” einfiihren.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Eine n-dimensionale Karte fiir X ist ein Homéomorphismus ®: U — V' zwischen
einer offenen Teilmenge U C X und einer offenen Teilmenge von R".
(2) Ein n-dimensionaler Atlas fir X ist eine Familie von n-dimensionalen Karten
{®;: U; = Vi}ier, so dass UU; = X.

il
(3) Wir sagen X ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, wenn X ein
zweitabzidhlbarer Hausdorff-Raum ist und wenn es zu jedem z € X eine n-dimen-

sionale Karte ®: U — V mit « € U gibt.??

Beispiele.

(1) Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M mit OM = () ist eine k-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit. In der Tat, denn es gilt:

(a) M ist eine Teilmenge von R", also insbesondere nach Seite M Hausdorff und
nach Lemma X1 zudem zweitabzéihlbar,

(b) zudem schrénkt sich jede Karte ®: U — V, im Sinne der Definition auf Seite [,
auf einen Homéomorphismus ®: UNM — VNE), C Ej, = R ein. Diese Aussage
wird in Abbildung T3 illustriert.

(2) Es sei X die Gerade mit zwei Nullen, welche wir auf Seite B kennengelernt hatten.
In Ubungsblatt 12 werden wir sehen, dass es zu jedem z € X eine Karte ®: U — V
mit x € U gibt. Andererseits hatten wir schon gesehen, dass X nicht Hausdorff ist.
Dies zeigt, dass die Hausdorff-Eigenschaft nicht aus der Existenz von Karten folgt.

M
/7 UNM
Ké—/ P (U N M)
— \

\ Rk

M

/

. . L Karte fiir topologische
Karte fiir Untermannigfaltigkeit Mannigfaltigkeit

ABBILDUNG 115.

Bemerkung. Die Bedingung, dass eine topologische Mannigfaltigkeit X zweitabzéhlbar sein
soll ist sicher unerwartet. Wir geben hier eine Begriindung, und etwas spéter geben wir noch
eine weitere Begriindung, warum man diese Einschriankung vornimmt.

2I2M\it anderen Worten, ein zweitabzihlbarer Hausdorfl-Raum X ist eine topologische n-dimensionale
Mannigfaltigkeit, wenn X einen n-dimensionalen Atlas besitzt.
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Man kann sich fragen, was fiir eindimensionale zusammenhéngende topologische Mannig-
faltigkeiten es gibt. Wir kennen natiirlich S* und R, und es erscheint auf den ersten Blick
verniinftig, dass jede eindimensionale zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit zu
einer der beiden Beispiele homdomorph ist.” Erstaunlicherweise gibt es jedoch noch einen
weiteren topologischen Raum, welcher Hausdorff ist, und welcher einen Atlas besitzt, wel-
cher jedoch nicht zu S* oder R homdomorph ist. Dies ist die sogenannte “lange Gerade”,
siehe

http://en.wikipedia.org/wiki/Long_line_(topology)
oder
http://de.wikipedia.org/wiki/Lange_Gerade
oder
http://pages.uoregon.edu/koch/math431/Longline.pdf

Dieser topologische Raum ist jedoch nicht zweitabzéhlbar, und damit keine topologische
Mannigfaltigkeit in unserem Sinne. Um dieses exotische Beispiel auszuschlieen haben wir
in der Definition gefordert, dass eine topologische Mannigfaltigkeit zweitabzahlbar sein soll.

Das folgende Lemma gibt ein weiteres Beispiel einer topologischen Mannigfaltigkeit.
Lemma 18.4. Das Mdbiusband ist eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. Mit den Methoden des Beweises von Lemma I8 kann man auch problemlos
zeigen, dass auch die anderen topologischen Raume, welche wir in Kapitel I73 eingefiihrt
hatten, ndmlich der Zylinder, der Torus und die Kleinsche Flasche ebenfalls 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeiten sind. Wir werden den Fall einer Fliche von Geschlecht 2
etwas spéter auch noch explizit betrachten und wir werden dann zeigen, dass es sich hierbei
auch um eine topologische Mannigfaltigkeit handelt.

Beweis. Wir betrachten wie auf Seite 2T den topologischen Raum X = [0,1] x (0, 1) C R?
mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von
(0,y) ~ (1,1 —y) fir alle y € (0,1).
Wir bezeichnen mit
p X — X/~
Q@ — p@Q) =I[Q]
die Projektionsabbildung. In Ubungsblatt 12 wird gezeigt, dass X/ ~ zweitabzihlbar ist.
Zudem wird in Ubungsblatt 11 gezeigt, dass X/ ~ Hausdorff ist.”™

Wir miissen nun also nur noch zeigen, dass es zu jedem Punkt Q € X/ ~ eine 2-
dimensionale Karte um @ gibt. Es sei also @ € X/ ~.

213Beispielsweise ist (—1,1) homéomorph zu R, via t — tan(5t). Andererseits entspricht die obige
Definition von topologischer Mannigfaltigkeit der urspriinglichen Definition von Untermannigfaltigkeit auf
Seite 4, d.h. wir erlauben keinen Rand.

2HNjcht alle Figenschaften einer topologischen Mannigfaltigkeit sind gleich wichtig. Die Hausdorff-
Eigenschaft und die Zweitabz&hlbarkeit kann man in den meisten verniinftigen Féllen problemlos nach-
weisen. Der Knackpunkt ist normalerweise die Existenz der Karten.


http://en.wikipedia.org/wiki/Long_line_(topology)
http://de.wikipedia.org/wiki/Lange_Gerade
http://pages.uoregon.edu/koch/math431/LongLine.pdf

220

1. Fall Wir nehmen zuerst an, dass @ = p(x,y) mit x # 0, 1. Wir setzen V; = (0,1) x (0, 1).
Die Einschrinkung von p auf V; ist ein Homomorphismus™ und U; := p(V}) ist
eine offene Umgebung von Q. Also ist ®; := p~1: U; — V] eine Karte um Q.

X =1[0,1]

x (0,1)

p
_—
) =p! Uy = p(WV1)
(z,y)  Vi:=(0,1)x(0,1) Q = p(z,y) mit = £ 0, 1

ABBILDUNG 116. Skizze zum Beweis von Lemma IX4: 1. Fall

2. Fall Wir nehmen nun an, dass Q) = p(0,y) fiir ein y € (0,1). Wir setzen
W= (0,0 x (0,1) U (3 1] % (0,1).
Dies ist offensichtlich eine offene Menge von X. Wir setzen nun Uy := p(W).
Nachdem p~(Uz) = p~'(p(W)) = W offen ist, ist Uy eine offene Umgebung von
Q = p(0,y). Wir betrachten nun die Abbildung
By: Uy =p(W) — Vo= (—1,1) x(0,1)
(a,b), wenn (a,b) €[0,%) x (0,1),
pla;b) { (@—1,1=0b), wenn (a,b) € (2,1] x (0,1).

Diese Abbildung ist, wie man leicht zeigen kann, wohl-definiert™@, bijektiv, stetig
und die Umkehrabbildung ist ebenfalls stetig. Also ist ®5: Uy — V5 eine Karte um

Q =p(0,y).
Wir haben nun also einen Atlas {®;: U; — V;},—1 » fiir das Mobiusband gefunden. O

18.3. Gruppenoperationen. Um weitere Beispiele von topologischen Mannigfaltigkeiten
zu konstruieren, fithren wir den Begriff von Gruppenoperationen ein.
Definition. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe mit trivialem Element e.

(1) Eine Gruppenoperation (oder kurz Operation) von G auf X ist eine Abbildung

GxX — X
(g;) — g-x
mit folgenden Kigenschaften

e-r = x, fiir alle x € X,
g-(h-z) = (gh)-z, fiirallexe X und g,h € G.7®

25 Warum?
216D h. wenn p(a, b) = p(a’,¥), dann gilt auch nach der obigen Definition ®(p(a, b)) = ®2(p(a’,b')).
21T\Warum miissen wir nicht auch noch den Fall betrachten, dass Q = p(1,y) fiir ein y € (0,1)?
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ABBILDUNG 117. Skizze zum Beweis von Lemma IX4: 2. Fall.

(2) Die Operation heiit transitiv, wenn es zu allen z,y € X ein g € G mit g-x =y
gibt.
(3) Die Operation heifit frei, wenn g -z = x fiir ein x € X impliziert, dass g = e.

Beispiele.
(1) Die orthogonale Gruppe O(n) operiert auf R™ durch die iibliche Multiplikation.
Diese Operation ist weder transitiv noch frei.?®
(2) Die Mobiustransformationen bilden nach Lemma [271 eine Gruppe, welche nach
Satz 48 auf der Menge der hyperbolischen Geraden operiert. Lemma [471 besagt,

dass diese Operation transitiv ist. Allerdings ist die Operation nicht frei.”®
(3) Es sei X die Menge aller unangeordneten Basen von R"™. Dann ist

GL(n,R) x X — X
(A {v1,...,v.}) — {Auy, ..., Av,}

eine transitive Operation, welche jedoch nicht frei ist.
(4) Es sei 5, die Permutationsgruppe der Menge {1,...,n}. Dann ist

S, xR" — R"
(a,(vl,...,vn)) — (va(l),...,va(n))

eine Operation, welche weder frei noch transitiv ist.

2187 inks wenden wir also zwei Mal die Operation an, wihrend wir rechts erst die beiden Elemente in
der Gruppe multiplizieren, und dann auf x anwenden.

29Warum nicht?

220 Aych hier, warum nicht?
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(5) Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Linksmultiplikation. Diese Operation
ist transitiv und frei.

Folgendes Lemma folgt leicht aus den Definitionen und verbleibt eine freiwillige Ubungs-
aufgabe.

Lemma 18.5. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X operiert. Dann ist
x o~y <= esemstiert ein g € G, sodass g-xr =1y
eine Aquivalenzrelation auf X .

Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X operiert. Wir bezeichnen mit ~
die Aquivalenzrelation aus Lemma IXA. Wir definieren dann

X/G = X/ ~.
Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir folgendes elementare Lemma mehrmals

verwenden.

Lemma 18.6. Es sei G eine Gruppe, welche auf einer Menge X operiert. Wir bezeichnen
mit p: X — X/G die Projektionsabbildung. Es seien A und B Teilmengen von X. Dann
qgilt

p(A)Np(B) =0 <= firalege G ist gANB =1
und die dquivalente Aussage

p(A)Np(B) # 0 <= es gibt ein g€ G mit gAN B # ).
Beweis. Wir beweisen die zweite Aussage, die erste Aussage ist zu dieser dquivalent. Es gilt

p(A)Np(B) # 0 <= esgibta € Aund b € B mit p(a) = p(b) € X/G
<= esgibta€ Aund b € B und ein g € G mit ga = b
<= es gibt ein g € G mit gA N B # 0. 0

18.4. Stetige Operationen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X operiert.
Wir sagen die Operation ist stetig, wenn fiir jedes g € G die Abbildung

X — X
r = g-x

stetig ist.
Beispiele.
(A) Es sei X =R"” und G = Z". Dann ist
Z" x R* — R"
(z,v) — z+w

eine stetige und freie Operation.
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(B) Essei X =R x (—1,1) und G = Z. Dann ist
Zx (Rx(-1,1)) — Rx(-1,1)
(n, (z,y)) = (z+n,(=1)"y)

eine Operation®, welche ebenfalls stetig und frei ist.
(C) Es sei X =R und G = {£1}. Dann ist

{1} xR — R
(e,x) — e-x

eine stetige Operation. Diese ist jedoch nicht frei, denn (—1) -0 = 0, aber —1 ist
nicht das triviale Element der Gruppe G = {£1}.
(D) Es sei X = 5™ und G = {£1}. Dann ist
{£1} x 8" — S"
(,P) — €-P
eine stetige und freie Operation.
(E) Es sei X =R und G = Q. Dann ist

QxR — R
(r,x) — r+uz,

ganz analog zu Beispiel (A) eine stetige und freie Operation.
(F) Die Abbildung
2,R)xH — H
a b az+b
((C d>’2> ~ cz+d

ist eine stetige und transitive Operation.2

22lWarum ist dies eine Operation?
22Dje Aussage, dass dies in der Tat eine Operation ist folgt aus folgender nicht besonders erhellenden
Rechnung: fiir z € H ist
. 10 1-240
1d~z:( )~z:7:z.

0 1 0-z+1
Zudem gilt fiir

_(a b , qad v
¢ = (c d) und - &= <c’ d’)
in (2,R) und z € H, dass
oG a0 a b _qad VYN az+b a’Zj_—:__s—i—b’
(G2) = <c’ d’).((c d)z) o (c’ d')'cz+d - c,az+b_|_d,
cz+d
_ (ad" +Vc)z 4 (a'b+b'd) (aa’+b’c a’b—|—b’d). TR
- (da+dco)z+ (db+dd)  \da+dc db+dd o :

Die Aussage, dass diese eine transitive Operation ist, ist eine Umformulierung von Lemma 2.
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Lemma 18.7. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologischen Raum X ope-
riert. Fir jedes g € G ist die Abbildung
X —- X
r = g-x
ein Homoomorphismus.

Beweis. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologischen Raum X operiert und
es sei g € G. Die Abbildung

X = X

T = g_1
ist nach Voraussetzung ebenfalls stetig. Zudem ist diese Abbildung die Umkehrabbildung
der gegebenen Abbildung, denn fiir alle z € X ist

9 (g-2) = (97'9)z =ex =
T T
zweites Axiom einer Operation erstes Axiom einer Operation.
Genau das gleiche Argument zeigt auch, dass g - (¢7! - x) = z fiir alle z. O

Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X stetig operiert. Wir
fassen dann X/G immer als topologischen Raum beziiglich der Quotiententopologie auf,
welche wir in Kapitel I72 eingefiihrt hatten. Zur Erinnerung, dies bedeutet, dass U C X/G
offen ist, wenn unter der Projektionsabbildung p: X — X /G das Urbild p~'(U) C X offen
ist.

Wir betrachten nun noch die Quotientenrdume von einigen der vorherigen Beispiele.

Beispiele.

(A) Wir betrachten wiederum die stetige Operation von Z™ auf R". Auf Seite hatten
wir gesehen, dass R/Z homdomorph zu S! ist. Genau der gleiche Beweis zeigt nun,

dass
n—Mal
P ——
Rn/Zn — (Sl) Sl . X Sl
(21, m)] (2 27rz:cn)
ein Homéomorphismus ist. Wir bezeichnen R"” / Zr = (S1)" Raum als den n-dimen-

stonalen Torus. )
(B) Es sei X =[0,1] x (0,1) und es sei ~ die Aquivalenzrelation von Seite PT1, welche
das Mdobiusband definiert. Man kann nun leicht zeigen, dass die Abbildung

X/~ = Rx(-1,1))/Z
wohldefiniert ist, und dass dies ein Homoéomorphismus ist. Mit anderen Worten,

(R x (—1,1))/Z ist homoomorph zum Mdébiusband. Im weiteren Verlauf bezeichnen
wir oft auch (R x (—1,1))/Z als das M&biusband.
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(C) Wir betrachten noch einmal die Operation von G = {£1} auf X = R. Man kann
nun leicht zeigen, dass

R/{£1} — [0,00)
2] = |zl

ein Homdomorphismus ist.

(D) Wir bezeichnen den Quotientenraum S™/{+1} als den n-dimensionalen projektiven
Raum R P". Der reelle n-dimensionale projektive Raum wird normalerweise definiert
als

RP" = Menge aller Geraden in R**! = (R"*'\ {0})/ ~,

wobei v ~ w, wenn v = \w fiir ein A € R. Die Abbildung 5"/ ~ — (R"\{0})/ ~,
welche gegeben ist durch [v] — [v], ist jedoch offensichtlich eine Bijektion. Der
projektive Raum spielt eine wichtige Rolle in der “algebraischen Geometrie” und
der “Topologie”.

(E) Wir betrachten wiederum die Operation

QxR — R
(r,z) — r+zx.

In diesem Fall ist der Quotientenraum R/Q kein “alter Bekannter”, sondern ein eher
eigenwilliger Raum. Beispielsweise ist R/Q kein Hausdorff-Raum. In der Tat, denn
es seien P und @ in R/Q und es seien U und V offene Umgebungen von P und Q.
Wir wollen zeigen, dass U NV # 0. Wir setzen A = p~}(U) und B = p~'(V). Dann
ist U =p(p~1(U)) = p(A) und V = p(p~1(V)) = p(B). Wir miissen also zeigen,
dass p(A)Np(B) # 0. Nachdem A eine offene Teilmenge von R ist gibt es ein r € Q
mit (r + A) N B # ). Also folgt aus Lemma IXE, dass p(A) Np(B) # 0.

Wir wollen jetzt ein Kriterium dafiir finden, dass fiir einen Hausdorff-Raum X auch der
Quotientenraum X /G wiederum Hausdorff ist.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X operiert.
Wir sagen, G operiert eigentlich, wenn es fiir alle x und y in X offene Umgebungen U von
x und V von y gibt, so dass die Menge {g € G | gU NV # 0} endlich ist.”=

Wir betrachten wiederum einige der vorherigen Beispiele.

Beispiele.

223Djese Definition ist nicht die Standarddefinition von einer eigentlichen Operation. Normalerweise
sagt man, dass eine Gruppe G eigentlich operiert, wenn fiir alle kompakten Teilmengen K und L die
Menge {g € G|gK N L # (} endlich ist. Wir interessieren uns im Folgenden nur fiir Operationen auf
topologischen Mannigfaltigkeiten, und mit etwas Aufwand kann man zeigen, dass in diesem Spezialfall die
beiden Definitionen dquivalent sind.
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(A) Die Operation von G = Z" auf X = R" ist eigentlich. In der Tat, denn es seien P
und () zwei Punkte in R™. Dann gilt fiir jede Wahl von beschriankten Umgebungen
Uund V, dass {z € Z"| 2+ U NV # 0} endlich ist.”?

(B) Ein dhnliches Argument wie in (A) zeigt, dass die Operation der Gruppe G = Z
auf X =R x (—1,1) eigentlich ist.

(C&D) Jede stetige Operation einer endlichen Gruppe ist offensichtlich eigentlich. Insbe-
sondere sind die Operationen der Gruppe G = {+1} auf X = R und X = S
eigentlich.

(E) Die Operation von G = Q auf X = R ist nicht eigentlich. Diese Aussage kann man
leicht ganz explizit nur mithilfe der Definitionen zeigen. Die Aussage folgt auch aus
der oben bewiesenen Tatsache, dass R/Q nicht Hausdorff ist, zusammen mit dem
néchsten Satz.

Satz 18.8. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X stetig operiert.
Wenn die Operation zudem eigentlich ist, dann ist der Quotientenraum X/G ebenfalls

Hausdorff.
Im Beweis von Satz IE8 werden wir folgende zwei Lemmas verwenden.

Lemma 18.9. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologischen Raum X ope-
riert. Dann ist die Projektionsabbildung X — X/G offen."=

Beweis von Lemma I83. Wir miissen also zeigen, dass p offen ist. Es sei also U C X offen.
Wir miissen zeigen, dass p(U) offen in X/G ist, d.h. wir miissen zeigen, dass p~'(p(U))
offen in X ist. Es folgt aus den Definitionen, dass™®

p(p(U) = U gU

geqG

Nachdem G stetig operiert, ist die Multiplikationsabbildung x + gx nach Lemma X7 ein
Homoomorphismus. Also ist gU offen in X. Es folgt, dass p~!(p(U)) als Vereinigung von
offenen Mengen, offen in X ist. O

Wir benotigen auch noch folgendes Lemma.

Lemma 18.10. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X stetig und
eigentlich operiert. Es seien a und b zwei Punkte in X. Dann gibt es offene Umgebungen
A von a und B von b mit folgender Eigenschaft: fir alle g € G mit ga # b gilt auch
gANB=40.

224Da U und V beschriinkt sind gibt es ein C' > 0, so dass |ju| < d und |jv|| < d fiir alle u € U und
veV.Firz€Z"mit 2+ UNV # ( gibt es also w € U und v € V mit 2 = v — u, also folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass ||z|| < 2d. Aber es gibt nur endlich viele z € Z™ mit ||z]| < 2d.

2257 r Erinnerung, wir hatten auf Seite eine Abbildung f: X — Y zwischen topologische Rdumen
offen genannt, wenn das Bild jeder offenen Menge in X offen in Y ist.

226Warum folgt das “aus den Definitionen”?
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Beweis von Lemma I8TI0. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X
stetig und eigentlich operiert. Es seien a und b zwei Punkte in X.

Nachdem G eigentlich auf X operiert gibt es offene Umgebungen U von a und V' von
b, so dass {g € G|gU NV # 0} eine endliche Menge ist. Wir bezeichnen die Elemente in
dieser Menge mit gy, ..., g,. Wir setzen nun [ := {i = 1,...,r|g;a # b}. Nachdem X ein

gl/U !]/1U gIU

U
/ / /
NRIANNN
/>y % %

/4 < V

ABBILDUNG 118. Skizze zum Beweis von Lemma I8T0 mit [ = {1,...,r}.

Hausdorff-Raum ist, existieren fiir jedes ¢ € I eine offene Umgebung U; von g;a und eine
offene Umgebung V; von b, so dass U; N'V; = (). Wir setzen nun

A = Uﬂﬂg[lUi und B = VﬂﬂVi.
el el
Die Mengen A und B sind als Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen™ wiederum
offen. Insbesondere ist also A eine offene Umgebung von a und B ist eine offene Umgebung
von b.

Man kann nun leicht verifizieren, dass A und B die gewiinschten Eigenschaften besitzen.
In der Tat, es sei g € G mit ga # b. Wenn g & {¢1,...,9,}, dann ist schon gU NV = 0,
also ist gAN B = (0. Wenn g € {g1,...,9-}, dann ist g = g; fiir ein i € I. Es folgt, dass
9:(g:7'U) NV; = U; NV = 0, also ist auch g;AN B = 0. O

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz [Z8 zu.

Beweis von Satz I88. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X stetig
und eigentlich operiert. Wir wollen zeigen, dass der Quotientenraum X /G ebenfalls Haus-
dorff ist. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die Projektionsabbildung. Es seien = und y
zwel verschiedene Punkte in X/G. Wir wahlen a und b in X mit p(a) = z und p(b) = y.
Nachdem p(a) = = # y = p(b) gilt ga # b fiir alle g € G. Nach Lemma I8 gibt es nun
offene Umgebungen A von a und B von b, so dass gA N B = ) fiir alle g € G. Es folgt aus
Lemma I8, dass p(A) und p(B) disjunkt sind.

Nachdem A und B offen sind folgt zudem aus Lemma I8, dass p(A) und p(B) offene
Teilmengen von X /G und insbesondere offene Umgebungen von x = p(a) und y = p(b) sind.
Wir haben also die gewiinschten disjunkten Umgebungen von x und y in X/G gefunden. [

22THjerbei verwenden wir, dass G stetig operiert, denn dies impliziert, dass die Mengen h~1U; wiederum
offen sind.
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18.5. Gruppenoperationen auf topologischen Mannigfaltigkeiten. Es sei nun M
eine topologische Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M operiert. Der folgende
Satz besagt nun, dass unter verniinftigen Voraussetzungen der Quotient M/G wiederum
eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

Satz 18.11. Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und es sei G
eine Gruppe, welche auf M stetig, frei und eigentlich operiert. Dann ist auch M/G eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Fiir den Beweis von Satz IZT1 benotigen wir noch folgende zwei, etwas technische Lem-
mas.

Lemma 18.12. FEs set X ein Hausdorff-Raum und es sei G eine Gruppe, welche auf X
stetig, frei und eigentlich operiert. Dann gibt es zu jedem x € X eine offene Umgebung U,
so dass gU NU = 0 fiir alle g # .7

Beweis von Lemma IST2. Es sei X also ein Hausdorff-Raum und es sei G eine Gruppe,
welche auf X stetig, frei und eigentlich operiert. Zudem sei x ein Punkt in X. Nachdem G
frei operiert gilt gx # z fiir alle g # e.

Wir wenden Lemma IRT0 auf a = b = x an und erhalten offene Umgebungen A und
B von x mit gA N B = () fiir alle g # e. Aber dann besitzt U := AN B die gewiinschte
Eigenschaft. O

Lemma 18.13. Es sei X ein Hausdorff-Raum und es sei G eine Gruppe, welche auf X
stetig operiert. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die Projektionsabbildung. Es sei nun
U C X eine offene Teilmenge, so dass die Abbildung p: U — X/G injektiv ist. Dann ist
die Abbildung p: U — p(U) ein Homdéomorphismus.

Beweis. Die Projektionsabbildung p: X — X/G ist nach Lemma 732 stetig, und damit
ist auch die Einschrinkung von p auf U stetig. Die Abbildung p: U — p(U) ist nach
Voraussetzung injektiv und offensichtlich surjektiv, also eine Bijektion.

Es verbleibt zu zeigen, dass q := p~': p(U) — U stetig ist. Es sei also W C U offen.
Dann ist ¢ /(W) = (p~') (W) = p(W) offen nach Lemma I¥J. Also ist p~': p(U) — U
stetig. 0

Wir sind nun in der Lage Satz IZT1 zu beweisen.

Beweis von Satz IZT1. Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und es
sei G eine Gruppe, welche auf M stetig, frei und eigentlich operiert. Wir wollen zeigen, dass
M /G eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Wir miissen also folgende drei
Aussagen beweisen:

228G anz allgemein sagt man, dass eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X diskret operiert,
wenn es fiir jedes x € X eine offene Umgebung U gibt, so dass gUNU = { fiir alle g # e. Das Lemma besagt
also, dass eine Gruppe, welche frei, stetig und eigentlich auf einem Hausdorff-Raum operiert auch diskret
operiert. Gilt diese Aussage auch ohne die Voraussetzung “Hausdorffi-Raum” oder ohne die Voraussetzung
“frei”?
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(1) M/G ist zweitabzahlbar,
(2) M/G ist Hausdorft, und
(3) um jeden Punkt y € M/G gibt es eine n-dimensionale Karte.

Die erste Aussage folgt aus Lemmas IZ23 und IZY. Die zweite Aussage folgt sofort aus
Satz [88. Wir wenden uns nun der dritten Aussage zu. Wir bezeichnen mit p: M — M/G
die Projektionsabbildung. Es sei y € M/G. Wir wihlen ein = € M mit p(z) = y.

(1) Nachdem M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist, existiert eine
n-dimensionale Karte ®: V" — W um =x.

(2) Lemma [8T2 besagt, dass es eine offene Umgebung U von x gibt, so dass gUNU # ()
fiir alle ¢ # e. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die Einschriankung von
p: M — M/G auf U injektiv ist.”*

Indem wir U und V durch U NV ersetzen konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass U = V.
Wir betrachten nun die Abbildungen

pU) B U S ow

Die Abbildung @ ist ein Hom6omorphismus, und es folgt aus Lemma IXT3, dass auch die
Abbildung p: U — p(U) C M/G ein Homéomorphismus ist. Also ist die obige Abbildung
P opt: p(U) — W ein Homdomorphismus, und insbesondere eine n-dimensionale Karte
fir M/G um y. Wir haben damit bewiesen, dass M /G eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit ist. 0

M =R und G = Z operiert durch Addition

V U 14U 4
\ / L O: U=V
- —_—— & -
VN
I |
€T ~_
-
pU) T~ M/G=R/Z=S

ABBILDUNG 119. Schematische Skizze fiir den Beweis von Satz & 11l.

Beispiele.

(A) Wir hatten schon gesehen, dass die Operation von G = Z" auf X = R" ste-
tig, frei und eigentlich ist. Es folgt also aus Satz IR, dass M = R"/Z" eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Insbesondere erhalten wir einen

2295 ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, dass dies in der Tat der Fall ist.
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weiteren™™ Beweis fiir die Aussage, dass der 2-dimensionale Torus R?/Z? = St x S*
eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.

(B) Ganz analog zu (A) sehen wir nun, dass (R x (—1,1))/Z eine topologische Man-
nigfaltigkeit ist. Nachdem dieser topologische Raum homéomorph zum Mobiusband
ist erhalten wir nun nach Lemma [X4, einen weiteren Beweis fiir die Aussage, dass
das Mobiusband eine topologische Mannigfaltigkeit ist. Der Beweis in Lemma X4
war “ad hoc”, wihrend sich der Beweis mithilfe von Satz I8, wie wir gerade auf

dieser Seite sehen, auf viele weitere Beispiele verallgemeinert.
(C) Wir hatten schon gesehen, dass

{£1} x S* — 95"
(e,P) — €-P

eine stetige, freie und eigentliche Operation ist. Also ist der n-dimensionalen pro-
jektiven Raum R P" = S™/{+£1} eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

230Wir hatten auf Seite EO schon mal angedeutet, dass der 2-dimensionale Torus eine Untermannigfal-
tigkeit ist. Allerdings war der Beweis so umstindlich, das wir gleich verzichtet hatten, diesen auszufiihren.
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19. M ANNIGFALTIGKEITEN

19.1. Definition und Beispiele von Mannigfaltigkeiten. Wir erinnern zuerst an die
Definition einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit M.

Definition. Es sei M ein topologischer Raum.

(1) Eine n-dimensionale Karte fiir X ist ein Homéomorphismus ®: U — V zwischen
einer offenen Teilmenge U C X und einer offenen Teilmenge von R".

(2) Ein n-dimensionaler Atlas fir X ist eine Familie von n-dimensionalen Karten
{®;: U; = Vi}ier, so dass UU; = X.

i€l
(3) Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein zweitabzidhlbarer Haus-
dorff-Raum, welcher einen n-dimensionalen Atlas besitzt.

Es sei nun f: M — R eine Funktion auf einer n-dimensionalen topologischen Mannig-
faltigkeit. Nachdem M ein topologischer Raum ist, macht es Sinn von Stetigkeit von f zu
sprechen. Kénnen wir auch von Differenzierbarkeit von f sprechen?

Man koénnte ganz naiv folgende “Definition” einfiihren: wir sagen f: M — R ist im
Punkt x € M differenzierbar, wenn fiir eine Karte ®: U — V mit x € U die Abbildung
fo® !V — R im Punkt ®(z) differenzierbar ist. Auf den ersten Blick macht diese
Definition Sinn, denn f o ®~! ist eine Abbildung von einer offenen Teilmenge in R™ nach
R, d.h. es macht Sinn von der Differenzierbarkeit von f o &~ zu reden.

Aber was passiert, wenn wir eine andere Karte ®: U — W um z wéhlen? Wir verfahren
wie im Beweis von Satz P71. Genauer gesagt wir schreiben

fod™ = (fod o (@od).

Wir wissen, dass ® o P! stetig ist, aber a priori wissen wir nicht, dass ® o ! auch
differenzierbar ist. Im Allgemeinen folgt aus der Differenzierbarkeit von f o &~ also nicht
notwendigerweise die Differenzierbarkeit von f o ®1.

Wenn wir hingegen nur Karten {®;};c; betrachten wiirden, so dass jeder Kartenwechsel
Qjo0d ! glatt ist, dann hétten wir kein Problem. Diese Beobachtung gibt uns die Idee fiir
folgende Definition.

Definition.

(1) Ein Atlas {®: U; — V;}ies fiir eine topologische Mannigfaltigkeit M heifit glatt,
wenn fiir alle ¢, 7 € I der Kartenwechsel

CI)jo(I);lj (I)Z(UZHUJ> — (I)](UIQUJ)

glatt ist.
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(2) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit™ = ist ein Paar (M, A), wobei M eine topo-
logische n-dimensionale Mannigfaltigkeit und A ein glatter Atlas fiir M ist.

Beispiel. Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M mit OM = () ist eine k-dimensionale
Mannigfaltigkeit. In der Tat, denn es sei {®;: U; — V;}ier ein Atlas fiir M im Sinne der
Definition auf Seite 2. Dann ist {®;: U; N M — V; N E}ier ein glatter Atlas im obigen
Sinne.”

Lemma 19.1. Das Mdbiusband ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.=

Bemerkung. Man kann mit dhnlichen Methoden wie im Beweis von Lemma 91 nachweisen,
dass auch die Kleinsche Flasche eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Beweis. Wir hatten schon in Lemma I84 gezeigt, dass das Mobiusband eine 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ist.

Es geniigt nun zu zeigen, dass der Atlas aus dem Beweis von Lemma 4 glatt ist. Wir
betrachten also jetzt X = [0,1] x (0,1) € R? mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt
ist durch (0,y) ~ (0,1 —y) fiir alle y € (0, 1).

Wir bezeichnen mit p: X — X/ ~ die Projektionsabbildung. Im Beweis von Lemma [82
hatten wir gesehen, dass™

- . N / -
1 p((5:8) x (0,1)) = (5, §) x (0,1)
p(a,b) = (a’b)
und

- :£2 N -
ABDUEIMXOD) > X l ebe 0.2) % (0.1
a,b), wenn (a, s) < (U, 1),
pla,b) {(a—l,l—b), wenn (a,b) € (2,1) x (0,1).

ein Atlas fir X/ ~ ist. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Atlas sogar glatt ist.

231Manchmal wird eine Mannigfaltigkeit auch als “differenzierbare Mannigfaltigkeit” oder “glatte Man-
nigfaltigkeit” bezeichnet, um diese stirker von den topologischen Mannigfaltigkeiten abzugrenzen.

232 Jetzt, nach gerade Mal 12 Wochen Vorlesung haben wir nun also endlich Mannigfaltigkeiten ein-
gefiihrt, nach denen eigentlich die ganze Vorlesung benannt ist.

233Djes sieht man wie folgt. Es sei ®;: U; — V; eine der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M. Dies
ist also ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R"™. Insbesondere ist auch jeder Karten-
wechsel ®; 0 &, : ®;(U; NU;) — ®;(U; NU;) ein Diffeomorphismus.

Fiir eine Karte P,:U; — V der k: dlmensmnalen Untermannigfaltigkeit M bezeichnen wir im Folgenden
mit ®;: U; := U; N M — V; := V; N B, die Einschrénkung von ®; auf U; N M. Wir miissen zelgen dass
die entsprechenden Kartenwechsel alle glatt sind. Der Kartenwechsel <I> o <I> L g (U NU; i) = (U NnU; i)
ist die Einschréinkung von dem Diffeomorphismus ®; o ®;': ®;(U; N U; ) (U NU;) auf die Teihnenge
o,(U,NU;)NE, = 51(& N ﬁ]) C Ei, = R*. Dies ist also wiederum ein Diffeomorphismus.

ZEtwas genauer miisste man sagen, “das Mobiusband besitzt einen glatten Atlas”.

235Wir haben hierbei Uy und Us etwas abgeédndert, damit es leichter ist Uy N Uy zu skizzieren, mathe-
matisch macht das keinen Unterschied.
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Wir zeigen zuerst, dass der Kartenwechsel
@2 o (I)l_li q)l(Ul N Ug) — (I)Q(Ul N UQ)
glatt ist. In unserem Fall ist dies gerade die Abbildung

(év %) X (071) U <g7g) X (07 1) - (_%7_%) X (07 1) U (%72) X (Ov 1)
D) { (a,b), wenn (a,b) € (3,2) x (0,1),
(a, (a—1,1—1b), wenn (a,b) € (2,%) x (0,1).
Aber diese Abbildung ist in der Tat glatt, denn die Abbildung ist offensichtlich auf den
beiden Komponenten (g,2) x (0,1) und (3, £) x (0,1) des Definitionbereichs glatt.
Genau das gleiche Argument zeigt, dass auch der Kartenwechsel

q)loq)gliq)g(UlﬂUg) — (I)l(UlﬂUQ)

glatt ist. Wir haben also gezeigt, dass {®;: U; — V;}i—1 2 ein glatter Atlas fiir das Mobius-
band ist. 0

Uy = p(([07 %) U (g: 1]) X (07 1))

|2 = @) eaplan) - <a,b>><1>2<p<a, b)) = (a=1,1-1)

Vi ((I)2 © (bfl)(a’ b) = (CL, b)

(@007 (a,b) = (¢ — 1,1 —b) V2

CI)1<U1 ﬂUQ) @Q(Ul mUQ)

ABBILDUNG 120. Schematische Skizze fiir den Beweis von Lemma T

Definition. Es sei (M, A) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei (N, B) eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Es sei f: M — N eine stetige Abbildung.

(1) Wir sagen f ist glatt, wenn fiir alle Karten ®: U — V aus A und ¥: W — X aus
B die Abbildung
f

o(f\w)nu) o vy L wd x

T T

offene Teilmenge von R™ Teilmenge von R"”
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glatt®? ist.
(2) Wir sagen f: M — N ist ein Diffeomorphismus, wenn f ein Homéomorphismus ist
und wenn zudem sowohl f als auch f~! glatte Abbildungen sind.

M

/’ .V X

ABBILDUNG 121. Schematische Skizze fiir die Definition von glatten Abbil-
dungen zwischen Mannigfaltigkeiten.

Beispiel.

(1) Es sei (M,.A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei f: M — R" eine
stetige Abbildung. Wir betrachten R™ als n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit dem
Atlas, welcher nur aus der Identitédtsabbildung besteht. Die Abbildung f: M — R"
ist dann per Definition genau dann glatt, wenn fiir alle Karten ®: U — V im Atlas
A die Abbildung fo ®~': V — R” glatt ist. )

(2) Es sei X = [0,1] x (0,1) und es sei ~ wiederum die Aquivalenzrelation auf X,
welche durch (0,y) ~ (1,1 — y) erzeugt wird. Mit anderen Worten, X/ ~ ist das
Mébiusband. In Ubungsblatt 12 werden wir sehen, dass die Funktion

X/~ — R
[(z,y)] — (L—y)y-cos(2mz)
glatt ist.
Definition. Es sei M eine Mannigfaltigkeit™ und G eine Gruppe. Eine glatte Operation
von GG auf M ist eine Operation
GxM — M
(9;7) — g-=,
so dass fiir jedes g € G die Abbildung
M = M
r = g-x
eine glatte Abbildung ist.
236Ganz analog kénnte man nun auch “differenzierbar” und “glatt” einfiihren, aber da wir dafiir keine

Verwendung haben, unterlassen wir es diese Begriffe einzufiihren.
ZTWir unterschlagen hierbei den glatten Atlas in der Notation.
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Beispiel. Die Gruppe G = Z" operiert durch Addition glatt auf der n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit R™. Ganz analog sind auch alle weiteren Beispiele, welche wir auf Seite 222
eingefiihrt hatten, Beispiele von glatten Operationen auf Mannigfaltigkeiten.

Satz 19.2. FEs sei (M, A) eine Mannigfaltigkeit und es sei G eine Gruppe, welche auf M
frei, eigentlich und glatt operiert.

(1) Es gibt einen glatten Atlas auf M /G, so dass die Projektionsabbildungp: M — M/G
eine glatte Abbildung ist.
(2) Die Projektionsabbildung p: M — M /G ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Bewezs.

(1) Es sei {®;: U; — Vi}ier der Atlas fir M/G, welchen wir wie im Beweis von
Satz [T, ausgehend von den Karten in A, konstruieren. Man sieht nun leicht, dass
fiir alle i, j € I der entsprechende Kartenwechsel ®;0®;': ®,(U;NU;) — ®;(U;NU;)
gegeben ist durch Verkniipfungen von folgenden Abbildungen:

(a) Karten und deren Umkehrabbildungen,

(b) die Operation von einem g € G auf offenen Teilmengen von M.

Alle diese Abbildungen sind glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten.”®
Die Verkniipfung von glatten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten ist aber
wiederum eine glatte Abbildung.

(2) Esseialso P € M. Nachdem G stetig, frei und eigentlich auf M operiert gibt es nach
Lemma IRTI2 eine offene Umgebung U, so dass gU NU # ( fiir alle g # e. Es folgt
aus Lemma [XT3, dass die Einschrankung p: U — p(U) ein Homdomorphismus ist.
Es folgt leicht aus den Definitionen, dass p: U — p(U) sogar ein Diffeomorphismus
ist. U

Beispiele. Wir kehren ein letztes Mal zu den Beispielen von Seite zuriick.

(A) Die Gruppe G = Z" operiert frei, eigentlich und glatt auf der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M = R". Also besagt Satz [U3, dass wir den n-dimensionalen
Torus R™/Z™ als n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen kénnen.

(B) Die Gruppe G = Z operiert frei, eigentlich und glatt auf der 2-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M = R x (—1,1), also ist M /G = (R x (—1,1))/Z eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Dies gibt also nach Lemma 9l einen weiteren Beweis dafiir, dass
das Mdobiusband eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

(D) Die Gruppe G = {£1} operiert frei, eigentlich und glatt auf der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M = S™, also ist der projektive Raum M/G = S™/{x1} = RP"
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

19.2. Untermannigfaltigkeiten und Produkte von Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei (M, .A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir sagen N C M ist
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, wenn es zu jedem P € N eine Karte

238Dje Mannigfaltigkeiten sind hierbei entweder offene Teilmengen von M oder offene Teilmengen von
R™.
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®: U —Vin Aum P gibt, so dass
O(UNN) = VNE;.

Bemerkung. Es sei N eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit (M, A). Die Einschrankungen der Karten in A auf N bilden, wie wir schon
in FuBBnote 233 gesehen hatten, einen glatten Atlas fiir N. Wir kénnen deshalb N wiederum
als Mannigfaltigkeit auffassen.

Beispiele.

(1) Es sei M = R™ und es sei A der glatte Atlas, welcher gegeben ist durch alle Dif-
feomorphismen ®: U — V zwischen offenen Teilmengen von R"™. Dann ist eine
Teilmenge von R" eine Untermannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit (R™,.4) genau
dann, wenn sie eine Untermannigfaltigkeit im Sinne der Definition von Kapitel 2
ist.

(2) In Ubungsblatt 13 werden wir sehen, dass jeder Grofikreis auf S? eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von S? ist.

GrofBlkreis N

OINNU)=E NV
ABBILDUNG 122. Jeder Grofkreis ist eine Untermannigfaltigkeit von S2.

Lemma 19.3. Es sei (M, A) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei (N, B) eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es sei ®: U — V eine Karte aus A und es sei V: W — X eine Karte aus B. Dann

18t
OPxT:UxW — VxX

(pg) = (2(p), ¥(a))
eine (m + n)-dimensionale Karte fir M x N und alle solche Karten ® x U bilden
einen glatten Atlas fir M x N.
(2) Das Produkt M x N ist eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beispiel. Es folgt beispielsweise aus Lemma I3, dass das Produkt S* x S! von zwei Sphéren
S* und S eine (k + [)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Beweis. Die erste Aussage kann man problemlos tiberpriifen. Die zweite Aussage folgt aus
der ersten Aussage zusammen mit Lemmas [68 und IZ2. U

Wir haben jetzt viele Beispiele von Mannigfaltigkeiten kennengelernt. Insbesondere kénnen
wir den Torus auf verschiedene Weisen als Mannigfaltigkeit auffassen:
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(1) Auf Seite I hatten wir den Torus als “explizite” Teilmenge von R? hingeschrieben:
T? == {((2+sinf) cos g, (24 sinb)sinyp, cosd) |6, € R}.

Wir hatten zumindest angedeutet, dass man mit etwas Miihe beweisen kann, dass
T? eine Untermannigfaltigkeit ist, also nach der obigen Diskussion auch eine Man-
nigfaltigkeit.
(2) Wir kénnen den Torus als Quotient R?/Z? auffassen. Dies ist nach Satz T2 eben-
falls eine Mannigfaltigkeit.
(3) Wir kénnen den Torus als Produkt S x S von zwei Mannigfaltigkeiten auffassen.
Nach Lemma T3 ist dies eine Mannigfaltigkeit.
Mit einer elementaren, aber etwas langwierigen, Rechnung kann man nun zeigen, dass die
drei Mannigfaltigkeiten 7', R?/Z? und S* x S* diffeomorph sind.
Wenn wir Mannigfaltigkeiten studieren, dann ist es in den allermeisten Féllen irrelevant
mit welchem glatten Atlas wir arbeiten, wir werden diesen deswegen ab sofort fast immer
in der Notation weglassen.”®

19.3. Die Flidche von Geschlecht 2 als Mannigfaltigkeit.
Satz 19.4. Die Fliche von Geschlecht g ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Der Beweis von Satz T4 ist eine etwas aufwéndigere Variante des Beweises von Lem-
ma [Z4 und Lemma TUT.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall ¢ = 2. Der allgemeine Fall wird ganz analog
bewiesen. Wir betrachten also wieder das Oktagon Fg mit den Eckpunkten @), = e>7/16,
k=1,3,...,15 und der Aquivalenzrelation ~, welche wir in Kapitel I'74 eingefiihrt hatten.
Das Oktagon mit der Aquivalenzrelation sind in Abbildung IZ3 skizziert.

625\\ //623
— @

Qo1 = Qs

ABBILDUNG 123.

Man kann leicht nachweisen, dass Eg/ ~ zweitabzihlbar und Hausdorff ist. Wir iberlassen
die Ausfithrung des Arguments als freiwillige Ubungsaufgabe.

2?’gAllerdings ist es nicht immer so, dass wir uns keinen Gedanken dariiber machen miissen, mit welchem
glatten Atlas wir arbeiten. Selbst auf htoherdimensionalen Sphéren ist Vorsichtig geboten:

https://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere


https://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_sphere
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Wir zeigen als néchstes, dass Fg/ ~ eine topologische 2-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist. Genauer gesagt, wir bestimmen explizit einen Atlas fiir Fg/ ~. Wir werden danach
zeigen, dass es sich bei diesem Atlas um %inen glatten Atlas handelt.

Es sei zuerst P ein Punkt im Inneren Eg von Eg. Die Abbildung

®:U:=p(ks) — V=FEs C R
p(X) — X

ist dann eine Karte um p(P). Wir bezeichnen diese als Karte vom 1. Typ.

P Q3

V:é8CR2

ABBILDUNG 124. Karte vom 1. Typ fiir einen Punkt im Inneren von FEj.

Es sei nun P ein Punkt, welcher im Inneren einer Kante von Eg liegt. Wir wollen eine
Karte um p(P) finden. O.B.d.A. sei P € Q_1Q;. In dem Beweis verwenden wir folgende
Notation: wir bezeichnen wir mit sz: C — C die Spiegelung an der Gerade {re‘t |r e R}
und wir bezeichnen mit P’ = sz (P) den Punkt, welcher mit P identifiziert wird. Wir
wéhlen ein € > 0, so dass die offene Scheibe B.(P) keinen Eckpunkt des Oktagons beriihrt.
Wir schreiben U := B.(P) N Eg und U’ := B.(P') N Eg. Dann ist p(U U U’) eine offene
Umgebung um P. Es sei f: R? — R? die Spiegelung an der Geraden, welche durch die
Kante ()_1Q); definiert wird. Es folgt nun leicht aus den Definitionen, dass die Abbildung

p(U U U) — BJ(P) C R?
b% X, wenn X € U
p(X) = f(s=(X)), wenn X € U’

wohl-definiert ist, und dass diese Abbildung ein Hom6éomorphismus ist. Insbesondere ist
dies also eine Karte fiir Fg um p(P). Wir bezeichnen diese als Karte vom 2. Typ.

Wir wollen nun noch eine Karte um p(Q1) = p(Q3) = - -+ = p(Q15) finden. Wir wéhlen
ein 17 > 0, so dass sich die n-Scheiben um @)1, ..., Q)15 nicht schneiden. Fiir £k =1,3,...,15
betrachten wir jetzt Uy := B,(Qx) N Es. Die Mengen Uy, Us, . .., Uys sind disjunkt und man
kann sich leicht davon iiberzeugen, dass

p(U1) Up(Us) U+~ Up(Uss)
eine offene Umgebung von p(Q1) = p(Q3) = - -+ = p(Q15) ist.
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ABBILDUNG 125. Karte vom 2. Typ fiir einen Punkt im Inneren einer Kante
von Fjy.

gegen den Uhrzeigersinn werden von zwei aufeinanderfolgenden
Tortenstiicken die Kanten der gleichen Farbe identifiziert

!
£

‘
‘ S/

JN > 5 15
Vereinigung der \_/
Torstenstiicke ist
eine Umgebung von P Zusammenstauchen Verkleben ergibt
der Tortenstiicke eine Scheibe

ABBILDUNG 126. Karte vom 3. Typ fiir einen Eckpunkt von FE.

Bevor wir die Karte mathematisch sauber aufschreiben, wollen wir uns die Lage veran-
schaulichen. In Abbildung sehen wir links die Mengen Uy, ..., U;s. Wenn wir diese wie
im zweiten Bild anordnen, dann sehen wir die “Tortenstiicke” mit den Offnungswinkeln %’T
mit den jeweiligen Identifikationen am Rand. Die Abbildung vom zweiten Bild zum dritten
Bild ist dadurch gegeben, dass wir jedes “Tortenstiick” auf ein Drittel des Offnungswinkels
zusammenstauchen. Diese acht Tortenstiicke, welche jeweils den Offnungswinkel 7 besitzen,
fiigen sich dann zusammen zu einer Scheibe in R2.
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Wir fiihren jetzt die gerade beschriebene Idee sauber aus. Wir betrachten die Abbil-
dung

®: p(Ur) U--- Up(Uss)
p(Qk + re'®)
————
€p(Uk)
wobei (k) durch folgende Tabelle gegeben ist:

- U,(0)
. Tei(%(afﬁ(k’))Jr"/(k)), fir k=1,3,...,15,

k 1 3 5 7 9 11 13 15
Bk) 37 7 21 3¢ Ir 0 ir im
yk) 3n o7 2m o Im o Ir 0 ir in

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass die Abbildung ® wohl-definiert ist und das dies in
der Tat ein Homéomorphismus ist.
Wir bezeichnen diese Abbildung als Karte vom 3. Typ.

Wir haben bisher nur bewiesen, dass die Fldche von Geschlecht 2 eine topologische 2-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Wir miissen nun noch zeigen, dass die obigen Karten
einen glatten Atlas bilden. Dies ist in der Tat der Fall. Der Kartenwechsel zwischen den
Karten von den ersten beiden Typen vergleichen ist entweder die Identitit oder eine Ver-
kniipfung von zwei Spiegelungen In beiden Fillen ist der Kartenwechsel glatt. Wenn wir
die Karte um den “Eckpunkt” mit den anderen Karten vergleichen, dann sieht man, dass
die Kartenwechsel im Uberlappungsgebiet Verkniipfungen von

(1) Spiegelungen,
(2) Translationen,
(3) und der Abbildung

{re|re (0,n),0 € (0,5)} — {re™|re (0,n),ac(0,2)}

re’ — red®,

(4) und der Umkehrfunktion aus (3)

sind. Diese Abbildungen sind jedoch glatt, also ist der Kartenwechsel wie gewiinscht glatt.
OJ

240Riir jedes Tortenstiick besitzt die Randkurve eine Orientierung. Es macht daher Sinn von der Aus-
gangskante zu reden. Die Abbildung verfihrt nun also wie folgt mit Tortenstiick k:
(1) das Tortenstiick wird in den Ursprung verschoben,
(2) es wird gegen den Uhrzeigersinn um S(k) gedreht, so dass die Ausgangskante auf der z-Achse
liegt,
(3) dann wird das Tortenstiick auf ein Drittel des Offnungswinkels gestaucht,
(4) dann wird das Tortenstiick um den Winkel 5(k) im Uhrzeigersinn zum Winkel v gedreht.
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20. RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN

Wir wollen nun natiirlich die Begriffe “Integral einer Funktion”, “Lénge einer Kurve”,
“Geodaten” und “k-Formen” von Untermannigfaltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten verallge-
meinern.

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ mit einer Karte ®: U — V
mit Umkehrabbildung ¥: V — U.

(1) In der Definition vom “Integral einer Funktion” hatten wir insbesondere die Skalar-
produkte

(D¥(e;), DV (e;)) = (Ableitung von W(Q + te;), Ableitung von ¥(Q + te;))

verwendet.

(2) In der Definition der Lénge einer Kurve v hatten wir das Skalarprodukt (v/(¢),~'(t))
verwendet.

(3) Eine m-Form war definiert als eine glatte alternierende m-Form auf den Tangenti-
alrdumen Tp M . Insbesondere hatten wir in der Definition des Integrals einer k-Form
w auf M diese ausgewertet auf den Vektoren

DU(e;) = Ableitung von ¥(Q + te;)
fire=1,...,k.

Wir wollen nun diese Begriffe auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Das Problem hier-
bei ist, dass Mannigfaltigkeiten nicht notwendigerweise in einem R"™ liegen, dass heifit, es
macht keinen Sinn von Ableitungen von Kurven zu reden. Zudem hatten wir das Skalarpro-
dukt auf dem “umgebenden” R™ verwendet. Dieses steht uns fiir Mannigfaltigkeiten nicht
zur Verfiigung.

Fiir beide Probleme hatten wir schon mehr oder minder gesehen, was die Losung ist.

(1) In Kapitel [T hatten wir schon gesehen, dass wir den Tangentialraum einer Unter-
mannigfaltigkeit von R” als die Menge von Aquivalenzklassen von Kurven definieren
kénnen. Diese Sichtweise werden wir ohne gréflere Probleme auf Mannigfaltigkeiten
iibertragen.

(2) In Kapitel I3 hatten wir schon gesehen, dass wir anstatt mit dem Skalarprodukt
in R™ auch mit einer beliebigen Riemannschen Struktur, d.h. mit einer Wahl von
positiv definiten symmetrischen Bilinearformen auf den Tangentialrdumen arbeiten
konnen. Diesen Gesichtspunkt kénnen wir problemlos auf Mannigfaltigkeiten {iber-
tragen.

20.1. Der Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit.

Definition. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M.

(1) Eine Kurve in M durch P ist eine glatte Abbildung v: I — M auf einem offenen
Intervall I mit 0 € I und mit v(0) = P.
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(2) Wir sagen zwei Kurven v und § durch P sind dquivalent, wenn es eine Karte®™”

®: U — V um P gibt, so dass™ (® 07)'(0) = (P 0 6)'(0).
(3) Die Menge aller Aquivalenzklassen von Kurven durch P wird mit TpM bezeichnet.
Wir nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P.

Intervall 1

Karte ®

/
Mébiusband [0, 1] x (0,1)/ ~ offene Teilmenge von R?

ABBILDUNG 127. Aquivalenz von Kurven auf einer Mannigfaltigkeit.

Lemma 20.1. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Es seien v und § zwei Kurven durch einen
Punkt P auf M. Dann gilt

o fir jede Karte V: W — X um P gilt
v und & sind dquivalent <= (T 0~)(0) = (T 0 6)(0).

Beweis. Wir miissen natiirlich nur die “="-Richtung beweisen. Es seien also v und ¢ zwei
daquivalente Kurven durch P auf M. Es gibt also eine Karte ®: U — V um P, so dass
(o) (0) = (Pod)(0). Es sei nun ¥: W — X eine weitere Karte um P. Dann ist

(Foy)(0) = ((Tod)o(®oy))(0) T: Dap)(¥ 0 2~1)((@07)'(0))

Kettenregel
= Dgp)(V o @) ((®04)(0)) = (Tod)(0).
T T

nach Voraussetzung gleiche Argument riickwérts

Hierbei haben wir verwendet, dass ¥ o ®~! eine glatte Abbildung ist. Dies ist der Fall, denn
U und & liegen in dem festgewdhlten glatten Atlas der Mannigfaltigkeit M. U

Bemerkung. Es sei nun M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei
P € M. Wir haben nun zwei verschiedene Definitionen vom Tangentialraum TpM. Zum
einen haben wir den klassischen Begriff, welchen wir auf Seite B eingefiihrt hatten, zum
anderen haben wir den abstrakteren Begriff, welchen wir gerade erst eingefiihrt hatten.

241Eine “Karte einer Mannigfaltigkeit” ist hierbei immer eine Karte aus dem differenzierbaren Atlas.
242Dje Abbildungen ® o v und ® o § sind glatte Abbildungen von einem offenen Intervall, welches 0
enthélt, zu einer offenen Teilmenge von R™. Es macht also Sinn, die Ableitungen zu bestimmen.
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Man kann nun aber ohne Probleme zeigen, dass ganz analog zur Diskussion in Kapitel [,
die Abbildung

Menge der Aquivalenzklassen

von Kurven durch P —  Ableitungen von Kurven durch P

] — ~(0)
eine Bijektion ist. Wir verwenden im Folgenden diese Bijektion um die beiden Definitionen
von TpM zu identifizieren.

Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und es sei
P € M. Ganz analog zur Diskussion auf Seite B0 betrachten wir die Abbildung
f*i TPM — Tf(p)N
[y: I —-M] — [fo~:I— NJ.
Fast das gleiche Argument wie im Beweis von Lemma zeigt, dass diese Abbildung
nicht von der Wahl der Kurve v abhéngt. Fiir eine glatte Abbildung zwischen zwei Unter-

mannigfaltigkeiten von R™ entspricht diese Definition gerade der Definition aus Kapitel [.
Wort-wortlich der gleiche Beweis wie von Satz [[2 liefert uns nun auch folgenden Satz.

Satz 20.2.
(1) Fiir eine Mannigfaltigkeit M und P € M gilt

(2) Esseien f: L — M und g: M — N glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
und es ser P € L. Dann st

(gof)* = g« Of*i TPL — Tg(f(p))N.

Es sei nun M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei P ein Punkt auf M. Wir
hatten gerade den Tangentialraum Tp M eingefiihrt. Aber es ist von der Definition her nicht
klar, in wieweit Tp M eigentlich ein Vektorraum ist. Wir holen dies nun nach und definieren
eine Vektorraumstruktur auf 7pM. Wir wihlen dazu eine Karte™ &: U — V um P. Fiir
v,w € TpM definieren wir nun

vhw = B7(D.(0) + B, (w)),
und fir v € TpM und X € R definieren wir
Av o= DTN D, (v)).

h\,—/

Wie {iblich miissen wir nun zeigen, dass diese Definitionen nicht von der Wahl der Karte
abhéngt. Das folgende Lemma besagt, dass die Addition und die Skalarmultiplikation auf
einem Tangentialraum wohldefiniert sind.

243Wie immer muss die Karte in unserem festgewihlten glatten Atlas liegen.
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Lemma 20.3. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, es sei P ein Punkt auf M
und es seien ®: U — V und V: W — X zwei Karten um P. Dann gilt fir alle v,w € TpM,
dass

O (v) + Du(w)) = UIH(T.(v) + Wu(w)).
Zudem gilt fiir alle v € TpM und X\ € R, dass
A u(v) = TN Tu(v)).
Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, die zweite Aussage wird ganz analog bewiesen.
Es seien also v, w € TpM. Dann ist

denn ¥ 'o W, =id

!
O (w4 Qw) = (V' oW,) (0N (Pyv + Duw))
= \11;1( Lod 1) (<I> v+ Pw))
= U (U, 0 @) (Puv)) + U ((Fy 0 &7 (Duw)) = &7 H(Pov + PLw).
T
U, 0! (\I' o ®~1), ist eine lineare Abbildung,
denn ¥ o &~ ist eine glatte Abbildung zwischen offenen Teilmengen von R™ 0

Das folgende Lemma wird &hnlich wie Satz [ bewiesen.

Lemma 20.4. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
und es sei P € M. Dann ist die Abbildung

f*I TPM — Tf(p)N
eine lineare Abbildung.

Korollar 20.5. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei P € M ein
Punkt. Dann ist TpM ein n-dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Wir wihlen eine Karte ®: U — V um P. Es folgt aus Lemma P04, dass die
induzierte Abbildung ®.: TpM = TpU — TypyV ein lineare Abbildung ist und es folgt
leicht aus Satz P02, dass (P~ 1), : Top)V — TpM = TpU eine Umkehrabbildung zu @, ist.
Also ist ®,: TpM = TpU — TgpyV ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Nachdem V' C U eine offene Teilmenge von R" ist, folgt aus der Bemerkung auf Sei-
te 2432, dass Typ)V = Typ)R" = R". Zusammengefasst ist also TpM isomorph zum n-
dimensionalen Vektorraum R". ]

Wir betrachten die Kategorie der Mannigfaltigkeiten M, welche gegeben ist durch

Ob(M) := alle Mannigfaltigkeiten,
Mor(M, N) := alle glatten Abbildungen von M nach N.

Eine punktierte Mannigfaltigkeit ist eine Paar (M, P), wobei M eine Mannigfaltigkeit ist
und P ein Punkt auf M. Wir betrachten die Kategorie der punktierten Mannigfaltigkeiten
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P, welche gegeben ist durch

Ob(P) := {alle punktierten Mannigfaltigkeiten},
o alle glatten Abbildungen f
Mor((M, P), (N, @Q)) = { von M nach N mit f(P) =Q

Satz P2 und Lemma P4 besagen, dass

(M,P) — TpM
und
(f: (M,P)— (N,Q)) — (fi:TpM —TgN)

einen kovarianten Funktor von der Kategorie der punktierten Mannigfaltigkeiten zu der
Kategorie der Vektorrdume definiert.

20.2. Riemannsche Mannigfaltigkeiten und Integration von Funktionen. Wir wol-
len nun Funktionen auf Mannigfaltigkeiten integrieren. Nachdem uns das Skalarprodukt
nicht mehr zur Verfiigung steht miissen wir, wie schon auf Seite angedeutet, diesen
Wegtall durch die Wahl einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform fiir jeden Tan-
gentialraum kompensieren. Dies fiihrt uns zum Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit.
Deren Definition ist fast wort-wortlich die gleiche wie die Definition von Riemannschen
Untermannigfaltigkeiten von R", welche wir auf Seite gegeben hatten.

Etwas genauer gesagt, eine Riemannsche Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine
glatte Abbildung g, welche jedem Punkt P € M eine positiv definite symmetrische Bili-
nearform gp auf TpM zuordnet. Die Definition von “glatt” erfolgt hierbei iiber Karten,
ganz analog zur Definition auf Seite [h8. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar
(M, g), wobei M eine Mannigfaltigkeit und g eine Riemannsche Struktur auf M ist.

Es sei nun f: M — R eine Funktion auf einer k-dimensionalen Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g). Wir nehmen zuerst an, dass es eine Karte ®: U — V aus dem gegebenen
Atlas gibt, so dass Triager(f) C U. Wir bezeichnen mit W: V' — U die Umkehrabbildung.
Dann definieren wir, ganz analog zur Definition auf Seite [S3

f f = f f(\IJ(ZE)) . \/det (g\p(x)(\ll*el, \Il*ej)i,jzl,...,k)~
(Mvg) Vv D Y —
e;,e; liegen in RF =T,V und
U.ei, Use; liegen daher in Ty ()M

Das Argument von Satz BTG zeigt, dass diese Definition nicht von der Wahl der Karte
abhéngt.

Wir verallgemeinern nun diese Definition auf die Integration von Funktionen auf belie-
bigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

(1) Ganz analog zur Diskussion in Kapitel B erweitern wir die Definition auf Man-
nigfaltigkeiten, welche durch endliche viele Karten aus dem vorgegebenen Atlas
abgedeckt werden.
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(2) In Kapitel B2 hatten wir das Integral einer Funktion auf einer beliebigen Unterman-
nigfaltigkeit von R" eingefiihrt. Hierbei hatten wir Lemma B=21 verwendet, welches
besagt, dass jede Untermannigfaltigkeit von R"™ einen abzdhlbaren Atlas besitzt.

An dieser Stelle verwenden wir jetzt die Tatsache, dass per Definition jede Man-
nigfaltigkeit M zweitabzéhlbar ist. Der Beweis von Lemma BZ2 zeigt dann, dass M
auch einen abzihlbaren glatten Atlas besitzt.”™ Der Rest von Kapitel B2 kann nun
problemlos iibernommen werden.

20.3. Mannigfaltigkeiten mit Rand. In Kapitel 271 hatten wir zuerst Untermannigfal-
tigkeiten von R™ “ohne Rand” eingefiihrt. In Kapitel @ hatten wir diesen urspriinglichen
Begriff von Untermannigfaltigkeiten erweitert, und wir hatten Untermannigfaltigkeiten von
R" zugelassen, welche einen nichtleeren Rand besitzen. Mit fast wort-wortlich der gleichen
Vorgehensweise kann man nun auch topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand sowie Man-
nigfaltigkeiten mit Rand einfithren. Im folgenden kann eine (topologische) Mannigfaltigkeit
auch immer einen Rand besitzen.

Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerungen der Aussagen iiber Untermannigfaltig-
keiten mit Rand und den Rand einer Untermannigfaltigkeit. Beispielsweise gilt, ganz analog
zu Satz B3, dass der Rand OM einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit Rand eine
(k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit leerem Rand ist.

Beispiel. Wir betrachten jetzt Y = [0,1] x [0, 1] C R?, wobei die Aquivalenzrelation erzeugt
ist durch

(0,y) ~ (1,1 —y) firalley € [0, 1].

Dies ist also fast die gleiche Definition wie die Definition vom Mobiusband auf Seite PTTI.
Aber dieses Mal betrachten wir das abgeschlossene Quadrat [0, 1] x [0, 1] anstatt dem halbof-
fenen Quadrat [0, 1] x (0, 1). Der Quotientenraum Y/ ~ entsteht wie zuvor aus dem Quadrat
Y, indem wir die “linke Kante nach einer Verdrillung mit der rechten Kante verkleben”.
Den topologischen Raum Y/ ~ nennen wir das abgeschlossene Mébiusband.

Fast das gleiche Argument wie in Lemmas I¥4 und TY zeigt, dass das abgeschlossene
Moébiusband eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist mit Rand

({0, 1} x [0,1])/ ~ = (({0} x [0, 1) U ({1} x [0, 1))/ ~,

wobei (0,0) ~ (1,1) und (0,1) ~ (1,0). Man kann nun leicht zeigen, dass der Rand von
Y/ ~ diffeomorph zum Kreis S* ist. Die Abbildung veranschaulicht das abgeschlossene
Moébiusband und seinen Rand.

244D er Vollsténdigkeit halber fiihren wir das Argument aus. Es sei also M eine Mannigfaltigkeit und es
sei A ein glatter Atlas fiir M. Zudem sei B eine abzéhlbare Basis der Topologie. Zu jedem x € M gibt es
eine Karte ®,: U, — V, aus dem Atlas A. Per Definition einer Basis der Topologie, sieche Seite [IR, gibt
es zu jedem x € M ein W, € B mit z € W, und W, C U,. Dann ist auch {®,: W, — @, (W,)},enm ein
Atlas fiir M. Nachdem es nur abzdhlbar viele offene Mengen in B gibt, geniigen nun schon abzéhlbar viele
dieser Karten um M zu iiberdecken, d.h. M besitzt einen abzihlbaren Atlas.
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mit Rand \ entspricht @ mit Rand @
—o - 4 /]

N

[0,1] x [0,1]/ ~ die Endpunkte
/ / gleicher Farbe
werden verklebt

ein Kreis
ABBILDUNG 128. Das abgeschlossene M6biusband.

20.4. Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. In den Kapiteln 8 und IO hatten
wir fiir eine Untermannigfaltigkeit M von R"™ folgende Begriffe eingefiihrt:

(1) stetige und glatte Differentialformen,

(2) die Menge (M) der glatten k-Formen auf M,

(3) Orientierungen auf M,

(4) das Integral einer stetigen k-Form auf einer kompakten orientierten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit von R",

(5) das Differential dw einer glatten k-Form.

In allen diesen Definitionen hatten wir immer mit den Tangentialrdumen gearbeitet, aber
wir hatten ansonsten nie verwendet, dass M einen “umgebenden Raum” besitzt.?? Ins-
besondere hatten wir bei diesen Definitionen und Sétzen nie das Skalarprodukt des R™ in
irgendeiner Weise verwendet.

Nachdem wir jetzt fiir Mannigfaltigkeiten ebenfalls einen Begriff von Tangentialrdumen
haben, konnen wir nun diese Begriffe und alle Aussagen aus Kapitel @ und 00 fast wort-
wortlich zu Mannigfaltigkeiten {ibertragen.”™ Insbesondere erhalten wir folgendes Analogon
zu Satz M2, Satz TT12 und Satz 3.

Satz 20.6.

(1) Fiir jede glatte k-Form w auf einer Mannigfaltigkeit ist dw eine glatte (k+ 1)-Form
und es gilt ddw = 0.

(2) Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und es
sei w € Q(N). Dann ist f*w eine glatte k-Form auf M und es gilt

d(f'w) = [ (dw).

245Dje Definitionen und Sitze wurden auch immer formuliert in der Form “Es sei M eine Unterman-
nigfaltigkeit”, und nie von der Form “Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™”, weil eben der R™ nie
eine Rolle gespielt hat.

246 Allerdings miissen wir uns bei Karten dann immer auf Karten des Atlanten einschriinken. Beispiels-
weise heifit eine k-Form auf einer Mannigfaltigkeit (M, .A) glatt, wenn fiir alle Karten ®: U — V im Atlas
A die k-Form (®~1)*w auf V glatt ist.
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Bemerkung. Der Satz besagt also insbesondere, dass fiir eine glatte Abbildung f: M — N
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten folgendes Diagramm von Abbildungen kommutiert:

OW(N) — (M)

il
Q1 (N) —— Qe (M),

Wir kénnen auch problemlos das Integral von stetigen k-Formen auf orientierten kompak-
ten k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten einfithren. Das Integral wird durch den folgenden
Satz vollstédndig charakterisiert.

Satz 20.7. Es gibt genau eine Abbildung, genannt das Integral, welche jeder stetigen k-
Form w auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M eine reelle

Zahl
Jw
M

zuordnet, welche folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Das Integral ist linear, d.h. fir jede orientierte kompakte k-dimensionale Mannig-
faltigkeit M und alle stetigen k-Formen w,o auf M sowie alle N € R gilt

i(w—i—a):iw—kia und i)\w:)\iw.

(2) Wenn M eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit von R¥ ist, und wenn
f: M — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

[fdein-ndey, = [ fda ... dzy.
M M

J/

Integral einer k-Form Lebesgue-Integral

(3) Fiir jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus f: M — N zwischen zwei
kompakten orientierten k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und jede stetige k-Form

auf N gilt
ff*w = fw.
M N

Beweis. Die Tatsache, dass das Integral von k-Formen diese Eigenschaften besitzt folgt
leicht aus den Definitionen, sowie aus Lemma 822 und Satz BEZZ0, umformuliert fiir Man-
nigfaltigkeiten. Die Tatsache, dass das Integral durch diese Eigenschaften charakterisiert
ist, folgt aus der Beobachtung, dass man, ganz analog zur Diskussion auf Seite [Z9, je-
de glatte k-Form auf einer kompakten Mannigfaltigkeit als Summe von glatten k-Formen
schreiben kann, deren Trager jeweils im Definitionsbereich einer Karte enthalten sind. Fiir
solche k-Formen ist das Integral durch die Eigenschaften (2) und (3) charakterisiert. [

Wir erhalten auch folgende Verallgemeinerung vom Satz [0 von Stokes fiir Unterman-
nigfaltigkeiten von R"™ auf Mannigfaltigkeiten.
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Satz 20.8. (Satz von Stokes) Es sei M eine orientierte k-dimensionale kompakte Man-
nigfaltigkeit und es sei w € Q_1(M). Dann gilt

f dw = f w.

M oM
Insbesondere, wenn OM = 0, dann gilt

f dw = 0.

M

Im Folgenden fithren wir noch eine Mdoglichkeit ein, Differentialformen auf Quotienten-
mannigfaltigkeiten zu konstruieren. Wir benétigen fiir die Formulierung des néchsten Lem-
mas folgende zwei Definitionen.

Definition.

(1) Es sei G eine Gruppe, welche glatt auf einer Mannigfaltigkeit M operiert. Fiir g € G
bezeichnen wir mit ¢,: M — M den Diffeomorphismus, welcher gegeben ist durch
x — g-x. Wir sagen eine k-Form w auf M ist G-invariant, wenn fiir alle g € G gilt,
dass ¢ (w) = w.

(2) Eine Differentialform w auf einer Mannigfaltigkeit M wird geschlossen genannt,
wenn dw = 0.

Lemma 20.9. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt
und eigentlich operiert. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung. Es sei
w eine k-Form auf M, welche G-invariant ist. Dann gibt es genau eine glatte k-Form @
auf der Mannigfaltigkeit M /G mit

w = p"(w).

Wenn w geschlossen ist, dann ist auch die induzierte k-Form w auf der Quotientenman-
nigfaltigkeit M /G geschlossen.

Beispiel. Wir bezeichnen mit dx und dy die 1-Formen auf R?, welche an jedem P € R?
gegeben sind durch

de: TpR?=R?> — R
(Vg,0y) = Uy

and dy: TpR?=R? — R
(vg,vy) = vy
Diese 1-Formen sind invariant unter der Operation von Z? auf R2. Diese beiden 1-Formen
induzieren also 1-Formen dx und dy auf R?/Z?. Nachdem dx und dy geschlossen sind, sind
auch die 1-Formen dz und dy geschlossen.

Die 2-Form dzAdy auf R? ist ebenfalls invariant unter der Operation von Z? und induziert
damit eine 2-Form dz A dy auf R?/Z?. Man sieht leicht, dass dx A dy = dx A dy. Dann gilt
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beispielsweise™?

[ dzndy = 1.
R2/72
Beweis. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt und
eigentlich operiert. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung. Es sei w
eine k-Form auf M, welche G-invariant ist.

Es sei nun = ein Punkt in M/G. Wir wéhlen ein y € M mit p(y) = z. Nach Satz [T2
gibt es eine offene Umgebung U von y, so dass p: U — p(U) ein Diffeomorphismus ist. Wir
bezeichnen mit ¢: p(U) — U die Umkehrabbildung und wir setzen @, = g*w,. Wir zeigen
nun, dass w = p*(w) fiir alle Punkte in p~'(y) = G-y = {gy|g € G}. Es sei also g € G
beliebig. Wir bezeichnen mit ¢,-1: M — M die Abbildung, welche durch ¢,-1(z) :=g¢ -2
definiert ist. Dann gilt in der Tat

Definition von @ dapogq= ¢s-1 auf gU
) \J
P'@)gy =0 @py) = P(@0) = p*(¢"(wy) = (po@)(wy) = oy (wy) = wgy
T T T
denn p(gy) = p(y) = nach Seite T3 ist dies ein denn w ist
kontravarianter Funktor G-invariant

9Y wgy = o;,l(wy) Yy Wy

. oY

° ° —-— o M
P =

— X Wy

— p(U)
M/G

ABBILDUNG 129. Skizze zum Beweis von Lemma PTI9.

Wir nehmen nun noch an, dass w geschlossen ist. Wir wollen zeigen, dass auch w ge-
schlossen ist. Dies sieht man wie folgt. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes b € M/G
eine offene Umgebung gibt, so dass w auf dieser offenen Umgebung geschlossen ist. Es

24"Djes sieht man wie folgt: wir schreiben U = (0,1) x (0,1), dann ist p: U — p(U) ein Diffeomorphismus
und es ist
[ @rdy = [ @ndy = [p@ndy) = [dendy =
R2/72 T p(U) 0 U 0 U 0
denn R2/72\ p(U) Satz PITA(3)  obige Diskussion Satz PICA(2)
ist eine “Nullmenge”

Flicheninhalt von U = (0,1)? = 1.
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sei also b € M/G. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung und wir
wéhlen ein a € M mit p(a) = b. Nach Satz T2 gibt es eine offene Umgebung U von a, so
dass p: U — p(U) ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen mit ¢ = p~!: p(U) — U die
Umkehrabbildung. Es folgt nun, dass

do = d(¢'p'w) = d¢*(w) = ¢*(dw) =
T ) T T

da ¢* op* = (pogq)* =id daw=p*(w) SatzPO@ (2) dadw=0

0.
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21. KRUMMUNG AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Der Begriff der Liange eines Weges und der Begriff der Geodéte, welche wir in Kapi-
tel I3 fiir Riemannsche Untermannigfaltigkeiten von R™ eingefiihrt hatten iibertrigt sich
problemlos auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Etwas genauer gesagt, es sei (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(1) Fir P € M und v € TpM bezeichnen wir ||v||, :== y/gp(v,v) als die Linge von v
beziiglich der Riemannschen Struktur g.

(2) Es sei nun 7: [a,b] - M ein Weg, d.h. eine abschnittweise glatte Abbildung. Wir
wéhlen eine Zerlegung a = sp < 51 < --- < s, = b gibt, so dass fir e =0,...,m—1
die Abbildung ~ | glatt ist. Wir definieren die Ldnge von v beziiglich g als

[si,8:41

m—1 t=Sit1

L) =S [

2 (e)lg dt.
t=s; \T/

esist e= (1) e R=T;R
und daher ist v.(e) € Ty M
(3) Eine Geodite in (M, g) ist ein Weg 7 [a, b] — M, welcher folgende drei Bedingungen
erfiillt:
(a) v ist glatt,
(b) |7/ (t)]|g =1 fiir alle ¢ € [a, b] und
(c) jeder andere Weg von 7(a) nach ~(b) ist mindestens so lang wie 7.

Wir kénnen zudem die Kriimmungsbegriffe auf Riemannschen Untermannigfaltigkeiten
von R”, welche wir in Kapitel I273 fiir 2-dimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeiten
von R” eingefiihrt hatten, auf 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten verallgemei-
nern. Beispielsweise sagen wir nun, dass eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) gekriimmt ist, wenn es ein Dreieck gibt, dessen Winkelsumme # 7 ist.

21.1. Kriimmung des Raums. Dieses kurze Kapitel behandelt die Kriimmung des phy-
sikalischen Raums. Nachdem dies keine Physikvorlesung ist, sollte man dieses Kapitel nicht
zu ernst nehmen.

Seit Einstein wissen wir, dass “der physikalische Raum” gekriimmt ist, genauer gesagt,
dass Masse den Raum kriimmt. In der Literatur wird das oft wie in Abbildung [30 il-
lustriert. Das Bild zeigt das Universum als Teilmenge von “einem grofleren R™”) in dem
es gekriimmt ist. Das ist natiirlich nicht der Fall, das Universum ist besser beschrieben
als eine 3-dimensionale Riemannsche™ Mannigfaltigkeit. Lichtstrahlen bewegen sich auf

2485 ist wohl jetzt ziemlich klar, warum wir uns unser Universum als 3-dimensionale Mannigfaltigkeit
vorstellen konnen. Allerdings ist es vielleicht weniger offensichtlich, warum wir es uns als Riemannsche
Mannigfaltigkeit vorstellen konnen. Eine Bilinearform an einem Punkt ist dquivalent zu folgenden zwei
Begriffen:

(1) Langenmessung von Vektoren,
(2) den Begriff des Winkels zwischen zwei Vektoren.

Beide Begriffe sind in jedem Punkt des Universums gegeben.
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ABBILDUNG 130.

Geodéten, und diese sind gekriimmt. Es sei beispielsweise ein Dreieck gegeben, welches
durch Lichtstrahlen gebildet ist, und in dessen Mitte sich ein schwerer Kérper befindet. Die
Summe der Innenwinkel wird dann nicht 7 betragen. Beispielsweise zeigt die Abbildung 3T
zwei Lichtstrahlen, ausgehend vom gleichen Objekt, welche nicht parallel sind, aber sich
dennoch treffen.

Es gibt Vermutungen, dass schon Gaufl experimentell versucht hat zu iiberpriifen, ob
das Universum gekriimmt ist. Allerdings waren die Mefifehler viel zu grof um eine Aussage
treffen zu konnen. Details zum Experiment von Gauf8 kann man auf folgender Webseite
finden:

https://thatsmaths.com/2014/07/10/gausss—-great-triangle-and-the-shape-of-space/

Die Theorie von Einstein wurde 1919 experimentell wiahrend einer Sonnenfinsternis bestétigt.
Die Geschichte dieses Experiments kann man auf folgender Webseite nachlesen:

https://www.mpg.de/9236014/eddington-sonnenfinsternis-1919

21.2. Kriimmung von 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Folgende Definition fiir
2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist wort-wortlich die gleiche Definition,
welche wir schon auf Seite [93 fiir Riemannsche Untermannigfaltigkeiten von R™ eingefiihrt
hatten.

Definition. Es sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.


https://thatsmaths.com/2014/07/10/gausss-great-triangle-and-the-shape-of-space/
https://www.mpg.de/9236014/eddington-sonnenfinsternis-1919

254

Apparent

position
of star

”/

g A :

p/z(;ti::L ; . . distant dalaxy
of star ; o] 5 o

=+ galaxy cluster

bending light :

ABBILDUNG 131.
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ABBILDUNG 132. Quelle: http://xkcd.com/

(1) Wir sagen (M, g) ist lokal isometrisch zu einer 2-dimensionalen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (N, h), wenn es fiir jedes P € M eine offene Umgebung U um P und
eine offene Teilmenge V' C N sowie eine Isometrie f: (U, g) — (V, h) gibt.

(2) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Krimmung 0, wenn (M, g) lokal isometrisch zu
[E? ist.

(3) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Kriimmung +1, wenn M lokal isometrisch zu S?
ist.

(4) Wir sagen (M, g) besitzt konstante Krimmung —1, wenn M lokal isometrisch zu H
(oder dquivalent, zu D) ist.

Wir erinnern an folgende Frage, welche wir schon auf Seite [98 gestellt hatten.

Frage. Welche (geschlossenen) 2-dimensionale Riemannsche (Unter-) Mannigfaltigkeiten
besitzen konstante Krimmung?


http://xkcd.com/
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Die Sphére S? besitzt natiirlich, per Definition, konstante Kriimmung +1. Wir hatten
zudem in Kapitel gesehen, dass der Zylinder

Z = {(z,y.2) eR*|2" +y* = 1}

konstante Kriimmung 0 besitzt. Andererseits hatten wir in Abbildung B3 anschaulich ge-
sehen, dass der Standardtorus in R? keine konstante Kriimmung besitzt.

Folgender Satz besagt nun, dass der Torus mit der “richtigen” Metrik konstante Kriim-
mung 0 besitzt.

Satz 21.1. Auf den folgenden Mannigfaltigkeiten gibt es eine Riemannsche Metrik mit
konstanter Kriimmung 0:

(1) der Torus,

(2) der Zylinder S* x R,
(3) das Mobiusband,

(4) die Kleinsche Flasche.

In dem Beweis von Satz 211 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 21.2. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt
und eigentlich operiert. Es sei g eine Riemannsche Struktur auf M. Wenn g invariant ist
unter der Operation durch G™2, dann gibt es genau eine Riemannsche Struktur g auf M /G
mat®™?
g = p'(9)

Insbesondere ist die Projektionsabbildung p: M — M /G eine lokale Isometrie.

Beweis von Lemma ZI3. Die eindeutige Existenz von g auf M/G wird ganz &hnlich wie
Lemma bewiesen. Satz [T besagt, dass die Projektionsabbildung p: M — M/G ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Mit der Wahl der Riemannschen Strukturen ist dies nun eine
lokale Isometrie. d

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz 211 zu.

Beweis von Satz EI1.

(1) Wir betrachten nun den Torus geschrieben als T = R?/Z% Wir bezeichnen jetzt
mit p: R? — R?/Z? die Projektionsabbildung und wir bezeichnen mit g die iibliche
Riemannsche Struktur auf R2. Diese ist offensichtlich invariant unter der Operation
von Z? auf R% Es folgt also aus Lemma PT32, dass es genau eine Riemannsche
Struktur g auf R?/Z? mit g = p*(g) gibt. Zudem besagt Lemma PT2, dass die
Abbildung p: R? — R?/Z? eine lokale Isometrie ist. Insbesondere ist der Torus
R?/Z? lokal isometrisch zu E2.

249 ierbei definieren wir G-invariante Riemannsche Strukturen ganz analog zu den G-invarianten Dif-
ferentialformen, welche wir auf Seite eingefithrt hatten. Eine Riemannsche Struktur ist per Definition
genau dann G-invariant, wenn Multiplikation mit einem g € G eine Isometrie der gegebenen Riemannschen
Mannigfaltigkeit ist.

250Hierbei ist g wie auf Seite definiert.
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(2) Wir betrachten folgende Operation von G = Z auf M = R%:
ZxR* — R?
(n, (z,9)) = (z+n,9).
Die Gruppe G = Z operiert durch Isometrien auf E2. Es folgt wie in (2), dass
der Quotient R?/Z lokal isometrisch zu E? ist. Andererseits ist der Quotient R?/Z
offensichtlich™ homsomorph zu S x R.%22

(3) Wir betrachten noch einmal, wie auf Seite P22, folgende Operation von G = Z auf
X =Rx (-1,1):
Zx (Rx(-1,1)) — Rx(-1,1)
(n, (z,y)) = (z+n,(=1)"y).
Die Gruppe G operiert also durch Isometrien. Wie in (1) sehen wir also, dass das
Mébiusband (R x (—1,1))/Z lokal isometrisch zu R x (—1,1) ist. Insbesondere ist
es lokal isometrisch zu E2.
(4) Wir betrachten die folgenden beiden Isometrien von E?:
A:R? - R? B:R?> — R?
(y) = @iy " @) o @y,

Wir bezeichnen mit G die Untergruppe aller Diffeomorphismen von R?, welche von
A und B erzeugt wird.”? Man kann nun, mit etwas Aufwand, zeigen, dass G auf
R? glatt, frei und eigentlich operiert. Es folgt nun, ganz analog zu (1), dass R?/G
lokal isometrisch zu E? ist.

Wir betrachten nun X = [0, 1] x [0, 1] mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt
wird durch (0,y) ~ (1,1 — y) und (z,0) ~ (z,1). Man kann nun zeigen, dass die
Abbildung

X/~ = R¥G

[(z,y)] = [(z,y)]
ein Homdomorphismus ist. Mit anderen Worten, R?/G ist homéomorph zur Klein-
schen Flasche. 0

Bemerkung. Wenn wir den Torus S! x S als Teilmenge von R? x R? = R* auffassen, dann
kann man, ganz analog zur Diskussion auf den Seiten und U8 zeigen, dass das iibliche
Skalarprodukt auf R* eine Riemannsche Metrik auf S* x S* mit konstanter Kriimmung 0
definiert.

Nachdem die Spiegelung P + —P eine Isometrie von S? ist, kann man ganz analog zu
Satz P11 auch leicht folgenden Satz beweisen.

251 \Was ist der Homdoomorphismus?

252Der Zylinder S x R ist natiirlich auch homéomorph zu Z = {(x,y, z) € R3 |22 412 = 1}. Wie gerade
erst erwihnt hatten wir schon in Kapitel I5:3 gesehen, dass der Zylinder Z = S' x R eine Riemannsche
Metrik mit konstanter Kriimmung 0 besitzt.

253D h. die Elemente in G sind Diffeomorphismen die man durch Verkniipfungen von A, A~! sowie B
und B~ erhilt.
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Satz 21.3. Es gibt eine Riemannsche Metrik auf dem projektiven Raum RP? = 52 /{%1}
mit konstanter Krimmung +1.

21.3. Flachen von héherem Geschlecht. Wir wollen nun noch der Frage nachgehen,
ob die Flachen von héherem Geschlecht ebenfalls eine Riemannsche Metrik konstanter
Kriimmung besitzen. Nachdem wir die Flachen von héherem Geschlecht iiber Verklebungen
eingefiihrt hatten, wollen wir nun nach Lemma T2 eine weitere Mdoglichkeit kennenlernen,
um eine Riemannsche Metrik konstanter Kriimmung zu konstruieren. Wir fithren dazu
folgende Definitionen ein. Es sei N eine Mannigfaltigkeit. In unseren Anwendungen ist
N =FE2 N =H = D oder N = S% Ein N-Atlas fiir eine Mannigfaltigkeit M ist eine
Familie {®;: U; — V,};c; von Diffeomorphismen von offenen Teilmengen in M zu offenen
Teilmengen in N, so dass (JU; = M. Fiir i,j € J bezeichnen wir dann die Abbildung

i€l
“1
(‘I’i\UimU]-) ®;lu;nu;

(I>1<UZ N Uj) _— Uz N Uj R (I)J(UZ N UJ)
als den Kartenwechsel von ®; zu ®;.

Lemma 21.4. Es sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Folgende beiden Aussagen
sind dquivalent:

(1) M besitzt eine Riemannsche Metrik von konstanter Kriimmung 0.
(2) M besitzt einen E*-Atlas, so dass alle Kartenwechsel Isometrien von Teilmengen
von E? sind.

Die analogen Aussagen gelten auch fiir D und konstante Kriimmung —1 sowie fiir S und
konstante Krimmung +1.

Beispiel. Im Beweis von Lemma I91 hatten wir gezeigt, dass das Moébiusband einen Atlas
bestehend aus zwei Karten besitzt. Der einzige Kartenwechsel ist gegeben durch die Iden-
titdt (auf einer der beiden Komponenten) und die Abbildung (a,b) — (a—1,1—0b) (auf der
anderen Komponente). Beide Abbildungen sind Isometrien von E2. Also erhalten wir nach
Satz P11 einen weiteren Beweis dafiir, dass das Mobiusband eine Riemannsche Metrik von
konstanter Kriimmung 0 besitzt. Ganz analog sieht man auch, dass die Kleinsche Flasche
eine Riemannsche Metrik mit konstanter Kriimmung 0 besitzt.

Beweis. Es sei M also eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit A die
iibliche Riemannsche Metrik auf R2.

(1) Wir nehmen zuerst an, dass M eine Riemannsche Metrik ¢ von konstanter Kriim-
mung 0 ist. Per Definition bedeutet dies, dass es einen Atlas {®;: U; — V; }ier gibt,
so dass jedes ®; eine Isometrie von (U;, g) zu (V;, h) ist, wobei (V;, h) eine Teilmenge
von [E2 ist. Dann sind aber auch alle Kartenwechsel Verkniipfungen von Isometrien,
also selber schon Isometrien. Also ist (2) erfiillt.

(2) Wir nehmen nun an, dass M einen E*-Atlas besitzt, so dass alle Kartenwechsel
Isometrien von E? sind. Wir definieren jetzt eine Riemannsche Struktur auf M
wie folgt. Fiir einen Punkt P € M wéahlen wir nun eine Karte &: U — V um P
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in unserem E2-Atlas und wir definieren gp := ®*(he(p)). Hitten wir eine andere
Karte in dem E2-Atlas gewihlt, hiitten wir die gleiche Metrik erhalten, nachdem
die Kartenwechsel Isometrien sind. Man kann nun leicht zeigen, dass g eine Metrik
von konstanter Kriimmung 0 ist.??

Die Aussagen fiir D und S? werden natiirlich ganz analog bewiesen. U

21.4. Regulire n-Ecke und hyperbolische Geometrie. Im Beweis von Satz [I4 hat-
ten wir einen Atlas angegeben, welcher beweist, dass die Fliche von Geschlecht 2 eine
2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Der Kartenwechsel von der Karte um einen Eckpunkt
zu der Karte fiir das Innere des Oktagons ist hierbei, wie in Abbildung 33 skizziert, gegeben
durch die Verkniipfung der folgenden drei Typen von Abbildungen:

(1) Verschiebung,
(2) Drehung,
(3) die Einschréinkung der Abbildung re’? — re®*% auf eine offene Teilmenge von C.

Die ersten beiden Abbildungen sind Isometrien von [E2, aber die dritte Abbildung ist keine
Isometrie von E2. Der Atlas im Beweis von Satz [94 erfiillt also nicht die Bedingung von
Lemma P14 (2).

Die Abbildung re® + re3 wiederum taucht deswegen auf, weil der Innenwinkel in einem
euklidischen Oktagon %’/T betriagt, und wir den Innenwinkel auf %7? reduzieren miissen, damit
wir die acht “Tortenstiicke” zu einem einzigen Kreis zusammenfassen konnen.

Va

Karte ®3 um Punkt in b%g
eingeschrankt auf Uy

Vi
! Karte ®; um Eckpunkt

/\< eingeschrankt auf Uy
A\ >

S
>

Identitét

re'® i re’¥ und Drehung
sowie Verschiebung

Kartenwechsel ist Verkniipfung von z — 23 und Drehungen und Verschiebungen
ABBILDUNG 133. Kartenwechsel fiir die Flache von Geschlecht 2.

Wir kénnten dieses Problem umschiffen, wenn wir ein Oktagon mit Innenwinkel %7?
héatten. Dies ist im euklidischen Fall natiirlich nicht moglich. Aber wir werden jetzt sehen,
dass dies im hyperbolischen Fall kein Problem ist.

25410 der Tat, denn sei P € M. Wir wihlen eine Karte ®: U — V aus dem E2-Atlas um P. Dann gilt
nicht nur gp := ®*(hg(py) sondern auch go = ®*(hg(g)) fiir alle @ € U. Also ist ® eine Isometrie von
einer offenen Teilmenge von (M, g) zu einer offenen Teilmenge von E? = (R?, h).
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Lemma 21.5. Es gibt ein r > 0, so dass das von Q = e*™*/16 L =13, ...,15 in D
aufgespannte hyperbolische Oktagon an allen Eckpunkten den Innenwinkel 7 besitzt.

Beweisskizze. Wir geben im Folgenden nur eine Skizze fiir den Beweis von Lemma PI3.
Die Beweisidee ist leicht nachvollziehbar, aber es ist etwas umsténdlich, diesen Beweis dann
wirklich sauber aufzuschreiben.

Es sei r € (0,1). Wir bezeichnen mit O, das hyperbolische Oktagon, welches von den
Punkten re? /1 L =1,3,...,15in D aufgespannt wird. Dieses Oktagon wird fiir  nahe an
0 und fiir » nahe an 1 in Abbildung skizziert. Fiir » — 0 konvergiert der Flacheninhalt
gegen null. Mithilfe von Satz [h4 kann man nun zeigen, dass der Innenwinkel von O,
gegen den euklidischen Innenwinkel, d.h. gegen ?jf konvergiert. Fiir r — 1 konvergieren
die Eckpunkte gegen Punkte auf dem Randkreis S!, aber nachdem hyperbolische Geraden
senkrecht auf dem Randkreis S! stehen, konvergiert der Innenwinkel mit » — 1 gegen 0.
Aus Stetigkeitsgriinden™ muss es nun auch ein r € (0,1) geben, so dass der Innenwinkel
genau 7 betrégt. 0

fiir » — 0 konvergiert der Innenwinkel fiir » — 1 konvergiert der Innenwinkel
des Oktagons gegen ?jT’T des Oktagons gegen 0

ABBILDUNG 134. Hyperbolische Oktagone von verschiedener Grofe.

21.5. Hyperbolische Metriken auf Flichen von Geschlecht 2. Unser Ziel in diesem
Kapitel ist es folgenden Satz zu beweisen:

Satz 21.6. Die Fliche von Geschlecht 2 besitzt eine Riemannsche Metrik mit konstanter
Krimmung —1.

Wie sich im letzten Kapitel schon angedeutet hat, werden wir Satz PI8 dadurch beweisen,
dass wir uns die Flache von Geschlecht 2 nicht mehr als Quotient von einem euklidischen
Oktagon, sondern als Quotient von einem hyperbolischen Oktagon vorstellen.

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis von Satz PZT@ anfangen, wollen wir noch eine
Definition einfiihren.

255Hier ist der Haken bei dieser Beweisskizze: warum ist der Innenwinkel, beziehungsweise der
Flacheninhalt, stetig in r?
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Definition.
(1) Die Kreisscheibe in D mit Mittelpunkt P € D und Radius r € R.q ist die Teilmenge

U,(P) = {Q €D|dn(P,Q) < r}.

Wir bezeichnen jede hyperbolische Gerade durch P als Durchmesser der Kreisschei-
be. >0

(2) Eine Teilmenge einer Kreisscheibe, welche durch zwei Durchmesser g und h begrenzt
ist, wird Tortenstiick genannt. Wir bezeichnen den Winkel zwischen den beiden
Durchmessern als den Offnungswinkel und wir bezeichnen den Radius des Kreises
als die Seitenlinge des Tortenstiicks.

Ganz analog definieren wir auch Tortenstiicke in E? und Tortenstiicke in H.

Kreisscheibe K um P mit Radius r
Durchmesser h

Durchmesser g

Kreisscheibe K

euklidisches Tortenstiick Tortenstiicke in D
ABBILDUNG 135. Euklidische und hyperbolische Tortenstiicke.

Wir erinnern zuerst an folgenden Satz, welchen man schon mithilfe der Schulmathematik
beweisen kann.

Lemma 21.7. Es seien K, L zwei Tortenstiicke in E? mit gleicher Seitenlinge und gleichem

Offnungswinkel. Dann gibt es genau eine orientierungserhaltende Isometrie f von E? mit
fK)=L.

Beweisskizze. Wir werden die Aussage nicht verwenden, wir werden diese deswegen auch
nicht prazise beweisen. Aber es sollte klar sein, dass man mithilfe einer Translation und
einer Drehung K in L iiberfithren kann. Es verbleibt die Eindeutigkeit zu beweisen. Es

256Jede hyperbolische Kreisscheibe U,.(P) = {Q € D|dp(P,Q) < 7} in D ist auch eine euklidische
Kreisscheibe Dy(R) = {Q € D|||R — Q|| < s}, allerdings ist r # s und fiir P # 0 ist auch R # P. Die
Tatsache, dass U,.(P) eine euklidische Kreisscheibe ist, ist klar fiir P = 0. Fiir P # 0 folgt die Aussage aus
dem Spezialfall P = 0 und folgenden beiden Tatsachen:
(a) Mobiustransformation operieren transitiv auf hyperbolischen Kreisscheiben von gleichem Radius, und
(b) Mébiustransformation fiihren, ganz analog zu Satz IZ8, euklidische Kreise in D in euklidische Kreise
in D {iber.
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geniigt zu zeigen, dass fiir jedes Tortenstiick 7' die Identitéit die einzige orientierungser-
haltende Isometrie ist, welche T auf T schickt. Diese Aussage wiederum folgt leicht aus
der Tatsache, dass jede orientierungserhaltende Isometrie von E? durch die Verkniipfung
von einer Translation und einer Drehung gegeben ist. Wir iiberlassen die Durchfithrung des
Arguments als Ubungsaufgabe. O

Die wichtigsten Symmetrien vom hyperbolischen Raum sind die M&biustransformationen.
Fiir H hatten wir diese schon in Lemma 21 kennengelernt. Wir fithren diese nun auch noch
auf D ein. Wir bezeichnen dazu mit &: H — D, &(z2) = j—jr; die Isometrie aus Satz [4T3.
Wir sagen eine Abbildung a: D — D ist eine Mdbiustransformation auf D, wenn es eine
Mébiustransformation 3: H — H gibt, so dass « = ® o f o L.

Wir kénnen jetzt das hyperbolische Analogon zu Lemma P174 formulieren.

Lemma 21.8.

(1) Es seien K, L Tortenstiicke in H mit gleicher Seitenlinge und gleichem Offnungs-
winkel. Dann gibt es genau eine Mdbiustransformation f von H? mit f(K) = L.

(2) Es seien K, L Tortenstiicke in D mit gleicher Seitenlinge und gleichem Offnungs-
winkel. Dann gibt es genau eine Mdbiustransformation f von D? mit f(K) = L.

Beweis.

(1) Es seien K, L zwei Tortenstiicke in H mit gleicher Seitenlinge und gleichem Off-
nungswinkel. In Lemma ?? wurde schon folgende Aussage bewiesen: Es seien A ¢
und Apgr zwei Dreiecke in H mit <ABC = <DEF und mit d(B, A) = d(E, D) und
d(B,C) =d(FE, F). Dann gibt es genau eine Mébiustransformation f mit f(B) = F
und f(Aapc) = Apgr. Wir wenden nun die Aussage an auf die Dreiecke, welche
von den drei Eckpunkten der Tortenstiicke aufgespannt werden und erhalten die
gewiinschte eindeutig bestimmte Mobiustransformation.

(2) Diese Aussage folgt sofort aus (1). O

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz P18 zu.

Beweis von Satz ZI8. Wir betrachten jetzt das reguldre hyperbolische Oktagon Hg in D,
welches wir im Beweis von Lemma T3 konstruiert hatten. Die Eckpunkte des Oktagons
sind die Punkte @, = 7e*>™*/16 mit k = 1,3,...,15, wobei 7 so gewshlt ist, dass die Innen-
winkel alle gleich 7 sind. Fiir Punkte A, B € D? bezeichnen wir mit AB die hyperbolische
Strecke von A nach B. Zudem bezeichnen wir fiir ¢ € [0, 27] mit s,,: D — D die Spiegelung
an der hyperbolischen Geraden {re* |r € (—1,1)} C D. (Wir hatten schon in Lemma 213
gesehen, dass diese Spiegelung durch die iibliche euklidische Spiegelung gegeben ist.) Wir
bezeichnen mit ~ die Aquivalenzrelation auf Hg, welche, ganz analog zur Definition auf
Seite 213, erzeugt wird durch die Relationen

P € Qu-1Qan+1 ~ Sorrt+2)16(P) € Qany3Qokys

fir k =0,1,4,5. Es ist leicht zu sehen, dass der topologische Raum Hg/ ~ hom6omorph zu
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Q15 = Q—l

ABBILDUNG 136. Hyperbolisches Oktagon mit Innenwinkel 7 mit identifi-
zierten Seiten.

FEg/ ~ ist.”™ Der topologische Raum Hg/ ~ ist also homdomorph zur Fliche von Geschlecht
2. Es geniigt daher fiir Hg/ ~ einen D-Atlas zu finden, so dass alle Kartenwechsel durch
Isometrien von D gegeben sind.

Wir bezeichen mit p die Projektionsabbildung Hg — Hg/ ~. Wir verfahren im Folgenden
soweit wie moglich wie auf Seite Z38.

Es sei also zuerst P ein Punkt im Inneren ﬁs von Hg. Die Abbildung

®:U:=p(Hs) — V=Hs C C=R?
p(X) = X

ist dann eine Karte um p(P).

Es sei nun P ein Punkt, welcher im Inneren einer Kante von Hg liegt. Wir wollen eine
Karte um p(P) finden. O.B.d.A. sei P € Q_;Q1. Wir bezeichnen mit P’ = sz (P) den Punkt,
welcher mit P identifiziert wird. Wir wéhlen ein € > 0, so dass U.(P) keinen Eckpunkt des
Oktagons beriihrt und so dass U.(P)NU.(P’) = 0. Wir schreiben jetzt U := U.(P)N Hg und
U’ := U/(P') N Hg. Dann ist p(U U U") eine offene Umgebung um p(P). Es sei f: D? — D?
die Spiegelung an der hyperbolischen Gerade, welche durch die Kante ()@, definiert wird.
Es folgt nun leicht aus den Definitionen, dass die Abbildung

p(UUU) — UJ(P)

X) X, wenn X € U,
p(X) f(s=(X)), wenn X € U’

wohl-definiert ist, und dass diese Abbildung ein Homéomorphismus ist. Insbesondere ist
dies also eine Karte fiir Hg um p(P). Diese Karte wird in Abbildung 37 skizziert.

Wir betrachten nun noch p(Q;) = p(Qs) = -+ = p(Q15), das Bild der Eckpunkte
des Oktagons. Wir wéhlen ein € > 0, so dass die hyperbolischen e-Umgebungen um die
Eckpunkte @1, Qs, ..., Q15 disjunkt sind. Fiir £ = 1,3, ..., 15 betrachten wir dann jeweils

257Fiir einen Punkt P # 0 in Fg sei e(P) die eindeutig bestimmte positive reelle Zahl mit ¢t - P € 0Eg

und ganz analog definieren wir h(P) auf Hg \ {0}. Dann induziert die Abbildung 0 — 0 und P — Z((g)) -P

fiir P # 0 einen Homoomorphismus Fs/ ~— Hg/ ~.
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fo Sz

f ist Spiegelung an
— der hyperbolischen

Gerade durch @_; und @,

sz ist Spiegelung an einer hyperbolischen Gerade

ABBILDUNG 137. Karte fiir einen Punkt im Inneren einer Kante von Hg.

das Tortenstiick®® Uy := U(Qy) N Hg. Die Mengen Uy, Us, ..., U5 sind disjunkt und es
folgt aus den Definitionen, dass

p(U1) Up(Us) U---Up(Uss)

eine offene Umgebung von p(Q1) = p(Qs3) = - -+ = p(Q15) ist.

Fiir ¢ € [0, 27] bezeichnen wir dann mit

T(p) = U(0) N {reio‘ | a € [QO,QO + ﬂ}

das hyperbolische Tortenstiick®™ um den Ursprung mit Offnungswinkel 7 und hyperboli-

scher Seitenlédnge €, welches um den Winkel ¢ zur x-Achse verdreht ist. Das Tortenstiick
T(p) ist in Abbildung skizziert.

. s
Winkel 1
ABBILDUNG 138.

258Djes ist in der Tat ein Tortenstiick im Sinne der Definition auf Seite E60, denn es ist eine Teilmenge
der Kreisscheibe U, (Qy), welche durch die beiden hyperbolischen Geraden begrenzt wird, welche durch die
beiden Kanten am Punkt @ definiert sind.

259 Auch dies ist ein Tortenstiick im Sinne der Definition auf Seite PG,
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Fir k € {1,3,...,15} definieren wir nun (k) durch die folgende Tabelle:
k 1 3 5 7 9 11 13 15

3 5 1 71 13
y(k) g7 m mogm om0 gm o 5m.

Fir £ = 1,3,...,15 besitzen die Tortenstiicke U, und T'(v(k)) die gleiche hyperbolische
Seitenlinge € und den gleichen Offnungswinkel 7+ Es gibt also nach Lemma PT8 jeweils
genau eine Mobiustransformation fr mit fr(Ux) = T'(y(k)).

Wir betrachten jetzt die Abbildung

CI)Zp(Ul)U"'Up(Ulg,) — Ue(O)
p(X) — fi(X), wenn X € Uj.

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass die Abbildung ® wohl-definiert ist, und das dies in
der Tat ein Homoomorphismus ist.

ABBILDUNG 139. Karte fiir die Projektion der Eckpunkte von Hsg.

Wir haben jetzt also wiederum bewiesen, dass Hg/ ~ eine 2-dimensionale Mannigfaltig-
keit ist. Genauer gesagt, wir haben einen D-Atlas fiir Hy/ ~ gefunden. Alle Kartenwechsel
sind nun gegeben durch Verkniipfungen von Spiegelungen und Mébiustransformation. Aber
nach Satz [473 und Satz [4T2 sind beides Isometrien. Mit anderen Worten, alle Karten-
wechsel sind gegeben durch Isometrien von D?.

Es folgt daher aus Lemma PI4, dass Hg/ ~ eine Metrik besitzt, welche konstante
Kriimmung —1 besitzt. Wir haben damit Satz PTG bewiesen. 0

21.6. Die Klassifizierung von geschlossenen Flichen. Wir fithren nun noch folgende
Bezeichnungen ein:

(1) eine Fliche ist eine geschlossene 2-dimensionale Mannigfaltigkeit,
(2) wir bezeichnen die Sphére als Fldche von Geschlecht 0,
(3) wir bezeichnen den Torus als Fldche von Geschlecht 1.

Folgender Satz klassifiziert orientierbare Fliachen bis auf einen Diffeomorphismus.

Satz 21.9. Zu jeder orientierbaren Fliche M gibt es genau ein g € Zsg, so dass M
diffeomorph zur Fliche von Geschlecht g ist.



265

Der Satz beinhaltet genau betrachtet zwei Aussagen:

(1) Jede orientierbare Fliche ist diffeomorph zu einer Flache von Geschlecht g.
(2) Fiir g # h sind die Flachen von Geschlecht g und A nicht diffeomorph.

Wir werden im néchsten Kapitel des Skripts zeigen, dass die Sphére nicht diffeomorph
zum Torus ist. Mit anderen Worten, die Fldche von Geschlecht 0 ist nicht diffeomorph
zur Fliche von Geschlecht 1. Die allgemeine Aussage (2) werden wir in der Vorlesung
algebraische Topologie beweisen. Aus Zeitgriinden kénnen wir leider die Aussage (1) nicht
beweisen.

Bemerkung. Mehr zur Klassifikation von Flidchen kann man auf
https://en.wikipedia.org/wiki/Surface_(topology)#Classification_of_closed_surfaces

finden. Insbesondere wird dort auch die Klassifikation von nicht orientierbaren Flachen
angegeben. ™™

Wir fithren auch noch folgende Bezeichnungen ein:

(1) eine Riemannsche Metrik mit konstanter Kritmmung +1 heifit sphdrisch,
(2) eine Riemannsche Metrik mit konstanter Kritmmung 0 heifit euklidisch,
(3) eine Riemannsche Metrik mit konstanter Kritmmung —1 heifit hyperbolisch.

Den folgenden Satz von Gauf-Bonnet konnen wir leider auch nicht beweisen. Mehr Infor-
mationen dazu kann man hier finden:

https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss—Bonnet_theorem
Wir werden den Satz von GauB-Bonnet in Algebraischer Topologie I beweisen.

Satz 21.10. (Gau3-Bonnet) Es sei M eine Fliche von Geschlecht g mit einer Riemann-
schen Metrik h von konstanter Krimmung ¢ € {—1,0,1}. Dann gilt

e-Vol(M,h) = 2—2g.

Das Volumen einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist immer positiv. Der Satz von Gauf3-
Bonnet besagt also, dass wenn eine Flache von Geschlecht g eine sphérische Metrik besitzt,
dann ist 2 —2¢ > 0, d.h. es ist ¢ = 0. Mit anderen Worten, S? ist bis auf Diffeomorphismus
die einzige orientierbare Flédche, welche eine sphérische Metrik besitzt. Ganz dhnlich sieht
man, dass der Torus bis auf Diffeomorphismus die einzige orientierbare Flache ist, welche
eine euklidische Metrik besitzt.”™"

Wir haben also gerade gesehen, dass wenn M eine Fldche von Geschlecht g > 2 ist, dann
kann M weder eine sphérische noch eine euklidische Metrik besitzen. Wir hatten gerade
in Satz 218G gesehen, dass die Fliache von Geschlecht 2 eine hyperbolische Metrik besitzt.

260Wir kennen bisher die Kleinsche Flasche und den projektiven Raum R P? als Beispiele von nichtori-
entierbaren Flidchen. Gibt es noch weitere Beispiele?

261Man kann zudem auch zeigen, dass (bis auf Diffeomorphie) der projektive Raum RP? die einzige
nicht orientierbare sphérische Fliache ist, und dass die Kleinsche Flasche die einzige nicht orientierbare
euklidische Fléche ist.


https://en.wikipedia.org/wiki/Surface_(topology)#Classification_of_closed_surfaces
https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Bonnet_theorem
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Eine kleine Verallgemeinerung dieses Beweises zeigt, dass die gleiche Aussage auch fiir jede
orientierbare Fliache von Geschlecht > 2 gilt.
Zusammengefasst gilt also folgender Satz:

Satz 21.11. Es gelten folgende Aussagen:

(1) Die Sphire besitzt eine sphdirische Metrik,
(2) der Torus besitzt eine euklidische Metrik,
(3) jede Fliche von Geschlecht g > 2 besitzt eine hyperbolische Metrik.

Dartiber hinaus kann keine dieser Flichen eine Riemannsche Metrik der anderen beiden
Arten besitzen.

21.7. Die Geometrie von 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Fiir n € N ist der
n-dimensionale hyperbolische Raum definiert als die Riemannsche Mannigfaltigkeit, welche
gegeben ist durch

H" = {(z1,...,2,) € R" |2, > 0},
zusammen mit der Riemannschen Struktur g, welche an jedem Punkt (xq,...,z,) € H"
gegeben ist durch
g:R*"xR*" — R
(v,w) = grlv,w).

Wir sagen eine Metrik ¢ auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist hyperbolisch,
wenn (M, g) lokal isometrisch zu H" ist.

Wir haben gerade gesehen, dass, bis auf zwei Ausnahmen, alle orientierbaren 2-dimen-
sionalen orientierbaren geschlossenen Mannigfaltigkeiten eine hyperbolische Metrik besit-
zen. Jetzt kann man sich natiirlich fragen, wie es den in anderen Dimensionen ausschaut.
Fiir n > 4 sind die “meisten”®™? geschlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten nicht
hyperbolisch.

Fiir geschlossene 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten ist es sehr schwierig explizit eine
hyperbolische Metrik anzugeben. In der Tat gab es bis etwa 1970 nur ein Beispiel von einer
geschlossenen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit, welche eine hyperbolische Metrik besitzt,
namlich die sogenannte Seifert—Weber Mannigfaltigkeit:

https://en.wikipedia.org/wiki/Seifert-Weber_space

In der Mitte der 70er Jahre hat William Thurston die damals sehr gewagte Vermu-
tung aufgestellt, dass die “meisten” geschlossenen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten eine
hyperbolische Metrik besitzen. Er hat diese Vermutung Ende der 70er Jahre fiir eine sehr
grofle Klasse von 3-Mannigfaltigkeiten bewiesen. Die Vermutung von Thurston wurde dann
endgiiltig in 2002 von Grigori Perelman bewiesen. Es gilt also folgender Satz:

Satz 21.12. (Thurston-Perelman) Die “meisten” geschlossenen 3-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten besitzen eine hyperbolische Metrik.

262Wir wollen und kénnen jetzt die genaue Bedeutung von “meisten” nicht priizise machen.


https://en.wikipedia.org/wiki/Seifert-Weber_space
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Die genaue Formulierung von die “meisten” ist nicht so schwierig, aber fiir die jetzige
Vorlesung doch zu umfangreich. Wir werden die Formulierung in der Vorlesung “Introduc-
tion to knot theory” nachreichen. Allerdings gehen die Beweise von Thurston und Perelman
weit jenseits dessen, was man in einer (oder sogar mehreren) Vorlesungen behandeln kann.

Thurston erhielt 1982 fiir seine Arbeiten die Fields-Medaille und Perelman hétte diese
2006 bekommen, wenn er diese nicht abgelehnt hétte.

Grigori Perelman *1966
William Thurston (1946-2012)

ABBILDUNG 140.
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22. DIE DE RHAM-KOHOMOLOGIE VON MANNIGFALTIGKEITEN

In diesem Kapitel fiir wir die de Rham-Kohomologiegruppen von Mannigfaltigkeiten
ein. Diese werden es uns unter anderem ermdglichen zu zeigen, dass die Sphére S? nicht
diffeomorph zum Torus ist.

22.1. Quotientenvektorrdume. In diesem kurzen Kapitel erinnern wir an die Definition
der Quotientenvektorrdaume und an einige Eigenschaften derselben. Diese wurden schon in
der Linearen Algebra II eingefiihrt.

Es sei im Folgenden V' ein reeller Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Fiir
v,w € V schreiben wir

v~ew = v—wel
Es ist leicht nachzupriifen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf V' definiert. Jede Aquivalenz-
klasse™ ist von der Form

v+U = {v+ulueU}
fiir ein v € V. Wir bezeichnen nun mit V/U die Menge aller Aquivalenzklassen.

Wir wollen jetzt eine Addition auf V/U definieren. Es seien also z,y € V/U. Dann gibt
esa,beV, sodassx =a+ U und y = b+ U. Wir definieren

x+y = a+b+U.

Wir miissen natiirlich zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von a und b abhéingt.
Wir wahlen o/,0/ € V mit x =a’ + U und y =V + U. Dann gilt

ad+V+U = a+b+d —a+V —-b+U = a+b+U.
N—_————
cU

Ganz analog konnen wir eine Skalarmultiplikation auf V/U einfiithren. In der Tat, es sei
x € V/U und | € R. Wir wihlen a € V mit = a + U. Wir definieren

l-x = 1l-a+U.

Wie oben kann man zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von a abhéngt.

Man kann nun leicht nachweisen, dass mit dieser Addition und dieser Skalarmultiplikation
V/U wiederum ein reeller Vektorraum ist. Die “Null” des Vektorraums V/U ist dabei die
Aquivalenzklasse 0+ U = U. Dieser Vektorraum wird auch Quotientenvektorraum genannt.

Die Abbildung

vV — V/U
v —= v+U

ist surjektiv und ein Homomorphismus. Diese Abbildung wird die Projektionsabbildung von

V auf V/U genannt.

263 A quivalenzklassen werden in diesem Zusammenhang oft auch Restklassen genannt.
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22.2. Die Definition der de Rham-Kohomologie. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Fiir
k € Ny betrachten wir

Op(M) := {glatte k-Formen auf M}.

Wir setzen zudem Q_; (M) = {0}. Nach Satz (1) definiert das Differential fiir jedes k
eine lineare Abbildung
Wir sagen eine glatte Differentialform w ist geschlossen, wenn dw = 0 und wir sagen w ist
exakt, wenn es eine Differentialform o mit do = w gibt. Fiir jedes k betrachten wir nun

Z (M) = Kern{d: Q(M) — Qo 1(M) = {alle geschlossenen k-Formen}

und
By(M) = Im{d: Qp_1(M) — Q(M)} = {alle exakten k-Formen}.

Nach Satz (1) gilt ddw = 0 fur jede Differentialform w € Q_1(M). Mit anderen
Worten, By (M) ist ein Untervektorraum von Z(M). Wir kénnen also den Quotientenvek-
torraum

HYM) = Zy(M)/By(M)
bilden. Der Vektorraum H*(M) wird die k-te de Rham-Kohomologiegruppe von M ge-
nannt.”?

22.3. Berechnungen der de Rham-Kohomologie. Die de Rham-Kohomologie ordnet
also jeder Mannigfaltigkeit M die de Rham-Kohomologiegruppen H*(M), k € Zso zu.
Wir wollen im Folgenden einige de Rham-Kohomologiegruppen von Mannigfaltigkeiten
bestimmen.

Lemma 22.1. Fir eine Mannigfaltigkeit M mit m Komponenten gilt
HO(M) =~ R™.

Insbesondere gilt fiir jede zusammenhdngende Mannigfaltigkeit M, dass

H(M) = R
Beweis. Es sei also M eine Mannigfaltigkeit. Dann ist
H(M) = Kern{Qy(M) — Q (M)} = {f: M = R|df =0}.
T T
daQ_1(M)=0 da Qo(M) = {glatte Funktionen M — R}
= {alle lokal konstanten Funktionen auf M }
/]\

Lemma ™7 angewandt auf Mannigfaltigkeiten
Das Lemma folgt nun aus der Beobachtung, dass die Dimension vom Vektorraum der lokal
konstanten Funktion auf M gerade die Anzahl der Komponenten von M ist.” OJ

264Georges de Rham (1903-1990) war ein schweizer Mathematiker.
265Warum ist dies der Fall?
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Bemerkung. Es sei M eine Mannigfaltigkeit von Dimension n > 1. Der Vektorraum H"*(M)
ist fiir k € {1,...,n} der Quotient von zwei unendlich (sogar iiberabzahlbar) dimensiona-
len Vektorrdumen. Wenn M kompakt ist, dann gilt allerdings {iberraschenderweise, dass
die de Rham-Kohomologiegruppen H*(M) endlich dimensionale Vektorriume sind. Wir
kénnen diese Aussage in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden leider nicht beweisen.

Lemma 22.2. Fiir jede k-dimensionale Mannigfaltigkeit gilt H'(M) = 0 fiir i > k.

Beweis. Jeder Tangentialraum einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist nach Korollar
ein k-dimensionaler Vektorraum. Fiir ¢ > k folgt also aus Lemma B3, dass A“Tp M = 0 fiir
alle P € M. Insbesondere ist Q'(M) = 0, und damit auch H* (M) = 0. O

Andererseits gilt folgender Satz.

Satz 22.3. Es sei M eine orientierbare k-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit.
Dann gilt dim H*(M) > 1.

Bemerkung. Es gilt die stirkere Aussage, dass die Dimension von H*(M) gerade gegeben ist
durch die Anzahl der Komponenten von M. Wir kénnen diese Aussage in dieser Vorlesung
nicht beweisen.

Beweis. Es ist
HY(M) = Z(M)/Bp(M) = Kern{d: Q. (M) — Qus1(M)}/Bp(M) = Qu.(M)/Bp(M).
T
nach dem Beweis von Lemma P22 ist Qj11(M) =0
Wir betrachten die lineare Abbildung

M

Da M orientierbar und geschlossen ist, folgt aus dem Satz von Stokes, dass fiir alle
w € U1 (M) gilt p(w) = 0. Mit anderen Worten, es ist By(M) C Kern(p). Die lineare
Abbildung ¢ induziert also eine wohl-definierte lineare Abbildung

o: H* (M) = Q. (M)/B,(M) — R
w] f w.
M
Es geniigt nun also zu zeigen, dass es eine k-Form w auf M gibt mit p(w) # 0. Es sei
P € M ein beliebiger Punkt. Wir wéhlen eine Karte ®: U — V und eine nichtnegative

glatte Funktion z: R® — R mit z(®(P)) > 0 und Triger(z) C V.”¥ Die Karte ® und
die Funktion z sind in Abbildung [41 skizziert. Wir betrachten nun die k-Form w auf M,

266Warum gibt es solch eine Funktion?
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welche gegeben ist durch

w = O (z-dry AN ANdxy) auf U

und
w =0 auBerhalb von U.

Dies ist eine glatte k-Form auf M und es gilt
fw = fw = f@*(z~dx1/\~~/\dq:k)
M U U
= fz-da:l/\---/\dxk
1%

T T
Satz (3) Satz (2) die Funktion z ist nicht-negativ,
stetig, und fiir ®(P) ist die
Funktion positiv 0

~ “Graph von z o ®” “Graph von 2”

.U -V

ABBILDUNG 141. Skizze zum Beweis von Satz EZ23.

22.4. Die Funktorialitit der de Rham-Kohomologie.

Satz 22.4. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten.
Dann ist fiir jedes k die Abbildung

F5HE(N) —  HNM)
W] = [fw]

wohl-definiert und linear.

Beweis. Wir miissen folgende drei Aussagen beweisen:

(1) wenn dw = 0, dann ist auch d(f*w) =0,

(2) wenn [w] = [0] € H*(N) dann ist auch [f*w] = [f*o] € H*(M),

(3) f* ist linear.
Die erste Aussage folgt sofort aus Satz PO8. Es seien nun w und o zwei geschlossene k-
Formen auf M mit [w] = [o]. Dann gilt [w — o] = [w] — [0] = 0. Dies wiederum bedeutet,
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dass es eine (k — 1)-Form ¢ auf M gibt mit
w—o = do.
Dann gilt auch
frw—fo = fflw=—0) = f(dd) T: d(f*0)

Satz

Dies impliziert, dass [f*w] = [f*o] € H*¥(M). Wir haben damit die zweite Behauptung
bewiesen.

Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung wohl-definiert und linear ist. O
Satz 22.5. Fir jedes k definieren die Abbildungen
M — HF (M)
und

(f: M = N) — (f*: H*(N) — H*(M))
einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der Kategorie
der Vektorrdume.
Beweis. ITm Hinblick auf Satz 224 geniigt es folgende zwei Aussagen zu bewiesen:
(1) fiir eine Mannigfaltigkeit M gilt id}, = idgx(ar),
(2) fiir glatte Abbildungen f: L — M und g: M — N gilt (fog)* = g* o f*.
Beide Aussagen folgen leicht aus den Definitionen. O

Das folgende Korollar besagt insbesondere, dass diffeomorphe Mannigfaltigkeiten isomor-
phe de Rham-Kohomologiegruppen besitzen.

Korollar 22.6. FEs sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltigkeiten,
dann ist fiir alle k die induzierte Abbildung f*: H*(N) — H*(M) ein Isomorphismus.

Der Beweis von Korollar BZ8 ist fast identisch mit dem Beweis von Korollar [[=3.

Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Wir
sagen f besitzt ein Linksinverses, wenn es eine glatte Abbildung g: N — M gibt, so dass
go f=idum.

Folgendes Lemma ist ganz dhnlich der Aussage von Ubungsaufgabe 4 in Ubungsblatt 4.
Lemma 22.7. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, welche
ein Linksinverses besitzt. Dann ist fiir alle k die induzierte Abbildung f*: H*(N) — H*(M)
ein Epimorphismus.

Beispiel. Die Abbildung
f:8t — Stxgst
x — (x,1)

g: Stx St — St

besitzt das Linksinverse
(z,y) — =
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Es folgt aus Lemma 2272, dass f*: H'(S* x S') — H'(S!) ein Epimorphismus ist. Satz 2223
besagt, dass H'(S') # 0, also ist auch H'(S! x S*) # 0.

Beweis. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und es sei
g: N — M eine glatte Abbildung mit g o f = id;;. Dann ist

idman = idy =(gof)" = frog”
T T

Satz P23 Satz EZ3

Nachdem f*og* = id insbesondere ein Epimorphismus ist, muss auch f* ein Epimorphismus
sein. U

22.5. Das Dachprodukt auf de Rham-Kohomologie. Mithilfe von Satz 2 (4) kann
man problemlos folgenden Satz beweisen.

Satz 22.8. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und es seien w € Q(M), o € (M). Es ist
dwAo) = dwho+ (—1)w A do.
Mithilfe von Satz B9 und Satz P28 kann man nun leicht folgendes Korollar beweisen.

Korollar 22.9. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann ist
A: HF(M) x H(M) — H*(M)
(W], lo]) = [WAfo] = [wAd]
eine wohldefinierte Abbildung. Diese hat zudem folgende Figenschaften:
(1) die folgende Abbildung ist bilinear:
A HE(M) x H(M) — HMY(M)
(a,b) — aAb
(2) fir alle a € H*(M), b € H'(M) und c € H™(M) ist
aN(bAc) = (anb)Aec.
(3) fiir alle a € H*(M) und b € H' (M) ist
bAa = (=DM . bAaa.
Beispiel. Wir betrachten die beiden 1-Formen dx und dy auf dem Torus T = R?/Z?, welche

wir auf Seite eingefiihrt hatten. Wir hatten auf Seite bewiesen, dass dz und dy
geschlossen sind. Hierbei ist [dz] A [dy] = [dz A dy]. Wir hatten auf Seite gezeigt, dass

[ dzndy = 1.

R2 /72

Es folgt nun aus dem Beweis von Seite E70, dass [dr A dy|] # 0 € H?*(T). Zudem folgt
aus Korollar 229 (1), dass [dz] # 0 € HY(T) und [dy] #0 € H ( ) Auflerdem folgt aus
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Korollar 229 (3), dass [%] und [d_y] linear unabhingig in H'(T) sind.Z? Wir haben also
gezeigt, dass dim H(T) > 2.7

Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M setzen wir nun®®

H*(M) = @OHZ‘(M).
Fiir a;,b; € H (M), i =0, ...,n definieren wir

i=0 i=0 =0 j=0 “=—=~—
€EHI (M)
Es folgt aus Korollar ZZ9, dass mit dieser Multiplikation H*(M) ein (nicht notwendiger-
weise kommutativer) Ring ist.”*
Auf Seite I3 hatten wir schon erwéhnt, dass fiir eine lineare Abbildung f: U — V

zwischen Vektorrdumen und fiir alle & € A*V* und g € A'V* gilt, dass
fflanp) = ffan f*B.

Mithilfe dieser Bemerkung kann man nun, ganz analog zu Satz 224, folgenden Satz bewei-
sen.

267In der Tat, denn wenn [dz] und [dy] linear abhiingig wiren, dann géibe es insbesondere ein A € R\ {0}

mit [dz] = A[dy]. Daraus wiederum folgt, dass

[dz] A [dy] = Aldy] A [dy] T: —Aldy] A dy] = —[dz] A [dy],
Korollar 2279 (3)

d.h. es ist [dz] A [dy] = 0.

26810 der Tat gilt HO(T) = R, H'(T) = R? und H?*(T) = R. Aber wir kénnen das mit den bisher
erarbeiteten Methoden nicht beweisen.

269%iir Vektorriume Vp, . .., V, bezeichnen wir hierbei mit

@Vi = Vo @V, = {(vi,...,u) |v; €V;}
i=0

die direkte Summe von Vg, ..., V,. Die direkte Summe besitzt eine offensichtliche Vektorraumstruktur. Fiir
jedes i € {0,...,n} ist

Viﬁiejomi%@-..@vn w — (0,...,0, w ,0,...)

i-te Koordinate

ein Monomorphismus von Vektorrdumen und wir identifizieren V; mit dem Bild dieser Abbildung, d.h. wir
n

fassen V; als Untervektorraum von @V, = Vo @--- @V, auf. Fir v; € V;, i =0,...,n schreiben wir also
i=0
insbesondere

vo+ v, = (vo,...,Un).

270Besitzt der Ring H*(M) ein multiplikativ neutrales Element?
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Satz 22.10. Die Abbildungen
M — H*(M)

und

(f: M = N) — (f*: H*(N) — H*(M))

definieren einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der
Kategorie der Ringe.

22.6. Die Sphire und der Torus sind nicht diffeomorph. Wir wollen nun zum Ab-
schlufl der Vorlesung beweisen, dass die Sphére und der Torus nicht diffeomorph sind. Wir
werden dabei folgenden Satz verwenden.

Satz 22.11. Es ist H'(R?) = 0.

Bemerkung.

(1) Mit etwas mehr Aufwand kann man auch beweisen, dass fiir alle n > 0 und fiir alle
k > 1 gilt, dass H*(R™) = 0.

(2) Eine Teilmenge U C R™ heifit sternformig ist, wenn es ein x € U gibt, so dass fiir
alle y € U die Verbindungsstrecke (1 — s)x + sy, s € [0, 1] von = nach y ebenfalls
ganz in U liegt. Beispielsweise sind konvexe Teilmengen von R” sternférmig. Insbe-
sondere ist der ganze R" sternférmig. In Forster: Analysis I1I wird gezeigt, dass fiir
jede sternformige Teilmenge U von R™ die Kohomologiegruppen H*(U) fiir k > 1
verschwinden. Die Aussage wird oft als das Poincaré-Lemma bezeichnet.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass jede geschlossene 1-Form auf R? auch schon exakt
ist. Es sei also

w = f(z,y)dz+g(x,y)dy

eine geschlossene 1-Form. Dies bedeutet, dass

0 = dw = d%ﬂ~d:c +8{]f. dy) = df /\ad:c—l—dga/\ dy o o
— (9L 95 99 99 (4,9
- (§hde+ 5dy) Adw+ (Gldw+ Glay) ndy - (-5 +58)dwnay

Lemma K denn dy A dx = —dz A dy
und dex ANdx =dy ANdy =0

Es folgt also, dass
of _ g
oy ~— Oz’
Wir hatten schon in Ubungsblatt 5 gesehen, dass dies bedeutet, dass w exakt ist.
Der Vollsténdigkeit halber fiihren wir das Argument noch einmal aus. Es geniigt nun
eine Funktion ¢ zu finden mit

0 0
or = fley) wd o= g(ry),
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denn nach Lemma B ist dann dc = w. Es liegt nahe, als erstes eine Stammfunktion von f
beziiglich x zu betrachten. Fiir (z,y) € U definieren wir nun

a(r,y) = z: f(s,y)ds.

Dann gilt
0 0
3_:' = oz ff(S,y)dS = f(xay)
s=0 /]\
HDI
Zudem gilt
a a S=T S=T a S=T a
5 = oy [ f(s,yyds = [ 9,/ (s:9)ds = [ Sa(s,y)ds = gla,y) — 9(0,y).
s=0 s=0 s=0
T T
Satz B0 angewandt denn %f(s,y) = %g(s,y) auf f

auf das Rechteck [0, 2] x [0, y]

Wir erhalten also die gewiinschte partielle Ableitung beziiglich . Wir erhalten fast die
gewiinschte partielle Ableitung beziiglich y, aber im Moment erhalten wir noch den Extra-
term —g(0,y). Wir kénnen nun jedoch noch eine geeignet gewihlte Funktion in y hinzuad-
dieren. In der Tat kann man nun leicht nachpriifen, dass

s=y
c(z,y) = alz,y) + [ g(0.y)ds
s=0
die gewiinschte Eigenschaft besitzt. 0
Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.
Satz 22.12. Die Sphire S* ist nicht diffeomorph zum Torus T = S' x S = R?/Z2.

Beweis. Nehmen wir also an, es gibt einen Diffeomorphismus ®: S? — T := S* x S'. Wir
bezeichnen mit P = (0,0,1) den “Nordpol” von S? und wir schreiben ®(P) =: (z,w).
Die Einschriinkung von @ auf S?\ P — T\ ®(P) ist ebenfalls ein Diffeomorphismus von
Mannigfaltigkeiten.

Korollar ZZ8 besagt, dass diffeomorphe Mannigfaltigkeiten isomorphe Kohomologiegrup-
pen besitzen. Es geniigt nun also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist H'(S?\ P) = 0 und es ist H (T \ ®(P)) # 0.
Wie auf Seite PO betrachten wir nun die stereographische Projektion
U: 2\ P — R?
z Y
(z,y,2) <1_Z, 1_Z)-

Dies gibt uns einen Diffeomorphismus von der Mannigfaltigkeit S?\ P zu R?. Es folgt nun
aus Satz ZZT1 und aus Korollar 228, dass H'(S*\ P) = 0.
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Der Beweis, dass H'(T \ ®(P)) # 0 ist fast identisch zu dem Beweis auf Seite P73, dass
HY(T) # 0. Wir wihlen ein v # w. Dann ist S* x {v} C S* x S*'\ (z2,w) =T \ ®(P). Die
Abbildung

F:80 = S'x S'\ @(P) g: S'x S\ ®(P) — S

besitzt das Linksinverse

r — (z,v) (x,y) — =z
Es folgt aus Lemma 2277, dass f*: H'(S! x S'\ ®(P)) — H'(S') ein Epimorphismus ist.
Satz P23 besagt, dass H'(S') # 0. Also ist auch H'(S' x ST\ ®(P)) # 0. O

ABBILDUNG 142. Skizze zum Beweis von Satz EZ12.

Bemerkung. Der vorherige Satz besagt also, dass die Sphire S? nicht diffeomorph zum
Torus T = S' x S = R?/Z? ist. A priori kénnte es allerdings sein, dass die Sphiire S?
homdomorph zum Torus T ist. In der Tat gibt es Mannigfaltigkeiten, welche hom&omorph
aber nicht diffeomorph sind. Wir werden in der Vorlesung Algebraische Topologie I sehen,
dass dies in diesem Fall jedoch nicht der Fall ist.
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23. AUSBLICK

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass die 2-dimensionale Sphéire und der Torus
nicht diffeomorph sind. Wir haben dies dadurch bewerkstelligt, dass wir einen Funktor von
der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der Kategorie der Vektorrdume eingefiihrt hatten.
Dieser Funktor hat es uns dann ermdoglicht Mannigfaltigkeiten mithilfe von der (deutlich
einfacheren Theorie) der Vektorrdume zu studieren.

In den Vorlesungen Algebraische Topologie I und II werden wir ganz dhnlich verfah-
ren. Wir werden Funktoren von der Kategorie der topologischen Raume in die Kategorie
der Gruppen und in die Kategorie der Vektorrdume einfithren. Diese ermdoglichen es uns
topologische Probleme mithilfe von algebraischen Methoden zu studieren.

Insbesondere werden wir in der Algebraische Topologie II die “singuldre Kohomologie-
gruppen” fiir beliebige topologische Réume einfiithren. Fiir Mannigfaltigkeiten sind diese
isomorph zu der de Rham-Kohomologie. Wir werden zudem viele Eigenschaften der Koho-
mologiegruppen kennenlernen, welche es ermdéglichen diese fiir viele Mannigfaltigkeiten zu
bestimmen.
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