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LITERATUR

Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben
reicht das Skriptum. Nachdem sich das Skriptum an Forster: Analysis
IT orientiert, kann es allerdings hilfreich sein, dieses Buch begleitend zu
studieren.
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1. METRISCHE RAUME

In diesem Semester wollen wir uns hauptséchlich mit Funktionen im
R™ beschiiftigen. Fiir die Diskussion von stetigen Funktionen bietet es
sich allerdings an unser Blickfeld etwas zu erweitern und eine Verallge-
meinerung des R™ zu betrachten, ndmlich die metrischen Rdume.

1.1. Definition von metrischen Riaumen.

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus
einer Menge X und einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — RZOI{$ER’$ZO},
(z,y) = d(z,y),
mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(2) fiir alle z,y € X gilt

d(z,y) = d(y, x) (Symmetrie)
(3) fiir alle z,y,z € X gilt
d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
Wir nennen d(z,y) manchmal den Abstand von x zu y.

Beispiel. (1) X =R" und

n

d((xla---axn)a(yh-“:yn)) = Z(xk_yk)2>

k=1

dies ist die euklidische Metrik auf R",
(2) X =R" und

n

d((x1, ..., ), (Y1, -, Yn)) = max { 1, (xp —yr)? ¢,
k=1

dies ist die euklidische Metrik auf R",
(3) X eine beliebige Menge, z.B. X = {1,2,3,...,k}, X = R", und
1

0, fallsz =y,
d(w,y) := { 1, falls z #y.

(4) X = R und d(x,y) := |r — y|. (Das ist nur Beispiel (1) mit
n=1.,)

Uberlegen Sie sich, warum das eigentlich eine Metrik ist.
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Beispiel. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Wir definieren
dA cAxA — R
(a,b) +— d(a,b),

dann ist (A,da) ebenfalls ein metrischer Raum. Wir nennen d, die
induzierte Metrik.

1.2. Normierte Vektorraume.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V|| —||) bestehend
aus einem Vektorraum V iiber R und einer Norm auf V', d.h. einer
Abbildung

=1V = Rxo
z o=l
mit folgenden Eigenschaften:
(1) |lz|| = 0 genau dann, wenn x = 0,

(2) |[Az|| = |A] - ||z|| fur alle A € R und = € V,
3) llz+yll < llzll + llyl fir alle z,y € V.

Beispiel. (1) V=R" und

(Euklidische Norm),

(1, ... x,)|| =

bilden einen normierten Vektorraum.

(2) V =R" und

Iz, ...z == Z |z (Maximumsnorm)
k=1

bilden einen normierten Vektorraum. 2
(3)
V = M(n x m,R) = Vektorraum der m x n-Matrizeun
und
(]| = H}L.?X{’aij\}

bilden einen normierten Vektorraum.

’Diese Norm hat iibrigens den Spitznamen ‘Manhattan-Norm’. Warum? Wenn
sie zu Fuss von der Ecke ‘25th Street 6th Avenue’ zu ‘59th Street, 3rd Avenue’
gehen wollen, wie messen Sie die Distanz bzgl. der Koordinaten (25, 6) und (59, 3)?
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(4) Es sei D C R, dann bilden
V' = alle beschriankten Funktionen D — R,

und

If[ = sup{[f(z)[ |z € D}

einen normierten Vektorraum. (Siche Forster Seite 5 fiir einen
Beweis der Dreiecksungleichung.)
(5) Es seien a,b € R,a < b, dann bilden

C(la, b)) = Menge aller stetigen Funktionen [a,b] — R,

und

1]l = / f(x)2da

einen normierten Vektorraum. Der Nachweis, dass dies ein nor-
mierter Vektorraum ist, ist allerdings nicht ganz trivial.

Folgender Satz folgt sofort aus den Definitionen:

Satz 1.1. Sei (V.|| —||) ein normierter Vektorraum. Wir definieren
d(v,w) == |lv —w|,
dann ist (V,d) ein metrischer Raum.

Im Folgenden betrachten wir R™ durchgehend (aufler wir sagen ex-
plizit etwas anderes) als normierten Vektorraum bzgl. der Euklidischen
Norm, insbesondere betrachten wir R™ als metrischen Raum bzgl. der
Euklidischen Metrik.

1.3. Offene Mengen in metrischen Riumen.
Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Es sei € X und r > 0, dann heift
By(x) :={y € X|d(z,y) <r}

die offene Kugel um x mit Radius 7.
(2) Eine Teilmenge A C X heifit offen, wenn es zu jedem a € A ein
r > 0 gibt, so dass

B,.(a) C A.

(3) Es sei x € X. Eine Umgebung von x ist eine Teilmenge von X,
so dass es ein r > 0 gibt, mit der Eigenschaft, dass B,.(z) C U.

Beispiel. (1) Wenn X = R mit d(z,y) = |z — y|, dann ist B,(z) =
(x — 7,z + ). Es folgt leicht, dass ein Intervall (a,b) C R eine
offene Teilmenge von R ist.
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(2) Ein Intervall von der Form (a, c0) oder (—oo, a) ist offen.

(3) Ein Intervall von der Form [a, b) ist nicht offen, weil es fiir z = a
kein geeignetes r > 0 gibt.

(4) Essei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist X eine offene Menge
und die leere Menge ist ebenfalls eine offene Menge.

(5) Folgende Mengen sind beispielsweise Umgebungen von 1 € R:
(1—¢,1+¢),[0,2),(—00,3] und R.

Bemerkung. Es sei x € X. Eine Teilmenge U C X ist eine Umgebung
von x, genau dann, wenn es eine offene Teilmenge V' von X gibt, mit
der Eigenschaft, dass 2 € V und V Cc U. 3

Lemma 1.2. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r > 0.
Dann ist B,(x) C X eine offene Teilmenge.

Beweis. Es sei y € B.(z). Wir setzen s := d(x,y). Per Definition von
B, (x) gilt s < r. Wir setzen nun ¢ := r — s. Nachdem ¢ > 0 geniigt es
folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung.
Bi(y) C B(x).

Sei also z € B;(y). Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <s+t=r.
O

Satz 1.3. (Hausdorffsches Trennungsaxiom) Es sei X ein metrischer
Raum * und x,y € X zwei verschiedene Punkt. Dann existieren Umge-
bungen U von x und V von y, welche disjunkt sind, d.h. UNV = ().

Beweis. Wir setzen ¢ := d(z,y). Dann sind U := B.(z) und V :=
B.(y) Umgebungen von x bzw. y. Wir miissen nun zeigen, dass diese
disjunkt sind.

Nehmen wir an, es gibt einen Punkt z € U N V. Dann folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass

2¢e =d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) <e+e =2,
also 2e < 2¢. Wir erhalten also einen Widerspruch. O
Satz 1.4. Es sei X ein metrischer Raum.

3Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen, wenn man diese mal verdaut
hat.

4Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d be-
zeichnet, d.h. ‘Sei X ein metrischer Raum’ ist kurz fiir ‘Sei (X, d) ein metrischer
Raum’.
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(1) Wenn Uy, ...,Uy offene Teilmengen von X sind, dann ist Uy N
UsN---NU ebenfalls offen.

(2) Es sei Us,i € I eine Familie ® von offenen Teilmengen, dann
st U;erU; ebenfalls offen.

Bemerkung. (1) Anders ausgedriickt, der Satz besagt, dass die Schnitt-
menge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen ist, und
dass die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen wieder
offen ist.

(2) Man beachte, dass die Schnittmenge von unendlich vielen offe-
nen Mengen i.a. nicht offen ist. Beispielsweise sind die Mengen
U, == (—%,2) C R,n € N offen, aber die Schnittmenge N2, U,
besteht nur aus {0}, aber {0} C R ist nicht offen.

Beweis. (1) Es sei x € Uy NUs N --- N Ug. Nach Voraussetzung
existieren ¢; > 0,7 = 1,..., k, so dass B.,(x) C U;. Dann folgt,
dass

Bmin(sl,...,ak)(x) c U1 N U2 MN---N Uk
(2) Es sei ¢ € U;eU;. Dann existiert insbesondere ein i € I, so
dass x € U;. Nach Voraussetzung existiert ein € > 0, so dass
B.(z) C U;. Dann gilt aber auch, dass

Ba(l') CcU; C UieIUi-
L]

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Wir sagen U C X ist abge-
schlossen, wenn X \ U offen ist.

Beispiel. (1) Es seien a,b € R, a < b, dann ist [a,b] C R abge-
schlossen, denn das Komplement
R\ [a,b] = (—00,a) U (b, 00)
—— N~
offen offen
ist die Vereinigung zweier offener Mengen, also ebenfalls offen.
(2) Essei X ein metrischer Raum, dann sind X und die leere Menge
wie oben gesehen offen. Thre Komplemente sind per Definition
abgeschlossen, also sind die leere Menge und X auch abgeschlos-
sen.
(3) Es sei X ein metrischer Raum und z € X. In den Ubungen
werden wir sehen, dass {z} C X abgeschlossen ist.

Sauf gut Deutsch heiBt das Folgendes: I ist eine Menge (z.B.
{1,...,k} oder N, aber I kann auch zB. iiberabzéhlbar sein), und
jedem Element ¢ € I ist eine Menge U; zugeordnet. Siehe auch:
http://de.wikipedia.org/wiki/Familie_(Mathematik)
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Lemma 1.5. (1) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen
Teilmengen ist abgeschlossen.
(2) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmen-
gen ist wiederum abgeschlossen.

Beweis. Es seien also Aj,..., A, C X abgeschlossene Mengen. Dann
gilt

X\ (A U---UA) =Nk X\ A,
aber nach Voraussetzung sind die Mengen X \ A; offen, und nach Satz
1.4 (2) ist die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder
offen. Der Beweis der zweiten Aussage des Lemmas verlduft nach dem
gleichen Schema. O

Definition. Es sei Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Wir
sagen x € X ist Randpunkt von Y, falls jede Umgebung von x sowohl
einen Punkt von Y als auch einen Punkt von X \ Y enthiilt. Die Men-
ge aller Randpunkte von Y heifit der Rand von Y und wird mit 9Y
bezeichnet.

Bemerkung. Wie in der Bemerkung vor Lemma 1.2 kann man Folgendes
zeigen: FEin Punkt x € X ist ein Randpunkt von Y, genau dann, wenn
jede Kugel B,(x) um x sowohl einen Punkt von Y als auch einen Punkt
von X \ Y enthélt.

Beispiel. (1) Es seien a,b € R, a < b. Die Randpunkte der Teil-
mengen

(a,b), (a,b] und [a,b) C R

sind @ und b. °
(2) Der Rand der Kugel

{veR"[lv]l <1},
ist die Sphére
S*ti={v e R"||jv]| = 1}.

Satz 1.6. Es ser X ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt:
(1) Y\ 9Y ist offen,
(2) YUY ist abgeschlossen,
(3) Y st abgeschlossen.

6In der Tat, jedes Intervall (a —r, a+r) enthélt einen Punkt von (a, b) und einen
Punkt auerhalb von (a, b), also ist a ein Randpunkt von (a, b). Genauso zeigt man,
dass b ein Randpunkt von (a,b). Wenn z € (a,b), dann gibt es ein r > 0, so dass
(x =7,z +71) C (a,b), also ist « € (a,b) kein Randpunkt von (a,b), und genauso
zeigt man, dass ein Punkt z € (—o0,a) U (b, 00) kein Randpunkt von (a, b) ist.
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Beweis. (1) Es sei also y € Y\ dY. Wir miissen zeigen, dass es ein
e > 0 gibt, so dass B.(y) C Y \ 9Y.

Nachdem jede Umgebung von y insbesondere y enthélt, und
nachdem y ¢ 0Y existiert eine Umgebung U von y, welche
keinen Punkt von X \ Y enthélt. Per Definition von Umgebung
gibt es nun ein € > 0, so dass B.(y) CU C Y.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass B.(y) N 9Y = (. Sei
z € B.(y). Nachdem B.(y) offen ist (Lemma 1.2), ist B.(y)
eine offene Umgebung von z. Aber die Umgebung B.(y) von z
enthilt keinen Punkt von X \ Y, also kann 2z kein Randpunkt
sein.

(2) Wir setzen Y’ := X \ Y. Aus der Definition folgt sofort, dass
Y = 9Y’. Es folgt, dass

YUY = (X \Y)UaY' =X\ (Y'\ Y
ffen nach (a)

abgeschlossen ist.
(3) Wir setzen Y’ := X \ Y. Aus (a) folgt, dass

X\9Y = (YUY)\ Y = (Y \aY)U (Y'\ dY")

offen ist, insbesondere ist Y C X abgeschlossen.
O

1.4. Topologische Riaume. Wir betrachten jetzt die topologischen
Réume, welche man als eine Verallgemeinerung des Begriffes des me-
trischen Raumes auffassen kann. Topologische Riume werden in dieser
Vorlesung eine eher untergeordnete Rolle spielen, aber fiir die meisten
hoheren Vorlesungen in der reinen Mathematik (z.B. Funktionalana-
lyis, Topologie, algebraische Geometrie, Zahlentheorie) ist dies ein sehr
wichtiger Begriff.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7T) wobei X eine
Menge ist und 7T eine Topologie auf X, d.h. T ist eine Menge von
Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(1)
0, XeT,
(2)
U,.... Uk e T=UN---NU, €T,
(3)
U; ET,T:EI:>U1'€[UZ' eT.
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Beispiel. (1) Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann ist
T :={AC X|Aoffenin (X,d)}

eine Topologie auf X.
(2) Sei X eine Menge, dann ist 7 = {0, X} eine Topologie auf X.
(3) Sei X eine Menge und 7 die Menge aller Untermengen von X.
Dann ist 7 eine Topologie auf X.
(4) Sei X =R und es sei 7 wie folgt definiert:

UeT & esgbta,...,z, e R;sodass U =R\ {x1,...,2,}
oder U = ().

Dann ist 7 eine Topologie auf X = R.

Definition. Sei (X,T) ein topologischer Raum.

(1) Die Mengen in T werden offen genannt.

(2) Sei (X, T) ein topologischer Raum und x € X. Eine Teilmenge
U C X heit Umgebung von x, falls es eine offene Menge V'
gibt, sodass z € V C U.

Definition. Ein topologischer Raum heifit Hausdorff, wenn es zu zwei
verschiedenen Punkten x # y disjunkte Umgebungen U von x und V
von y gibt.

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass ein topologischer Raum
Hausdorff ist, genau dann, wenn es zu zwei verschiedenen Punkten
x # y offene Teilmengen U und V gibt, so dass © € U,y € V und
unv=»0.

Beispiel. Wir iiberpriifen ob die obigen Beispiele Hausdorff sind:

(1) Es folgt aus Satz 1.3, dass der einem metrischen Raum zuge-
ordnete topologische Raum Hausdorff ist.

(2) Wenn X mindestens zwei Elemente hat, dann ist (X, 7) nicht
Hausdorft.

(3) Diese Topologie ist Hausdorff, in der Tat, fiir gegebene = # y
konnen wir U = {z} und V = {y} wihlen.

(4) Diese Topologie ist nicht Hausdorff, denn die Schnittmenge von
zwei nichtleeren offenen Mengen in (X, 7T) ist nichtleer, es gibt
also keine disjunkten nichtleeren offene Teilmengen in (X, 7).

Bemerkung. Es gibt viele verschiedene Normen auf R", z.B.

||($1,...,1En)||1 = V;Z:lx%7
[(z1,...,20)]l2 = Zk:1|xi|7

||(‘T17 SR 7xn)||3 = max{|x1|, SRR |l‘n|}
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Man kann zeigen, dass alle Normen auf R"™ die gleiche Topologie defi-
nieren, d.h. wenn eine Menge offen ist bzgl. einer Norm auf R", dann
ist sie auch offen bzgl. jeder anderen Norm auf R”. 7

2. KONVERGENTE FOLGEN UND STETIGE ABBILDUNGEN
2.1. Konvergenz von Folgen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und (z)ren eine Folge von
Punkten aus X. Wir sagen (zy)ren konvergiert gegen x € X wenn
V 3V dzgx) <e.

e>0 KeN k>K

Wie iiblich schreiben wir in diesem Fall limy_,. 2 = .
Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine Ubungsaufgabe.

Lemma 2.1. Es sei X ein metrischer Raum und (zy)ren eine Folge
von Punkten aus X. Dann gilt limy_.o. xp = x genau dann, wenn

v 4 V z, el
Umgebung U KN k2K

vonx

Bemerkunyg. (1) Das Lemma besagt unter anderem, dass es bei der
Konvergenz von Folgen nicht auf die Metrik ankommt, sondern
auf die offenen Mengen. Z.B. haben wir gesehen, dass es auf
dem R"™ verschiedene Normen gibt, welche die gleiche Topologie
definieren, es folgt, dass eine Folge von Punkten in R™ genau
dann bzgl. einer Norm konvergiert wenn sie bzgl. jeder anderen
Norm konvergiert.

(2) Die Formulierung fiir Konvergenz, welche im Lemma gegeben
ist, hat den Vorteil, dass sie auch Sinn fiir topologische Raume
macht.

Konvention. Wenn x ein Punkt in R™ ist, dann bezeichnen wir die
Koordinaten von x mit (xy,...,x,).

Satz 2.2. Es sei (x1,)ren eine Folge von Punkten in R™. ® Dann gilt

lim zp, =y & limpoTp =y; fiir allei =1,...,n.
k—o0

"Diese Aussage gilt ganz allgemeiner fiir Normen auf endlich dimensionalen Vek-
torrdumen (nachdem diese alle isomorph zu einem R™ sind), aber die Aussage ist
falsch fiir Normen auf unendlich dimensionalen Vektorrdumen.

8Wie oben erwihnt, wenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir R™
mit der euklidischen Norm.



12 STEFAN FRIEDL

Dieser Satz erlaubt es uns die Konvergenz von Folgen im R” mithilfe
der Methoden aus der Analysis I zu studieren.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass limy_,., x; = y. Es gilt also:

= — :
s\Zo KeN k:;K lox =yl <e

Es sei nun i € {1,...,n}. Wir miissen zeigen:

Y d VYV |z -yl <e.
7>0 LeN l2L| ti = il

Sei also n > 0. Wenn wir € = 7 setzen, erhalten wir ein K € N, so dass
fir alle k > K gilt, ||z — y|| < . Dann gilt aber fiir alle [ > L := K,
dass

[z — yi| < Z@lj —yi)? = llzs —yll <e=n.
7j=1

(Die erste Ungleichung ist einfach Algebra, und hat mit der speziellen
Situation nichts zu tun.)

Nehmen wir nun an, dass fiir alle 1 = 1,... n gilt: limy_, zg; = ;.
Wir wollen zeigen, dass limg_,o, xx = vy, d.h. wir wollen zeigen, dass

Vo 3 VvV fo—y <e.

e>0 KeN k>K

Sei also € > 0. Zur Erinnerung, es gilt:

n

e —yll = | > (e — )2

=1

Seinuni € {1,...,n}. Nachdem limy_,, xx; = y; existiert insbesondere
ein L; € N, so dass fiir alle k > L; gilt: |25 —yi| <n = \/iﬁ Wenn wir
nun K :=max{Ly,..., L,} setzen, dann gilt fiir alle k > K, dass

ool = || Sl <[ 3 () ==

i=1 j=1

(Die Ungleichung folgt, weil fiir k > K gilt k > K > L;, also (a:kl-—y)Q <
=) O
Satz 2.3. Es sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

fiir jede Folge (ag)ren von Punkten in A,
A ist abgeschlossen < welche in X konvergiert
gilt: limy_, o ap € A.
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Beispiel. Betrachten wir U = (—1,1) C R, dann ist a = 1 — % ei-

ne Folge von Punkten in U, welche konvergiert, aber der Grenzwert
limg oo ax = 1 liegt nicht mehr in U. Es folgt aus dem obigen Satz,
dass U C R nicht abgeschlossen ist.

Beweis. “=" Nehmen wir zuerst an, dass A abgeschlossen ist. Es sei
(ax)ren eine Folge von Punkten in A, welche gegen = € X konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass = € A.

Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist, d.h. nehmen wir an, dass
x € X \ A. Aus der Definition von ‘abgeschlossen’ folgt, dass X \ A
offen ist, d.h. es existiert ein € > 0, so dass B.(z) C X \ A. Anders
ausgedriickt, es existiert ein e > 0, so dass B.(z) N A = 0.

Andererseits folgt aus lim;,_,., a;, = =, dass es ein K € N gibt, so dass
d(ay, ) < e fir alle k > K. Anders ausgedriickt, es existiert ein K € N,
so dass a; € B.(x) fiir alle k > K. Dies ist nun aber ein Widerspruch
nachdem wir oben gesagt hatten, dass B.(z) N A =0, d.h. B.(x) kann
keine Folgenglieder z; enthalten.

“«<” Fiir den Beweis der Umkehrung siehe Forster, Seite 15. U

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (zf)ren heifit
Cauchy-Folge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein K € N, so dass

d(zy,x;) < € fir alle k, 1 > K.

Genau wie in Analysis I, Satz 4.1, zeigt man, dass jede konvergente
Folge auch eine Cauchyfolge ist.

Definition. Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
folge konvergiert.

Beispiel. (1) Aus Analysis I wissen wir, dass R vollsténdig ist.
(2) Mithilfe von Satz 2.2 kann man leicht zeigen, dass R™ ebenfalls
vollstandig ist. ?
(3) Der metrische Raum

X = R\ {0},
d(z,y) = |z —yl,

ist nicht vollstindig, denn z; = % ist eine Cauchyfolge, welche
in X nicht konvergiert.

9Cenauer gesagt: Es sei (1) gen eine Cauchy-Folge in R”, dann kann man &hnlich
wie in Satz 2.2 zeigen, dass fiir jedes ¢ = 1,...,n die Folge von reellen Zahlen
(zk;)ken eine Cauchyfolge ist. Nachdem R vollsténdig ist, existiert ein y; € R, so
dass limy o zx; = y;. Dann folgt aber aus Satz 2.2, dass limg o0 2k = (Y1,. -+, Yn)-
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(4) Der metrische Raum
X = Q
d(z,y) = |-yl
ist nicht vollstédndig, nachdem es z.B. Folgen von rationalen
Zahlen gibt, welche gegen die irrationale Zahl v/2 konvergieren.
(5) Wir betrachten den metrischen Raum
X = alle stetigen Funktionen [—1,1] — R,
1
d(f.g) = [, |f(x)—g(x)ds.

Betrachten wir die Folge von Funktionen

fo:[-1,1] — R
0, wennzx € [—1,0),
T nz, wemnz € [0, 1),

1,  wemnz € [ 1].

Dann gilt fiir n > m, dass

A fus fir) = / 1fale) = Fnle)]da < L

(Dies folgt, weil f, und f,, die gleichen Werte auflerhalb vom
Intervall [0, -] haben, und auf dem Intervall [0, =] gilt | f,(2) —
fm(z)| < 1.) Es folgt, dass (f,)nen eine Cauchy-Folge ist, aber
diese konvergiert nicht in X, denn die Grenzfunktion

0, wenn z € [-1,0],
flw) = { 1, wenn z € (0,1].

ist nicht stetig, liegt also nicht in X.
2.2. Stetige Abbildungen.

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen
Raumen. Wir definieren:

f ist stetig im Punkt zy =& V3V d(f(x), f(x)) <e.

>0 6>0 z€Bs(z0)

Wir sagen f ist stetig, wenn f in jedem Punkt stetig ist.

Beispiel. (1) Fiir Abbildungen R — R erhalten wir den iiblichen
Stetigkeitsbegriff.
(2) Es sei X eine Menge und d die Metrik

)1, fallsz =y,
d(z,y) = { 0, fallsx #y.
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Es sei (Y, e) ein weiterer metrischer Raum, dann ist jede Abbil-
dung X — Y stetig. In der Tat, fiir jedes € > 0 hat § = % die
gewiinschte FEigenschaft.

Wie in Analysis I, Lemma 6.1 zeigt man, dass die Identitdtsabbildung
f(z) = x stetig ist, und dass eine konstante Abbildung ebenfalls stetig
ist. Zudem gilt (siehe den Beweis von Analysis I, Satz 6.2):

Lemma 2.4. Es sei X ein metrischer Raum und es seien f,g: X — R
zwei stetige Funktionen '°. Dann gilt:

(1)
f+g9g: X — R
r = flz)+g(z)
15t stetig,

(2)

fg: X — R
x = f(x)g(z)
15t stetig,
(3) falls g(x) # 0 fiir alle x € X, dann ist
I.X 5 R
9
v o L8
9(z)

ebenfalls stetig.
Fiir die Stetigkeit gibt es verschiedene dquivalente Definitionen:

Satz 2.5. Fs sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen
Rdumen. Dann gilt:

f st stetig
& fiir jede konvergente Folge (zx)ren n X gilt: limy_oo f(x) = f(limg_oo Tk)
& fiir jede offene Menge U in'Y gilt: f~1(U) ist offen
& fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y gilt: f~*(A) ist abgeschlossen.

Bemerkung. (1) Der Beweis der Aquivalenz der ersten beiden Aus-
sagen erfolgt fast genauso wie in Satz 6.5 und Satz 6.6 in Ana-
lysis I. (Siehe auch Forster Analysis II, Seite 19). Der Beweis
der Aquivalenz der ersten und der dritten Aussage ist eine
Ubungsaufgabe. Die Aquivalenz der dritten und der vierten
Aussage ist ebenfalls eine Ubungsaufgabe.

(2) Die Definition der Stetigkeit iiber die offenen Mengen macht
auch Sinn fiir Abbildungen zwischen topologischen Riumen.

OWir verwenden normalerweise das Wort ‘Funktion’ fiir Abbildungen nach R
oder R"
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Korollar 2.6. Es seien f: X =Y und g: Y — Z stetige Abbildungen
zuischen metrischen Raumen. Dann ist die Verknipfung gof: X — Z
ebenfalls stetig.

Beweis. Aus Satz 2.5 folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass (go f)~1(U) C
X offen ist fiir jede offene Menge U C Z.
Sei also U C Z offen, dann gilt

(g0 /)7HU) = fH (g~ (U)),
aber g~ }(U) C Y ist offen, weil g stetig und U offen, und dann ist
Y9 H(U)) offen, weil f stetig und g~!(U) offen ist. O

Man kann das Korollar auch genau wie in Analysis I, Satz 6.4 zeigen,
man muss nur in dem Beweis von Satz 6.4 die Absolutbetridge durch
die Metriken auf X,Y und Z ersetzen.

Beispiel. Wir betrachten

M(n,R) = alle reellen n x n-Matrizen,
GL(n,R) = alle invertierbaren n x n-Matrizen.

Die Abbildung
det : M(n,R) — R
A — det(A)

ist stetig (dies folgt leicht aus der obigen Diskussion, nachdem die De-
terminante ein Polynom in den Eintrédgen der Matrix ist). Man beachte,
dass GL(n,R) = {A C M(n,R)| det(A) # 0}. Nachdem det stetig ist,
und nachdem R\ {0} C R offen ist, folgt aus Satz 2.5, dass

GL(n,R) ={A C M(n,R)| det(A) # 0} = det_l(R \ {0}) € M(n,R)
ebenfalls offen ist.
Aus Satz 2.2 und Satz 2.5 folgt:

Lemma 2.7. Fs sei X ein metrischer Raum und
f=f,. . fo): X > R"
emne Funktion. Dann gilt:
f: X = R" ist stetig < f; - X — R st stetig fiir allet=1,... n.
Lemma 2.8. Es sei A eine reelle m xn—Matriz. Dann ist die Abbildung

R* — R™
v = Av

stetig.
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Beweis. Sei also A = (a;;) eine Matrix. Aus Lemma 2.7 folgt, dass es
geniigt zu zeigen, dass fiir jedes ¢ die Abbildung

R* - R
(V1,.. ., 0n) > QU1+ -+ AU,
stetig ist. In Ubungsblatt 3, Aufgabe 1 zeigen wir, dass die Abbildungen
(v1,...,v,) — v; fiir jedes j stetig sind. Es folgt nun aus Lemma 2.4,
dass die Abbildungen
(V1, ..., Un) > @V + - iUy
wie gewiinscht stetig sind. O

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen
Réaumen. Wir sagen f ist ein Homdomorphismus, wenn gilt:

(1) f ist stetig,

(2) f ist bijektiv,

(3) die Umkehrabbildung f~! ist stetig.
Wenn es einen solchen Homoormorphismus zwischen X und Y gibt,
dann sagen wir, dass X und Y homdomorph sind.

Beispiel. (1) R und (—1,1) sind homomorph, in der Tat, die Ab-

bildung

R — (=1,1)

z +— Zarctan(z)
ist stetig und bijektiv, und die Umkehrabbildung z +— tan(%)
ist ebenfalls stetig. D.h. f ist in der Tat ein Homéomorphismus.
(2) Die Abbildung
f: X :=1[0,2r) — Y:={(z,y) eR?|z*>+y* =1}
t +— (cos(t),sin(t))

ist stetig und bijektiv, aber die Umkehrabbildung f~! ist im
Punkt (1,0) nicht stetig (siehe Forster Seite 21). !*

Bemerkung. Man kann relativ leicht zeigen, dass
X :=[0,27) und Y := {(z,y) € R*|2* +¢* = 1}

nicht homdomorph sind. Im Allgemeinen ist es jedoch eine schwierige
Aufgabe zu zeigen, dass gewisse Rdume nicht homéomorph sind. Bei-
spielsweise gibt es fiir jedes n eine stetige surjektive Abbildung R — R™
(‘space filling curve’), aber man benotigt die Methoden der ‘algebrai-
schen Topologie’ um zu zeigen, dass fiir n # m die metrischen Rédume
R™ und R™ nicht homéomorph sind.

UWenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir R” immer mit dem
euklidischen Abstand, und jede Teilmenge von R™ mit der induzierten Metrik.
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2.3. Stetigkeit von linearen Abbildungen. In Lemma 2.8 hatten
wir gesehen, dass alle lineare Abbildungen f: R™ — R™ stetig sind. Es
folgt, dass jede linear Abbildung zwischen endlich dimensionalen nor-
mierten Vektorrdumen ebenfalls stetig ist. Wir werden nun sehen, dass
lineare Abbildungen zwischen unendlich dimensionalen Vektorrdumen
nicht notwendigerweise stetig sind.

Satz 2.9. Es sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung zwischen normier-
ten Vektorrdiumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) ¢ ist stetig,
(2) ¢ ist stetig im Nullpunkt,
(3) es existiert ein C' > 0, so dass ||¢(x)|| < C||x|| fir allex € V.

Beweis. (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3): Nehmen wir an ¢ ist stetig im Nullpunkt. Dann existiert
insbesondere zu € = 1 ein § > 0, so dass

(2.1) l6(2)]| < 1 fiir alle z € V mit [|z]] < 6.

Wir behaupten, dass C' := % die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Sei

also x € V' \ {0} beliebig. Wir setzen A := C - ||z]|. Es gilt
1 1 1 4]
— = — = —= = — < 5
152l =zl = 5 = 3

Es folgt also aus (2.1), angewandt auf $z, dass

o5 o)l <1

Nachdem ¢ eine lineare Abbildung ist, folgt auch, dass

1 1
lo@)ll = llé(A- 5 - 2)l = C - llzll - lo(5 - @)l < C - flz]] - 1= C -]

(3) = (1): Es sei xy € V. Dann gilt fiir alle x € V| dass
l¢(z) = d(zo)ll = ¢z — zo)|| < Cllz — o]l

(Die zweite Gleichheit gilt, weil ¢ eine lineare Abbildung ist.) Nun
kann man leicht zeigen, dass ¢ stetig ist. (Fiir gegebenes e wihlt man

0=5.) O
Beispiel. Wir betrachten
V := C*([0,1]) := Vektorraum aller C*°~Funktionen [0, 1] — R

mit der Supremumsnorm

IfIF:= sup{f(z) | = € [0,1]}.
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Die Abbildung

p:V =V
foo o f=d
ist eine lineare Abbildung. Fiir die Funktion f,(z) := 2" gilt || .| = 1,
aber es gilt || f|| = ||nz™!|| = n. Insbesondere gibt es kein C' > 0, so

dass || f|| < C||f] fiir alle f € V. Es folgt aus dem vorherigen Satz,
dass ¢ : V' — V nicht stetig ist.

3. KOMPAKTE MENGEN

In Analysis I nannten wir Intervalle vom Typ [a, ], also Intervalle
bei denen die Endpunkte enthalten sind, kompakte Intervalle. Zudem
hatten wir gesehen, dass wenn I ein kompaktes Intervall ist, und f: I —
R stetig, dann gilt:

(1) f ist beschrénkt, d.h. es existiert ein C' > 0, so dass |f(z)| < C
fiir alle x € I (siehe Analysis I, Lemma 8.1),

(2) f nimmt sein Maximum und sein Minimum ein, d.h. es existie-
ren xg, 1 € I, so dass

Flao) < (@) < fla) fiir alle o € 1,

(siche Analysis I, Satz 8.2),
(3) [ ist gleichméBig stetig (siehe Analysis I, Satz 8.4).

Wenn X nun ein beliebiger metrischer Raum ist, dann werden wir im
Folgenden sogenannte ‘kompakte Teilmengen’ einfiithren. Wenn A C X
kompakt ist, und wenn f: A — R stetig ist, dann werden wir sehen,
dass f ebenfalls Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzt.

3.1. Definition von kompakten Mengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie {U;};c; von offenen
Teilmengen von X, so dass

AclJu.

Beispiel. Wir betrachten A = (0,1] C R. Fiir ¢« € N betrachten wir

zudem

1
U, = (—,2).
(+.2)

Dann ist {U, }nen eine offene Uberdeckung von A.
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Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heift
kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {U;};cr von A endlich
viele Indizes i1, ..., € I gibt, so dass

ACUilLJUZ‘QU"'UUik.

_ Anders ausgedriickt, A heiit kompakt wenn man fiir jede offene
Uberdeckung {U; }ic; von A es endlich viele Mengen gibt, so dass diese
schon A iiberdecken.

Beispiel. Betrachten wir obiges Beispiel, dann sehen wir, dass (0, 1]
nicht kompakt ist. In der Tat, wenn wir

1
U, =(-,2),
(.2)
setzen, dann ist {U, }nen eine offene Uberdeckung von (0, 1], aber (0, 1]
kann nicht durch endlich viele dieser Mengen {U,, },en iiberdeckt wer-

den. In der Tat, wenn wir nur endliche viele 4, ..., € N betrachten,
dann ist
1
u,ul;,,u---uu;,,
max{ii,...,u} ! ’ §
aber
1
€ (0,1
max{iy, ..., i} (0,1]

Beispiel. Wir betrachten
1
A::{O}U{EmeN}CR.

Wir behaupten, dass A kompakt ist. Sei also {U; }ie; eine offene Uberdeckung
von A.

(1) Nachdem {U,}ic; eine offene Uberdeckung von A ist, existiert
insbesondere ein ¢ € I, so dass 0 € U;.

(2) Nachdem Uj; offen ist, existiert ein € > 0, so dass (—¢,¢) C Uj.

(3) Nachdem ¢ > 0, existiert ein N € N, so dass - € (0,¢).

(4) Dann gilt aber auch, dass + € (0,¢) fiir alle n > N. Insbeson-

dere enthélt U; alle Punkte %, NLH, e
(5) Nachdem {U;};c;s eine offene Uberdeckung ist, existiert zu jedem

ne{l,....,N—1}eini, € I, so dass X € Uj,.
Es folgt nun, dass A C U; UU;, U---UU;

N-1"
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3.2. Der Satz von Heine—Borel.
Lemma 3.1. Es seien a,b € R,a < b. Dann ist [a,b] C R kompakt.

Beweis. O.B.d.A. sei @ = 0,b = 1. Wir schreiben [ := [0, 1]. Nehmen
wir an, I ist nicht kompakt. Dann existiert eine offene Uberdeckung
{U;};es, so dass I nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

Behauptung. Es gibt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I>DL DL D. ..

so dass fiir jedes m gilt:

(1) 1,,, kann nicht durch endlich viele U; tiberdeckt werden,
(2) die Lange von I,,, ist 27™.

Wir zeigen die Behauptung durch vollstéindige Induktion. Wir setzen
Iy := I. Nehmen wir an, dass wir I,,, schon gefunden haben. Wir teilen
I,, in zwei abgeschlossene Intervalle I’ und I” der halben Lénge. Da I,
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann, kann zumindest
eines der Intervalle I” oder I” nicht durch endlich viele U; iiberdeckt
werden. Dieses Intervall wihlen wir als I,,,1.

Behauptung. Es gibt ein x € I mit der Eigenschaft, x € N,,en/pn.

Fiir jedes m wahlen wir ein a,, € I,,. Wenn m > n gegeben sind,
dann folgt, dass a,,, a, € A,, insbesondere gilt |a,, — a,| < 2% Es folgt
dass (@, )men eine Cauchyfolge ist. ' Wir setzen z := lim,, o0 Q. ™

Wir miissen noch zeigen, dass € N,,en/,,. Anders ausgedriickt, wir
miissen zeigen, dass fiir jedes m € N gilt: x € I,,. Sei also m € N.
Dann gilt fiir alle n > m, dass a,, € I, C I,,. Insbesondere ist (@, )n>m
eine konvergente Folge von Punkten in /,,. Nachdem [,,, abgeschlossen
ist, folgt aus Satz 2.3, dass lim,, ,, a, € I,,. Wir haben also damit die
Behauptung bewiesen.

Nachdem {U;};c eine Uberdeckung von [ ist existiert ein j € .J, so
dass x € U;. Wegen der Offenheit von U; existiert ein € > 0, so dass
(r —e,x +¢) C U;. Wir withlen nun ein m € N, so dass 27" < e.
Nachdem z € [I,,, und nachdem die Lénge von I, genau 27™ ist, folgt,
dass

I, Clz—=2""x+2""].

12Djes sieht man wie folgt: Sei also € > 0. Dann existiert ein N € N, so dass
2% < g, dann folgt aber, dass fiir alle n,m > N gilt |amy, — an| < 2% <e.

I3Bis zu diesem Schritt ist der Beweis sehr dhnlich dem Beweis vom Satz von
Bolzano—Weierstrafl.
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Dann folgt aber, dass
I,Clz—2""2+2"" C(x—¢c,x+¢) CUj,

d.h. I, ist in einem einzigen U; enthalten, im Widerspruch zur Eigen-
schaft (1) der Intervalle I,,,. O

Ganz dhnlich beweist man auch folgenden Satz (siehe Forster Seite
26).

Satz 3.2. Fiir jedes a > 0 ist der Wiirfel
[—a,a]” :={(x1,...,2,) | z; € [-a,a]} CR"
kompakt.

Mithilfe des folgenden Satzes erhalten wir weitere Beispiele von kom-
pakten Mengen:

Satz 3.3. Es ser X ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teil-
menge und A C K eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist auch A
kompakt.

Beweis. Es sei {U;}ic; eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A
abgeschlossen ist, folgt, dass X \ A offen ist. Insbesondere ist

(X\A)U{Ui}ier

eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K kompakt ist, gibt es
i1, ...,%, SO dass

KC(X\A)UU,U---UU,
Nachdem A C K, folgt, dass
AC(X\AUU,U---UU,,.
Aber nachdem AN (X \ A) = () erhalten wir, dass
AcU,uU---UU,.

e

O

Im Folgenden sagen wir, dass eine Teilmenge A eines metrischen
Raumes beschrinkt ist, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass

d(z,y) < C fiir alle z,y € A.

Satz 3.4. Es sei X ein metrischer Raum. Wenn A C X kompakt ist,
dann ist A beschrinkt und abgeschlossen.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A beschrinkt ist. Sei a € A. Fiirn € N
betrachten wir

U, = B,(a).
Nach Lemma 1.2 ist U, offen. Nachdem jeder Punkt einen endlichen
Abstand von a hat, folgt, dass U,enU, = X. Insbesondere ist {U, }nen
eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A kompakt ist, existieren
ny < ng < --- < ng, sodass

ACU, U UUy,

insbesondere gilt, dass d(a,z) < ng fiir alle z € A. Wir setzen nun
C :=2ny. Fir alle x,y € A gilt dann

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < ng +ng = C.

Wir haben damit bewiesen, dass A beschrinkt ist.

Wir wollen nun zeigen, dass A abgeschlossen ist, d.h. wir wollen
zeigen, dass X \ A offen ist. Sei also z € X \ A. Wir miissen zeigen,
dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C X \ A. Fiir n € N betrachten
wir die offene Teilmenge

1
U, ={yeX|dy,z) > E}

Wie in Lemma 1.2 zeigt man, das U, offen ist. Offensichtlich gilt
UnenU, = X \ {z}. Nachdem =z € X \ A folgt, dass {U,}nen cine
offene Uberdeckung von X \ A ist. Nachdem A kompakt ist, existieren
ng < mng < --- < ng, so dass

ACU,U--UU,,
insbesondere gilt, dass d(a,z) > n—lk fiir alle x € A. Es folgt, dass
B (a) cX \ A.

"k
Insbesondere ist X \ A offen.
t

Satz 3.5. Satz von Heine—Borel FEs sei A eine Teilmenge von R™.
Y Dann gilt:

A ist kompakt < A ist beschrdinkt und abgeschlossen.
Beweis. Wenn A kompakt ist, dann besagt Satz 3.4, dass A auch be-
schrankt und abgeschlossen ist.

Nun nehmen wir an, dass A beschrinkt und abgeschlossen ist. Nach-
dem A beschriankt ist existiert ein a > 0, so dass A eine Teilmenge des

M7z ur Erinnerung, hier betrachten wir R™ mit der euklidischen Metrik. Die Aus-
sage ist i.a. nicht richtig, wenn wir R™ mit einer anderen Metrik betrachten.
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Wiirfels [—a,a]® C R™ ist. * Der Wiirfel ist nach Satz 3.2 kompakt.
Nachdem A abgeschlossen ist, folgt dann aus Satz 3.3, dass auch A
kompakt ist. 0

Beispiel. Wir betrachten die n—dimensionale Sphére
S = {(21,...,Tnp1) E R 2+ 422 =1} = {x e R"| d(2,0) = L.

Wir wollen zeigen, dass S™ kompakt ist. Nach dem Satz von Heine—
Borel geniigt es zu zeigen, dass S™ beschrankt und abgeschlossen ist.
Fiir alle z,y € S™ gilt

d(z,y) <d(z,0)+d(O,y) =1+1=2,

d.h. S™ ist beschrankt mit C' = 2. Wir zeigen nun, dass S™ abgeschlos-
sen ist. Wir betrachten
f:R" - R
(T1,. ., 1) = T4+l

Die Funktion ist stetig und es gilt S® = f~!(1). Nachdem {1} C R
abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.5, dass auch S™ abgeschlossen ist. 6

3.3. Eigenschaften von kompakten Mengen.

Satz 3.6. Essei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Réaumen. Ist K C X kompakt, dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis. Sei also {U; }ier eine offene Uberdeckung von f(K). Wir miissen
zeigen, dass f(K) in der Vereinigung von endlich vielen U;’s enthalten
ist.

Man beachte, dass

K C fTH(K)) C [T {Uibier) = Uier /1 (U).

17 Nachdem f stetig folgt aus Satz 2.5, dass die Urbilder von den Uj;
ebenfalls offen, insbesondere ist {f~!(U;)}ics eine offene Uberdeckung

15Djes sieht man wie folgt: Nachdem A beschriankt ist, existiert ein C' > 0, so
dass d(z,y) < C fiir alle 2,y € A. Sei nun = € A beliebig. Wir bezeichnen den
Nullpunkt von R™ mit O. Dann gilt fiir alle y € A, dass

d(0,y) <d(0,z) +d(z,y) < d(O,z) + C.

Wenn wir nun a := d(O, x) + C setzen, dann gilt A C [—a,a]™.

16\ an konnte natiirlich auch versuchen ‘per Hand’ mithilfe der e—Definition
zu zeigen, dass R™"*1\ S™ offen ist. Aber dies ist gelinde gesagt umsténdlich. In
vielen Féllen kann man die Offenheit bzw. Abgeschlossenheit einer Menge durch
geschicktes anwenden von Satz 2.5 zeigen.

I"Hier verwenden wir folgende Tatsache: Es sei f: X — Y eine beliebige Abbil-
dung zwischen Mengen und es sei U C Y eine Teilmenge. Dann gilt

fFH W) =1



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2011 25

von K. Nachdem K kompakt ist, existieren Indizes iy, ..., 1%, so dass
K C (f7HUy) U U f7H(U)):
Dann gilt aber auch, dass

f(K) C f(f_l(Uil)U"'Uf_l(Uik)
= f(fU))U---Uf(fHU,) =Uy U--- U Uy,

O

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung von Satz 8.2 aus
Analysis 1.

Korollar 3.7. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes X. '8 Es sei f: K — R eine stetige Abbildung. Dann ist f
beschrdankt, und f nimmt ein Minimum und ein Mazimum an, d.h. es
existieren xg, r1 € K, so dass

f(xo) < flz) < flan)
fir alle x € K.

Beweis. Nachdem K kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz 3.6, dass
das Bild f(K) C R kompakt ist. Aus Satz 3.4 folgt, dass f(K) C R
beschriankt und abgeschlossen ist. Da f(K) beschrinkt ist, existiert
insbesondere yo := inf(f(K)). Nachdem f(K) abgeschlossen ist, gilt
yo € f(K). ' Es existiert also ein zy € K, so dass f(zo) = yo =
inf(f(K)). Dann gilt aber fiir alle x € K, dass

f (@) < f(x).

Die Existenz von x; zeigt man ganz analog. U

Andererseits gilt fiir eine beliebige Teilmenge U C X, dass

Ucf(fU)),

aber in diesem Falle gilt i.a. nicht, dass U = f~(f(U)). Betrachten wir z.B. die
Abbildung f: R — R,z + 22, dann ist f~1(f(2)) = £2.
8Hier, und in den anderen Sitzen ist natiirlich der Fall K = X zugelassen, wenn
X schon selber kompakt ist.
97ur Erinnerung, das Supremum yo := sup(f(K)) € R ist durch folgende zwei
FEigenschaften eindeutig charakterisiert:
(1) fur alle a € f(K) gilt yo) > a,
(2) fiir alle € > 0 gibt es ein a € A, so dass a > yg — €.
Wir wollen nun zeigen, dass yo € f(K). Nehmen wir an, dies wére nicht der Fall,
dann ist yo € R\ f(K). Nachdem f(K) abgeschlossen ist, ist R\ f(K) offen, d.h.
es existiert ein € > 0, so dass (yo — €,yo + €) ebenfalls in R\ f(K) liegt. Aber dies
ist ein Widerspruch zu (2).
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Beispiel. Betrachten wir X := {v € R?|0 < |jv|| < 1}. Dann ist
X beschrankt aber nicht abgeschlossen. In diesem Fall existiert eine
unbeschriinkte stetige Funktion auf X, z.B.

f+ X —- R
T

flfl*

Betrachten wir hingegen die stetige Funktion

dann ist diese zwar beschriankt, aber es gibt kein xy € X, so dass

f(xo) < f(x) fiir alle z € X.

Satz 3.8. (Bolzano—Weierstrafi) Es sei K eine kompakte Teilmenge
eines metrischen Raumes X. Es sei (x,)nen eine Folge von Punkten in
K. Dann gibt es eine Teilfolge (xp, )ren, welche in K konvergiert.

Beweis. Nehmen wir an, es existiert keine Teilfolge, welche in K kon-
vergiert. Wir wollen diese Annahme zu einem Widerspruch fithren. Wir
beweisen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es sei a € K beliebig. Dann existiert ein [ € N, so dass
B%(a) hochstens endlich viele Folgenglieder enthiilt.

Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Dann wiirde zu jedem [ € N
unendlich viele Folgenglieder existiert, welche sich in B 1 (a) befinden.

Insbesondere konnte man dann
ng<ng <ng<...

finden, so dass z,, € B 1 (a). Dann hétten wir aber eine Teilfolge kon-
struiert, welche gegen a € K konvergiert. Wir hatten aber angenom-
men, dass es solche Teilfolgen nicht gibt.

Wir setzen nun U, := Bi(a). Wir haben nun also fiir jedes a € K

eine offene Menge U, mit folgenden Eigenschaften gefunden:

(1) U, enthélt den Punkt a enthilt,
(2) U, enthélt hochstens endlich viele Folgenglieder.

Aus (1) folgt, dass
Kc|]JU.

Nachdem jedes U, offen ist, ist also {U,},c eine offene Uberdeckung
von K. Nachdem K kompakt ist, gibt es nun aber aq,...,a,, so dass

KCU,U--UU,,.
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Nachdem jedes U,, nach (2) aber hochstens endlich viele Folgenglieder
enthalt, enthédlt K hochstens endlich viele Folgenglieder. Das kann aber
nicht sein, weil K alle Folgenglieder enthilt. U

Wir erhalten nun folgende Verallgemeinerung von Satz 4.13 aus Ana-
lysis 1.
Korollar 3.9. Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Es sei (x)ken eine beschrinkte Folge, d.h. es gibt ein C' € R,
so dass ||zx]| < C fiir alle & € N. Dann ist (z)ren eine Folge in

K :={veR"||y| <C},
aber dies ist eine kompakte Teilmenge von R™. (Siche z.B. Ubungsblatt

3). Aus dem Satz von Bolzano—Weierstrass folgt nun, dass (xy)ken eine
konvergente Teilfolge besitzt. U

Es sei nun f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Riumen
X und Y. Wir definieren:

f gleichmiBig stetig < V. 3 V.V d(f(x), f(y)) <e.

e>0 6>0 z€X yeBs(x)
Zur Erinnerung: wenn xy € D, dann hatten wir definiert:

f stetig im Punkt zy & V 3 Vo d(f(z), f(zo)) < e.

>0 6>0 x€Bs(zo)ND

Diese Definition von gleichméfliger Stetigkeit verallgemeinert den Be-
griff der gleichméfig stetigen Funktionen f: D — R.

Satz 8.4 aus Analysis I besagt, dass jede stetige Funktion f: [a,b] —
R auch gleichméfig stetig ist. Der folgende Satz ist nun einer Verallge-
meinerung:

Satz 3.10. Es sei f: X — Y eine stetig Abbildung. Wenn X kompakt
ist, dann ist f auch gleichmdfig stetig.

Wir verweisen auf Forster, Analysis II, Seite 34 fiir den Beweis.

4. KURVEN IN R”

4.1. Definitionen und Beispiele. Wir wenden uns in diesem Kapitel
wieder deutlich ‘konkreteren” Objekten zu.

Definition. (1) Eine Kurve in R™ ist eine stetige Abbildung
f:(fla--'vfn):j_)an

wobeil I C R ein Intervall ist.
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(2) Wir sagen die Kurve ist (stetig) differenzierbar, wenn die n Ko-
ordinatenfunktionen f; : I — R, ¢ = 1,...,n (stetig) differen-
zierbar sind.

Beispiel. (1) Die Bildmenge der Kurve

f:00,27] — R?
t +— (sin(t), cos(t))

ist der Einheitskreis um den Ursprung. Man beachte, dass die

Kurve
iR — R?
t — (sin(t),cos(t))

die gleiche Bildmenge besitzt.?
(2) Es seien r > 0 und ¢ # 0 gegeben. Die Kurve

fR — R?
t — (rcos(t),rsin(t), ct)

beschreibt eine unendliche Helix.

Definition. Es sei
f:(fh‘"afn):l_)Rn
eine differenzierbare Kurve und ¢ € I. Wir nennen
f@) = (fi®),..., fu(¥)) €R"
den Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢.

Beispiel. Die Kurve

f:R — R?
t o= (=131

ist nicht injektiv, in der Tat, fiir die Parameterwerte ¢t = +1 gilt
f(1) = f(=1) = (0,0).
und die Tangentialvektoren sind
f(=1) = (=2,2) und f'(1) = (2,2).
Definition. Es sei f: [ — R" eine stetig differenzierbare Kurve.

(1) t € I heiBt singuldr, wenn f'(t) =0,
(2) wenn f keine singuldren Punkte besitzt, dann heifit f requldr.

20Eine Kurve in unserem Sinne ist also wirklich eine Abbildung, und nicht nur
eine ‘ein-dimensionale’ Teilmenge von R™.
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Beispiel. Die Kurve
f:R — R?
t o= (t%83)
heifit Neilsche Parabel. Es gilt f/(t) = (2t, 3t?), d.h. t = 0 ist der einzige
singuldre Punkt der Neilschen Parabel.

4.2. Rektifizierbare Kurven.

Definition. Eine Kurve f: [a,b] — R™ heiit Polygonzug, wenn es Punk-
te Py, ..., P, € R" und eine Unterteilung

a=ty <t <---<th_1<tr=0b

des Intervalls [a, b] gibt, mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes i € {0, ..., k—
1} und ¢t € [t“ ti—i—l] gllt
tip1 —1 t—1
ty=PFP-—+ P - —.
ft) tit1 — L R tit1 — L
Bildlich ausgedriickt, ein Polygonzug bewegt sich fiir ¢ € [t;,¢;.1] mit
konstanter Geschwindigkeit vom Punkt P; zum Punkt P;.
Wenn f ein Polygonzug wie oben ist, dann definieren wir die Ldnge
des Polygonzuges f als

k—1
L(f) =Y | Py1 = Pi|.
=0

(Wie iiblich verwenden wir die euklidische Norm auf R".)

Wenn f: [a,b] — R" eine beliebige Kurve ist, dann wollen wir auch
einen Langenbegriff einfithren. Die Idee ist zu sagen, dass f eine Linge
L hat, wenn man f durch Polygonziige anndhern kann, deren Linge ge-
gen L konvergiert. Wenn man versucht diese Idee mathematisch sauber
zu formulieren, muss man etwas arbeiten:

Definition. Eine Zerlegung vom Intervall [a,b] der Feinheit § besteht
aus Zahlen

a=1ty<t;<- - <th_1 <tp=b,
so dass t;41 — t; < 0 fiir alle i. Wenn f: [a,b] — R™ eine Kurve ist,
dann definieren wir

k—1
L(f to, .. k) == Z 1 (tira) — F ()]

Dies ist also die Liange des Polygonzuges, welcher durch die Punkte
f(to), f(t1), ..., f(ty) definiert ist.
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Definition. Wir sagen eine Kurve f: [a,b] — R" ist rektifizierbar wenn
es ein L gibt mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem e > 0 existiert ein 0 > 0, so dass fiir jede Zerlegung

a:t0<t1<---<tk_1<tk:b,
der Feinheit ¢ gilt:
‘L(f7t07t17 s 7tk) - L’ <e.
Wenn f rektifizierbar ist, dann nennen wir L die Lédnge von f.

Man kann (relativ) leicht zeigen, dass Polygonziige rektifizierbar sind.
Wir haben nun zwei Definitionen von Léngen von Polygonziigen (die
Definition nur fiir Polygonziige, und dann allgemein fiir alle rektifi-
zierbaren Kurven), und man kann leicht zeigen, dass beide das gleiche
Ergebnis liefern. Eine Ubungsaufgabe dazu befindet sich auf dem 4.

Ubungsblatt.
Deutlich interessanter ist aber folgender Satz:

Satz 4.1. Es sei f: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve, dann
ist f rektifizierbar, und es gilt

b
Linge(f) = / 1F/(0)] dt.

Betrachten wir zuerst ein Geradenstiick ist, d.h. wenn f eine Kurve
vom Typ
f:la, b)) — R»
t — P+to,

fir einen Punkt P € R™ und einen Vektor v € R™. Dann ist dies
insbesondere ein Polygonzug mit den Eckpunkten f(a) und f(b) , d.h.

die Lange ist ||f(b) — f(a)|| = ||(b — a)v|| = (b — a)||v]|. Andererseits
gilt f'(t) = v, d.h. fab £/ ()] dt = (b — a)||v]. Die Aussage des Satzes
gilt also in diesem Fall. Der allgemeine Fall kann letztendlich durch
geschicktes argumentieren auf diesen Fall zuriickgefithrt werden. Die
(nicht ganz einfachen) Details finden Sie in Forster, Analysis 11, §4.
Beispiel. Wir betrachten die Kurve
f:00,2r] — R?
t +— (cos(t),sin(t)),
dann gilt
Lange(f) = J,"Ilf @)l dt = [;7 [|(=sin(t), cos(t))] dt
- fozﬂ V/ (—sin(t))2 + cos(t)2 dt
= fo% 1dt = 2.
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Beispiel. Man beachte jedoch, dass nicht jede Kurve rektifizierbar ist.
Beispielsweise kann man zeigen, dass die Kurve
f:10,1] — R?
(t,t-cos(1/t)), fallst >0,
(0,0), falls ¢ = 0.

stetig, aber nicht rektifizierbar ist.

t

Beispiel. Ein weiteres Beispiel ist durch die Peano-Kurve gegeben:
http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve

diese Kurve ist eine stetige Abbildung f: [0, 1] — R?, so dass die Bild-
menge aus dem Quadrat [0, 1]? besteht. Die Peano—Kurve ist nicht rek-
tifizierbar.

4.3. Parametertransformationen. Essei f: [a,b] — R" eine Kurve
und ¢: [¢,d] — [a, ] eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist
fop:le,d — R
t o= fle(t))

ebenfalls eine Kurve, welche genau die gleichen Punkte annimmt wie
f. Wir sagen, diese Kurve geht aus der Kurve f durch Parametertrans-
formation ¢ hervor.

Lemma 4.2. Nehmen wir an, dass f: [a,b] — R™ eine stetig differen-
zierbare Kurve ist, und dass sowohl ¢ als auch =1 stetig differenzierbar
sind. Dann gilt

Linge(f) = Linge(f o ¢).

Beweis. Nachdem ¢ stetig und bijektiv ist, folgt, dass entweder ¢
streng monoton steigend oder streng monoton fallend ist. Wir betrach-
ten zuerst den Fall, dass ¢ streng monoton steigend ist, d.h. ¢'(s) > 0
fiir alle s € [c,d]. Dann gilt

Lange(fow) = [l(f o) (s)llds
= JO1F((s) - /()] ds
= J! ||f’ e(s)Il - ¢'(s) ds

D ()| du
= LI ()| du
= Lénge(f).
Die zweite Gleichheit folgt aus der Kettenregel fiir Ableitungen (ange-

wandt auf die Komponenten f; o ¢) und die vierte folgt aus der Sub-
stitution u = p(s).
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Jetzt betrachten wir den Fall, dass ¢ streng monoton fallend ist. Es
folgt, dass ¢'(s) < 0 fiir alle s. Wir wenden das obige Argument noch
einmal an, allerdings mit zwei kleinen Modifikationen:

Linge(fop) = f |(fow)(s)]ds

= Y17 e(s) - P (s)] ds
= [Y1F ) - ¢ (s)] ds
= [ ()] - (—¢(s)) ds

= = [Z0 N ()| du
= — A If W] du
= [21f(w)ll du

= Lénge(f).

O

Das Lemma besagt also, dass eine Parametertransformation die Lénge
nicht veréindert (zumindest unter der Annahme, dass sowohl ¢ als auch
o~ ! stetig differenzierbar sind.

5. PARTIELLE ABLEITUNGEN

Im folgenden bezeichnen wir mit
e;:=(0,...,0,1,0,...,0) CR"

(mit der ‘1’ in der i—ten Koordinate), den i—ten Einheitsvektor. Die
Vektoren ey, . .., e, bilden die Standardbasis des R™. Die Basis {e1, ..., e,}
wird manchmal auch die kanonische Basis des R" genannt.

2IMan kann das Lemma auch direkt iiber die Definition von der Linge einer
Kurve zeigen. In der Tat, sei L die Lénge von f und es sei ¢ > 0 gegeben. Es sei
6 > 0 so gewiihlt wie in der Definition von der Linge von f. Wir setzen

C = sup{|¢'(t)] | t € [a, 0]}

Dann kann man leicht sehen, dass fiir das gleiche L und & jetzt ¢’ := %6 die
gewiinschte Eigenschaft fiir f o ¢ besitzt.
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Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion. Es sei
x € U. Wenn der Grenzwert 2

existiert, dann heiflt f partiell in der i—ten Koordinate differenzierbar
und wir nennen %f die i-te partielle Ableitung von f am Punkt x. %3

Definition. Wir sagen f ist in x partiell differenzierbar, wenn f in allen
Koordinaten partiell differenzierbar ist. Die Funktion f: U — R heif3t
partiell differenzierbar ist, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist. Wir sagen, f ist stetig partiell differenzierbar, wenn
alle partiellen Ableitungen stetig sind.?*

Sei nun (xq,...,x,) € U ein fest gewihlter Punkt. Dann ist
if(:v) — im floy, ..oz +hey, .o xn) — f(xy, .m0 2y)
ox; h—0 h

nichts anderes als die Ableitung der Funktion
Ti — f(xla e L1, Ly Lig 1y - - - 7xn)
bei der wir x1,...,2;_1 und x;,1, ..., z, als Konstanten auffassen. Wir

konnen deswegen partielle Ableitungen wie gewohnliche Ableitungen
von Funktionen einer Variable bestimmen.

Beispiel. (1) Wenn f (w1, z2, 23) = 32329 + 23 + sin(zyx3), dann ist
a%lf = 6x179 + 23 cos(z173),
af = 3a%+ 5z}
8%3 = xcos(xixy).

22Wir bestimmen hier den Grenzwert der Funktion

(—g,e) — R
J(zthes)—f(z)
ho= S

d.h. wir bestimmen den Grenzwert einer reellwertigen Funktion in einer Variablen,
wie in Analysis I schon definiert.

2Der Grenzwert
f(z+ hei) — f(z)
h

macht nur Sinn, wenn es ein € > 0 gibt, so dass  + he; fiir h € (—¢,¢) sich noch
im Definitionsbereich von f befindet. Wir betrachten daher von nun an zumeist
Funktionen und Abbildungen, welche auf offenen Teilmengen des R™ definiert sind,
dann konnen wir um jeden Punkt des Definitionsbereiches und fiir jedes ¢ immer
solch ein € > 0 finden.

24Dje partiellen Ableitungen sind wiederum Funktion 8%1_ f: U — R, welche wir

eben auf Stetigkeit iiberpriifen kénnen.
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(2) Fiir Funktionen R? — R verwendet man oft auch z und y an-
statt x1 und x,. Beispielsweise gilt
2612_’_?;2 _ 2y€x2+y2
Ay
Wir haben oben festgestellt, dass partielle Ableitungen nichts ande-
res sind, als gewohnliche Ableitungen von Funktionen einer Variable.
Wir erhalten damit folgende Rechenregeln: Es sei U C R™ offen und es
seien f,g: U — R zwei partiell differenzierbare Funktionen, dann gilt

o ([ +9)(@) = F-f(2)+ 5-g(x),
o (fo)(@) = f2)- gzg(x) + 52 f(x) - g(2).
Zudem, wenn g(z) # 0 fiir alle z € U, dann gilt
o [f g(@) - g flx) = gg(x) - f()
7 (5) - ek '

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine partiell differen-
zierbare Funktion. Es sei x € U. Dann heifit der Vektor

VH(e) = grad fa) i= (5 f@)ns o S0)

25

der Gradient von f am Punkt x.
Beispiel. Wir betrachten f: R? — R, f(x,y) =

Gradient am Punkt (z,y) gegeben durch

e f(2.) = (500 5150 ) = (30

In Skizzen zeichnet man normalerweise grad f(x,y) als Vektor, welcher
am Punkt (x,y) beginnt.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine partiell differen-
zierbare Funktion.

(1) Wenn die partiellen Ableitungen - -frU—=Ri=1,...,nwie
der partiell differenzierbar sind, dann heifit f zwezmal partzell
differenzierbar. Analog definieren wir k-mal partiell differenzier-
bar.

(2) Wir sagen f ist k—mal stetig partiell differenzierbar, wenn f k—
mal partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen

0
Oy, (995”
mit [ < k stetig sind.

$(22+y?), dann ist der

f:U—=R

2V f wird ‘Nabla f’ gesprochen.
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Wenn f(z1, s, 13) = 3xixy + x5 + sin(z1x3), dann ist beispielsweise
f beliebig oft stetig partiell differenzierbar, und es gilt

8%33%1]“ = % (62122 + x3 cos(z123))
= 1-cos(xirs) — x3 - 21 sin(xyxs3), und
aim%f = a%l(xl cos(z1x3))

= 1-cos(zrixs) — o1 - x38in(z123).
Wir sehen also, dass
o 0 o 0
f= e
Oxs 011 0z 0x3
dies ist kein Zufall, sondern gilt allgemein fiir zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktionen:

Satz 5.1. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle a € U und 1,7 €
{1,...,n}, dass

o 0 o 0
oz, 92,7\ = 3, @
Im Ubungsblatt 5 werden wir sehen, dass die Aussage i.a. nicht fiir

Funktionen gilt, welche zwar zweimal partiell differenzierbar sind, aber
nicht zweimal stetig partiell differenzierbar sind.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass U = R?,i =1, = 2 und a =
(0,0). Sei also f: R? — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Wir wollen zeigen, dass

0 0 0

0

Behauptung. Es seien x > 0 und y > 0, dann existieren £ € (0, z) und
n € (0,y), so dass

o) = $(2.0) = FO.9) + £0.0) = 5 2 f€may.
Fiir gegebenes y betrachten wir nun
F,:R — R
s = Fy(s) = f(s,y) = f(s,0).
Nach dem Mittelwertsatz (Analysis I, Kapitel 13) ?® existiert nun ein

¢ € (0,2), so dass

Fy(z) - F,(0)

Fy(e) = 0

26Der Mittelwertsatz kann in unserem Falle wie folgt formuliert werden:
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Aus der Definition von der partiellen Ableitung folgt aber sofort, dass

0 %)
Fé(f) = %f(fay) - %f(ﬁ,())

Wir wenden jetzt den Mittelwertsatz auf die (nach Voraussetzung) dif-
ferenzierbare Funktion

an, und erhalten ein 7 € (0,y), so dass

9 9 2 y) — Zf(E0)
8_y8_mf(£’n) =2 Y 2 :
—_—
Ableitung von

t 5 f(61)
am Punkty =n

Kombinieren wir jetzt die obigen Gleichungen, dann erhalten wir, dass

o afEnry =

)
= L (fx,y) = f(2,0) = £(0,9) + (0,0)).

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Wenn man die Rollen von z und y im obigen Beweis vertauscht (d.h.
wir betrachten zuerst G,(t) := f(z,t) — f(0,t) etc.) dann erhalten wir
den Beweis fiir folgende Aussage:

Behauptung. Es seien z > 0 und y > 0, dann existieren & € (0, z) und
n € (0,y), so dass
0 o

f@.y) = F(2,0) = F0.9)+ £0.0) = 5= =

Vergleichen wir nun die Behauptungen erhalten wir folgende Aussa-
ge:

(&, 7)zy.

Satz 5.2. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h: [a,b] — R eine dif-
ferenzierbare Funktion. Dann gibt es ein & € (a,b), so dass
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Aussage. Es seien x > 0 und y > 0, dann existieren £ € (0,z) und
n € (0,y) sowie £ € (0,7) und eta € (0,y), so dass

o 0 0 0 , x>

Nach Voraussetzung ist f zweimal stetig partiell differenzierbar, d.h.
die Funktionen

o 0 o 0

= =~ d — =

Jy Ox g 8yf
sind stetig. Der Satz folgt also nun aus folgender Behauptung, welche
in den Ubungen bewiesen wird:

Behauptung. Es seien A, B : R? — R zwei stetige Funktionen. Machen
wir folgende Annahme: fiir alle x > 0 und y > 0, existieren £, ¢ € (0, x)
und 7,7 € (0,y), so dass

A(&,m) = B(& 7).
Dann gilt A(0,0) = B(0,0).

O
Es sei U C R" offen und f: U — R eine k—mal stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion. Es seien i,j € {1,...,n}, dann schreiben wir
02 _ 9 8
Baciaxjf  Ox; Ef
o 0 0
922 = ou; 0w
Allgemeiner, wenn iy, ..., € {1,...,n}, dann schreiben wir:
oF o o 0 0 f

Es folgt aus Satz 5.1, dass es egal ist, in welcher Reihenfolge wir die
partiellen Ableitungen bilden, also gilt beispielsweise 7

3 3
aat%g@zf('r’ y,z) = #yaxf(x, y,z), oder auch
g gzay ) = zmodeay/ )
0x2 0z 0y x, Y,z = 9202020y T, Y,z).

2TAus Satz 5.1 folgt, dass man partielle Ableitungen immer paarweise vertau-
schen kann, aber dadurch kann man auch jede Permutation der partiellen Ablei-
tungen erhalten, z.B. gilt
o3 o° 03 o3
f= f= f= I
Oz y 0z Oy Ox 0z Oy 0z 0x 0z Oy Ox




38 STEFAN FRIEDL

6. TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

6.1. Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen. Wir erinnern
zuerst an die Definition des Grenzwertes einer Abbildung: Es sei V' C
R™ offen und es sei

gV —- R”
v o= g(v)
eine Abbildung, dann definieren wir, wie in Analysis I:
li =w:& V3 \ - <e.
fulg)lo g(’U) v e>0 6>0 UEBg(vo)\{vo}Hf<U) U)H c

Es folgt sofort aus den Definition, dass

g stetig im Punkt vy < lim g(v) = g(vo).
v—0

Wir kénnen nun den Begriff der differenzierbaren Abbildung einfithren.

Definition. Es sei U C R"™ offen und f: U — R™ eine Abbildung. Es
sei x € U. Wir sagen f ist im Punkt x total differenzierbar (oder kurz
differenzierbar), wenn es eine m x n—Matrix A gibt, so dass

i L@+ 0) = F(@) — v

v—0 o]

=0.

Wir nennen dann A Differential von f. Wir sagen f ist differenzierbar,
wenn f in allen Punkten differenzierbar ist.

Bemerkung. (1) Wenn m = n = 1, dann erhalten wir die gleiche
Definition von Differenzierbarkeit wie in Analysis I (in diesem
Fall ist dann A die 1 x 1-Matrix, welche durch f’(z) gegeben
ist). 28

(2) Wenn B eine m x n—Matrix ist und C' € R™, dann nennen wir

fAR* — R™
r — Bx+C

28Genauer gesagt, wenn f: (a,b) — R eine Funktion ist, dann hatten wir in
Analysis I definiert, dass f im Punkt z differenzierbar heiflt, wenn der Grenzwert
ooy i J (@) — f(x)
)= Jlim h

existiert. Wenn nun also f diese Definition aus Analysis I erfiillt, dann gilt auch,
dass

f(erh)*fgbr)*f (z)h limy, 0 f(fCJrh})L*f(fC)_f/(x))
= im0 LRI — p(2) = f/(2) - f'(2) =0,

d.h. f erfiillt die obige Definition der Differenzierbarkeit wenn wir A = (f'(x))
setzen.

limy, 0
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eine affine Abbildung. (Die Abbildung ist eine lineare Abbil-
dung, wenn C' = 0.) Eine affine Abbildung ist differenzierbar.
In der Tat, wenn wir A = B setzen, dann gilt

. — —A . B C)—(Bx+C)—B
lim, .o f(x-&-v)llvj;I(QZ) v _ hmv_m( (z+v)+ ‘)‘v‘(‘ 2+C)—Bv

. (Bz+Bv+C)—(Bz+C)—Bv
= limy0 ol

. 0o _
= llmv_m W = 0.

(3) Die Intuition ist wie folgt: f heifit differenzierbar im Punkt x
mit Differential A wenn man f im Punkt xg durch die affine
Abbildung = — f(x¢) + A(x — x¢) ‘approximieren’ kann. Das
Ziel der Analysis ist den vagen Begriff ‘approximieren’ mathe-
matisch sauber zu definieren.

Satz 6.1. Es sei U C R™ offen und

f=,. . fm): U—=>R™
eine Abbildung, welche im Punkt x € U differenzierbar mit Differential
A = (ai;) ist. Dann gilt:
(1) f ist stetig im Punkt x,
(2) fir allei € {1,...,m} und j € {1,...,n} existiert die partielle

Ableitung %(w) und es gilt

_0f;
aij = oz, (7).

Bemerkung. (1) Man beachte, dass dieser Satz insbesondere besagt,
dass wenn f im Punkt x differenzierbar ist, dann ist das Diffe-
rential eindeutig bestimmt. Das Differential wird auch Funktional-
Matriz oder Jacobi-Matrixz genannt. Die folgenden Schreibwei-
sen werden iiblicherweise verwendet:

Dfw) = Jsto) = (G @)

(2) Wenn f: R™ — R eine Funktion ist, d.h. wenn m = 1, dann ist
das Differential an einem Punkt x gerade die 1 x n—-Matrix

(g—jl@) gz (x)) .

Wenn man diese Matrix als Vektor auffasst, dann ist das Diffe-
rential der Gradient am Punkt z.

Beweis von Satz 6.1. (1) Wenn
- —A
)~ ()~ A

w0 o]

=0,
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dann folgt insbesondere, dass
lim (f(z +v) = f(2) - Av) =0,
v—

daraus folgt dann, dass 2

%i_r)x(l)f(x#—v) = 11)1_)1’%(f($) + Av) = f(z) + lim Av = f(z).

v—0

(2) Wenn

N o (O

w0 o]

=0,

dann gilt insbesondere fiir alle j € {1,...,n}, dass
lim f(z + hej) — f(x) — Ahe;

h—0 || e, ||

=0.

Es folgt wie in Satz 2.2, dass dann auch die Grenzwerte fiir die
m Koordinaten gegen 0 konvergieren. Die i—te Koordinate von
A - he;j ist ha;j;, folgt also, dass

fZ(ZL’ + h@j) - fz(l') — h(lz'j

li =0.
n0 e

Nachdem ||he;|| = h, folgt nun, dass
lim filw + hej) — filx) = hay; = 0.

h—0 |12l

Nachdem der Grenzwert Null ist, ist der Absolutbetrag im Nen-
ner irrelevant, und es folgt, dass sogar

o file +hej) = fiz) — hay;

Ilzlﬁo h =90,
also )
i 1+ heg) — file) _ 0,
h—0 h
aber die linke Seite ist ja gerade die Definition von

ofi
8.73]'

U

Bevor wir den néchsten Satz beweisen, formulieren wir das folgende
Lemma, welche in Ubungsblatt 4 bewiesen wurde.

29Hier verwenden wir, dass nach Lemma 2.8 gilt:

lim Av = A(limv) = A-0=0.
v—0

v—0
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Lemma 6.2. Wir betrachten folgende Normen auf R™:

(v, ..., o)1 = max{|vi],...,|v.|} (Mazimumsnorm)
[(r o)l o= 320 [vil
|(v1,.. . on)lls = /Doiy v? (Euklidische Norm).
Dann qilt fir alle v € R", dass
[ol < lofla < 2 lofly

ol < lvlls < Vool

Insbesondere gilt fiir alle 1,5 € {1,2,3}, dass es C, D > 0 gibt, so dass
30

C-olls < llvll; < Dl

Wir koénnen jetzt folgenden wichtigen Satz beweisen:

Satz 6.3. Es ses U C R"” offen und f: U — R eine stetig partiell
differenzierbare Funktion. Dann ist f total differenzierbar.

Im Folgenden werden wir anstatt ‘ f ist stetig partiell differenzierbar’
einfach nur sagen ‘f ist stetig differenzierbar’.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass f in jedem Punkt z total diffe-
renzierbar ist. O.B.d.A. sei U = R" und x = 0.

Wir setzen o7 o
D= (—=—(0),... :
(L0 2L 0)
Wir wollen nun zeigen, dass
L f() = f(0) = Do

o0 o]

=0.

Bevor wir uns dem Grenzwert explizit zuwenden, wollen wir zuerst
den Ausdruck f(v) — f(0) — Dv genauer studieren. Sei im Folgenden
d > 0 beliebig und es sei v = (v1,...,v,) ein beliebiger Vektor mit
||lv|| < &. Wir schreiben

Wy ‘= (O, Cey O),
wn = (U17 07 ) 0)7
Wa = (U17U270 7O>7
wy, = (v1,...,0,).
30 Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung: Es seien || — ||; und || —||2 zwei belie-

bige Normen auf einem endlich dimensionalen reellen Vektorraum, dann existieren
C,D > 0, so dass

C vl < vl < D - [|of-
Diese Aussage gilt i.a. aber nicht mehr, wenn man Normen auf unendlich dimen-
sionalen Vektorrdumen betrachtet.
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Dann gilt offensichtlich®!, dass

61 50) = [0)= Do = 3" (fw) = fw) = Y 5O

i=1 =1

Behauptung. Es seii € {1,...,n}. Dann gibt es ein u; € Bs(0), so dass

flw) = f(wim1) = 3_2(%) - v;.

Wir betrachten die Funktion
F:[0,v;] - R
t — f(vl,...,vi_l,t,O,...,O).
Dann gilt F'(0) = f(w;—1) und F(v;) = f(w;). Aus dem Mittelwertsatz
der Analysis I folgt, dass es ein £ € (0, v;) gibt, so dass
F(v;) — F(0)
F(§) = ————~
6) ===

Y

d.h. es gilt

fwi) = f(wiea) = F(v;) — F(0)
= U;- F’(f) =v; 5—1{2(1}1,...,vi,l,f,O,...,O).
(Hier die letzte Gleichheit folgt sofort aus der Definition der partiellen
Ableitung.) Aber nachdem ||(vy,...,v,)| < d und £ € (0,v;), folgt
auch, dass
||(U1, e ,vi_l,E,O, . 70)” < 0.

Es folgt, dass u; :== (vq,...,v;-1,&,0,...,0) die gewiinschte Eigenschaft
besitzt. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Kombinieren wir diese Behauptung mit der Gleichung (6.1), dann
haben wir folgende Aussage bewiesen:

Aussage. Es sei § > 0 und v € Bs(0). Dann existieren uy,...,u, €
Bs(0), so dass

10 =10 -00=Y 0 (- Loy).

i=1

f()=F(0)=Dv

ol zu, d.h. wir

Wir wenden uns jetzt dem Grenzwert lim,_,
wollen jetzt zeigen, dass

f(w) = f(0) = Dv

lim = 0.
v=0 o]
31Man beachte, dass alle Terme flwy),i=1,...,n—1 zweimal mit umgekehrtem

Vorzeichen vorkommen, und sich deswegen in der Summe wieder wegheben.
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Sei also ¢ > 0. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen
stetig, d.h. es existiert ein § > 0, so dass fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt:

of of
= gto) <

u € Bs(0) =

Dann gilt aber fiir v € Bs(0), dass

F@) = fO) = Dol = [T v (¥
Sl -

n iz [uil < 5 - nfjoll = el

() - 2L(0))|

IA A

(In der letzten Ungleichung haben wir Lemma 6.2 verwendet). Es folgt,
also, dass fiir alle v € B;(0) gilt:

‘f f(0) = Dv

o]

< E.

l

Aus Satz 6.1 und Satz 6.3 (angewandt auf die Koordinatenfunktionen
fi,--., fm) folgt nun folgender Satz:

Satz 6.4. Es sei U C R" offen und f = (f1,...,fm) : U — R™
eine Abbildung, so dass alle partiellen Ableitungen % definiert und

stetig sind. Dann st f differenzierbar, und an jedem Punkt P ist das
Differential die m x n—Matrix

Lpy ... f(p
72 (P) e (P)

Bemerkung. Ein Ziel der Analysis ist es das Studium von Funktio-
nen auf Lineare Algebra zuriickzufithren, denn lineare (oder affine)
Abbildungen sind deutlich leichter zu verstehen, als ganz allgemei-
ne Abbildungen zwischen R” und R™. Wenn eine Abbildung f =
(fi, -y fm) : R* — R™ in einem Punkt z differenzierbar ist, dann
konnen wir die Abbildung in der Nihe von x durch die affine Abbil-
dung v — f(z)+Df(z)-(v—x) ‘approximieren’. Unser Interesse besteht
daher darin, das Differential D f zu bestimmen. Satz 6.3 besagt nun,
dass man das Differential mithilfe der partiellen Ableitungen von den
Koordinatenfunktionen f; bestimmen kann.
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Definition. Die Determinante der Jacobi-Matrix wird die Funktional-
determinante genannt. Zur Erinnerung, fiir 2 x 2-Matrizen gilt

det <Z Z) — ad — be,

und fiir 3 x 3-Matrizen gilt

i iz @ Q22 23 Q12 Q13 Q12 413
det 921 Q22 423 = a1 det —a921 det +asy det .
a32 a33 32 a33 Q22 A23
a1 agz2 A33

6.2. Die Kettenregel. Zur Erinnerung, wenn f,g: R — R differen-
zierbare Funktionen sind, dann besagt die Kettenregel, dass go f eben-
falls differenzierbar ist, und es gilt

(g0 f)(zx) = g'(f(x)) - f'(2).
D.h.
Ableitung von g o f am Punkt z = Ableitung von g am Punkt f(z)
mal Ableitung von f am Punkt x.

Fiir differenzierbare Abbildungen zwischen Abbildungen in mehreren
Variablen gilt eine ganz analoge Kettenregel:

Satz 6.5. (Kettenregel) Es scien U C R" und V' C R™ offene Men-
gen und es seien
f:U—=R™ und g: V — RF
differenzierbare Abbildungen, so dass f(U) C V. Dann ist die Abbildung
gof:U—RF
ebenfalls differenzierbar, und fir jeden Punkt x € U gilt:
D(go f)(x) = (Dg)(f(x)) - Df(x).
Die Kettenregel besagt also, dass

Differential von g o f am Punkt x = Differential von g am Punkt f(z)
mal Differential von f am Punkt z.

Beachten Sie, dass (Dg)(f(z)) eine m x k—Matrix ist, und dass D f(x)
eine m X n—Matrix ist, und dass das Matrixprodukt (Dg)(f(x))- D f(z)
eine k x n—Matrix ist.

Fiir den Beweis verweise ich auf Forster, Analysis II, Seite 66. Folgen-
de kurze ‘Rechnung’ soll dazu dienen, sich die Kettenregel herleiten zu
konnen: Zuerst beachten wir, dass wenn h im Punkt y differenzierbar
ist, dann gilt fiir ‘kurze’ Vektoren u, dass

h(y +u) = h(y) + Dh(y) - u.
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Nun sei z € U und v € R” ein ‘kurzer’ Vektor. Dann gilt
9(f(z+v)) = g(f(x) + Df(x) - v) = g(f(x)) + Dg(x) - Df(x) - v.

Nachdem aber auch gilt

9(f(z +v)) = g(f(z)) + D(go f)(x) -v
‘folgt’, dass
D(go f)(x) = (Dg)(f(x)) - Df(x).
Der Beweis der Kettenregel besteht nun darin, dieses kurze Argument
in formale Mathematik zu tibersetzen.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion. Sei
x € U und v € R" ein Vektor mit ||v]| = 1. Dann heifit der Grenzwert
(falls er existiert)

d x4+ hv) — f(x
D, f(x) :Ef(ertv)\t_O:}lL'ﬂ%f( + h) f(z)

die Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung v.
Man beachte, dass fiir v = ¢;, d.h. v der i—te Einheitsvektor, direkt

aus den Definitionen folgt, dass

D@ = 5L )

Wir erinnern nun an das Skalarprodukt von zwei Vektoren v =
(v1,...,v,) und w = (wy,...,w,) in R™, welches wie folgt definiert
ist:

n

(v,w) :==v-w:= Zvi-wi.

i=1
Es sei ¢ der Winkel zwischen v und w, dann gilt
{v,0) = cos(p) - [[o] - [|w].

Wir erinnern auch an den Gradienten einer Funktion f: U — R am
Punkt x, welcher wie folgt definiert ist:

arad f(z) = (% (@), %f(x)) .

Satz 6.6. Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine stetig differenzier-
bare Funktion. Sei x € U und v € R™ ein Vektor mit ||v|]| = 1. Dann
qilt

Dy f(z) = (v, grad f(z)).
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Beweis. O.B.d.A. sei U = R". Wir betrachten
p:R — R
t = x4+to= (11 +tv,..., 2, + tv,).
Per Definition gilt

Duf(a) i= 51+ )|y = S o)z

Dann folgt:
#fe®)liey = D(fo)(0)
= (Df)(#(0)) - Dp(0)

— () . )

= > gai: () - v;
= (grad(f)(z),v).

Die Gleichheiten kénnen wie folgt begriindet werden:

(1) fiir Funktion R — R ist das Differential gerade die Ableitung,

(2) dies ist die Kettenregel,

(3) dies folgt aus der Berechnung von D f mithilfe von Satz 6.3,
und der Berechnung von D¢,

(4) dies ist die Definition vom Produkt der zwei Matrizen,

(5) dies folgt aus der Definition des Gradienten und der Definition
des Skalarproduktes.

t

Es sei ¢ € [0,27) der Winkel zwischen v und grad f(z). Dann gilt
also, dass

Dyf(x) = (v, grad f(x)) = cos()-[|v[|-[| grad f (z)[| = cos(¢)-|| grad f(2)].

Dies ist maximal fiir ¢ = 0. Wir erhalten also folgendes Korollar:

Korollar 6.7. Es sei U C R™ offen, f: U — R eine stetig differen-
zierbare Funktion und x € U ein Punkt, so dass grad f(x) # 0. Dann

15t
_enad ()
 lgrad f(2)]

die Richtung mit maximaler Richtungsableitung.

Anders ausgedriickt, ‘der Gradient zeigt in die Richtung in welche f
am schnellsten ansteigt’.
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6.3. Der Mittelwertsatz und die Norm von Matrizen. Wenn
f="(f1,.-., fm) : [a,b] = R™ eine stetige Abbildung ist, dann definie-

/abf(t)dt:: (/abfl(t)dt,...,/abfm(t)dt>’

d.h. wir integrieren Komponentenweise. Ganz analog, in dem wir je-
den Matrixeintrag separat integrieren, definieren wir das Integral einer
stetigen Abbildung f: [a,b] — M(n x m,R) in den Raum der n x m—
Matrizen.

Wir beweisen zuerst folgendes Lemma (welches man als eine Verall-
gemeinerung von Lemma 14.11 aus Analysis I auffassen kann.)

Lemma 6.8. Es sei v : [a,b] — R™ eine stetige Abbildung. Dann gilt

‘/abv(t) dt” < /ab||v(t)||dt cR™.

Beweis. Wir setzen
b
= / v(t)dt € R".

Dann gilt

lull? = Cwu) = ([ o(t)dt,u)

= (Lot [Lontydt) ()

= 3R vy dt -,
S Sy vilt) - g dt
= JJtw(e).u) s
J2 W0 - )

= llull- )o@l dt.

(Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass fiir alle Vektoren u und v

gilt: (u,v) = cos(p)||ul - [|v|| < ||u| - ||v]].) Das Lemma folgt nun indem
wir durch ||u|| kiirzen. O

IN

Satz 6.9. (Mittelwertsatz) Es sei U C R" offenund f = (f1,..., fm) :
U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Fs sei x € U und
v=(vy,...,v,) €R" ein Vektor, so dass x +tv € U fiir alle t € [0, 1].
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Dann gilt 22

flo+0) - flz) = (/OlDf(x+tv)dt) 0

Bewezs. Wir beweisen den Mittelwertsatz koordinatenweise. Fiir ¢ =
1,...,m betrachten wir

gz[oa]- R

] —
t — gi(t) = fi(x + tv).

Man beachte, dass aus der Kettenregel®® folgt, dass

U1
9:(t)" = Dgi(t) = Dfi(z + tv)
Un
U1
= (Bia+n) o Hfw+tw)
Uy,

n of;
= ZJ 13£ (x + tv)v,

Dann folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
aus Analysis I, dass

filz +v) = fi(xr) = (1) — g:(0)
= [lgt)dt

= fo ?1‘3;2 (x+tv)v; dt

— Z? . 01 ajf (x + tv)v; dt.

32Man beachte, dass die rechte Seite das Produkt einer m x n—Matrix mit einem
Vektor in R"™ ist
33Das Differential der Funktion

gi: [Oa 1] - R
t = gi(t) = fi(z+tv)

ist das Produkt des Differentials der Abbildung f; am Punkt z 4 tv mit dem Dif-
ferential der Abbildung ¢ — x + tv. Das Differential der letzteren Abbildung ist
gerade der Vektor v. Siehe auch den Beweis von Satz 6.6 fiir ein ganz dhnliches
Argument.
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Aber das ist gerade die i-te Zeile von dem Vektor 34
1
(/ Df(:c—l—tv)dt) -v €R™.
0

Es sei nun A € M(m X n,R) eine m x n—Matrix. Wir definieren
|A]l = sup{[[Av][ v € R mit [lv]| = 1}.

Dies ist in der Tat eine Norm auf dem reellen Vektorraum M (m x
R). (Siehe Forster, Analysis 11, Seite 23.) Man beachte, dass fiir alle
Vektoren w € R™ gilt:3¢

[Aw] < [[A]] - [Jw].

Bemerkung. Wir hatten in Kapitel 1.2 auch schon folgende Norm fiir
n x m—Matrizen eingefiihrt:

alli= 323 oot

i=1 j=1

U
35

Es gilt, dass

JAI" < JJAl < v/nml||Al"
(Siehe Forster, Analysis II, Seite 23 und sieche auch Fufinote 30.) Die
Norm || A" ist relativ leicht zu berechnen, wihrend die Norm || A| zwar
schwieriger zu berechnen ist, aber dafiir fiir Anwendungen deutlich
wichtiger ist (siche den néchsten Satz). Es ist deshalb hilfreich, ||A]|
durch ||A]|" abschiitzen zu kénnen.

Wir erhalten jetzt folgendes Korollar zu den obigen Ergebnissen:

Korollar 6.10. Es sei U C R" offen und f = (f1,..., fm) : U = R™
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei x € U und v € R" ein
Vektor, so dass x +tv € U fir alle t € [0, 1]. Wir setzen

M := sup |[|Df(x + tv)].

t€(0,1]

3411 der Tat, denn fol D f(z + tv) dt ist per Definition die Matrix

Olg’f(:wrtv)dt N f’fl(x+tv)dt
Olgé'f(x—ktv)dt Olgj; (a:—l—tv)d

35Hier ist ||v|| die euklidische Norm von v € R™ und ||Av|| ist die euklidische
Norm von Av € R™.

36Dies zeigt man, indem man w = ||w| - 27w schreibt und die Definition von

HwH

|A| auf v = ”wHw anwendet.
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Dann gilt
1f(z +v) = f2)]| < M|v]].

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz und aus Lemma 6.8 folgt, dass
1@ +v) = f@ll = || (Jy DI +to)dt) o
Hfol Df(x+tv) - vdt”

< HIDf (@ + to) - v]| dt
1
< Jo IDf(z+ o)l - [|v]l dt
1
< Jo M- dt
= M- |v].
O
7. DER SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN
7.1. Der Banachsche Fixpunktsatz.
Definition. (1) Ein metrischer Raum heit vollstindig, wenn jede

Cauchy—Folge konvergiert.

(2) Ein normierter Vektorraum heifit vollstindig, wenn der dazu-
gehorige metrische Raum?” vollstéindig ist.

(3) Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Beispiel. (1) Der Vektorraum R™ mit der euklidischen Norm ist

vollsténdig.
(2) In Kapitel 2.1 hatten wir gesehen, dass der normierte Vektor-
raum
C(]-1,1,R) := alle stetigen Funktionen [—1,1] — R,
Ifll = f_ll |f(x)| dz, (Integralnorm)
nicht vollstandig ist. In der Tat, wenn wir die Folge von Funk-
tionen

fo:[-1,1] — R
0, wenn x € [—1,0),
T nz, wemn z € [0, 1),
1

,  wemnnz € [, 1],
betrachten, dann gilt fiir n > m, dass
1
1
s = full = [ 1£a(@) = fulo do <
~1 m

37Zur Erinnerung: Wenn (V, || —||) ein normierter Vektorraum ist, dann definiert
d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf V.
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Es folgt, dass (f,)nen eine Cauchy-Folge ist, aber diese konver-
giert nicht in C([—1,1],R), denn die Grenzfunktion

[0, wennze[-1,0],
)= { 1, wenn z € (0,1].

ist nicht stetig, liegt also nicht in C([—1,1],R).

Der folgende Satz gibt ein wichtiges Beispiel fiir einen unendlich
dimensionalen Banachraum:

Satz 7.1. Es sei U C R" eine Teilmenge. Wir betrachten den Vektor-
raum
Co(U,R™) = Vektorraum aller beschrinkten
stetigen Abbildungen f: U — R™,

mat der Supremumsnorm, d.h.

[f1] == sup{[lf(x)[| |« € U}.
Dann ist (Cp(U,R™), || — ||) ein Banachraum.

Der Satz wird fiir den Fall m = 1 in den Ubungen bewiesen. Den
allgemeinen Fall fiir beliebiges m zeigt man fast genauso.

Bemerkung. Betrachten wir den Fall U = [—1,1] C R und m = 1, dann
ist jede stetige Funktion auf [—1, 1] beschrinkt, also gilt C'([-1, 1], R) =
Cy([—1,1],R), d.h. es folgt aus Satz 7.1, dass

C([-1,1],R) := alle stetigen Funktionen [—1,1] — R,
1Al == sup{[lf(z)[| |« € U} (Supremumsnorm),

vollstéindig ist. Der Unterschied zum Beispiel als wir C([—1, 1], R) mit
der Integralnorm betrachtet haben ist folgender: eine Folge von ¢, €
C([—1,1],R) welche bzgl. der Integralnorm eine Cauchyfolge bildet, ist
nicht notwendigerweise eine Cauchyfolge bzgl. der Supremumsnorm.
Wenn man beispielsweise f,, wie oben definiert ist, dann gilt fiir alle n,

dass
1

1fn = fonll supill fu(2) = fm (@)l |2 € U} = 3,

insbesondere bilden die f, keine Cauchyfolge bzgl. der Supremums-
norm.

Bevor wir den nichsten Satz formulieren fithren wir noch zwei Be-
griffe ein:
(1) Es sei (X, d) ein metrischer Raum, eine Abbildung ® : X — X

heiBt Kontraktion wenn es eine Konstante © € [0,1) (genannt
Kontraktionsfaktor) gibt, so dass

[®(z) — @(y)| < Ollx — y]| fiir alle z,y € X.
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(2) Es sei @ : X — X eine Abbildung. Ein Punkt z € X heifit
Fizpunkt von ®, wenn ®(z) = z.

Beispiel. (1) Betrachten wir f: R — R,z — z? dann sind z = 0
und x = 1 die einzigen Fixpunkte.
(2) Es sei P € R" ein Punkt. Dann ist die Abbildung

¢:R*" — R”
t — P+3(x—P)

eine Kontraktion, und der Punkt P ist (der einzige) Fixpunkt
von ®. Geometrisch bildet ® jeden Punkt z auf den Mittelpunkt
von x und P ab. Anders ausgedriickt, die Distanz von f(z) zu
P ist halb so growie die Distanz von = zu P.

(3) Die Abbildung

o :R"\ {0} — R"\ {0}

1
.I"-)SI

ist eine Kontraktion, aber die Abbildung besitzt keinen Fix-
punkt.

Wir kénnen jetzt den folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 7.2. (Banachscher Fixpunktsatz) Fs sei A eine abgeschlos-
sene Teilmenge eines Banachraumes (V.| —||) und es sei & : A — A
eine Kontraktion. Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt.

Dieser unscheinbare Satz spielt eine wichtige Rolle in der Mathema-
tik, wir werden ihn auch spéter wieder treffen, wenn wir die Losungen
von Differentialgleichungen studieren.

Beweis. Es sei © € [0, 1) Kontraktionsfaktor von ®. Wir zeigen zuerst,
dass ¢ hochstens einen Fixpunkt besitzt: Es seien also v, w € V mit
®(v) = (w), dann gilt

[v —wl| = [|®(v) = ®(w)] <O [[v—w].

Nachdem © € [0, 1) ist dies nur moglich, wenn ||[v — w|| = 0, d.h. wenn
v =w.

Wir zeigen nun, dass ® einen Fixpunkt besitzt. Genauer gesagt, wir
werden folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es sei vy € A. Dann konvergiert die durch vy, := ®(vg_1)
rekursiv definiert Folge gegen einen Fixpunkt von ®. 8

38Djes sieht man auch sehr gut an Beispiel (2) oben, in diesem Fall konvergiert
fiir jedes z € R? die Folge von Punkten z, ®(z), ®(®(z)),... offensichtlich gegen
den Fixpunkt P.
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Wir setzen ¢ := [|v; — v||. Fiir i > 1 gilt dann:

[ (vi) = P (vi)]

O - [lv; — vi4]

@2 . HU1;1 — ’UZ',QH e
vy — ol = O - e

HUHI - Uz'H

INIAIA I
@

Fiir beliebige m > k € N folgt also

lom = okl = |27 (Vi1 — 03|
< S — il
< Y e
= Oy e
< OFY X O = c@kﬁ.
Nachdem c@kﬁ = 1% -OF sieht man leicht, dass (v, )nen eine Cauchy-

Folge in V ist. 3 Nachdem V vollstindig ist, konvergiert die Folge
gegen ein v € V. Nachdem A abgeschlossen ist, und nachdem alle
Folgenglieder v,, in A liegen, folgt, dass v € A.

Wir wollen nun zeigen, dass v ein Fixpunkt von ® ist. Jede Kontrak-
tion ist stetig (siehe Ubungsblatt 6), daher gilt

O(v) = ¢(lim v,) = lim ®(v,) = lim v, = v.
n—oo n—oo n—oo
U

7.2. Satz iiber implizite Funktionen. Bevor wir den Satz iiber im-
plizite Funktionen formulieren, erinnern wir noch an zwei Definitionen:

(1) Es sei x € R™, dann heifit U C R" offene Umgebung von z,
wenn U offen ist, und wenn = € U.

(2) Es sei € R™, dann heiit U C R" Umgebung von x, wenn U
eine offene Menge V' enthilt, so dass x € V.

Beispielsweise ist
U:={yeR"||yl| <r}

fiir 7 > 0 eine Umgebung von = = 0 (wir konnten beispielsweise V =
B.(0) = {y € R"|||y|| < r} wihlen), aber keine offene Umgebung von
x=0.

Der folgende Satz ist wahrscheinlich der auf den ersten Blick unver-
daulichste Satz der Analysis II:

391 der Tat, fiir gegebenes £ > 0 existiert ein N, so dass —= - OV < e. Fiir alle

-6
k,m > N folgt dann: ||v,, — vg| < =) SN <.
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Satz 7.3. (Satz iiber implizite Funktionen) Es seien U, C R* und
U, C R™ offene Teilmengen und es sei
F:U,xU, — R”
(z,y) = F(z,y)

eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei (a,b) € U, x U, ein Punkt
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) F(a,b) =0, und

(2) die m x m—Matrix

or  om
aF L a(Flvam) A 83-/1 ay'm
e Aym

ist im Punkt (a,b) invertierbar.
Dann ezistieren
(1) eine offene Umgebungen V,, C U, von a,
(2) eine Umgebung V,, C U, von b, sowie
(3) eine stetig differenzierbare Abbildung g: V, — V,, mit g(a) = b,
so dass Folgendes gilt:
(1) fir alle x € V,, ist

F(z,g(x)) =0,
(2) und fir alle (z,y) € Vp xV, mit F(z,y) = 0 gilt, dass y = g(z).

Bemerkung. Etwas salopp ausgedriickt sagt der Satz Folgendes: Es sei
(a,b) ein Punkt ist, welcher die Gleichung F(z,y) = 0 erfiillt, und
so dass die Matrix ?9_5 am Punkt (a,b) invertierbar ist. Dann kann
man eine kleine Umgebung um den Punkt (a,b) finden, so dass die y—
Koordinaten von den Losungen der Gleichung F(z,y) = 0 eine Funk-
tion der z—Koordinaten sind.

Anders ausgedriickt, zu jedem z € V, gibt es genau ein y = g(z) € V,,,

so dass F(z,y) = 0.

Betrachten wir den Fall k = m =1, U, = R und U, = R und die

Funktion
F:RxR — R

(z,y) — 2?+y*—4

Dann gilt
OF
—(a,b) = 2b.
()
Betrachten wir den Punkt (a, b) = (0,2). Dann gilt £'(0,2) = 0 und am

Punkt (0, 2) ist %—5 = (4), insbesondere eine invertierbare 1 x 1-Matrix.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2011 55

Die Bedingungen des Satzes sind also erfiillt. Dann hat V, = (—1,1)
und V, = (1, 3) und

s
SIS

-V
= V4 — x?
die gewiinschte Eigenschaft:

(1) fiir alle x € (—1,1) gilt

F(z,9(7)) = F(z,V4—22) =2 + (V4 —22)* -4 =0,

(2) wenn (z,y) € V, x V, die Gleichung F(z,y) = 0 erfiillt, dann
gilt auch y = v/4 — 22.

Beachte, dass wenn wir V,, = R gew&hlt héitten, dann wiirde die zwei-
te Bedingung nicht mehr gelten: dann wére die y—Koordinate von ei-
ner Losung zu F(z,y) = 0 in V, X R nicht mehr eindeutig durch die
r—Koordinate bestimmt. Beispielsweise erfiillen (0, —2) und (0,2) die
Gleichung F(z,y) = 0.

Beweis des Satzes tiber implizite Funktionen. O.B.d.A. sei (a,b) = (0,0).
Wir setzen

B = 2—5(0,0) € GL(m,R)
und betrachten
G:U,xU, — R™
(z,y) = y— B 'F(z,y).

Man beachte, dass
(7.1) F(z,y) =0y =G(,y).

Fiir fest gewéhltes x haben wir also das Studium der Losungen von
F(z,y) = 0 in ein Problem iiber Fixpunkte der Abbildung y — G(z,y)
iibergefiihrt. Folgende Behauptung erlaubt es uns den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden zu kénnen.

Behauptung. Es gibt eine offene Umgebung V, C U, von 0 € R¥ und
eine Umgebung V,, C U, um 0 € R™ mit folgenden Eigenschaften:

(1) V, ist eine abgeschlossene Teilmenge von R™,
(2) fiir alle x € V,,,y € V, gilt: G(z,y) € V,
(3) fiir x € V; ist die Abbildung
Vy =V,
y = Glry)

kontrahierend.



56 STEFAN FRIEDL

Fiir den Beweis der Behauptung bestimmen wir zuerst, dass
g—j(x,y) =id,, —B~ lg];
insbesondere folgt, dass
oG or
y dy
Nachdem F' stetig differenzierbar ist, sind auch alle Komponenten von
%—5 stetig, es gibt also Umgebungen W, C U, von 0 € R* und W, C U,
von 0 € R™, so dass “°

oG 1
3y — (=, y)H ) fiir alle (z,y) € W, x W,,.

(0,0) =id,, —B~*- —(0,0) = 0.

(7.2)

Wir wihlen nun ein r > 0, so dass
Vy={y eR"[[lyl <r} CcW,.

Nachdem G(0,0) = 0, gibt es auch eine offene Umgebung V,, C W, von
0 € R¥, so dass

(7.3) sup [|G(z,0)]| <

CCEVI

N3

Wir wollen jetzt zeigen, dass V, und V, die gewiinschten Eigenschaf-
ten haben. Es ist klar, dass V,, abgeschlossen ist. Sei nun x € V, fest
gewihlt. Aus der Abschétzung (7.2) und aus Korollar 6.10 folgt, dass
tir alle z € V,, und v,y € V,, gilt:

(7.4) 1G(e,9) — Gl < Sy — oI

40Hier betrachten wir wieder folgende Norm von m x m-Matrizen:
|| Al := sup{||Av|| |v € R™ mit |v| = 1}.
Fiir eine Matrix A hatten wir auch folgende Norm eingefiihrt:
[(ai)|" = ZZ“‘M
1=15=1
und darauf hingewiesen, dass
[AI" < JJA]l < Vam||A]".

Nachdem die partiellen Ableitungen 3 aF £ Null sind am Punkt (0,0), kénnen wir

Umgebungen W,, W, finden, so dass

[

< ,i fir alle (x,y) € Wy x Wy..
2m
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Angewandt auf 3’ = 0 und unter Verwendung von (7.3) erhalten wir,
dass

|G(z,y) = G(x,0) + Gz, 0)

1G (2, y)
(7.5) I1G(x,y) = G(,0)|| + |G(x, 0) |13 lyll + 5 < r

IA

fir alle ||y|| < r. Es folgt, dass ||G(z,y) € V,, fiir alle V,,. Aus (7.4) folgt
zudem, dass die Abbildung y — G(z,y) kontrahierend ist. Wir haben
damit die Behauptung bewiesen.

Es sei € V,. Nachdem V| eine abgeschlossene Kugel im Banach-

raum R™ ist, konnen wir den Banachschen Fixpunktsatz auf die kon-
trahierende Abbildung

Vy, =V,
y — G(z,y)

anwenden. Es gibt als fiir gegebenes € V, genau ein y € V,, so dass
G(z,y) = 0. Wir bezeichnen dieses eindeutig bestimmte Element mit
g(x). Aus (7.1) folgt nun, dass

F(z,g(x)) =0 fur alle x € V,,
und ferner gilt:
F(z,y)=0und z € V,,y €V, = y=g(x).

(Dies ist eine Umformulierung der obigen Aussage, dass es fiir gegebe-
nes x € V, genau ein y € V,, gibt, so dass G(x,y) = 0.) Zusammenfas-
send haben wir gezeigt, dass es genau eine Abbildung V, — V,, gibt,
mit der Eigenschaft, dass F(z, g(x)) = 0 fiir alle z € V.

Wir miissen nun noch zeigen, dass g: V, — V}, stetig differenzierbar
ist. Wir werden zeigen, dass g stetig ist, fiir den Beweis der Differen-
zierbarkeit verweise ich auf Forster, Analysis II, Seite 93.

Wir werden nun den Banachschen Fixpunktsatz erneut geschickt an-
wenden, um zu beweisen, dass die Abbildung g stetig ist. Aus Satz 7.1
wissen wir, dass

Cy(Vy, R™) = Vektorraum aller beschrinkten
stetigen Abbildungen f: V, — R™,

mit der Supremumsnorm, d.h. mit

1A= sup{|lf (@)[| |2 € Va}
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ein Banachraum. Wir betrachten die abgeschlossene ! Teilmenge
A:=A{f e CG(Va, RM)[If| < v} ={f € Co(Ve, R™) [ f(V2) C Vy}
und die Abbildung

d:A A
/

N

Aus (7.5) folgt, dass ||G(z, f(x))| < r fiir alle x € V,, d.h. die Abbil-
dung = — G(z, f(z)) liegt in der Tat in A. Aus (7.4) folgt, dass fiir alle

J1, fo € A gilt:
[2(f1) — 2(f2)

sup,ev, [|G(2, f1(x)) = Gz, f2(x))]]
< 3 SUpLey, [1f1(2) — fo()]
= sllA=Fl.

Wir haben nun also bewiesen, dass die Abbildung ® : A — A kontra-
hierend ist. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass ® genau
einen Fixpunkt besitzt, d.h. es gibt genau ein h € A C Cy(V,, R™), so
dass ®(h) = h, d.h. so dass G(x,h(x)) = h(x). Anders ausgedriickt,
es gibt genau ein h € A C Cy(V,,,R™), so dass F(z,h(x)) = 0 fiir alle
z e V,.

Wir hatten weiter oben schon gezeigt, dass es genau eine Abbildung
V, — V, gibt, mit der Eigenschaft, dass F'(x, g(x)) = 0 fiir alle x € V.
Nachdem h ebenfalls diese Eigenschaft hat, folgt, dass g = h, insbe-
sondere ist g stetig. 42 U

41Hjer ist der Beweis, dass
A=A{feC(Va,R™) [ f(Va) CVy} ={f € Co(Va, R™) [ || f(2)| < r fiir alle x € V;}

im normierten Vektorraum (Cy(V,,R™), || — ||) abgeschlossen ist: Wir zeigen, dass
Cy(V,R™)\ A offen ist. Sei g € A. Dann gilt sup{||f(x)|| | z € V,.} > r. Insbesondere
existiert ein x € V,, so dass | f(z)|| > r. Wir setzen s := || f(z)| und € = s —r.
Es geniigt nun zu zeigen, dass B:(f) € Cp(Vy,R™) \ A. Sei also h € B.(f) C
Cy(V,R™). Dann gilt

1f(z) = (@) < If — Rl <e,

also folgt, dass h(z) > f(z) — e = r. Insbesondere ist h & A.

42Der Banachsche Fixpunktsatz angewandt auf ® : A — A hat gezeigt, dass
es genau eine stetige Abbildung h gibt, so dass F(x,h(z)) = 0 fiir alle z. Diese
Aussage ist aber schwiicher als die Aussage, dass es genau eine Abbildung g gibt, so
dass F(x,g(x)) =0, und das diese Abbildung stetig ist. Die erste Aussage schliefit
nicht aus, dass es noch weitere, nichtstetige Abbildungen A’ gibt, die zweite Aussage
dagegen schlief3t dies aus.
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7.3. Umkehrabbildungen. Es sei f: U — V eine Abbildung zwi-
schen zwei offenen Mengen U,V C R". Wir sagen, g: V — U ist eine
Umkehrabbildung von f, wenn g(f(z)) = « fiir alle z € U und wenn f
bijektiv ist.

Wenn ¢ eine differenzierbare Umkehrabbildung von einer differen-
zierbaren Abbildung f ist, dann gilt fiir alle a € U, dass ¢g(f(a)) = a,
d.h. go f ist die Identitédtsabbildung auf U. Fiir beliebiges a folgt dann
aus der Kettenregel, dass

id,, = D(id)(a) = D(g o f)(a) = Dg(f(a)) - Df(a),

d.h. die nxn—Matrix D f(a) ist invertierbar, mit inverser Matrix Dg(f(a)).

Es ist sehr leicht zu iiberpriifen, ob eine lineare Abbildung invertier-
bar ist, beispielsweise geniigt es die Determinante zu berechnen. Ande-
rerseits ist es i.a. sehr schwer festzustellen, ob eine beliebige Abbildung
f: U — V umkehrbar ist. Der folgende Satz besagt nun, dass wenn
das Differential D f(a) einer stetig differenzierbaren an einem Punkt a
invertierbar ist, dann ist f ‘lokal umkehrbar’, d.h. es gibt eine kleine
Umgebung U von a, so dass die Einschréinkung von f auf U umkehrbar
ist.

Satz 7.4. (Satz iiber die Umkehrabbildung) Es sei U C R" offen,
f:U — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung und a € U. Wenn
D f(a) invertierbar ist, dann existieren offene Umgebungen U C U von
a und V' von b := f(a), so dass f: U — V' bijektiv ist, und so dass
die Umkehrabbildung g = f=': V' — U’ ebenfalls stetig differenzierbar
15t.

Beispiel. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

R — R

r = 22

und den Punkt @ = 3 in R. Dann ist Df(a) = f'(a) = 2a = 6 ungleich
null. Die offenen Umgebungen U’ = (2,4) von a = 3 und V' = (4, 16)
von b = f(a) =9 und die Abbildung g: V' — U’, x +— /x haben dann
die geforderten Eigenschaften.

Beweis. O.B.d.A. sei U = R". Die Idee des Beweises ist die Aussage
geschickt auf den Satz iiber implizite Funktionen zuriick zu fiithren. 3

43Dje Anwendung wird (etwas) leichter, wenn man den Satz iiber implizite Funk-
tionen mit einer anderen Notation formuliert: Es sei

F:RFxR™ — R™
(,y) = F(z,y)
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei (¢, d) € R¥ x R™ ein Punkt mit den
folgenden Eigenschaften:
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Wir betrachten die Abbildung
F:R"xR*" — R"
(r,y) = Flz,y):=z— f(y).
Man beachte, dass

F(z,y) =0& fly) ==
Es gilt F'(b,a) = 0 und
OF . : :
6_(b’ a) = —Df(a) ist nach Voraussetzung invertierbar.
Y
Aus dem Satz iiber implizite Funktionen, angewandt auf den Punkt
(b, a) folgt: es existieren
(1) eine offene Umgebung V' von b,
(2) eine Umgebung U von a, sowie
(3) eine stetig differenzierbare Abbildung g: V' — U mit ¢(b) = a,

so dass Folgendes gilt:
(i) fir alle z € V ist

F(z,g(x)) =0, d.h. f(g(x)) = .

(i) und fiir alle (z,y) € V x U mit F(z,y) = 0 gilt, dass y = g(x).
Wir sind nun fast am Ziel, die Abbildung ¢ hat die Eigenschaft, dass
f(g(z)) = z fiir alle z, aber die Abbildung f: U — R ist nicht not-
wendigerweise bijektiv und es gilt auch nicht notwendigerweise, dass
fU) c V,dh.ia.ist g(f(x)) noch nicht einmal definiert. Wir miissen
nun U auf eine offene Umgebung U’ von a einschrénken, so dass f(U) C
V. Das dies in der Tat moglich ist, wird im néchsten Absatz aus-
gefithrt”.

Nachdem U eine Umgebung von « ist, existiert eine offene Teilmenge
U” C U welche a enthilt. Wir setzen nun U’ := U” N f~1(V), diese

Menge ist der Durchschnitt zweier offener Mengen, also wieder offen.
Wir betrachten nun V' := f(U’) C V. Aus (ii) folgt, dass V' = g~ }(U’),

(1) F(e,d) =0, und
F

(2) die m x m—Matrix %—y ist im Punkt (¢, d) invertierbar.

Dann existieren
(1) eine offene Umgebungen C von c,
(2) eine Umgebung D von d, sowie
(3) eine stetig differenzierbare Abbildung g: C' — D mit g(c¢) = d,

so dass Folgendes gilt:
(1) fir alle z € C ist F(x,g(z)) =0,
(2) und fiir alle (z,y) € C x D mit F(z,y) = 0 gilt, dass y = g(x).
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d.h. V"’ ist das Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbil-
dung, also ist V' ebenfalls offen. Es folgt nun, dass f: U" — V' bijektiv
ist mit Umkehrabbildung g. U

Definition. (1) Es sei U C R™ offen und

f=0U1, s fm):U—=R™

eine Abbildung. Wir nennen f eine C*-Abbildung, wenn die
Koordinatenfunktionen f, ..., f,, alle k—mal stetig partiell dif-
ferenzierbar sind.

(2) Wir sagen, f ist eine C*° Abbildung, wenn f fiir alle k eine
C*-Abbildung ist, d.h. f ist eine C*~Abbildung, wenn die Ko-
ordinatenfunktionen fi, ..., f,, beliebig oft stetig partiell diffe-
renzierbar sind.

Die Umkehrabbildung einer bijektive C*~Abbildung ist nicht not-
wendigerweise eine C*~Abbildung, wie man schon an dem Beispiel
fTR — R
r — 2’

sieht, den die Umkehrabbildung x + /z ist nicht differenzierbar, d.h.
f~1 ist noch nicht einmal eine C*~Funktion.

Lemma 7.5. Es sei f: U — V eine bijektive C*~Abbildung zwischen
offenen Teilmengen von R"™. Wenn die Umkehrabbildung eine C*—Abbildung
ist, dann ist die Umkehrabbildung sogar eine C*—Abbildung.

Das Lemma besagt also, dass wenn wir zeigen wollen, dass die Um-
kehrabbildung einer C*~Abbildung wiederum eine C*-Abbildung ist,
dann geniigt es zu zeigen, dass die Umkehrabbildung eine C*~Abbildung
ist.

Beweis. Wir beweisen das Lemma fiir den Fall £ = 2, der allgemeine
Fall folgt dann durch Induktion.

Wir bezeichnen mit g: V' — U die Umkehrabbildung von f. Nach-
dem g stetig differenzierbar ist, folgt, dass die Eintrige von Dg(y)
gerade die partiellen Ableitungen sind. Wir miissen zeigen, dass diese
stetig differenzierbar sind. Nachdem f o ¢ = id und nachdem ¢ nach
Voraussetzung differenzierbar ist, folgt aus der Kettenregel, dass

Df(g(y)) - Dg(y) = Did(y) = id fir alle y €V,

d.h. es gilt

Dg(y) = (Df(9(y))) " fiir alle y € V.
Nachdem g eine C'-Abbildung ist, und nachdem die partiellen Ab-
leitungen von f nach Voraussetzung stetig differenzierbar sind, folgt,
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dass die Eintrige von y — Df(g(y)) stetig differenzierbar sind. Wir
miissen aber wirklich zeigen, dass die Eintriige von (D f(g(y)))”" stetig
differenzierbar sind. Dies folgt nun aber aus Lemma 7.6, welches im
Anschluss bewiesen wird. O

Lemma 7.6. Es sei U C R" offen und
U — GL(n,R)
r o= Ar) = (aii(x))
eine Abbildung, so dass die Matrizeintrdge stetig differenzierbar sind,

d.h. die Funktionen
U - R

r — a;()
sind stetig differenzierbar. Dann sind auch die Eintrige von
U — GL(n,R)
r — Alx)!
stetig differenzierbar.

Beweis. Aus der linearen Algebra (‘Cramersche Regel’) wissen wir, dass
fiir eine beliebige Matrix A gilt:

-1 _ 1 adj
det(A)

wobei A% die Adjunkte der Matrix A ist, d.h. der ij-Eintrag von A%
ist gegeben durch

(—1)". Determinante der Matrix welche man aus A
durch Streichen der i—ten Spalte und j—ten Zeile erhalt.

Es folgt also, dass die Eintrige von A~! rationale Funktionen in den
Eintridgen von A sind. Insbesondere, wenn die Eintriige von x — A(x)
stetig differenzierbar sind, dann sind auch die Eintrige von x — A(z)™*
stetig differenzierbar. (

Definition. Es sei f: U — V eine bijektive C*° Abbildung. Wenn die
Umkehrfunktion ebenfalls eine C*°~Abbildung ist, dann nennen wir f
einen Diffeomorphismus.

Wir erhalten nun folgendes Korollar aus dem Satz iiber die Umkehr-
abbildung) und aus Lemma 7.5

Korollar 7.7. Es sei U C R" offen, f: U — R" eine C*°-Abbildung
und a € U. Wenn D f(a) invertierbar ist, dann existieren offene Um-
gebungen U C U von a und V' von b := f(a), so dass f: U — V' ein
Diffeomorphismus ist.
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7.4. Polarkoordinaten. Wir beschlieen das Kapitel iiber die impli-
ziten Funktionen und den Umkehrsatz mit einem ausfiihrlichem Bei-
spiel. Wir betrachten die Abbildung

iRy xR — R2?\{0,0}
(r,p) +— (rcosp,rsing).
Diese Abbildung ist eine C*°—~Abbildung aber keine Bijektion, nachdem

f(r,) = f(r,p + 2m). Es gilt sogar folgende Aussage fiir (r, ) und
(T/, QO,) c R>0 X R:

flrop)=f(r',¢) & r=1"und p = ¢ + k- 2r fiir ein k € Z.
Die Jacobi-Matrix der Abbildung f ist gegeben durch

% % cos(p) —rsin(p)
_ [ o) _ -
Df(r.¢) = (% %) - (sin(gp) rcos(p) ) '
or dp

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist r, nachdem r > 0, ist die
Determinante iiberall nicht null. ** Aus dem Satz iiber die Umkehi-
abbildung folgt nun, dass f an allen Punkten (r,p) € R x R ‘lokal
invertierbar’ ist.

Betrachten wir beispielsweise den Punkt (1,0). Dann ist die Ein-
schrinkung von f auf

U,:R>OX<_ —>VI:R>OXR

379
umkehrbar mit Umkehrabbildung

8. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN
8.1. Definition und Beispiele.

Definition. Es sei T C RF eine offene Teilmenge. Eine stetig differen-
zierbare Abbildung

(p(tl, Ce ,tk>

4“Dje Abbildung f: Rug x R — R2 \ 0 hat also die Eigenschaft, dass die Jacobi-
Matrix iiberall invertierbar ist, aber f ist trotzdem nicht bijektiv.
Dies ist im Kontrast zur Situation von Funktionen g: (a,b) — (¢, d) in einer Varia-
blen: wenn die Ableitung iiberall nicht null ist, dann ist g bijektiv.
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heifit Immersion, wenn in jedem Punkt der Rang der Funktional-
Matrix

Op1 01

ot o ot

D . S

Dy = ) = : :
t/) 1 d¢n don
t=1,...,Mn Oty Oty

j=1,...,k

gleich k ist, d.h. wenn die Spalten der Funktional-Matrix linear unab-
ghéngig sind.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F:(-3,5)xR — R°
cosf - cos p
(0,0) — | cosf-sinp
sin 6

Die Bildmenge von F ist die Sphire mit Radius 1 im R3, ohne den
‘Nordpol’ und den ‘Siidpol’, d.h. ohne die Punkte (0,0, 1) und (0,0, —1).
Dann gilt
—sinfcosy —sinfsiny
DF = | cosfsiny  sinfcosyp
cos 6 0

Man kann (z.B. mithilfe des Kreuzproduktes der Spaltenvektoren) zei-
gen, dass die Spaltenvektoren linear unabhéngig sind fiir alle (6, ¢) mit
cos(#) # 0, insbesondere fiir alle (0, ¢) in unserem Definitionsbereich.
Die Abbildung F' ist also eine Immersion.

Bemerkunyg. (1) Der Rang von der n x k-Matrix D¢ ist genau dann
k, wenn die k Spaltenvektoren linear unabhingig sind.

(2) Wenn k£ = 1, d.h. wenn 7" eine Teilmenge von R ist, dann ist
eine Immersion nichts anderes als eine reguldre Kurve.

(3) Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine n x k—Matrix

A mit genau dann Rang k hat, wenn es k Zeilen gibt, so dass

diese Zeilen eine k x k—Matrix bilden, mit nicht verschwindender
Determinante. Beispielsweise ist der Rang der Matrix

2 -1
-4 2
0 1

gleich zwei, weil die 2 x 2-Matrix, welche wir aus der ersten und
der letzten Zeile bilden, eine nicht verschwindende Determinan-
te besitzt.
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Satz 8.1. Es sei T C R* offen, ¢ : T — R" eine Immersion und
to € T ein Punkt. Dann existiert eine offene Umgebung V C T wvon t,
so dass die Einschrinkung von ¢ auf

oly : V= (V) CR"
ein Homdomorphismus *> von V' auf (V') darstellt.

Beispiel. Wir fahren mit dem obigen Beispiel fort. Die Abbildung F
ist kein Homdomorphismus, nachdem F' noch nicht einmal injektiv ist
(z.B.ist F'(0,p) = F(0,p+2m). Aber fiir einen gegebenen Punkt (6, ¢)

ist die Einschrankung von F' auf V := (=5,%) X (¢ — 7, ¢ + 7) ein
Homdoomorphismus.

Beweis. Der Spezialfall k£ = n ist gerade der Satz tiber die Umkehrab-
bildung, wir konnen uns deswegen nun auf den Fall £ < n beschranken.
Wir werden den Fall £ < n ebenfalls auf den Satz iiber die Umkehrab-
bildung zuriickfiihren.

Nehmen wir also an, dass der Rang der n x k—Matrix

9p1 91
ot Tt Oty
Dp=1 : :
dpn d¢n
ot1 o Oty

am Punkt o gerade k ist. Aus der Bemerkung (3) vor dem Satz wissen
wir, dass es k Zeilen von Dy gibt, so dass die dazugehorige k x k—Matrix
eine nicht verschwindende Determinante besitzt. O.B.d.A. kénnen wir
annehmen, dass dies gerade die ersten k Zeilen von D¢ sind.
Wir schreiben nun
Y= (3017---,3013,30k+1>---,90@)-

g

! /1

® ®

Aus der obigen Diskussion folgt, dass das Differential der Abbildung
o:T — RF
to= (ea(t),- -, ou(t))

am Punkt ¢y invertierbar ist, wir kénnen also den Satz iiber die Um-
kehrabbildung auf ¢’ anwenden. Wir erhalten eine offene Umgebung V'

BZur Erinnerung: Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Réumen
heiflit Homdomorphismus, wenn gilt:

(1) f ist stetig,
(2) f ist bijektiv,
(3) die Umkehrabbildung f~! ist stetig.
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von tg und eine offene Umgebung U von ¢'(ty), so dass
OV =U

bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung ¢’ : U —
V' besitzt.

Die Abbildung ¢ = (¢/,¢") : V. — U x R™* ist nun ebenfalls
injektiv und daher bijektiv auf ihr Bild ¢(V'). Eine Umkehrabbildung
ist gegeben durch die Einschrinkung der stetigen Abbildung

UxR*"* — V
(1, e oy Tl Tty e oy L) > (21, .., )

auf (V) Cc U x R"F, O

Definition. Eine Teilmenge M C R"™ heifit k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R™, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Um-
gebung U C R™, eine offene Teilmenge 7' C R¥, sowie eine Immersion

p: T —-R"

gibt, so dass o(T) = M NU, und so dass ¢ : T — M NU ein
Homdoomorphismus ist.

Eine solche Abbildung ¢ : T"— M N U wird Parameterdarstellung,
oder Parametrisierung von M in der Umgebung U von a genannt.

Bemerkunyg. (1) In der ersten Vorlesung hatten wir gesehen, dass
wir jede Teilmenge eines metrischen Raumes wieder als me-
trischen Raum auffassen konnen. Insbesondere sind, fiir M, U
und 7" wie in der Definition, die Mengen 7" und M N U wieder
metrische Rdume, und es macht daher Sinn zu fragen, ob eine
gegebene Abbildung ¢ : T'— M NU ein Hombomorphismus ist.

(2) Nehmen wir an, wir haben schon eine stetige bijektive Abbil-
dung ¢ : T'— M N U, und wir wollen noch zeigen, dass ¢ sogar
ein Homoomorphismus ist. Wir behaupten nun, dass es geniigt
eine stetige Abbildung U — T zu finden, so dass (p(t)) =t
fiir alle t. In der Tat, die Einschrankung von ¢ auf M NU ist ge-
rade die Umkehrabbildung von ¢, aber die Einschrankung der
stetigen Abbildung ¢ : U — T auf M N U ist weiterhin stetig.
Es folgt, dass die Umkehrabbildung von ¢ stetig ist, d.h. ¢ ist
ein Homomorphismus.

Beispiel. Wir betrachten zuerst den ‘unendlichen Zylinder’

M= {(z,y,2)|2" +y* =1}.
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Wir wollen zeigen, dass M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R ist. Sei a = (ay, ay, a,) € M beliebig. Wir betrachten zuerst den
Fall, dass a, > 0. Wir setzen

T = (-5,7) xR
U = {(z,y,2) |z >0}

und wir betrachten die Abbildung

0: T — RS

(0,2) +— (cos(0),sin(), z).
Man kann leicht nachrechnen, dass das Differential immer Rang zwei
hat, d.h. ¢ ist eine Immersion. Zudem ist ¢ stetig und ¢ : T" — M N

U ist offensichtlich bijektiv. Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ ein
Homomorphismus ist. Wir betrachten die Abbildung

v:U — T
(z,y,2) +— (arctan(?),z).

Die Abbildung ® ist stetig und hat die Eigenschaft, dass (¢(0, z)) =
(0, ) fiir alle (0, z) € T. Es folgt jetzt aus der obigen Bemerkung, dass
¢ in der Tat ein Homomorphismus ist.

Fiir andere Punkte (ay, ay, a,) wandelt man die obige Abbildung ¢
geeignet, ab.

Beispiel. Wir wollen zeigen, dass
S ={(w,y.2) |2 + 9" +2* = 1}

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Sei a = (a,, ay, a,) €
S? ein beliebiger Punkt. Nehmen wir zuerst an, dass a, > 0. Dann hat

U:R>0 X R x (—1,1):{(x,y,z)\:l:>0,y€]R,z€ (_171)}

und
F:T:=(-%2)x(-%,%2) — R
cosf - cos p
(0,¢0) = | cosf-singp |,
sin 0

die geforderten Eigenschaften. Fiir andere Punkte b = (b,, b, b,) mit
b, € (—1,1) kann man ganz #hnliche Parametrisierungen verwenden,
man muss nur den Wertebereich von ¢ und 6 verdndern. Fiir a =
(0,0, 1) verfahren wir ganz analog, wir miissen nun aber die Rollen der
y und der z—Koordinaten vertauschen. Genauer gesagt, die Umgebung

U=Ryox (-1,1) xR={(z,y,2) |z >0,y € (—1,1),z € R}
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und die Immersion
F:T:=(-%2)xR — R?
cosf - cos
0,0) +— sin 0 ,
cosf - sin

haben die geforderten Eigenschaften.

Beispiel. Es seien R > r > 0 reelle Zahlen. Wir betrachten die Abbil-
dung

F:R? —» R?
(R +1rcosf)cose
0,0) — | (R+rcosf)sing

rsind

Die Bildmenge dieser Abbildung ist ein Torus 7. Beispielsweise kann
man die Bildmenge wie folgt veranschaulichen: Man betrachtet den
Kreis mit Radius 7 in der zz—Ebene um den Punkt (R, 0,0) und rotiert
diesen Kreis in der zz-Ebene um die z—Achse. *6 Wir wollen nun zeigen,
dass der Torus T eine zwei-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3
ist. Sei also (z,y,z) ein Punkt auf 7. Wir wihlen (0,¢) € R? mit
F#,¢') = (x,y,2), dann hat

e: (0 -2, 0+2)x(¢-5,¢+35) — R

die gewiinschte Eigenschaft.

Beispiel. Betrachten wir folgende Teilmenge des R?:
M = {(x,y) € R*|z =0 oder y = 0}.

Dann ist M keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, weil fiir jede
Umgebung U C R? von (0,0) die Menge U N M ein ‘Kreuz’ enthilt,
und solch ein ‘Kreuz’ nicht homéomorph zu einem Teilgebiet von R!
ist.47

46Fine alternative Veranschaulichung ist wie folgt gegeben: Wir betrachten zuerst
den Volltorus, d.h. die Menge aller Punkte in R? von der Form

(R+ scosf)cosyp
(R+scosf)sing | 0,0 € R, s€[0,r].
ssin 6

Fiir s = 0 erhalten wir den Kreis von Radius R in der zy—Ebene, der Volltorus
ist dann die Menge aller Punkte welche sich um hochstens den Wert r von diesem
Kreis entfernen. Der Torus T ist dann die Menge der Randpunkte des Volltorus.

4 Diese Aussage ist zwar intuitiv klar, aber es ist nicht evident, wie man das
mathematisch sauber beweist. Hier ist ein moglicher Ansatz zu zeigen, dass es
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Beispiel. Betrachten wir die Abbildung

o:(=2,27) — R?

(1, 1), wenn t € (—2,0],
b { (cos(t), —sin(t)), wenn t € (0,2m).

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar (selbst fiir £ = 0!), und ¢ ist

eine Immersion. Anderseits ist die Bildmenge von ¢ keine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. In der Tat, die Bildmenge besteht aus einem Ge-

radenstiick und einem Kreis welche sich am Punkt (1,0) treffen. Aber

an dem Punkt (1,0) kann man, dhnlich wie im vorherigen Beispiel,

keine geeignete Umgebung U finden.

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — RF¥ eine stetig differen-
zierbare Abbildung.

(1) Ein regulirer Punkt von f ist ein Punkt € U, an dem das
Differential D f(x) den Rank k besitzt.

(2) Ein regulirer Wert von f ist ein z € R, so dass alle Punkte in
f7Y(2) regulir sind.

Ein Punkt (bzw. Wert), welcher nicht reguléir ist, wird singulér genannt.

Bemerkung. (1) Das Differential D f(z) ist eine k x n—Matrix, d.h.
das Differential hat den Rang k genau dann, wenn die Matrix
einen Epimorphismus R” — R* definiert, d.h. wenn die Spal-
tenvektoren von D f(x) den R* aufspannen.

(2) Der Fall k = 1 ist ein wichtiger Spezialfall: In diesem Fall ist das
Differential nichts anderes als der Gradient, und das Differential
hat Rang k = 1, genau dann, wenn es nicht die Nullmatrix ist.
Wir sehen also, dass ein Punkt x € U ein regulédrer Punkt einer
Abbildung f: U — R ist, genau dann, wenn grad f(x) # 0.

Beispiel. Es seien aq, ..., a, positive reelle Zahlen. Wir betrachten
ffR* - R
(1, ) = @+ 4 a,r?,

keinen Homomorphismus ¢ von der Teilmenge
M’ ={(z,y) € R*|z,y € (—¢,¢) und x = 0 oder y = 0}

auf eine Teilmenge N’ C R geben kann: Nachdem M’ zusammenhéingend ist, miisste
auch N’ = ¢(M’) C R zusammenhiingend sein. Andererseits besteht M’ \ {(0,0)}
aus vier Komponenten, die Teilmenge ¢(M’ \ {(0,0)}) = N’ \ ¢(0,0) miisste al-
so auch aus vier Komponenten bestehen. Aber es gibt keine zusammenhéingende
Teilmenge von R, so dass durch herausnehmen eines Punktes die Teilmenge in vier
Komponenten zerbricht.
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dann gilt fiir jeden Punkt = = (x1,...,x,), dass
grad f(x1,...,z,) = 2a121, . .., 2a,1,),

insbesondere ist der Gradient ungleich null fiir jeden Punkt = # 0. D.h.
R™\ {0} ist gerade die Menge der regulidren Punkte von f. Nachdem
f(z) = 0 genau dann, wenn = = 0 folgt, dass alle Werte in R\ {0}
regulér sind.

Wir konnen jetzt folgenden niitzlichen Satz formulieren:

Satz 8.2. (Satz vom regulidren Wert) Es sei U C R” offen und f: U —
RF eine stetig differenzierbare Abbildung. Wenn z € RF ein requldrer
Wert ist, dann ist f~(z) C R" eine (n — k)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit.

Der Fall k£ = 1 ist eine Umformulierung der Ubungsaufgabe 3 von
Ubungsblatt 7 (welche wiederum eine Anwendung des Satzes iiber die
impliziten Funktionen ist). Wir geben hier nur eine Beweisskizze fiir
den Satz.

Beweisskizze. O.B.d.A. sei U = R™ und sei z = 0 der reguldre Wert.
Wir wollen zeigen, dass M := f~1(0) eine (n — k)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit ist.

Es sei also ¢ € M = f~!(z). Nach Voraussetzung ist ¢ ein regulirer
Punkt. Das Differential D f(c) hat also den Rang k, 0.B.d.A. kénnen
wir annehmen, dass die letzten k£ Spalten schon linear unabhéngig sind.
8 Wir betrachten jetzt f als eine Abbildung

f:R"* x R¥ - R”.

Nachdem die Matrix der partiellen Ableitungen von f = (fi,..., fx)
bzgl. der letzten k Variablen invertierbar ist, konnen wir den Satz iiber
implizite Funktionen anwenden und erhalten eine offene Menge T C
R"* und eine stetig differenzierbare Abbildung g: T — R*, so dass
f(z,g(z)) = 0 fir alle x € T, d.h. (z,9(z)) € f~(0) fiir alle z € T.
Man kann nun leicht nachweisen, dass ¢ : T — R", x — (x, g(z)) die
gewiinschten Eigenschaften besitzt. O

487ur Erinnerung: Es sei A eine k x n-Matrix, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) A hat Rang k.
(2) Die Spaltenvektoren von A erzeugen den RF.
(3) Es gibt k Spaltenvektoren, welche eine Basis fiir den R* sind.
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Beispiel. Betrachten wir das obige Beispiel mit a; = --- =a,, = 1 und
dem reguldren Wert z = 1, dann erhalten wir einen weiteren Beweis
dafiir, dass

gt .= {(:El,...,xn)|x§+---+xi:1}

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Im Allgemeinfall
sehen wir, dass die Ellipsoiden

{(x1,...,20) | @125 + -+ + a,22 = 1}
(n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit sind.

Beispiel. Wir betrachten nun M (n,R) den Raum der reellen n x n—
Matrizen. Nachdem eine n x n—Matrix durch die n? Eintréige bestimmt
ist, konnen wir M (n,R) mit dem Raum R" identifizieren. Die Abbil-
dung
det : M(n,R) =R” — R
A — det(A)

ist ein Polynom in den Eintrdgen der Matrix A, insbesondere ist die-
se Abbildung stetig und stetig differenzierbar. In der x—Aufgabe von
Ubungsblatt 6 haben wir gesehen, dass jede Matrix A € M(n,R) = R™
mit det(A) # 0 ein regulidrer Punkt der Determinantenabbildung ist.
Es folgt, dass jedes z € R\ {0} ein regulidrer Wert der Determinan-
tenabbildung ist. Insbesondere folgt aus dem Satz vom reguléiren Wert,
dass

SL(n,R):={A e M(n,R)| det(A) =1} Cc M(n,R) =R"

2

eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Es gibt verschiedene dquivalente Definitionen von Untermannigfal-
tigkeiten. Insbesondere folgende Aquivalenz ist wichtig fiir viele An-
wendungen.

Satz 8.3. Es sei M eine Teilmenge von R™. Dann ist M eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn es zu jedem Punkt
a € M eine offene Umgebung U C R", eine offene Menge V. C R",
sowie eine Cl—invertierbare Abbildung ® : U — V' gibt, so dass

(M NU)=VnNEy,
wobei
Ek = {(xl,...,ﬂjk,O,...,O) ERn|LE1,,I‘k€R}

Die Abbildungen ® werden ‘Karten von M’ genannt. Parametrisie-
rungen sind also Immersionen von offenen Teilmengen von R* welche M
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beschreiben, Karten hingegen sind Abbildungen von offenen Teilmen-
gen des R™ nach R"™ welche ‘M gerade biegen’. Beide Gesichtspunkte
sind hilfreich und werden oft verwendet.

Beweis. Sei a € M ein Punkt. Nehmen wir zuerst an, dass es eine C'—

invertierbare Abbildung ® : U — V mit den genannten Eigenschaften

gibt. Wir werden sehen, dass die Einschrinkung von ®~1 auf V N £},

(aufgefasst als Teilmenge des R¥), die gewiinschte Parametrisierung ist.
Wir setzen also

T :={(z1,...,7) €R*|(x1,...,24,0,...,0) € VN EL},
und wir betrachten die Abbildung

YT — R
(x1,...,28) — (21,...,2%,0,...,0)
und definieren
p: T — R"

(1, o) = O7H(zy,. .., 2p)).

Wir behaupten, dass ¢ die gewiinschten Eigenschaften besitzt. 9
Aus der Kettenregel folgt, dass

Dip(x) = D@ 0 4)(x) = DB (&(x)) - Dib(z).

Das Differential Dv(z) hat offensichtlich Rang & und das Differential
DO (p(x)) ist ein Isomorphismus®, die Verkniipfung der beiden Ab-
bildungen hat dann ebenfalls Rang k. Wir haben damit gezeigt, dass ¢
eine Immersion ist. Wir miissen noch zeigen, dass ¢ : T'— M N U ein
Homo6omorphismus ist. Nach Voraussetzung ist ® : M NU — V N E
ein Homoomorphismus. Nachdem ¢ : T'— M NU die Verkniipfung der
beiden Homéomorphismen ¢ : T'— VNE, und ' : VNE, - MNU
ist, folgt, dass auch ¢ : T"— M N U ein Hombomorphismus ist.

Nehmen wir nun an, dass M eine k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit ist. Es sei a € M ein Punkt. Nach Voraussetzung existiert eine
offene Umgebung U C R"”, eine offene Teilmenge T C R*, sowie eine
Immersion

: T —R",

Kurz gesagt, ist ¢ die Einschrinkung von ®~! auf den Durchschnitt von V
mit R*, wenn wir den R* als Teilmenge des R™ betrachten.
%0Die Umkehrabbildung ist gegeben durch das Differential von ® am Punkt

7 (p()).
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sodass (T) = MNU, und so dass ¢ : T — MNU ein Homdomorphismus
ist. Nach Voraussetzung sind die folgenden k& Vektoren in R™ linear un-
abhéngig:

Op1 0p1
e (@) oo (@)
V] = : ooy, U 1= :
¢pn O¢n
G (a) BEn (a)
Aus dem Basisergénzungssatz erhalten wir n—k Vektoren wy, . .., w,_g,
so dass die Vektoren vy, ..., v, wy, ..., w,_ eine Basis des R™ bilden.

Wir betrachten jetzt die Abbildung
U:TxR"* & R»

(xb ey Tk Y1y - - 7ynfk) = Sp(xb CI ,l'k) + Y1 +---+ Yn—kWn—k-
Das Differential am Punkt (xq,...,2,0,...,0) ist gegeben durch die
Matrix

(?)1 e U wypoo... wn_k),
welche invertierbar ist. Nachdem Satz iiber die Umkehrabbildung be-
sitzt W eine lokale Umkehrung ®. Dieses ® hat dann die gewiinschten

Eigenschaften.
O

8.2. Tangential- und Normalenvektoren.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und a € M.
(1) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt a,
wenn es eine stetig differenzierbare Kurve
v:(—ege) - M
t o= ()
gibt, so dass (0) = a und +/(0) = v.
(2) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt a wird mit 7, M
bezeichnet. Wir nennen T, M den Tangentialraum am Punkt a.

(3) Ein Vektor v € R™ heifit Normalenvektor von M in a, wenn v
orthogonal ist zu allen Vektoren in T, M.

Beispiel. (1) Wir betrachten
5= () |a i+ = 1)
und den Punkt a = (0,0, 1). Dann ist v = (1,0,0) ein Tangen-
tialvektor, nachdem v die Ableitung der Kurve
v: (—m,7m) — 52
t — (sin(¢),0,cos(t))
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durch den Punkt a ist. Allgemeiner, fiir » > 0 und ¢ € [0, 27|
kénnen wir die Kurve
v: (—m,m) — S?

t +— (cos(p) -sin(rt),sin(p) - sin(rt), cos(rt))
betrachten.?® Wir berechnen, dass v'(0) = (7 cos(i), r sin(y), 0).
Wir sehen also, dass alle Vektoren vom Typ (x,y,0) Tangen-
tialvektoren sind. Es ist nicht ganz offensichtlich (siehe den

néchsten Satz), aber dies sind in der Tat alle Tangentialvek-
toren, und es folgt, dass

T(o,o,l)S2 ={(z,9,0) |2,y € R}.
Zudem sind alle Normalenvektor im Punkt a von der Form
(0,0,%), t € R.
(2) Betrachten wir
Ek = {(:cl,...,xk,(),...,())|:c1,...,:1:k € R} C R".
Dann gilt fiir jede Kurve v: (—¢,¢) — Ej, dass 7/(0) € Ej, und
man sieht nun leicht, dass fiir jedes a € Ej, gilt:
To(Ey) = Ek.
Satz 8.4. FEs set M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und a € M. Dann gilt:

(1) T,M ist ein k—dimensionaler Vektorraum,
(2) wenn ¢ : V. — M eine Parametrisierung von M am Punkt a

ist mit o(b) = a, dann bilden die Vektoren 2
Oy d¢
—(b),...,=—(b
e JONJ0
eimne Basis von T,M.
Beweis. Wir schreiben
I
P = b,‘zl,...,k’,
v 8ti( ), 1
und bezeichnen mit V' den von vy, ..., v, aufgespannten Raum in R".

Wir beweisen zuerst, dass V C T, M.
Sei also v = Zle c;v; € V. Wir betrachten die Kurve
n:(—ee) — RF
S b+$'(Cl,...,Ck).

5IDjese Kurve beschreibt den Grofkreis durch den Nordpol von ‘Léngengrad’ ¢.
2Djes sind natiirlich nur die Spaltenvektoren des Differentials von ¢
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Dann ist s — ¢(n(s)) eine Kurve durch a, und aus der Kettenregel
folgt, dass
(pon)(0) = De(n0))-7(0)
C1
= (’Ul Uk)

Ck
p— k p—
= g i=1 GiVi = V.

Wir haben nun gezeigt, dass der k—dimensionale Vektorraum V' in T, M
enthalten ist.
Wir wihlen nun @ : U — V wie in Satz 8.3.

Behauptung. Das Differential D®(a) induziert eine Abbildung zwischen
TaM und Z})E,z€ 53

Es sei v € T,M ein Vektor. Wir miissen zeigen, dass (D®)(a) - v €
TyE). Es sei v eine Kurve durch a mit 4/(0) = v. Aus der Kettenregel
(riickwéirts angewandt) folgt:

D®(a)(v) = D(a)(7'(0)) = (@ ©7)'(0),

aber ® o~ ist eine Kurve in Ej durch b, d.h. (® o)’ (0) liegt in T} E}.
Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Wir haben also bewiesen, dass D®(a)(T,M) C T,(Ex). Nachdem
Ty(Ey) = Ej (siehe das obige Beispiel), folgt, dass

T,M C (D®)(a))" (Ey).

Nachdem D®(a) ein Isomorphismus ist, ist auch ((D®)(a)) " (E}) ein
k—dimensionaler Vektorraum. Wir erhalten also, dass

V CT.M C ((D®)(a)” (Ew),

nachdem V und ((D®)(a)) ™" (Ey) jeweils k-dimensionale Vektorriume
sind, muss auch T, M ein k—dimensionaler Vektorraum sein. U

Wenn wir Untermannigfaltigkeiten betrachten, welche als Urbild ei-
nes reguldren Wertes beschrieben einer Funktion f: U — R sind, dann
ist es besonders einfach den Tangentialraum zu bestimmen:

Satz 8.5. Fs set U C R"™ offen, f: U — R eine stetig differenzierbare
Abbildung und z € R ein regulirer Wert. Dann ist M := f~*(z) C R"

53Das Differential ist eine n x n—Matrix, also eine lineare Abbildung R™ — R”™.
Der Tangentialraum T, M ist ein Unterraum von R"™, und die Aussage der Be-
hauptung ist nun, dass das Bild von T,M C R™ unter der linearen Abbildung
D®(a) : R™ — R” in T, Ey, liegt.
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eine (n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit, und fiir jedes a € M
qilt:
T.M := grad f(a)" = {v € R" |v orthogonal zu grad f(a)}.
Die Aussage des Satzes ist eine Umformulierung von Aufgabe 2 aus
dem Ubungsblatt 6.

Beweis. Nach Satz 8.2 ist M = f~!(2) eine (n — 1)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Sei nun a € M. Nach Satz 8.4 ist T, M ein (n—1)—
dimensionaler Untervektorraum. Nachdem z ein regulidrer Wert ist, ist
a ein reguldrer Punkt von f, d.h. grad f(a) ist nicht der Nullvektor. Es
folgt, dass

grad f(a)* = {v € R" |v orthogonal zu grad f(a)}

ebenfalls ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum ist.
Es geniigt nun zu zeigen, dass T,M C grad f(a)*. Es sei also v €
T,M. Wir wihlen eine stetig differenzierbare Kurve

v:(—g,e) - M
t — ()

mit y(0) = a und 7/(0) = v. Dann gilt f(y(t)) = z fiir alle t € (—¢,¢),
insbesondere ist f o v eine konstante Funktion, und es folgt aus der
Kettenregel, dass

0= (fo7)(0) =grad f(v(0)) - ¢'(0) = grad f(a) - v,
d.h. v ist orthogonal zu grad f(a). O
Beispiel. Betrachten wir das Ellipsoid

M :=A{(z,y,2)| f(z,y,2) = 9}
wobei f(z,y,z) = 22 + 3y* + 42%. Dann gilt
grad f(z,y, z) = (4, 6y, 8z),
und der Tangentialraum von M am Punkt (1,1,1) ist gegeben durch
TainM = (4,6,8)" = {A\(3,-2,0) + u(—2,0,1) | A, u € R}.
9. DIE TAYLORFORMEL UND LOKALE EXTREMA

9.1. Die Landau—Symbole. Wir fiihren jetzt die Landau—-Symbole O
und o ein, welche in Forster Analysis I auf Seite 121 eingefiihrt werden.

Definition. Es sei U C R" offen, es seien f,g: U — R Funktionen und
es sei ¢ € U. Wir schreiben®

f(x) = o(g(x)) fir z — ¢,

5 Gesprochen wird das wie folgt: ‘f(z) ist klein-oh von g(x)’.
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wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass
|f(z)| < elg(z)| fiir alle x € Bs(c).

Wenn f,g,h: U — R Funktionen sind, dann schreiben wir auch
f(z) = g(x) + o(h(z)) wenn f(z) — g(z) = o(h(z)).
Beispiel. Wenn wir uns auf U = R beschrénken, dann gilt beispielswei-
se, dass
1% = o(2?) fiir v — 0,
denn fiir jedes € > 0 setzen wir 6 = ¢, und dann gilt fiir z € (=4, 9),

dass

2% =12 - J2| < [a?] -0 = |a7] - e.

In Ubungsblatt 9 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 9.1. Es set U C R" offen, es seien f,g: U — R Funktionen,
so dass f(c) =0 und g(x) # 0 fir allex € U. Es sei ¢ € U. Dann gilt:
lim J@) =0 & f(z)=o(g(x)) firz—c.

z—c g(T)

Der vollstandigkeitshalber fithren wir noch das Symbol O ein: Es
seien f,g: U — R Funktionen und ¢ € U. Wir schreiben®

f(z) =0(g(x)) fir z — ¢
wenn es ein K > 0 und ein 6 > 0 gibt, so dass
|f(x)] < K -|g(x)] fiir alle x € Bs(c).
Beispiel. Es gilt
e’ —1=0(x) fir z — 0,
dies sieht man wenn man K =2 und § = % wéhlt.
Wenn f,¢g: (a,00) — R Funktionen sind, dann schreiben wir auch
f(z) = o(g(x)) fir z — oo
wenn es fiir alle ¢ > 0 ein R > 0 gibt, so dass
|f(z)] < elg(zx)] fir alle x > R.

Wir schreiben
f(x) =0(g(x)) fiir z — oo
wenn es ein K > 0 und ein R > 0 gibt, so dass

|f(x)] < K -|g(x)] fir alle z > R.

93Gesprochen wird das wie folgt: f(z) ist grof-oh von g(z)’.
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9.2. Die Taylorformel aus der Analysis I. Bevor wir die Taylor-
formel fiir Funktionen R*¥ — R einfiihren, erinnern wir an das Taylor-
polynom aus der Analysis I.

Es sei g: (a,b) — R eine C*-Funktion und ¢ € (a,b). Dann heif}t

L gD(e)
Il

Pi(t) = pre(g)(t) = (t—c)
1=0
das k-te Taylorpolynom von g bei c. Zur Erinnerung, das Polynom py

zeichnet sich dadurch aus, dass giir alle [ = 0, ..., k gilt:

l
p(e) = gV(0),
d.h. die ersten k£ Ableitungen von p, und ¢ stimmen am Punkt c

iiberein.
Der folgende Satz ist nun Satz 16.2 aus der Analysis I:

Satz 9.2. Es sei g: (a,b) — R eine C*-Funktion und ¢ € (a,b), dann
qilt

t) — pi(t

i 9() = Pr(t)

= 0.
e (t—c)F

In der Landau-Notation kénnen wir auch schreiben, dass
g(t) = pr(t) +o((t — ¢)¥) fiir t — c.

Eine etwas genauere Formulierung ist durch den folgenden Satz ge-
geben (Analysis I, Satz 16.4):

Satz 9.3. (Restgliedformel von Lagrange) Sei g: (a,b) — R eine C*-
Funktion, ¢ € (a,b) und t € (a,b). Dann ezistiert ein 6 € |[c,t], so
dass ®(9)
g0 k
(t—o)*.
)] (t—o

Man kann Satz 9.2 leicht aus Satz 9.3 herleiten.

g(t) = pr—1(t) +

9.3. Die Taylorformel im R". Die Idee ist nun eine Funktion R" —
R durch ein Polynom in n Variablen zu approximieren. Damit wir die
Taylorformel in mehreren Variablen formulieren kénnen, miissen wir
zuerst einige Notationen einfiihren.

Notation. Fiir ein n-Tupel a = (o, ..., a,) € N™ definieren wir
la| = o+ -+ ay,
al = alag! ..

Wenn x = (21, ...,z,) € R" dann schreiben wir

xa :: x?l ..... 1’
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Wenn f eine |o|-mal stetig differenzierbare Funktion ist, so setzen wir

olel f

Df: = ——.
/ Ox(* - Qxon
Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei « € U. Fiir m = 0, ...,k definieren
wir °¢ (@)
Def(z)
(€)= — ¢
|al=m ’

und wir bezeichnen
k
pr(€) =) 4m(€)
m=0

als das k—te Taylorpolynom von f im Punkt x.

Bemerkunyg. (1) Man beachte, dass ¢,,(§) ein homogenes Polynom
m-ten Grades in den Variablen i, ... &, ist, und pi(§) ist ein
nicht homogenes Polynom k-ten Grades in den Variablen &1, ... &,.

(2) Wenn n = 1, dann ist gibt es fiir jedes m genau ein « mit
|a| = m, némlich o = (m). Wir erhalten also, dass

kLopm)
pr(§) =) f—(x)fm-
m=0

Wenn z = 0, dann ist dies gerade das iibliche Taylorpolynom

aus der Analysis I, wenn x # 0, dann erhalten wir das Taylor-

polynom aus der Analysis I um ‘x auf der z-Achse verschoben’.
(3) Die partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung k& am Punkt

x entsprechen den partiellen Ableitungen von p, am Punkt 0,

d.h. fiir alle o mit |a| < k gilt:

(D f)(x) = (D"px)(0).
Der Spezialfall £ = 2 wird im Ubungsblatt 9 behandelt, der

allgemeine Fall ist ebenfalls nicht schwierig, aber die Notation
wird etwas uniibersichtlich.

Es gibt nur ein o € N” mit |a| = 0, ndmlich o = (0,...,0), es folgt
also, dass

q(§) = f(x).

Die einzigen Vektoren o € N™ mit || = 1, sind die Vektoren

a=e¢ =(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 in der i-ten Koordinate.

56Wir nehmen also die Summe iiber alle a € N, so dass |a| = m.
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Es folgt, dass
a() = Z|a\:1 Daoi(m)ga = 2?21 De;—fg(x)fei = Z?:l = g—i(x) &
= (grad f(z),¢).

Die Bestimmung von ¢3(&) ist etwas aufwéndiger, und wir schreiben
dies deshalb als Lemma auf:

Lemma 9.4. FEs gilt

O Sp o RS

Dieses Lemma wird in Forster Analysis II, Seite 77 bewiesen. Es ist
auch eine Ubungsaufgabe im 9. Ubungsblatt.
Wir kénnen jetzt den wichtigsten Satz dieses Kapitels formulieren:

Satz 9.5. (Satz von Taylor) Es sei U C R" offen und f: U — R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Es sei x € U. Dann gilt

fla+€) =pu(€) + o(llgll*) fir & — 0.

Der Beweis des Satzes benotigt verschiedene Hilfssdtze. Die Grundi-
dee dabei ist Satz 9.5 auf Satz 9.3 zuriick zu fiithren.

Satz 9.6. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U und & € R™ ein Vektor, so dass
x+t& €U firallet e [0,1]. Dann ist die Funktion

g:[0,1] — R
t — flx+1tg)

k—mal stetig differenzierbar, und es gilt
kU N
gt = Y (D f)(w+18) - €
|a|=k
Beweis. Wir zeigen zuerst folgende Behauptung;:

Behauptung. Es gilt **

5TDie Notation > in—1 ist eine Abkiirzung von Y77 _, 22:1 D DI

,,,,,
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Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir k£ = 1
folgt aus der Kettenregel®®, dass

8 flx 4+ t&)E;.

Der Induktionsschritt £ —1 — k: folgt ebenfalls aus der Kettenregel: 5
g(k) (t) = % <ZZ,...,¢,€,1:1 ﬁ T Bx o MG I SHEE '&k%)
= it b (ﬁ e awl flx+ tf)) “&iv iy
S i D i (s f@ 1) & i

Tk—

- ZZ ikzlﬁ'naw (x+t§)§u”'§z'-

-----

Die erste Gleichheit folgt aus der Induktionsannahme, die zweite Folge
aus der Kettenregel wie in Fufinote 58, und die dritte Folgt in dem wir
die Laufvariable ‘5’ durch ‘i;” ersetzen. Wir haben damit die Behaup-
tung bewiesen.

Behauptung Es gilt ©
0 ko N
Z ax [ )G, &= Y (D) t8) - €
Q1= F ' laj=k
Es seien iy,...,i; € {1,...,n}. Wenn unter den Indizes (i1, ...,1i)

der Index 1 genau a;-mal, der Index 2 genau as-mal etc. vorkommt,
so folgt aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen, dass

9 0 W) e e e o
f(?/)fil"'fikfml e =Df(y) - €.

8$¢k 8LU7;1

58 Wir verwenden folgende Version der Kettenregel: es sei h : R — R eine
Funktion und v € R™ ein Vektor. Wir definieren g(t) = = + tv. Dann gilt

U1

Fhle+to) = Hhg(t) = Df(g(t)g () = (F(9(t) ... 7= (a(1)))

D gf (9(t)) - vs
diea 31 Lz +tv)-v

Dieses Mal angewandt auf
h:R* — R

x 8’”124 ...821]“(:17),

und ¢(t) = x + tv.
60Es ist eine hilfreiche Ubung sich davon zu iiberzeugen, dass im Falle k = 2
diese Behauptung gerade der Aussage von Lemma 9.4 darstellt.
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Fiir gegebenes « gibt es genau

k! k!
all ! al
k—tupel (i1, ...,ix), bei denen die [ genau oy—mal vorkommt. Es folgt,

dass fiir gegebenes o € N mit |a| = k, in dem Ausdruck

& 0 0
D a g S E TG G

die partielle Ableitung D*f(z + t&) genau fy—', erscheint. Es folgt die
Behauptung. 0

Satz 9.7. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k—mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U und & € R™ ein Vektor, so dass
x+1t§ €U firallet € [0,1]. Dann existiert ein 6 € [0, 1], so dass

fat= 3 D)€+ X (D) +0) €

|| <k—1 |ae|=k

Dieser Satz folgt sofort aus Satz 9.6 und Satz 9.3 angewandt auf die

Funktion 6
g:0,1] — R
to—=g(t) = flz+ 1),
und ¢ = 0. Man beachte, dass sich dabei die Faktoren k! wegheben.
(Siehe Forster Analysis II, Seite 75.)
Wir kénnen nun Satz 9.5 beweisen.

Beweis von Satz 9.5. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal
stetig differenzierbare Funktion. Es sei x € U. Wir wollen zeigen, dass

fla+8&) =p(€) + o(llg]l*) fir & — 0.

Sei also € > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass

[f(z + &) — pi(§)] < ell¢||* fir alle & € B5(0).

Nachdem U offen ist, existiert ein n > 0, so dass B,(z) C U. Nach
Satz 9.7 existiert zu jedem & € R™ mit ||| < n ein 6 € [0, 1], so dass

fer= Y Bwne e+ Y 0o e

la|<k—1 la|=k

61Um ganz genau zu sein, man wihlt ein e > 0, so z + t& € U fiir alle t €
(—e,1+ ¢), dies ist moglich, weil U offen ist. Man betrachtet dann die Funktion
g: (e, 14¢) > R, t — f(z+t£) und wendet Satz 9.3 auf diese, auf einem offenen
Intervall definierte Abbildung, an
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Es folgt aus der Definition von py(§), dass
4O =pO)] = [Sume HDN@) € = Ty 5Dl +68) - €°
=[S H(D N = (D) +06) - €°
< Dot [ar((DH)(@) = (D) +08)] - €.

Fiir o mit || = k gilt aber, dass

€7 = l& - &l = 1eal™ - &l < NlEl - llgl™ = llall'™ = Jle]l*.

Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt zudem, dass es ein
d € (0,m) gibt, so dass fiir alle @ mit |a| = k und y € Bs(0) gilt:

1 o (03

o1 (D) () = (Df)(z +y))

<N,

wobel

N::Z|a| :ki.

Fiir alle £ € Bs(0) folgt also, dass

[f@+8) =] < Xamp ar (D) (@) — (D2 f)(x +08))] - 1€°]
< Dlal=k aw e N
= ellglf”- % Z|a| kai
= elélln.

O

9.4. Spezialfille der Taylorformel und die Hessesche Matrix.
Wir wollen jetzt mehrere Spezialfille des Satzes von Taylor diskutieren.
Zur Erinnerung, der Satz von Taylor lautet wie folgt:

Satz. (Satz von Taylor) Es sei U C R" offen und f: U — R eine
k-mal stetig differenzierbare Funktion. FEs sei x € U. Dann gilt

fla+8) =pu(&) + o(ll€ll*) fir & — 0,

9=y 3 e

m:0 ‘a|:m

wobei

Wenn k£ = 0, dann haben wir im vorherigen Kapitel schon gesehen,
dass po(§) = qo(§) = f(x), und wir erhalten, dass

flx+&) = f(x) + o(1) fir £ — 0.
Wenn k£ = 1, dann ist
p1(&) = @0(&) + @1 (&) = f(z) + (grad f(x), &),
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und wir sehen, dass

[z +€) = f(x) + (grad f(2),€) + o(|]) fiir € — 0.2

Der Fall k£ = 2 ist wohl der interessanteste Spezialfall. Wie wir oben
gesehen habe, gilt

I mem 02
%(§) = 5 >N 8x-8x-f(x> - &g
— £~ Ox;

Es folgt, also, dass
(9.1)

Fle4€) = f(x)+ {erad f(2). ) +1 33

i=1 j=1

82
8]31'an

f(@)-&&i+ o([|¢]*) fir € — 0.

Um die Notation etwas zu vereinfachen fithren wir die Hessesche Matrix
ein:

Definition. Es sei U C R" offen, x € U ein Punkt und f: U — R eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion. Die n x n—Matrix

(Hess f)(z) = (aaaf @"))m-_l .

=1,...,

wird als die Hessesche Matriz von f im Punkt x bezeichnet.

Man beachte, dass aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitun-
gen (siehe Satz 5.1) folgt, dass (Hess f)(z) eine symmetrische Matrix
ist.

Aus den Definitionen erhalten wir nun folgendes Korollar zum Satz
von Taylor indem wir die Gleichung (9.1) mithilfe der Hesseschen Ma-
trix umformulieren:

Korollar 9.8. FEs sei U C R" offen, x € U ein Punkt und f: U — R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei & € R™, so dass
x+t§ €U firallet €0,1]. Dann gilt

Fla+€) = f(o)+arad £(2),€) +{€, (Hess F)(@)€)+o((le]P) fir € 0.

62Man beachte, dass diese Aussage dquivalent ist zu der Aussage, dass
o H@+ ) — (@) — (grad £(2),)
€0 €1l

welches gerade die Definition der Differenzierbarkeit am Punkt x mit Differential
grad f(z) ist.

=0,
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Der Beweis folgt sofort durch explizites hinschreiben des Ausdruckes
(€, (Hess f)(x)¢).

Aus Satz 9.6 (oder noch direkter, aus der ersten Behauptung im
Beweis von Satz 9.6) folgt sofort folgende hilfreiche Interpretation von
den Werten (v, (Hess f)(z)v):

Lemma 9.9. Es sei U C R" offen, x € U und es sei f: U — R eine
zwermal stetig differenzierbare Funktion. Sei v € R™ ein Vektor und
e >0, so dass x +tv € U fir alle t € (—e,e). Wir betrachten die
Funktion
F:(-ee) — R
t — f(z+tv).

Dann gilt:
F"(0) = (v, Hess(f)(z)v).

9.5. Lokale Extrema.
Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion.

(1) Wir sagen, x € U ist ein lokales Mazimum, wenn es eine offene
Umgebung V' von z gibt, so dass f(y) < f(z) fir alle y € V.

(2) Wir sagen, x € U ist ein striktes lokales Mazimum, wenn es
eine offene Umgebung V' von z gibt, so dass f(y) < f(z) fiir
alley #x e V.

Ganz analog definieren wir (striktes) lokales Minimum. Ein (striktes)
lokales Extremum ist ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum.

Zur Erinnerung, wenn f: (a,b) — R eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion ist, dann gilt fiir € (a,b), dass

x lokales Minimum = f'(z) =0und f'(x) >0,
f'(x)=0und f"(x) >0 =« striktes lokales Minimum. .

Das Ziel ist nun, diese Aussagen aus der Analysis | auf zweimal stetig
differenzierbare Funktionen f: U — R, U offen in R", zu verallgemei-
nern.

Es ist offensichtlich, dass das Differential von f: U — R (oder
dquivalent, der Gradient), die Rolle der 1. Ableitung spielt, und wir
erhalten, nicht iiberraschend, folgenden Satz:

Satz 9.10. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differen-
zierbare Funktion. Wenn x € U ein lokales Extremum von f ist, dann
qilt

grad f(z) = 0.
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Beweis. Es sei i € {1,...,n}. Wir betrachten die Funktion
gi - <_€’€) - R
t —  f(z+te),
dann ist g; differenzierbar und g¢; hat ein Extremum in ¢ = 0, es folgt
also, dass ¢.(t) = 0. Andererseits folgt aus der Definition der partiellen
Ableitung, dass
of

5, (%) = gi(0).

Es folgt also, dass alle partiellen Ableitungen von f am Punkt z Null
sind, d.h. grad f(z) = 0. O

Die Rolle der 2. Ableitung einer Funktion f: (a,b) — R iibernimmt
im mehrdimensionalen die Hessesche Matrix. Es ist auf den ersten Blick
vielleicht nicht offensichtlich, was die Verallgemeinerung von ¢”(z) > 0
sein soll. Wir benotigen dazu folgende Definition:

Definition. Es sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix.
(1) Die Matrix A heiBt positiv definit, falls
(€, A¢) > 0 fiir alle £ € R™\ 0.
(2) Die Matrix A heifit positiv semidefinit, falls
(€, AE) > 0 fiir alle € € R\ 0.

Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit.
(c) Die Matrix A heifit indefinit, falls A weder positiv semidefinit
noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung. (1) Man beachte, dass eine Matrix A indefinit ist, ge-
nau dann, wenn es Vektoren £, € R" gibt, so dass

(&, AE) < 0und (n, An) > 0.

(2) Eine 1 x 1-Matrix A = (a) ist positiv definit genau dann, wenn
a > 0.

Eine symmetrische Matrix ist bekanntermaflen diagonalisierbar, und
man kann an den Eigenwerten ablesen, ob A definit oder indefinit ist:

Satz 9.11. Es sei A eine symmetrische Matriz. Dann gilt:

A ist positiv definit
A ist positiv semidefinit
A ist negativ definit
A ist negativ semidefinit

alle Eigenwerte sind positiv
alle Eigenwerte sind > 0
alle Eigenwerte sind negativ
alle Eigenwerte sind < 0,

to0 e

zudem gilt

A ist indefinit < A hat positive und negative Eigenwerte.
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Beweis. Es sei A eine symmetrische Matrix. Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass es eine orthogonale Matrix P gibt, so dass

A0 .00

0 Ao 0
P'AP = | | ) :

0 0 ... A\

Es sei nun v € R". Wir schreiben w = P~'v, d.h. v = Pw. Es folgt,
dass

(v, Av) = v'Av = (Pw)'APw = w'(P'AP)w

M O .0 y
_ 0 X 0 ! o
(w1 wn) : . : Do AWy

0 0 ... A,/ \¥n

Dies ist genau dann positiv fiir alle v # 0, d.h. fiir alle w # 0, wenn
alle Eigenwerte positiv sind. Die anderen Aussagen beweist man ganz
analog. O

Folgender Satz folgt sofort aus Lemma 9.9 und den Resultaten aus
der Analysis I:

Satz 9.12. Es sei U C R” offen und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U ein Punkt mit grad f(x) = 0.
(1) Wenn x ein lokales Minimum ist, dann ist (Hess f)(z) positiv
semidefinit.
(2) Wenn x ein lokales Maximum ist, dann ist (Hess f)(x) negativ
semidefinit.
(3) Wenn (Hess f)(x) indefinit ist, dann ist x € U weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Mazimum. %

Beweis. Sei x ein lokales Minimum und sei £ € R™. Wir miissen zeigen,

dass (&, (Hess f)(z)¢) > 0. Wir betrachten die Funktion

(—e,e) — R
t — f(z+tv).

Die Funktion nimmt ein Minimum in ¢t = 0 an, d.h. F”(0) > 0. Aus
Lemma 9.9 folgt nun, dass (¢, (Hess f)(x)§) = F"(0) > 0. O

Satz 9.13. Es set U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U ein Punkt mit grad f(z) = 0.

6311 diesem Fall sagen wir, dass « ein Sattelpunkt ist.
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Dann gilt:
(Hess f)(x) positiv definit = x ist striktes lokales Minimum,
(Hess f)(x) negativ definit = x ist striktes lokales Mazimum.

Beweis. Wir schreiben H := (Hess f)(z). Wir betrachten den Fall, dass
H positiv definit ist, d.h. ({, AE) > 0 fiir alle £ € R™ \ 0. Nachdem
grad f(x) = 0 folgt aus dem Satz von Taylor, dass

Flo+€) = f(a) + 5 €, HE) + 0(6),
wobei (€)= o([¢]?) i € 5 0.

Wir miissen nun zuerst den Ausdruck (¢, HE) genauer studieren.

Behauptung. Es gibt ein o > 0, so dass
(&, HE) > a|€|)? fiir alle € € R™.

Fiir den Beweis der Behauptung betrachten wir die Funktion
S={{eR"|[¢ll=1} — R
¢ = (§ HS).

Diese Funktion ist stetig (weil sie ein Polynom in &, ..., &, ist). Nach-
dem S kompakt ist (siehe Kapitel 3.2), folgt aus Korollar 3.7, dass die
Funktion ein Minimum annimmt. Es gibt also ein & € S, so dass

(€, HE) > (&, HE) fiir alle € € S.

Wir setzen a = (&, H)). Man beachte, dass a > 0, weil H nach
Voraussetzung positiv definit ist.

Sei nun £ € R™\ 0 beliebig. Wir setzen A := ||| und & = $[|&]|.
Dann gilt £ = X - £ wobei £ € S. Dann folgt

(€ HE) =\ HN-&)) =X . H-&) > ¢ a

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Nachdem (&) = o ||€]]?) fiir & — 0 gibt es insbesondere ein § > 0,
so dass o

[P < JllE]f” fiir alle £ mit i€} < 4.

Dann folgt fiir alle £ € Bs(x), dass

fla+8) = fl@)+ 35 HE+ (¢
f@) + zallE]l? + o8
f) + zallEl® = $llEl?
f@) + gl

Wir sehen also, dass f ein striktes lokales Minimum in z annimmt.

(AVANVS
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Die zweite Aussage des Satzes wird ganz analog bewiesen (oder man
kann die Aussage durch betrachten der Funktion — f auf die erste Aus-
sage zuriickfiihren.) O

Beispiel. Die Hessesche Matrix der Funktion

R —» R
(,y) — a*+y?

2 0

0 2)°
also positiv definit. Zudem ist grad f(0,0) = der Nullvektor. Die Funk-
tion f erfiillt also alle Bedingungen von Satz 9.13, der Punkt (0, 0) ist

also ein lokales Minimum. In diesem Fall kann man dies natiirlich auch
direkt zeigen: es ist offensichtlich, dass f(z,y) > 0 = f(0,0) fiir alle

(z,y) # (0,0).

9.6. Lokale Extrema mit Nebenbedingungen. °

am Punkt (0,0) ist

4

Definition. Es sei M C R"™ eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und f: M — R eine Funktion. Wir sagen x € M ist ein lokales Maxi-
mum, wenn es eine offene Menge U C R™ gibt, so dass f(y) < f(z) fiir
alley e M NU.

Ganz analog fithren wir auch striktes lokales Maximum und (striktes)
lokales Minimum einer Funktion f: M — R ein.

Wir wollen jetzt die lokalen Extreme von Funktionen auf Unterman-
nigfaltigkeiten bestimmen.

Es sei U C R" offen, g: U — R eine C'~Funktion und M := ¢g~'(z)
das Urbild eines reguliren Wertes z € R. Es sei zudem f: U — R
eine weitere Funktion. Ein lokales Extremum von f: M = ¢~ '(z) - R
nennt man auch lokales Extremum von f: U — R unter der Nebenbe-
dingung g = z.

Satz 9.14. Es sei U C R™ offen, g: U — R eine C'—Funktion und
M = g=! das Urbild eines requliren Wertes = € R. Es sei f: U — R
eine C'—Funktion. Wenn x € M ein lokales Extremum von f auf M
i1st, dann existiert ein A € R, so dass

grad f(x) = X - grad g(x).

Die reelle Zahl X\ wird Lagrangemultiplikator genannt.

64Der Stoff dieses Kapitels basiert auf Forster, Analysis II, Kapitel 9.
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Beweis. Sei also x € M ein lokales Extremum der Einschrankung von
f auf M. In Satz 8.5 hatten wir gesehen, dass

M = (grad g(x))*
Anders ausgedriickt, es gilt
(9.2) (T,M)* =R -gradg(z) = {\ - grad g(z) | A € R}.

Wir wollen zeigen, dass grad f(z) = A-grad g(z) fiir ein A € R. Es folgt
aus (9.2), dass es geniigt zu zeigen, dass grad f(x) orthogonal zu T, M
ist.
Sei also v € T, M. Dann existiert eine stetig differenzierbare Kurve
v: (—e,e) = M, so dass 7(0) = 2 und 7/(0) = v. Die Funktion
F:(—ee¢) — R
t o= f(v()

ist stetig differenzierbar und nimmt ein lokales Extremum in ¢ = 0 ein.
Es folgt, dass F'(0) = 0. Aus der Kettenregel folgt, dass

0= F(0) = 5 F(+(1)) im0 = srad (+(0)) -+(0) = grad [ () v

d.h. grad f(z) ist orthogonal zu v. Wir haben also bewiesen, dass
grad f(z) orthogonal zu allen Vektoren in 7, M ist, d.h. grad f(z) ist
orthogonal zu T, M. 0

Bemerkung. Der Satz kann auch verallgemeinert werden zu Funktionen
auf Mannigfaltigkeiten, welche durch mehrere Gleichungen

9120,92:0,...,9520
beschrieben sind. Siehe Forster, Analysis II, Seite 110 fiir Details.

Beispiel. Wir betrachten die Funktionen

g:R¥ — R
g(x,y,2) = 2 +y*+ 2
und
f:R¥ - R

(z,y,2) = ay.

Wir wollen das absolute Maximum von f auf S? := ¢g~'(1) bestimmen.
(Oder anders ausgedriickt, das absolute Maximum von f unter der
Nebenbedingung g = 1.)
Es ist
gradg = (2z,2y,2z),
grad f = (y,z,0).
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Die beiden Vektoren sind parallel, genau dann, wenn z = 0 und z =y
oder z = —y. Es gibt genau 4 Punkte auf S?, d.h. genau 4 Punkte mit
22 +1y? +22 =1, s0 dass z = 0 und = = +y, nimlich

P = (2.%.,0)

270 27
P = (=2, -¥20)
Q-i— = (\/757_\/7570)
Q— = (_\/757\/7570)

Satz 9.3 besagt, dass das absolute Maximum (bzw. Minimum) von
f: 5% — R an einem der Punkte Py, Q4+ angenommen wird.
Es gilt f(Py) = 1 und f(Q+) = —1. Also ist 5 das absolute Maxi-

mum von f und —% das absolute Minimum von f: S? — R.

10. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN: DEFINITION UND BEISPIELE
10.1. Definition von Differentialgleichungen.

Definition. Es sei A C R" eine Teilmenge. Ein Vektorfeld auf A ist eine
stetige Abbildung f: A — R".

Ein Vektorfeld auf A ordnet also jedem Punkt in A C R"™ einen
Vektor (oder Richtung) in R” zu.

Definition. Es sei G C R x R" eine Teilmenge % und

f:Gé —- R

(ty) = f(ty)
eine stetige Funktion. Wir nennen eine differenzierbare Funktion ¢ :
I — R™ I C R, eine Ldsung der Differentialgleichung yv' = f(t,y),
wenn gilt

O'(t) = f(t,p(t)) fiir alle t € I.

(Damit die rechte Seite definiert ist, muss gelten, dass (¢, ¢(t)) € G fiir
allet € 1.)

Bemerkung. Nehmen wir an, dass G = R x A mit A C R”. Eine
Abbildung
f:RxA — R"
(ty) = [f(t.y)

definiert also zu fiir fest gewéhltes t € R (‘“Zeitpunkt ¢’) ein Vektorfeld
y — f(t,y). Anders ausgedriickt, f ist ein Vektorfeld auf A welches sich
mit der Zeit ¢ verdndern kann. FKine Losung der Differentialgleichung
y' = f(t,y) ist dann eine Kurve ¢, so dass zu jedem Zeitpunkt t die

65In den meisten Anwendungen ist G = I x A, wobei I C R ein Intervall ist und
A C R"™ eine Teilmenge.



92 STEFAN FRIEDL

Ableitung gerade durch den Vektor des Vektorfeldes am Punkt o(t)
zur Zeit t gegeben ist.

Beispiel. Es sei A C R? eine ‘Teilmenge eines Sees” und f(t,a) die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ am Punkt a. Dann entspricht die
Losung der Differentialgleichung v = f(¢,y) gerade der Bahn eines
Wassermolekiils.

Beispiel. Es sei B = B;1(0) € R? die offene Kugel von Radius r um den
Nullpunkt. Wir betrachten®

f RyoyxB — R?
(ty) — 1y

und die dazugehérige Differentialgleichung o' = f(t,y) = %y Fiir jedes
w € R" # {0} ist dann
00, p) — R

[[o]]

t — tw

eine Losung der Differentialgleichung ' = f(¢,y). In der Tat, denn es
gilt

Ft) = w=tw = f(t,w) = f(t, (1),

und ¢(t) € B fiir alle t € (O,m). Man beachte, dass alle diese
Losungen der Differentialgleichung nur auf einem endlichen Intervall
definiert sind, aufler der konstanten Losungen ¢(t) = 0 gibt es keine
Losung, welche auf ganz R definiert ist.

Es gibt kein allgemeines Verfahren um Differentialgleichungen zu
l6sen. Wir werden in diesem Kapitel verschiedene Verfahren kennen
lernen um bestimmte Typen von Differentialgleichung zu lésen. In den
folgenden Kapiteln werden wir dann die Theorie der Differentialglei-
chungen behandeln.

10.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Wir be-
trachten jetzt nur Differentialgleichungen im Fall n = 1. Es seien
I, J C R offene Intervalle und f : I — R sowie g : J — R zwei stetige
Funktionen, so dass g(y) # 0 fiir alle y € J. Eine Differentialgleichung
vom Typ

y = f(t)g(y)

heifit Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

66Das Vektorfeld zeigt an einem Punkt 2 € B ‘nach auBen’ und hat Liinge =,
d.h. mit zunehmender Zeit werden die Vektoren immer kiirzer.
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Satz 10.1. FEs seien I,J C R offene Intervalle und f : I — R sowie
g :J — R zwei stetige Funktionen, so dass g(y) # 0 fiir alley € J. Sei
(to,yo) € I x J ein Punkt. Wir definieren

F:I = R undG:J—>]R

t — ft s)ds y = f, g(s)ds

FEsseiI' C I ein [ntervall, so dass ty € I' und F(I') C G(J). Dann ist
67

p:I' - R
t — GYF(@))
die einzige Lisung der Differentialgleichung v' = f(t)g(y) auf dem In-
tervall I', welche die Anfangsbedingung ¢(to) = yo erfiillt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢ : I’ — R in der Tat eine Losung ist.
Es ist 8

Plt) = (GHEFE®))

aeEay @)
= g(GTHE®)) - f(t) = gle(t)) - ().
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung. Sei also ¢ : I’ — R eine
beliebige Losung der Differentialgleichung ¢ = f(¢)g(y) mit ¥ (t9) = yo.
Wir wollen zeigen, dass G (¢ (t)) = F(t) fiir alle t € I, Es gilt

_ry@® _ P (s
G(Qﬁ(t))— ¢(to)ﬁdu - Log (

= it s — Fl0).

Die erste Gleichheit folgt aus der Deﬁmtlon von G, die zweite aus der
Substitutionsregel (hier ‘riickwarts” angewandt auf u = (s)), und die
dritte folgt aus der Tatsache, dass ¢'(s) = f(s)g(¢(s)). O

Bemerkung. Man kann sich die Losung der Differentialgleichung ¢’ =
f(t)g(y) mit folgender suggestiver, allerdings sinnloser ‘Rechnung’ her-
leiten:

G =ryly) = ydy=f)dt
f dy —ff )dt + const
= Gy )— F(t) = y=G(F(1)).

67Man beachte, dass die Voraussetzung, dass g(y) # 0 impliziert, dass G'(y) =

g(y) durchgehend das gleiche Vorzeichen besitzt, d.h. G ist eine streng monotone

Funktion, insbesondere besitzt G eine Umkehrfunktion.
68Hier verwenden wir, dass i.a. gilt: (h~1)'(t) = m
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Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
y =2ty
welche auf G = R x R definiert ist. Es sei ¢ # 0. Wir suchen die Losung

der Differentialgleichung 3/ = 2ty? = 2t - y? mit der Anfangsbedingung
©(0) = ¢. Dann ist

F(t) = [o2sds=1t?
v 1 1,1
G(y) = fc S—QdS——E—FE.
Dann ist
o(t) = G (F (1) = 1

— 12
die Losung der Differentialgleichung mit ¢(0) = ¢. Man beachte, dass
der maximale Definitionsbereich von ¢ gegeben ist durch I = R, falls

¢ <0 und

I={teR||t| < /1/c=cT?}.
Wenn ¢ < 0 divergiert also die Losung fiir ¢ — +¢~ /2, insbesondere
gibt es keine Losung welche auf ganz R definiert ist.

10.3. Lineare homogene Differentialgleichungen. Es sei I C R
ein Intervall und a : I — R eine stetige Funktion. Wir nennen

Y =a(t)y
homogene lineare Differentialgleichung. Eine homogene Differentialglei-

chung ist ein wichtiger Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen.

Satz 10.2. Es sei I C R ein Intervall und a : I — R eine stetige
Funktion, es sei ty € I und ¢ € R. Dann besitzt die homogene Diffe-
rentialgleichung

y =a(t)y
genau eine Lisung ¢ : I — R, welche die Anfangsbedingung ¢(to) = ¢

erfillt, namlich
t
o(t) = c-exp (/ a(s) ds) :
to

Es sei a € R. Dann besagt der Satz insbesondere, dass es genau eine
differenzierbare Funktion ¢ : R — R mit ¢'(t) = ap(t) und ¢(tg) = ¢
gibt, namlich ¢(t) = ¢ - e*t~t0),

o(t) = ¢ exp (/t:a(s) ds) ,

Beweis. Wir setzen
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dann folgt sofort aus exp(g(t))’ = ¢'(t) - exp(t) und dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung, dass ¢ in der Tat eine Losung
der Differentialgleichung y' = a(t)y ist. Zudem ist offensichtlich, dass
p(to) = c.

Nehmen wir nun an, ¢ : I — R sei eine beliebige Losung der Diffe-
rentialgleichung mit ¢ (ty) = c. Wir wollen zeigen, dass ¢ (t) = ¢(t) fiir
alle t. Nachdem (ty) = ¢(to) geniigt es zu zeigen, dass die Quotien-

tenfunktion ¢ — K? konstant ist. Dies ist aber der Fall, nachdem

o(t)

@ﬁy_L)::W@¢®—¢@Mﬁ):M®W®wﬂ—wwdﬂﬂﬂ_
w(t) p(t)? p(t)?

10.4. Lineare inhomogene Differentialgleichungen. Essei I C R
ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Wir nennen

y = a(t)y +b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung.

Sei nun ¢y € I und ¢ € R. Das Ziel ist eine Losung ¢ der inhomoge-
nen linearen Differentialgleichung zu finden, welche die Anfangsbedin-
gung ¢(ty) = c erfiillt. Sei dazu ¢ : I — R eine Losung der homoge-
nen linearen Differentialgleichung ¢ = a(t)y zu der Anfangsbedingung
¥(to) = 1. Sei w : I — R nun eine beliebige differenzierbare Funktion.
Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen ¢(t) = ¥(t)u(t)
eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist, welche
die Anfangsbedingung ¢(tg) = c erfiillt.

Es ist

=0-uw=y -ut+tp-v=a-v-ut+p-u=ap+1-u.

Wir sehen also, dass ¢’ = ap + b genau dann, wenn b = 1 - o/, d.h.
wenn

u(t) = /t ¥(s5)7tb(s) ds + const.

Die Anfangsbedingung ¢(ty) = c ist zudem genau dann erfiillt, wenn
wir die Integrationskonstante gleich ¢ setzen. Wir haben also folgenden
Satz bewiesen:

Satz 10.3. Es sei I C R ein Intervall und a,b : I — R eine stetige
Funktion. Es sei tg € I und ¢ € R. Wir setzen

b(t) = exp ( /t: a(s) ds) .
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Dann ist
p: I = R
o () (e S vis) (s ds)

die einzige Lisung der Differentialgleichung y' = a(t)y + b(t), welche
die Anfangsbedingung p(to) = c erfiillt.

Beweis. Wir haben vor dem Satz schon bewiesen, dass ¢ eine Losung
der Differentialgleichung ist (und man kann das auch noch mal leicht
durch einsetzen nachweisen), es ist zudem ¢(ty) = 1 und daher ¥ (ty) =
c. Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ die einzige Losung der Differenti-
algleichung y' = a(t)y+0b(t) ist, welche die Anfangsbedingung o(tg) = ¢
erfiillt. Sei dazu ¢(t) eine weitere Losung. Nachdem v(t) # 0 fiir alle ¢

existiert eine Funktion v (ndmlich v(t) = %), so dass @(t) = (t)v(t).

Aber vor dem Satz haben wir schon gesehen, dass es genau eine solche
Funktion v gibt, also v = u und ¢ = ¢. U
Beispiel. Betrachten wir die Differentialgleichung

y' =2ty +t°.

Wir suchen eine Losung welche die Anfangsbedingung ¢(0) = c erfiillt.
Die zugehorige homogene Differentialgleichung 3y’ = 2xy besitzt die
Losung

B(t) = exp ( /0 t 25ds> — exp(i2),

welche die Anfangsbedingung v(0) = 1 erfiillt. Aus dem obigen Satz

folgt, dass
t
o(t) =€ - <c +/ s3e™ ds)
0
die Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit der Anfangsbe-
dingung ¢(0) = c ist. Mithilfe der Substitution v = —s* und durch
partielle Integration bestimmt man, dass

t
2
/836 T ds =
0

(£ + 1)e?,

DN | —
DN | =

also
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11. DER EXISTENZ— UND EINDEUTIGKEITSSATZ

Sei
y = f(ty)
eine Differentialgleichung. Es stellen sich folgende Fragen:

(1) Besitzt die Differentialgleichung immer eine Losung?
(2) Ist eine Losung, zu einer gegebenen Anfangsbedingung, eindeu-
tig bestimmt?

11.1. Der Eindeutigkeitssatz.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

y/ _ y2/3.
Offensichtlich ist ¢(t) := 0 eine Losung mit ¢(0) = 0. Andererseits gilt

fiir
1

Y(t) = 2—7753

L, 1\ 2/3
1) ==t° = =t = ()",
ot =5t = () =v00
Wir sehen also, dass ¢(t) ebenfalls eine Losung fiir die gleiche Anfangs-
bedingung ist. Die Differentialgleichung 3’ = 3%/ besitzt also keine
eindeutig bestimmte Losung.

Man kann das obige Beispiel noch wie folgt verallgemeinern: es sei
a < 0 und b > 0, dann kann man leicht nachweisen, dass

»(t—a)}, firt<a,
o(t) == 0, fiirté€a,b],
=(t—1b)%,  firt>b.
ebenfalls eine Losung ist, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = 0 erfiillt.

Wir sehen also, dass eine Differentialgleichung i.a. keine eindeutig
bestimmte Losung besitzt. Das obige Beispiel beinhaltet die Funktion
y*/3, welche bekanntermafen nicht differenzierbar ist, und es liegt nahe
zu vermuten, dass das unerwartete Verhalten der Differentialgleichung
etwas damit zu tun hat, dass y** nicht differenzierbar ist und am Punkt
y = 0 ‘unendliche Steigung’ besitzt.

Definition. Es sei G C R x R™ und es sei
f:G — R»
(t,y) = f(ty)
eine Funktion.
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(1) Wir sagen f ist Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y mait
Lipschitzkonstante L > 0, wenn

1 (t ) = f(L )N < Llly — || fir alle (¢,y), (¢, y) € G.

(2) Wir sagen f ist lokal Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y,
falls jeder Punkt (a,b) € G eine Umgebung U besitzt, so dass
f:GNU — R" Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y ist.

Beispiel. (1) Die Funktion
FfiRxR — R
(ty) = y>+is

ist nicht Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y aber f ist
lokal Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y. Beides ist nicht
schwierig zu zeigen, und ist Teil von Ubungsblatt 12.

(2) Die Funktion

fRxR — R
(ty) — y*3

ist nicht lokal Lipschitz-stetig beziiglich der Variablen y am
Punkt (0,0, insbesondere ist f nicht Lipschitz—stetig beziiglich
der Variablen y.

Im folgenden werden wir kurz schreiben ‘f ist (lokal) Lipschitz—
stetig’, und nicht mehr erwdhnen, dass wir die Lipschitzstetigkeit beziiglich
der Variablen y betrachten.

Satz 11.1. Es sei G C R x R™ offen und es sei
f:G — R»
(t,y) = f(ty)

eine Funktion, welche beziiglich der Variablen y = (y1,...,yn) stetig
partiell differenzierbar ist. Dann ist f lokal Lipschitz—stetiq.

Beweisskizze. Wir betrachten den Fall G = R x R", der allgemeine Fall
wird ganz dhnlich bewiesen. Sei also (a,b) € R x R".
Sei erst einmal v € R™ beliebig. Dann besagt Korollar 6.10, dass

Hf(aab+ U) - f(a7b>H < MHUHv

wobei M das Maximum der Normen von den Matrizen

(&)
9y; ij=1,..n

,,,,,
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auf dem Geradenstiick zwischen (a,b) und (a, b + v) ist. Nach der Be-
merkung auf Seite 49, gilt fiir eine beliebige n x n—-Matrix A, dass

JAI< 0SS Jayl < n maxag] 3, € {L.....n}.
i=1 j=1
In unserem Falle gibt uns also eine Schrinke fiir die partiellen Ablei-
Ofi

tungen - eine Schranke fiir M.
J

Um solch eine Schranke zu finden, wihlen wir ein beliebiges r > 0
und betrachten

Vi={({ty) eR||t—al] <rund |y —0| <r}.

Nachdem V' kompakt und nachdem die partiellen Ableitungen g—g_ nach
Voraussetzung stetig sind, existiert ein C' > 0, so dass

of
'ayi
Fiir alle v € R mit ||v]| < r folgt dann aus obiger Diskussion, dass
1£(a,0+v) = f(a,b)[| < MlJv|| < n*C]lo]].
Wir sehen nun, dass die offene Menge
V={(t,y) eR||t —a|] <rund ||y —b|| < r}

und die Konstante L = Cn? die gewiinschten Eigenschaften besitzen.
O

Satz 11.2. (Eindeutigkeitssatz) Es sei G C RxR" und f : G — R"
eine Funktion, welche lokal Lipschitz—stetig ist. Wenn die Differential-
gleichung

< C fiir alle (t,y) € V.

y = f(ty)

zwet Losungen
o, I - R" (I CR ein Intervall)
besitzt, so dass o(to) = (to) fiir ein ty € I, dann gilt
o(t) =(t) fir allet € 1.

Um den Eindeutigkeitssatz zu beweisen benétigen wir folgenden Hilfs-
satz:

Satz 11.3. Sei G C R X R" und f : G — R" eine stetige Abbildung,
sei (a,c) € G, und sei I C R ein Intervall mita € I. Es sei p : [ — R”
eine Kurve. Dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:
(1) @ ist eine Lisung der Differentialgleichung y' = f(t,y) beziiglich
der Anfangsbedingung p(a) = c,
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(2) es gilt

o(t) =c+ /tf(s,go(s))ds fir allet € 1.

Der Satz besagt also, dass eine Funktion ¢ ein Differentialgleichung
erfiillt, genau dann, wenn ¢ eine gewisse Integralgleichung erfiillt. Der
Beweis des Satzes ist eine Anwendung des Hauptsatzes der Differential—
und Integralrechnung:

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass ¢ eine Losung der Differentialglei-
chung beziiglich der Anfangsbedingung ¢(a) = ¢. Dann folgt, dass

[ stsstonds = [ 1ds =00~ ola) = o)

Nehmen wir nun an, dass ¢ die Integralgleichung erfiillt. Dann gilt
¢(a) = ¢ und aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung folgt, dass

o) =5 [ fls.0l9)ds = ft4(0),

Wir wenden uns jetzt dem Beweis des Eindeutigkeitssatzes zu:

Beweis von Satz 11.2. Wir behandeln nur den Fall, dass I = R. Der
allgemeine Fall wird ganz &hnlich bewiesen. Wir zeigen zuerst folgende
Behauptung:

Behauptung. Es sei a € I, so dass p(a) = 1(a). Dann existiert ein
e > 0, so dass

o(t) = () fiir alle t € (a —e,a+¢€).
Aus Satz 11.3 folgt, dass
t
o) = (0 = [ Fls.(5)) = S50 ds
Da f lokal Lipschitz—stetig ist, gibt es ein L > 0 und ein § > 0, so dass

1f (s, ¢(s)) = f(s,9(s))| < Lll(s) — (s)]
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fiir alle s € (a — d,a + 0). Es folgt also aus Lemma 6.8, dass fiir alle
te€(a—d,a+96) gilt:

o) — vl = ol(5)) — Fls,0(s) ds
< I ||fs, () = fls, ()] ds
< ansos) v(s)llds|

() = w(s)l| ds]

Die Differenzen [|¢(t) — ¢ (¢)|| tauchen nun also auf beiden Seiten der
Ungleichung auf. Wir wollen wirklich zeigen, dass diese Differenzen
gleich null sind.

Wir setzen

Nachdem ¢ und ) stetig sind existiert ein t € [a — €, a + €], so dass
l(s) = w(s)l| < M :=lp(t) = ()| firalle s € [a —&,a+e].
Es folgt nun aus obiger Abschitzung®®, dass
M = Hso(t) - w(t)\l

LIt —alM < LeM
LM =1M.

IN

b(s)l ds

IN

IN

Wir sehen also, dass 0 < M < 1,M aber dies ist nur moglich wenn
M = 0. Wir sehen also, dass (¢ ) w( ) fir alle t € [a —e,a+¢].

Der Satz folgt nun aus folgender Behauptung, welche in Ubungsblatt
12 bewiesen wird:

Behauptung. Es seien f,g : R — R" zwei stetige Funktionen, so dass
f(a) = g(a) fiir ein a € R. Nehmen wir an, dass es fiir jedes b € R mit
f(b) = g(b) ein € > 0 gibt, so dass f(t) = g(t) fir allet € (b—e,b+¢).
Dann gilt f(t) = g(t) fiir alle ¢t € R.

O

69Um die obige Abschiitzung verwenden zu kénnen, benstigen wir die Bedingung,
d g
ass € < 3.
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11.2. Der Existenzsatz.

Satz 11.4. (Existenzsatz von Picard—Lindel6f) Fs sei G C RxR"
und f : G — R™ eine Funktion, welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich
der Variablen y ist. Dann gibt es zu jedem (a,c) € G ein € > 0 und
emne Losung

p:la—ea+e] —R"

der Differentialgleichung
y = ft,y),
welche die Anfangsbedingung p(a) = ¢ erfillt.

Man beachte, dass nach dem Eindeutigkeitssatz die Losung ¢ zudem
eindeutig ist.

Bemerkung. Selbst wenn G = R xR™, d.h. wenn wir fiir alle Zeiten und
alle Punkte ein Vektorfeld gegeben haben, und wenn f Lipschitz—stetig
ist, ist die Losung nicht notwendigerweise auf ganz R definiert, wie wir
schon im Beispiel nach Satz 10.1 gesehen haben.

Wir werden die Existenz der Losung mit Hilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes zeigen. Zur Erinnerung:

(1) Ein Banachraum ist ein vollstéindiger normierter Vektorraum,
d.h. ein normierter Vektorraum, in dem jede Cauchyfolge kon-
vergiert.

(2) Fiir alle a < b € R ist

. Vektorraum aller stetigen
C([a,bLR ) = { Abbildungen ff [a’ b] S R» }

mit der Supremumsnorm, d.h. mit

IfIF:= sup{lF (D] |7 € [a, b}

ein Banachraum.

(3) Es sei V' ein Banachraum. Eine Abbildung 7' : V' — V heifit
Kontraktion, wenn es eine Konstante © € [0,1) (genannt Kon-
traktionsfaktor) gibt, so dass

IT(x) = T()| < Ol — y]| tiir alle .y € V.

Ein Punkt x € V heifit Fizpunkt von T, wenn T'(z) = .

(4) Der Banachsche Fixpunktsatz besagt folgendes: Es sei A eine
abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes (V|| —||) und es
sei T : A — A eine Kontraktion. Dann besitzt T genau einen
Fixpunkt.
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Beweis des Existenzsatz von Picard—Lindelof. Wir beweisen den Exis-
tenzsatz fiir den Spezialfall G = R x R". Der allgemeine Fall wird ganz
ghnlich bewiesen. Wir nehmen zudem o0.B.d.A. an, dass a = 0 und
c=0.

Es sei nun erstmal € > 0 beliebig. Nach Satz 11.3 ist eine differen-
zierbare Kurve ¢ : [—¢,¢] — R™ eine Losung der Differentialgleichung
y' = f(t,y) mit Anfangsbedingung ¢(a) = ¢ genau dann, wenn

(11.1) o(t) = /Ot f(s,¢(s))ds fiir alle s € 1.

Wir betrachten die Abbildung

T:C([—¢,e],R") — C([—¢,¢],R")

TW) :[—e,e] — R»
¥ o= ( N fotf(s,w(s))ds.)

Dann folgt sofort aus der Definition von 7', dass ¢ die Integralgleichung
(11.1) genau dann erfiillt, wenn 7T'(¢) = ¢, d.h. genau dann, wenn ¢
ein Fixpunkt unter 7T’ ist.

Um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen, miissen
wir nun zeigen, dass es ein geeignetes € > 0 und eine abgeschlossene
Teilmenge A C C([—¢,€],R") gibt, so dass die Einschrinkung von T'
auf A eine Kontraktion ist. ™

Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz—stetig, es existiert also ein
0 > 0 und ein r > 0, so dass die Einschrinkung von f auf

Qsr = {(t,y) € RXR"[[t] <4, lyll < r}

Lipschitz—stetig beziiglich einer Lipschitzkonstanten L > 0 ist. Nach-
dem f stetig und @), kompakt ist, gibt es eine Konstante M > 0, so
dass

Iyl < M fiir alle (t,y) € Qs

Wir setzen jetzt

g = min(é,ﬁ,ﬁ),

A = {¢ e C([—ee,RY)[[l¢f <7}

Der Banachsche Fixpunktsatz, gibt uns dann also einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt von T' : A — A. Dieser Fixpunkt ist eine Loésung der Differentialglei-
chung. Es folgt aber nicht die Eindeutigkeit der Losung, nachdem eine weitere
Losung v : [—¢,e] — R™ der Differentialgleichung nicht notwendigerweise in A lie-
gen muss. Man kann den Eindeutigkeitssatz deswegen nicht auf die Eindeutigkeit
des Fixpunktes zuriickfiihren.
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Man beachte, dass A C C([—¢,¢],R™) eine abgeschlossene Teilmenge
ist. ™

Behauptung. Die obige Abbildung
T:C([—¢&,e],R") = C([—¢,¢],R")

hat folgende Eigenschaften:

(1) T(4) € 4,
(2) die Einschrankung von T" auf T': A — A ist kontrahierend.

Wie wir oben schon diskutiert haben, folgt aus der Behauptung und
dem Banachschen Fixpunktsatz sofort der Satz von Picard—Lindelof.
Wir wenden uns also jetzt dem Beweis der Behauptung zu:

(1) Sei also ¥ € A. Wir miissen zeigen, das T(¢) € A, d.h. wir

miissen zeigen, dass fiir alle ¢ € [—¢, €] gilt:

_T.

el = | [ v as

Wir beachten zuerst, dass fiir alle s € [—¢,¢] gilt |s| < e < §und
nachdem ¢ € A gilt, dass |[¢(s)|| < r, d.h. fiir alle s € [—¢, €]
gilt (s,9(s)) € A. Wir daher erhalten fiir alle ¢t € [—¢, €], dass

s)ds|| < [yI1f(s, ()] ds

fOMdzs:]t\MggMgﬁM:r.

i)l =||J; /

Wir haben also gezeigt, dass T'(¢) in A liegt.
(2) Es seien @1, @2 € A. Wir werden nun zeigen, dass

1
T (p1) = T(22)|| < 5ller — @2l

In der Tat. Sei t € [—¢,¢]. Dann gilt

ﬂ%xw—ﬂwxw:A<ﬂ&%@»—ﬂam@md&

"IDjes ist eine ganz allgemeine Aussage: fiir jeden metrischen Raum (X, d), jedes
x € X und jedes r > 0, ist A:={y € X |d(z,y) <r} C X abgeschlossen.
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Nachdem (s, p1(s)), (s,92(s)) € Q (siehe (1)), konnen wir die
Lipschitzbedingung anwenden, es folgt fiir alle t € [—¢, £], dass

1T - Tle) Ol = |[fy (Fls01()) = Fls,0a(5))) s

< o IF (s o(s) = Fls,a(s))] ds
< |y Lllea(s) = ea(s)llds

< Lit] - fle1 — 2|

< Le- o1 — oo

<

Lz - ller = eall = gller — gl
Nachdem dies fiir alle ¢ € [—¢, ¢] gilt, folgt dass

[T(p1) = T(p2)ll = sup{[|T(1)(t) = T(2)(0)]| |t € [-¢,¢]}
< %H%—%H-

O

In dem Beweis vom Banachscher Fixpunktsatz hatten wir folgende,
etwas stidrkere Aussage bewiesen: Es sei A eine abgeschlossene Teil-
menge eines Banachraumes (V|| — ||) und es sei T : A — A eine
Kontraktion. Es sei vy € A. Dann konvergiert die durch vy, := ®(vg_1)
rekursiv definiert Folge gegen ein v € A mit T'(v) = v.

Es sei f: R x R® — R" eine Funktion, welche lokal Lipschitz—stetig
ist und es sei (a,c) € G. Es sei ¢ : [—¢,¢] = R" eine differenzierbare
Abbildung mit ¢(a) = c. Wir betrachten die Funktionenfolge

QOO(t)
p1(t) = et [T f(5,00(5)) ds
pa(t) = c+ [y f(5.01(5))ds

Fiir geeignetes € > 0 folgt aus der obigen Formulierung des Banach-
schen Fixpunktsatzes, dass diese Folge von Funktionen im Banach-
raum C([a — g,a + €], R™) gegen eine Losung der Differentialgleichung
y' = f(t,y) konvergiert. Wir verweisen auf Forster, Analysis II Seite
154 fiir ein explizites Beispiel.

12. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Definition. Es sei G C R x R" eine Teilmenge und f : G — R eine
stetige Funktion. Wir nennen

y(n) = f<t7 y? y,7 R ’y(n_l))
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eine Differentialgleichung n—ter Ordnung, eine Losung davon ist eine
n—mal differenzierbare Funktion

p: I =R,
welche folgende Bedingung erfiillt:

O (t) = f(t, o), @ (t), ..., " V() fiir alle t € I.

(Damit die rechte Seite definiert ist, muss gelten, dass

(o), ¢ (1),..., " V() € G
fir alle t € I.)

Beispiel. Die Funktionen ¢(t) = —sin(t) 4 cos(t) und ¢ (t) = e’ sind
Losungen der Differentialgleichung 4. Ordnung

1
y =S +y).

Man beachte, dass ¢(0) = 1 = ¥(0). Der Eindeutigkeitssatz ist aller-
dings nicht verletzt, weil fiir Differentialgleichungen n—ter Ordnung die
Werte fiir die ersten (n — 1)-Ableitungen vorgegeben sein miissen, um
eine eindeutige Losung zu erhalten. Siehe Satz 12.3.

Wir werden jetzt sehen, dass man das Studium von Differentialglei-
chung hoherer Ordnung auf das Studium von Differentialgleichungen
1. Ordnung zuriickfithren kann.

Es sei G C R x R” eine Teilmenge und f : G — R eine stetige
Funktion. Wir betrachten die Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(t7 y? y/7 A 7y(n_1))'

Wir konnen auch folgende Differentialgleichung erster Ordnung be-
trachten:

yf) = U
yl1 = Y2
y;172 = Yn—1
1/1171 = f(t7y07’”7yn—l>‘
Wir setzen
Yo U1
Yi=| - und F(t,Y) :=
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(t7 Y)

Dann konnen wir obige Differentialgleichung erster Ordnung auch schrei-
ben als Differentialgleichung Y = F(¢,Y).
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Die folgenden beiden Lemmas besagen nun, dass Losungen der Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung y™ = f(t,y,v/,...,y™ ) in ein-
eindeutiger Beziehung zu den Losungen der Differentialgleichung erster
Ordnung Y’ = F(¢,Y) in n—Variablen stehen.

Lemma 12.1. Es set ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung
y™ = f(t,y,y,...,y" V). Dann ist

d:] - R"
w,(t)
t — D) := <p:(t)
P (2)

eine Losung der Differentialgleichung Y' = F(t,Y).

Beweis. Dieses Lemma folgt sofort durch einsetzen. In der Tat, es ist

o) ¢
o G @© _ ra)
P0) (D), )

O

Lemma 12.2. Es sei ® = (p1,...,¢,) : I — R™ eine Lisung der
Differentialgleichung Y' = F(t,Y), dann ist @1 eine Ldsung der Diffe-
rentialgleichung y™ = f(t,y,y/,...,y™ V).

Beweis. Es sei ® = (¢1,...,¢,) : I — R" eine Losung der Differenti-
algleichung Y/ = F'(t,Y’). Ausgeschrieben bedeutet dies, dass

A(t) = palt)
At = oslt)
At) = f(ED0) = F(t (), palt)).

Die ersten n — 1 Gleichung implizieren, dass ¢gi1(t) = gogk)(t), k=
1,...,n — 1. Die letzte Gleichung besagt nun, dass

() = F(t, or(), @1 (1), 0!V (1)),

d.h. ¢y ist eine Losung der Differentialgleichung

y(n) = f(t7 y’ y/’ R 7y(n_1))'
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Nachdem Losungen der Differentialgleichung
y " = [ty oy Y)

in ein—eindeutiger Beziehung zu den Losungen der Differentialgleichung
Y’ = F(t,Y) stehen, iibertragen sich der Eindeutigkeitssatz und der
Existenzsatz fiir Differentialgleichungen erster Ordnung zu Aussagen
iitber Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Genauer gesprochen
erhalten wir folgenden Satz:

Satz 12.3. Es sei G C R x R" eine Teilmenge und f : G — R eine
stetige Funktion, welche lokal Lipschitz—stetig ™ ist. Wir betrachten die
Differentialgleichung

y(n) = f(t7 y’ y/’ ct 7y(n_1))'
(1) (FEindeutigkeit) Es seien o, : I — R zwei Losungen, so dass

pla) = ¥(a), ¢'(a) =¢'(a), ..., " V(a) =" V(a),
fiir ein a € I. Dann gilt o(t) = ¥ (t) fir allet € 1.
(2) (Ezistenz) Fiir jeden Punkt (a,co,...,cn_1) € G gibt es ein
€ > 0 und eine Lisung
p:la—e,a+e] =R
der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung

p(a) =co, ¢'(a) =c1,...,9" V(a) = cn
erfiillt.

Beweisskizze. Es sei f : G — R eine stetige Funktion, welche lokal
Lipschitz—stetig ist. Dann kann man leicht sehen, dass die Funktion

RxR* — R”
Yo
<t7y17""yn) '_> F(t’Y) = .
Yn—1
f(t7y07'--7yn—1)

ebenfalls lokal Lipschitz—stetig ist. Der Satz folgt nun sofort aus Lem-
mas 12.1 und 12.2, sowie aus dem Eindeutigkeitssatz 11.2 und dem
Existenzsatz 11.4. 0

In diesem Fall soll das Folgendes heiBen: fiir alle (a,¢) = (a,co, ..., cn_1) € G
existiert eine offene Umgebung U € R x R™ und ein L > 0, so dass fiir alle (b,¢)
und (b, ¢”) in GNU gilt:

£(b,¢) = f(b, )] < Lile" = ],
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13. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition. Es sei I C R ein Intervall und

t o= A(t) = (a(t))

eine stetige Abbildung, dann nennen wir

y = A(t)y

ein homogene lineare Differentialgleichung. ™ Es sei

I — R»
t = b(t) = (bi(t),...,b,(1))

eine stetige Abbildung, dann heifit
y = A(t)y +b(t)
inhomogene lineare Differentialgleichung.

Satz 13.1. Es sei [ C R ein Intervall und es seien A : I — M(n,R)
und b : I — R" stetige Abbildungen. Es sei tg € I und ¢ € R™. Dann
besitzt die Differentialgleichung

y = Aty +b(t)

genau eine Lisung ¢ - I — R™, welche die Anfangsbedingung o(to) = ¢
erfillt.

Fiir den Beweis, siehe Forster, Analysis II, Seite 162.

Bemerkunyg. (1) Wir betrachten die Differentialgleichung v = f(t,y)
mit f(t,y) = A(t)y + b(t). Man kann leicht zeigen, dass f lokal
Lipschitz—stetig ist. Aus Satz 11.2 folgt also die Eindeutigkeit
der Losung ¢. Der Existenzsatz von Picard-Lindelof (Satz 11.4)
hingegen besagt nur, dass es eine Losung gibt, welche auf einem
Intervall [tg—¢, to+¢| definiert ist. Die Aussage, dass ¢ auf ganz
I definiert ist, ist eine stéirkere Aussage.

(2) Die Funktion b kann natiirlich die Nullfunktion sein, d.h. der
Satz gilt insbesondere fiir homogene lineare Differentialgleichun-
gen.

Diese Differentialgleichung wird oft auch als homogenes lineares Differential-
gleichungssystem bezeichnet.
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13.1. Homogene lineare Differentialgleichungen. Wir studieren
nun zuerst die homogenen linearen Differentialgleichungen.

Lemma 13.2. Es sei I C R ein Intervall und

I - M(n,R)

t — A()
eine stetige Abbildung. Die Menge aller Lisungen L der Differential-
gleichung y' = A(t)y ist ein Untervektorraum des reellen Vektorraums

V :={ alle differenzierbaren Abbildungen I — R"}.

Beweis. Es seien ¢,¢ : I — R™ Losungen der Differentialgleichung
y' = A(t)y. Wir miissen zeigen, dass
pF it t) + ()
ebenfalls eine Losung ist. Dies kann man leicht verifizieren:
(e+)t) = o) +¢(t)
= A(t)e(t) + A()p(t) = At)(e(t) + ¢ (1) = A(t) (@ + ¥)(1).

Ganz analog zeigt man, dass wenn ¢ eine Losung ist, und A € R, dann

ist ¢ — Ap(t) ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung. O

Nachdem die Menge der Losungen £ der Differentialgleichung 3/ =
A(t)y ein Vektorraum ist, geniigt es eine Basis zu finden, um £ zu

beschreiben. Zur Erinnerung: Funktionen fi,...,fr : I — R™ sind
linear unabhéngig genau dann, wenn gilt:
AMfi+ -+ A fe =0 (d.h. die Nullabbildung) = A\ =--- =X\, =0.
anders ausgedriickt, fi,..., fr : I — R” sind linear unabhéngig genau
dann, wenn gilt:

Alfl(t)—F'-'—l-)\kfk(t):Ofﬁr allete I =M\ =--- =X, =0.

Dies bedeutet nicht, dass fiir jedes einzelne ¢ die Vektoren fi(¢), ..., fx(t)
linear unabhéngig sind.

Satz 13.3. Es sei I C R ein Intervall und

I - M(n,R)
t — A()
eine stetige Abbildung. Es seien ¢i,...,pr : I — R™ Lésungen von

y' = A(t)y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) @1,..., ¢k sind linear unabhingig in L,
(2) es existiert ein ty € I, so dass die Vektoren
e1(to); - - -, pr(to) € R”

linear unabhdngig sind,
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(3) fiir jedes tg € I, sind die Vektoren

¢1(to), - - - pr(to) € R”
linear unabhdngig.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass (3) = (2) und (2) = (1). Wir miissen
also nur noch zeigen, dass (1) = (3). Seien also ¢, ..., ¢, linear un-
abhéngige Losungen von y' = A(t)y und es sei t; € 1. Wir miissen
zeigen, dass

Es seien also A1, ..., \; gegeben, so dass A\1p1(to) + - + Aer(to) = 0.
Dann ist ¢ := A1 + - - - + A\pr eine Losung der Differentialgleichung
y' = A(t)y beziiglich der Anfangsbedingung ¢(tg) = 0. Andererseits
ist 1(t) = 0 ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung v’ = A(t)y
beziiglich der Anfangsbedingung 1 (tq) = 0. Aus Satz 13.1 folgt nun,
dass p(t) = 1(t) = 0 fiir alle £ € I. Insbesondere ist A\jp + - -+ + Appp
die Nullfunktion, aus der linearen Unabhéngigkeit von den Funktionen

©1, ..., folgt nun, dass \y = --- = A\ = 0. 0
Satz 13.4. Es sei I C R ein Intervall und

I — M(n,R)

t — At)

eine stetige Abbildung. Dann ist die Menge aller Losungen L der Dif-
ferentialgleichung ' = A(t)y ein n—dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Es sei ty € I. Aus Satz 13.1 folgt, dass es fiir jedes ¢ €
{1,...,n} eine Losung ¢; der Differentialgleichung ' = A(t)y gibt,
welche die Anfangsbedingung ¢;(tg) = e; erfiillt.”* Wir werden nun
zeigen, dass 1, ..., @, eine Basis von L ist.

Aus Satz 13.3 folgt, dass die Funktionen ¢, . . . , ¢, linear unabhéngig
sind. Sei nun v eine beliebige Losung der Differentialgleichung 1y =
A(t)y. Wir schreiben ¢ (ty) =: (A1,...,A,). Dann gilt

U(to) = (A1, An) = Aip(to) + - - + Apo(to).

Die Funktionen ¢ und A\ +- - -+ A\, sind also Losungen der Differen-
tialgleichung und haben den gleichen Wert zur Zeit t;, aus Satz 13.1
folgt nun, dass ¥ = A\ + -+ + A\, 0. 0

Definition. Es sei y = A(t)y eine lineare homogene Differentialglei-
chung, eine Basis des Losungsraumes der Differentialgleichung wird
Losungsfundamentalsystem genannt.

"Wie iiblich bezeichnet e; den i—ten Vektor der Standardbasis des R™, d.h.
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 in der i—ten Koordinate.
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Beispiel. Es sei ¢ € R. Wir betrachten die lineare homogene Differen-

tialgleichung
1 /: 0 —c\ (mn
Y2 c 0 Y2
———

=A
(d.h. ¢y = Ay wobei A eine konstante 2 x 2-Matrix ist). Dann sind

_ [cos(ct) _ (—sin(ct)
() = (sin(ct)) und 5(t) = ( cos(ct)
Losungen der Differentialgleichung (wie man leicht durch einsetzen
sieht). Nachdem die Vektoren

010 = (g) wd pat0) = ()

linear unabhéngig sind, folgt aus Satz 13.3 und Satz 13.4, dass ¢; und
o ein Losungsfundamentalsystem der Differentialgleichung 3/ = Ay
sind. Insbesondere kann jede andere Losung geschrieben werden als

Y(t) = Arpr(t) + Xaa(t).
13.2. Die Wronski—Matrix.

Definition. Es sei I C R ein Intervall und
I — M(n,R)
t — A()

eine stetige Abbildung. Es seien ¢1,...,¢, : I — R"™ Losungen der
Differentialgleichung ¢y’ = A(t)y. Dann heifit

(1) = (lt) - eul)
die Wronski-Matriz und
W (t) := det(P(t))
die Wronski—Determinante der Losungen ¢, ..., @,.

Wir kénnen nun Satz 13.3 mithilfe von Satz 13.4 wie folgt umformu-
lieren: Es seien

O1yeey o I >R
Losungen der Differentialgleichung ¢ = A(t)y, dann sind die folgenden
Aussagen #dquivalent:
(1) ¢1,...,¢, bilden ein Losungsfundamentalsystem,
(2) es existiert ein ¢y € I, so dass W(ty) # 0,
(3) W(t) #0 fiir alle t € I.
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Die Wronski-Determinante hat folgende geometrische Bedeutung:
Es seien ¢1,...,p, : I — R"™ Losungen der Differentialgleichung y' =
A(t)y. Dann ist

(W(t)] = |det (o1(t) .. @alt))]

das Volumen des durch ¢(t),...,¢,(t) aufgespannten Parallelotops.
™ In vielen Féllen studiert man volumenerhaltende Differentialglei-
chungen, d.h. Differentialgleichung, so dass |W(t)| konstant ist fiir ein
Losungsfundamentalsystem. "® Beispielsweise ist jede Differentialglei-
chung, welche den Fluss von Wasser beschreibt notwendigerweise volu-
menerhaltend.

Satz 13.5. (Satz von Liouville) Es sei I C R ein Intervall und

I — M(n,R)
t — A()

eine stetige Abbildung. Es seien o1, ..., ¢, : I — R™ Lisungen der Dif-
ferentialgleichung y' = A(t)y. Die dazugehirige Wronski—Determinante
erfillt die Differentialgleichung

W'(t) = spur(A(t)) - W(t).
Bemerkung. Sei ty € I. Aus Satz 10.2 folgt, dass
W(t) _ W(to) ] eftto spur(A(s))ds.

Insbesondere folgt, dass W (ty) # 0, genau dann, wenn W (t) # 0 fiir
alle . Der Satz von Liouville ergibt damit insbesondere einen neuen
Beweis der Aquivalenz der Aussagen (2) und (3) in Satz 13.3.

Beweisskizze. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung:

S7ur Erinnerung: es seien vy, ..., v, € R™ gegeben, dann heifit
P = {/\1v1+--~+)\nvn|)\1,...,)\n S [0,1]}
das durch vy,...,v, aufgespannte Parallelotop (oder auch Parallelepiped bezie-

hungsweise Spat). Es gilt ganz allgemein, dass
|det (v1 ... vn)|= Volumen von P.

Dieser Zusammenhang wird in Analysis III erlidutert, in Analysis III wird auch das
Volumen von geeigneten Teilmengen von R” definiert.

"Man beachte, dass die Wronski-Determinante konstant ist fiir ein
Losungsfundamentalsystem, genau dann, wenn die Wronski-Determinante kon-
stant ist fiir jedes Losungsfundamentalsystem. Dies folgt daraus, dass es fiir zwei
Wronski-Matrizen ® und ¥ eine Matrix P € GL(n,R) gibt mit ®(¢) = PU(¢t) fiir
alle t.

In der Tat: sei to € I, wir setzen P := ®(tg) - U(to)~!. Dann folgt aus dem Eindeu-
tigkeitssatz, dass ®(t) = PU(t) fiir alle ¢.
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Behauptung. Essei B : I — M(n,R) eine differenzierbare Abbildung””.
Wir bezeichnen mit b;(¢) den i—ten Zeilenvektor von B(t). Dann gilt

by (1)

d - "
7 det(B(t)) = ;det bi(:t)

ba(t)

Wir wenden uns dem Beweis der Behauptung zu. Wir schreiben B(t+
h) = B(t) + hB'(t) + R(h) wobei R(h) = o(h) fir h — 0. ™ Wir
bezeichnen zudem mit r; die ¢—Zeile von R. Dann gilt

i det(B(1))
= limk(det(B(t) + hB(t) + R(h)) — det(B(1)))
b1 + hbll +nm

by + hbl, + 1
— limd | det T —dewB(t)
by, + hb), + 1y
by b, 1
by + Rty + 1 by + hby + 7 by + Ry + 1
— }lir%ﬁ det ? ,2 ? + hdet ? ,2 ? + ry det ? _2 ?
- : : :
b, + hb, + 1, b, + hb, + 1, b, + hb,, + 1,
—det(B(t)))
by
by + hby + 1
— lim? | det T —det(B()
b, + hb, + 1,
b, 1
by + hby + 1 by + hby + 1
—I—illir% det ? . 2 ? + hm " det 2 . 2 ?
- : :
by + hby, + 1 by, + b, + 1,

(Die dritte Gleichheit folgt in dem wir die Linearitét der Determinante
auf die erste Zeile anwenden.) Die beiden letzteren Grenzwerte kann

"D.h. alle n x n-Eintriige sind differenzierbar
7Zur Erinnerung, R(h) = o(h) fiir b — 0 bedeutet, dass fiir alle i,5 € {1,...,n}
gilt:
i (h
lim (%)

h—0 h =0
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man leicht bestimmen, in der Tat durch einsetzen sieht man, dass

by by
by + hby + 1 b
lllir% det ? .2 1 = det .2
- . .
b, + hb), + 1, b,
und aus r1(h) = o(h), folgt, dass
1
lim ri(h) det b + by =
h—0 : a
by, + hb,, + 1,
Wir erhalten also, dass
by b}

b2 + hbé + T2

Ldet(B(t)) = lims | det —det(B(t)) | + det

h~>0h : :

b, + hb), + 1, by,

Wir wenden nun das obige Verfahren fiir Zeilen 2,3, ..., n an, dann

erhalten wir, dass

b1
b1
L det(B(t)) = ]1113(1)% det | : | —det(B) | +> 1 det | ¥
b, :
bn,

= iy det [ b]
bn
Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Wir bezeichnen nun mit B die Wronski-Matrix der Losungen ¢y, . . ., ©,.
Nachdem ¢} = Ay; folgt sofort, dass B’ = AB, d.h.

n

/o

bi = E Qg5 bj
J=1
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Setzen wir dies in die obige Gleichung ein, dann erhalten wir, dass
by

% det(B(t)) = Z?zl det Z;Ll a;j - bj | < i—te Zeile

bn
b1
= DD iy agdet | by | < i-te Zeile.
bn
Die Matrixen haben jeweils zwei gleiche Zeilen, auler wenn i = 5. Wir
erhalten also die gewiinschte Aussage, dass

by

d :
— = E iy b, | « i— ile = . .
r det(B(t)) 2 a;; det .Z i~te Zeile = spur(A) - det(B)

bn

13.3. Inhomogene lineare Differentialgleichungen.

Satz 13.6. Es sei I C R ein Intervall und es seien A : I — M(n,R)
und b : I — R" stetige Abbildungen. Wir bezeichnen mit L den Vek-
torraum der Ldosungen der linearen homogenen Differentialgleichung
y' = A(t)y. Es sei nun 1) eine Lisung der linearen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung y' = A(t)y + b(t). Dann gilt:

¢ ist Lisung von y' = A(t)y + b(t) < ¢ = + ¢ fir ein p € L.

Der Satz besagt also, dass es geniigt alle Losungen der linearen
homogenen Differentialgleichung ¢ = A(t)y und eine Losung der li-
nearen inhomogenen Differentialgleichung ' = A(t)y + b(t) zu fin-

den, um alle Losungen der linearen inhomogenen Differentialgleichung
y' = A(t)y + b(t) zu beschreiben.

Beweis. Sei zuerst ¢ = 1 + ¢ fiir ein ¢ € L. Dann gilt
¢ = +¢" = A(t)p+b(t) + A(t)p = A(t) (Y +) +b(t) = A(t)p+D(t),

d.h. ¢ ist in der Tat ein Losung der Differentialgleichung v = A(t)y +
b(t).
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Sei nun ¢ eine Losung von y' = A(t)y + b(t). Wir setzen ¢ = ¢ — 1.
Dann gilt

' =¢ =9 = (At)o + (1)) — (A)Y +b(t)) = A(t)(¢ — ) = At)e,

d.h. ¢ ist Losung der linearen homogenen Differentialgleichung ¢y =
A(t)y, d.h. ¢ € L.
O

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz 10.3.

Satz 13.7. Es sei I C R ein Intervall und es seien A : I — M(n,R)
und b : I — R™ stetige Abbildungen. FEs sei @1, ...,p, ein Lisungs-
fundamentalsystem der linearen homogenen Differentialgleichung vy’ =
A(t)y. Fir jedes t € I bezeichne

®(t) := (p1(t) ... @a(t)) € M(n,R)

die Wronski—Matriz der Lisungen p1(t), ..., on(t). Dann ist eine Lisung
der linearen inhomogenen Differentialgleichung y' = A(t)y + b(t) gege-
ben durch™

Y(t) = O(t)u(t) mit u(t) = /tt ®(s)"'b(s) dt + const.®°

Beweis. Wir zeigen, dass ¥ eine Losung der linearen inhomogenen Dif-
ferentialgleichung y' = A(t)y + b(t) durch einsetzen: Es gilt

,l/}/ — ((:D,u/)/
= ®u+ du
= Egp’ ) u+ @ dTb(t)
— (AW - Alpa) ut bl
Y A pre

= A(L)Du + b(t) = A(t) + b(t).

Die zweite Gleichheit ist die Produktregel fiir Ableitungen komponen-
tenweise angewandt. Die dritte Gleichheit folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Die vierte Gleichheit folgt daraus,
dass @1, ..., p, Losungen der Differentialgleichung y' = A(t)y sind.

O

™Es folgt aus Satz 13.3, dass fiir jedes t € I die Vektoren ¢y (), .. ., @, (t) linear
unabhéngig sind, d.h. fiir jedes ¢ ist die Matrix ®(¢) invertierbar.

80Der Integrant ®(t)~1b(t) ist eine Funktion I — R", dass Integral einer solchen
Funktion wird komponentenweise bestimmt.



118 STEFAN FRIEDL

14. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

14.1. Der Fluss eines autonomen Differentialgleichungssystems.
81

Definition. Es sei M C R™ eine Teilmenge. Ein Fluss ist eine stetige
Abbildung

O:Rx M- M,

welche die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:

(1) ®(0,z) = « fiir alle x € M,
(2) fur alle s,t € R und z € M gilt

O(s, P(t,x)) = (s + ¢, 2).

Bemerkung. Ein Fluss wird manchmal auch als dynamisches System
bezeichnet.

Beispiel. Die Abbildung
d:RxR? — R?

() = (o) i) ()

[\

'

Rotation um

Winkel t

definiert einen Fluss auf R2. (Siehe Ubungsblatt 13).

Definition. (1) Essei ® : R x M — M ein Fluss und « € M. Dann
heifit die Kurve

v, R — M
t — Ot )

die Flusslinie zum Anfangspunkt x beit = 0.

(2) Ein Punkt x heifit Fizpunkt oder auch singuldrer Punkt, wenn
O (x,t) = x fiir alle t € R.

(3) Eine Flusslinie ¢, heifit periodisch, wenn diese nicht konstant
ist, und wenn es ein p > 0 gibt, so dass

Pzt +p) = @a(t)

81Der Stoff dieses Kapitels basiert nicht auf Forster: Analysis II, sondern basiert
lose auf Brocker: Analysis ITI, Kapitel 1.
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fir alle t € R. 8 Das kleinste p > 0 mit der Eigenschaft, dass
0z(t + p) = @, (t) fir alle ¢ € R, nennt man die Periode der
Flusslinie. %

Im obigen Beispiel ist (0, 0) der einzige Fixpunkt des Flusses. Fiir je-
des (z,y) # (0,0) ist die dazugehorige Flusslinie periodisch mit Periode
2.

Definition. Es sei M C R™ eine Teilmenge und f : M — R" eine stetige
Abbildung. Eine Differentialgleichung vom Typ

y = f(y)

heifit autonome Differentialgleichung (wenn n > 1 nennt man es auch
autonomes Differentialgleichungssystem). %4

Satz 14.1. FEs sei M C R" eine Teilmenge und f : M — R" eine
Lipschitz stetige Abbildung. Wir nehmen an, dass fiir jedes x € M die
Lésung @, der Differentialgleichung y' = f(y), welche die Anfangsbe-
dingung ¢, (0) = x erfillt, auf ganz R definiert ist. Dann ist
O:RxM — M
(t,x) — @at)
emn Fluss auf M.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

/
yil = =% gy () Z (O -1 (o)
Yo = U1 Y2 I 0 Y2

Dann ist Dann ist der dazugehorige Fluss gerade der Fluss im obigen
Beispiel.

Beweisskizze. Fiir jedes x € M ist die Abbildung

R — M
t = p(t)

82Wenn ¢, (t 4+ p) = @.(t) fiir ein t € R, dann folgt aus der zweiten Eigenschaft
eines Flusses, dass ¢, (t + p) = ¢, (t) fiir alle t € R.
83Es sei ¢4 eine periodische Flusslinie. Wir betrachten dann

Q :={q>0]|p.(t+q) = @.(t) fiir alle t € R}.

Dies ist eine nichtleere Menge. Zudem kann man zeigen, dass inf(Q) > 0, und dass
p := inf(Q) ebenfalls die Eigenschaft hat, dass ¢, (t+p) = ¢, (¢) fiir alle ¢ € R. Dies
zeigt, dass es wirklich Sinn macht, von dem ‘kleinsten p > 0 mit der Eigenschaft,
dass ¢, (t + p) = p,(t) fiir alle t € R’ zu sprechen.

84 Autonom heifit also, dass das Vektorfeld nicht von der Zeit ¢t abhéngt.
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differenzierbar und insbesondere stetig. Dies impliziert allerdings nicht,
dass die Abbildung

:RxM — M
(t,z) = wu(t)

stetig ist. Der Beweis der Stetigkeit von ® ist nicht trivial. Einen Beweis
kann man z.B. in Brocker: Analysis 111, Satz 2.3 finden. %°
Wir miissen nun noch zeigen, dass

(1) (0,x) = z fir alle x € M,
(2) fiir alle s, € Rund z € M gilt
O(s,P(t,z)) = P(s+ t,x).

Die erste Aussage folgt sofort daraus, dass ¢, die Anfangsbedingung
©.(0) = x erfiillt. Sei nun * € M und t € R. Wir betrachten die
Abbildungen

» w A

%
H
H

Beide Kurven nehmen denn Wert ®(¢,x) zum Zeitpunkt s = 0 an.
Nachdem ¢, eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = f(y) ist, folgt

s 41,2) = pals 1) = Flgals + 1)) = [(B(s +1,2))

% und nachdem @g; ) eine Losung der Differentialgleichung y' = f(y)
ist, folgt

(s, 0(1,0)) = o (s) = (o (s)) = J(@(s,0(0,0))

D.h. beide Kurven erfiillen die Differentialgleichung y' = f(y) beziiglich
der gleichen Anfangsbedingung. Es folgt nun aus dem Eindeutigkeits-
satz, dass

O(s,P(t,x)) = P(s+t,x) fiir alle s € R.

85http ://www.mathematik.uni-regensburg.de/broecker/index.htm
86Wenn man genau hinschaut, sieht man, dass man fiir die zweite Gleichheit die
Kettenregel auf s — a,(s) und s — s+ ¢t anwenden muss.
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14.2. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen 1.
Zur Erinnerung: eine Differentialgleichung 4’ = f(¢,y) heifit linear,
wenn f(t,y) = A(t)y + b(t), sie heifit homogen linear, wenn b(t) = 0.
Zudem heifit ' = f(t,y) autonom, wenn f nicht von ¢ abhéingt. Ei-
ne homogene lineare autonome Differentialgleichungen ist also von der
form

y = Ay

fiir eine festgewéhlte n x n—Matrix A.

Wir erinnern uns zuerst an die Losung im Fall n = 1: Es sei a € R
und ¢ € R. Die Losung ¢ der Differentialgleichung v’ = ay beziiglich
der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ ist gegeben durch ¢(t) = e*c, wobei

n

x
e
n!

n=0

Wir kehren zuriick zum allgemeinen Fall, es sei also A eine beliebige
n x n—Matrix. Wir betrachten die homogene lineare autonome Diffe-
rentialgleichung

y = Ay.

Unser Ziel ist alle Losungen zu beschreiben, oder anders ausgedriickt,
den dazugehorigen Fluss zu beschreiben.

Lemma 14.2. Es sei A eine beliebige reelle n x n—Matriz. Dann kon-
vergiert
P
' k!
k=0

im Vektorraum der reellen n x n—Matrizen beziiglich der Norm
|A|l := max{|a;;||i,j=1,...,n}.
Hier verwenden wir die Konvention, dass
Nullmatrix’ = id,,,

es folgt, dass

eNullmatrlx — ldn )
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Beispiel. Es sei D eine Diagonalmatrix mit den Eintragen Aq, ..., \,,
dann gilt
A0 0\"
e? = ZO:O%Dk = ZZO:O% 0 0
0 0 X\,
A0 0
= D im0 % 0o 0
0 0 X
> ko %)‘]f 0 0 e 00
0 0 > %)\’; 0 0 e

Beweis von Lemma 14.2. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung:
Behauptung. Es seien A, B € M(n,R). Dann gilt
A B|| < nl|All - [|B]].

Es seien also A, B € M(n,R). Wir schreiben C' = A - B. Dann gilt
21 @ikl
2op ikl B
Y vy max{la;| i, 7 =1,...,n} -max{|b;||i,j=1,...,n}
nl|All - [|Bl|

Es folgt also, dass
IOl = max{|eij], [4,5 = 1,...,n} < nl|A[] - ||B]|

Wir haben also die Behauptung bewiesen.
Es folgt aus der obigen Behauptung durch Induktion, dass

|cij

A IAC

A Loeayqqe . L1 k
2ol < mn Al = LAl
Wir wihlen ein [ € N mit [ > 2n||A||. Dann gilt fiir £ > [, dass
~nf|A]
FnmlAD = Sl ADTES 75
i
1
2
< LAk
11
= Eﬁ(”HAH)lngik'
—————
Konstante
Wir setzen nun
11 la
C:=——(n||A|)"2".

n il
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Es sei K > [ und ky > k1 > K, dann gilt

ka AF
k=Ek1 || k!

ko 1
CZ;&:kl ?
Czljk:kl Z
OF < 021(—_1-

ki 4r
k=k1 k!

AN IA

Wir sehen also, dass die Partialsummen der Reihe eine Cauchyfolge
bilden. Der endlich dimensionale Vektorraum M (n,R) ist ein Banach-
raum, jede Cauchyfolge konvergiert also, insbesondere konvergiert die
Reihe > 7, ‘]‘C—f. O

Das folgende Lemma wird &hnlich wie Analysis I: Satz 5.12 bewiesen.

Lemma 14.3. Fiir alle A, B € M(n,R) gilt:

Insbesondere ist

d.h. die Matriz e? ist invertierbar.

Satz 14.4. Es sei A eine beliebige n X n—Matriz und v € R"™. Die
Losung ¢ der homogenen linearen autonomen Differentialgleichung

y' = Ay
beziiglich der Anfangsbedingung ¢(0) = v ist gegeben durch

p:R — R»
t — e,

Anders ausgedriickt, der Fluss, welcher durch die Differentialglei-
chung iy = Ay definiert ist, ist gegeben durch

¢:RxR*" — R”
(t,v) — et
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Beweis. Es sei also ¢(t) = eA'v. Dann gilt

’ - . eA(t+h) Aty
(p(t) = hm;HOT

eAteAR) Aty
h

. Ah _;
— 6Az‘, <hmh—>0 e - 1d> v

k
. id+ AR+, ATRF —id
= et (hmhﬁg 2=z u v

- lith_>0

h

= e [ limp0 A+ >0, AR o
limp_,0=0

= eMAv = A(etv) = A - (t).

(In der vorletzten Gleichheit haben wir verwendet, dass e A = Aet,
dies folgt daraus, dass A" und A kommutieren.) O

Wir haben damit, zumindest theoretisch, eine Losung der homogenen
linearen autonomen Differentialgleichung

y' = Ay
gefunden. Aber was soll ¢ — e*v schon heifien?

14.3. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen II.
Zur Erinnerung:

(1) jede symmetrische Matrix A iiber R kann diagonalisiert wer-
den, genauer gesagt, es gibt eine orthogonale Matrix P, so dass
PAP™! eine diagonale Matrix ist.

(2) zu jeder quadratischen Matrix A gibt es eine invertierbare (i.a.
komplexe) Matrix P, so dass PAP~! in Jordan—Form ist, d.h.
PAP™! besteht aus Jordan-Blécken von der Form

A1 0O ... 0
0o X 1 :
: 0
0O ... 0 X 1
0O ... 0 0 X

Die Jordan-Matrix J ist natiirlich nicht notwendigerweise eine re-
elle Matrix, sondern ist i.a. eine komplexe Matrix. Fiir eine komplexe
Matrix A kann man genau wie oben e wie folgt definieren:

oo A”
et = Z — € GL(n,C).

n!
n=0
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Es gelten zudem die gleichen Aussagen wie in Lemma 14.3 fiir komplexe
Matrizen A und B.

Der folgende Satz erlaubt es uns nun e’ fiir eine beliebige Matrix A
schnell zu berechnen:

Satz 14.5. (1) Es sei A eine quadratische Matriz und P eine in-
vertierbare Matriz, dann gilt

1 _
ePAP t:PeAtP 1'

(2) Fir zwei beliebige quadratische Matrizen A, B gilt

Los) ey

0 Bt
(3) Friir
2 n—1
A1 o0 0 1t 5 (;_12),
0 A 1 0 1 ¢ =]
J=|: oo stelt=eM 0 S
0 0 XX 1 0 0 1 t
0 0 0 A 0 0 1

Beweis. (1) Esist

(PAP~1F = PAP'PAP!..... PAP-!
PA--- - AP~' = PAFP-1,

Es folgt, dass
ePAPIt Zzio %(PAP_lt)k
= YaouP(At)FPT

= P (X, qm(Ay)") Pt = Pet Pl
(2) Diese Aussage folgt leicht aus der Beobachtung, dass

(5 -(V 5)

(3) Wir setzen

1 0 0
0 1
0 0 0 1
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Dann gilt

| —

Nwﬁ

?TA

oo
eJt — oAUt _ Nidt Ut _ €>\t§ :
k=0

Nachdem U™ die Nullmatrix ist, folgt, dass

n—1

— 1 k 1 k
> H(Ut) => E(Ut) ;
k=0 k=0
und diese Summe kann man leicht explizit berechnen, und man
sieht, dass
1t 5 .. %?
-
n—1 1 i 0 1 t m
SO = L
h=0 0 0o 1 ¢
0 0 1

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
Yy = Ay mit A = ((1] _01) .

Die Matrix A hat Eigenwerte 4+i mit Eigenvektoren (_1@) und C)

Wir setzen

P:(? g,mmghPUW:(zo>.

—i 1 0 —

Es folgt also, dass

P ! O‘ Pl
eAt — ¢ 0 —2

B L o1\ (e® 0\ (1 i

o o\—t 0 e ®)2\1 —i
1
2

e
Eei + 6_1:2 %(ie“ — e ")
et +et

Il
DO [0 | =

Aus e = cos(t) + isin(¢) folgt nun, dass

em:Cm@-wm@)

sin(t)  cos(t)



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2011 127

Diese Losung hatten weiter oben schon ‘erraten’ (siehe das Beispiel
nach Satz 14.1), aber in diesem Beispiel sehen wir nun, dass wir die
Losung auf lineare Algebra zuriickfithren kénnen.

14.4. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen in
Dimension 2. Sei nun A eine reelle 2 x 2-Matrix. Wir kénnen dann
folgende Fille unterscheiden:

(1)

(2)
(3)

A ist diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten \; < Ay € R.
Wir unterscheiden:

(a) A1, A > 0,

(b) A1, Ao < 0,

() A1 <0< Ag, oder

(d) )\1 = 0 oder )\2 =0.
A ist diagonalisierbar mit komplexen Eigenwerten A und A,
A ist nicht diagonalisierbar.

In allen drei Féllen kénnen wir den Fluss explizit beschreiben.

(1)

Seien vy, vo die Eigenvektoren zu den reellen Eigenwerten A; und
Ao. Es folgt aus der Diskussion in dem vorherigen Kapitel (oder
durch explizites nachrechnen), dass die Kurven ¢ — e*‘y; und
t — e*2tyy sind also Losungskurven. In den vier obigen Féllen
erhalten wir dann folgende Bilder fiir den Fluss. (Bilder gibt es
nur in der Vorlesung)

Es sei nun A = a + b ein komplexer Eigenwert (d.h. b # 0), mit
komplexen Eigenvektor u+iv (wobei u, v € R?). Dann kann man
zeigen (wie im letzten Beispiel im vorherigen Kapitel), dass die
Flusslinien Ellipsen um den Ursprung beschreiben, dabei sind
die Hauptachsen durch u und v gegeben.

Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann besitzt A einen reellen
Eigenwert. 87 Der Fluss ist dann wie folgt gegeben:

87Jede Matrix besitzt einen Eigenwert, wenn eine reelle Matrix einen Eigenwert
X besitzt, dann ist auch A\ ein Eigenwert. Insbesondere, wenn eine reelle Matrix
einen komplexen Eigenwert A\ = a + bi mit b # 0 besitzt, dann besitzt die Matrix
zwei verschiedene Eigenwerte A und . Eine 2 x 2-Matrix mit zwei verschiedenen
Eigenwerten ist aber diagonalisierbar.



