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10.4. Die Künneth-Formel für Kettenkomplexe 129
11. Die Kohomologiegruppen eines topologischen Raums 133
11.1. Duale Kokettenkomplexe 133
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1. Einleitung

In der algebraischen Topologie werden wir topologische Räume mithilfe von algebraischen
Methoden studieren. Etwas genauer gesagt, wir werden topologischen Räumen algebraische
Objekte (z.B. Gruppen, Vektorräume und Ringe) zuordnen. Dies erlaubt uns dann topo-
logische Räume zu unterscheiden und Abbildungen zwischen topologischen Räumen zu
studieren.

In der Topologievorlesung im Sommersemester 2012 hatten wir die Fundamentalgruppe
eines (punktierten) topologischen Raums kennengelernt. Wir erinnern im Folgenden an die
Definition und an einige der grundlegenden Eigenschaften der Fundamentalgruppe.

1.1. Die Definition der Fundamentalgruppe. Im Folgenden sei X durchgehend ein
topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine Abbildung 1 γ : [a, b] → X . Wir nennen γ(a)
den Anfangspunkt von γ und wir nennen γ(b) den Endpunkt von γ. Wir sagen auch γ ist
ein Weg von γ(a) nach γ(b).

Es seien γ0, γ1 : [0, 1] → X zwei Wege, mit gleichem Anfangspunkt P und gleichem
Endpunkt Q. Eine Homotopie zwischen den Wegen f0 und f1 ist eine Abbildung

Γ : [0, 1]× [0, 1]→ Y,

so dass
Γ(t, 0) = γ0(t) und Γ(t, 1) = γ1(t) für alle t ∈ [0, 1],

und so dass
Γ(0, s) = P und Γ(1, s) = Q für alle s ∈ [0, 1].

Wenn eine Homotopie zwischen γ0 und γ1 existiert, dann sagen wir, dass γ0 und γ1 weg-
homotop sind, und wir schreiben γ0 ' γ1.

Eine Homotopie von zwei Wegen besteht also aus einer Familie von Wegen {Γ(−, s)}s∈[0,1]
von P nach Q, welche zwischen den Wegen γ0 und γ1 interpoliert. Dies wird auch in
Abbildung 1 illustriert.

Beispiel. (1) Es seien γ0, γ1 : [0, 1] → Rn zwei Wege in Rn mit gleichem Anfangs- und
Endpunkten. Dann ist

Γ : [0, 1]× [0, 1] → Rn

(t, s) 7→ γ0(t)(1− s) + γ1(t)s

eine Homotopie zwischen γ0 und γ1.
(2) Es sei X = R2 \ {0, 0}. Wir betrachten die Wege

p : [0, 1] → X
t 7→ (cos(πt), sin(πt))

und
q : [0, 1] → X

t 7→ (cos(πt),− sin(πt))

von (0, 1) nach (0,−1). Es scheint so, als wären p und q nicht homotop. Dies ist in
der Tat der Fall, für den Beweis dieser Aussage werden wir allerdings noch mehrere
Wochen benötigen.

1Wenn wir nichts anderes sagen, dann meinen wir mit ‘Abbildung’ immer eine stetige Abbildung.
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Abbildung 1. Schematisches Bild einer Homotopie Γ zwischen γ0 und γ1
von P nach Q.

Wir haben in der Vorlesung Topologie gesehen, dass Homotopie vonWegen eine Äquivalenzrelation
ist. Für einen Weg f : [0, 1] → X bezeichnen wir nun mit [f ] die Äquivalenzklasse von f
bezüglich der Äquivalenzrelation, welche durch Homotopie von Wegen definiert ist. Wir
nennen dann [f ] auch die Homotopieklasse von f .

Es seien nun f, g : [0, 1] → X Wege mit f(1) = g(0). Wir definieren dann das Produkt
von f und g als den Weg f ∗ g, welcher gegeben ist durch 2

[0, 1] → X

t 7→

{
f(2t), wenn t ∈ [0, 1

2
],

g(2t− 1), wenn t ∈ (1
2
, 1].

Wir definieren dann das Produkt der Äquivalenzklassen [f ] und [g] als

[f ] ∗ [g] := [f ∗ g].

2Anschaulich gesprochen ist also f ∗ g der Weg, bei dem wir zuerst entlang f und danach entlang
g laufen. Damit dies weiterhin auf dem ‘Zeitintervall’ [0, 1] passiert, müssen wir entlang f und g mit
‘doppelter Geschwindigkeit’ laufen.
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Diese Definition hängt nicht von der Wahl der Repräsentanten f und g der Äquivalenzklassen
ab.

Der folgende Satz besagt nun, dass das Produkt von Äquivalenzklassen viele Eigenschaf-
ten besitzt, welche wir von Gruppen her kennen.

Satz 1.1. Es seien f, g, h : [0, 1]→ X Wege. Dann gilt:

(1) Wenn f(1) = g(0) und g(1) = h(0), dann gilt 3

[f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h].

(2) Für x ∈ X bezeichnen wir mit ex den durch ex(t) := x definierten konstanten Weg.
Dann gilt

[ef(0) ∗ f ] = [f ] = [f ∗ ef(1)].

(3) Wir bezeichnen mit f den durch f(t) := f(1− t) definierten Weg, dann gilt

[f ∗ f ] = [ef(0)] und [f ∗ f ] = [ef(1)].

In Satz 1.1 haben wir gesehen, dass das Produkt von Wegen viele Eigenschaften einer
Gruppe besitzt. Allerdings bilden die Homotopieklassen von Wegen keine Gruppe, weil im
Allgemeinen ihr Produkt nicht definiert ist. Wir beheben das Problem, in dem wir uns von
nun an auf Schleifen konzentrieren.

Definition. Es sei x0 ∈ X . Eine Schleife in (X, x0) ist ein Weg f : [0, 1] → X mit f(0) =
f(1) = x0, d.h. x0 ist sowohl der Anfangs- als auch der Endpunkt von f .

Satz 1.2. Es sei X ein topologischer Raum und x0 ∈ X. Wir betrachten

π1(X, x0) := {Homotopieklassen von Schleifen in (X, x0)}

zusammen mit der Produktabbildung (f, g) 7→ f ∗ g. Dann ist dies eine Gruppe.

Das triviale Element ist nach Satz 1.1 (2) dabei gegeben durch die Homotopieklasse
der konstanten Schleife [ex0

]. Zudem ist das Inverse der Homotopieklasse einer Schleife
f : [0, 1] → X in x0 nach Satz 1.1 (3) gegeben durch die durch f(t) := f(1 − t) definierte
Schleife.

Definition. Wir nennen π1(X, x0) die Fundamentalgruppe von X bezüglich des Basispunktes
x0. Für f, g ∈ π1(X, x0) schreiben wir oft fg anstatt f ∗ g.

Beispiel. (1) Wir betrachten X = Rn. Es sei x0 ∈ Rn beliebig und es sei f : [0, 1]→ Rn

eine Schleife in (Rn, x0). Dann ist

[0, 1]× [0, 1] → Rn

(t, s) 7→ f(t) · (1− s) + x0 · s

3Anders ausgedrückt, die Wege f ∗ (g ∗ h) und (f ∗ g) ∗ h sind homotop. Man beachte, dass diese Wege
im Allgemeinen nicht gleich sind, nachdem beispielsweise (f ∗ (g ∗h))(12 ) = f(1) und ((f ∗g)∗h)(12 ) = g(1).
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eine Homotopie zwischen den Schleifen f und ex0
. Es folgt also, dass π1(X, x0) = 0.

4

(2) Es gilt 5

π1(S
1, 1) ∼= Z.

Hierbei ist ein Erzeuger der zyklischen Gruppe π1(S
1, x0) gegeben durch die Schleife

[0, 1] → S1

t 7→ e2πit.

(3) Für n ≥ 2 gilt π1(S
n, x0) = 0 für alle x0 ∈ S

n.
(4)

Es ist manchmal hilfreich, sich Schleifen in (X, x0) als Abbildungen f : S1 → X mit
f(1) = x0 zu betrachten. 6

Das folgende Lemma besagt nun, dass eine Schleife f : S1 → X in (X, x0) das triviale Ele-
ment der Fundamentalgruppe π1(X, x0) repräsentiert, genau dann, wenn wir die Abbildung
f auf die Scheibe D2 fortsetzen können.

Lemma 1.3. Eine Abbildung f : S1 → X mit f(1) = x0 repräsentiert das triviale Element
in π1(X, x0) genau dann, wenn es eine Abbildung g : D2 → X mit g|∂D2 = f gibt.

Wir erinnern auch an folgenden Satz aus der Topologievorlesung.

Satz 1.4. Es seien x0, x1 ∈ X, welche durch einen Weg p : [0, 1] → X von x0 nach x1
verbunden sind. Dann ist

π1(X, x1) → π1(X, x0)
[f ] 7→ [p ∗ f ∗ p]

ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere, wenn X ein wegzusammenhängender topologi-
scher Raum ist, dann gilt

π1(X, x0) ∼= π1(X, x1)

für alle x0, x1 ∈ X. 7

Wir hatten in der Topologievorlesung verschiedene Methoden kennengelernt um Funda-
mentalgruppen zu bestimmen:

4Wenn π1(X, x0) die triviale Gruppe ist, dann schreiben wir normalerweise π1(X, x0) = 0. Diese Notation
hat sich eingebürgert, obwohl sie nicht ganz logisch ist: wir verwenden die multiplikative Notation für die
Gruppenoperation auf der Gruppe π1(X, x0), und es wäre daher logischer π1(X, x0) = 1 zu schreiben, wenn
die Gruppe π1(X, x0) trivial ist.

5Wir fassen S1 entweder als Einheitskreis in R2 oder in C auf, je nachdem, welche Notation gerade
einfacher ist.

6Genauer gesagt, eine Schleife f : [0, 1]→ X mit f(0) = f(1) definiert durch e2πit 7→ f(t) eine Abbildung
g : S1 → X mit f(1) = f(e2πi0) = x0. Umgedreht definiert eine Abbildung g : S1 → X mit g(1) = x0 durch
t 7→ g(22πt) eine Schleife f : [0, 1]→ X . Wir werden im Folgenden zwischen diesen beiden Definitionen von
Schleifen hin- und herwechseln.

7Wenn X ein wegzusammenhängender topologischer Raum ist, dann besagt der Satz also, dass der
Isomorphietyp der Fundamentalgruppe nicht von der Wahl des Basispunktes abhängt. Wir bezeichnen
dann manchmal mit π1(X) den Isomorphietyp der Fundamentalgruppe.
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(1) Wenn X ein wegzusammenhängender und einfach zusammenhängender topologi-
scher Raum ist auf dem eine Gruppe G diskret operiert, dann gilt π1(X/G) ∼= G.
Beispielsweise operiert Zn durch Addition auf Rn, und es folgt, dass

π1(R
n/Zn) = Zn.

Wenn n = 1, dann sehen wir wiederum, dass π1(S
1) = π1(R/Z) = Z. Für n = 2

erhalten wir, dass die Fundamentalgruppe des Torus isomorph zu Z2 ist.
(2) Wenn X die Vereinigung von zwei Teilmengen A und B ist, so dass A ∩ B zusam-

menhängend ist, dann besagt der Satz von Seifert-van Kampen, dass wir 8 π1(X)
als amalgamiertes Produkt von den Fundamentalgruppen von A und B schreiben
können.
Man könnte den Satz von Seifert-van Kampen auch als ‘divide et impera’-Satz be-
zeichnen: der Satz ermöglicht es das Verständnis von Fundamentalgruppen auf das
Verständnis von Fundamentalgruppen von kleineren (und hoffentlich besser verstan-
denen) Teilmengen zu reduzieren.

(3) Der Satz von Seifert-van Kampen hat es uns ermöglicht die Fundamentalgruppe
auch von komplizierten topologischen Räumen zu bestimmen. Insbesondere konnten
wir dadurch zeigen, dass der Kleeblattknoten nicht äquivalent zum trivialen Knoten
ist. Zudem konnten wir auch zeigen, dass geschlossene Flächen mit ‘verschiedener
Anzahl von Löchern’ nicht homöomorph sind.

1.2. Induzierte Abbildungen. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen
Räumen und es sei x0 ∈ X ein Basispunkt. Es sei γ : [0, 1]→ X eine Schleife im Punkt x0,
dann ist γ ◦ f : [0, 1]→ Y eine Schleife im Punkt f(x0). Die Abbildung

f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f(x0))
[γ] 7→ [f ◦ γ]

ist wohl-definiert, d.h. f∗([γ]) ist unabhängig von der Wahl des Repräsentanten der Homo-
topieklasse von Schleifen. Die Abbildung f∗ ist zudem ein Gruppenhomomorphismus. Wir
nennen f∗ die von f induzierte Abbildung. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

(idX)∗ = idπ1(X,x0), für alle punktierten Paare (X, x0),

(f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗,
für alle Abbildungen f : (X, x0)→ (Y, y0)
und g : (Y, y0)→ (Z, z0).

Wir werden jetzt sehen, dass induzierte Abbildungen hilfreich sind, um Beziehungen
zwischen topologischen Räumen herzustellen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X ein Teilraum. Wir sagen A ist ein
Retrakt von X , wenn es eine Retraktion r : X → A gibt, d.h. eine Abbildung mit r(a) = a
für alle a ∈ A.

Beispiel. (1) Jeder Punkt in Rn ist ein Retrakt von Rn.

8Unter gewissen technischen Voraussetzungen, welche wir hier unterschlagen
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(2) S1 ist ein Retrakt von D2 \ {0, 0}, in der Tat, die Abbildung

D2 \ {0, 0} → S1

z 7→ z
|z|

ist eine Retraktion. (Hierbei betrachten wir D2 als Teilmenge von C.)
(3) Die Menge S1 ist kein Retrakt von D2. In der Tat, nehmen wir an, es gäbe eine Re-

traktion r : D2 → S1. Wir bezeichnen mit i : S1 → D2 die Inklusionsabbildung. Wir
betrachten dann S1 und D2 mit dem Basispunkt 1 und betrachten dann folgendes
Diagramm

π1(D
2, 1)

r∗

&&MMMMMMMMMM

π1(S
1, 1)

i∗
88qqqqqqqqqq
(r◦i)∗ // π1(S

1, 1).

Dieses Diagramm kommutiert nachdem aus der Funktorialität der Fundamental-
gruppen folgt, dass r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗. Nachdem r eine Retraktion ist, folgt, dass
r ◦ i = idS1 , d.h. (r ◦ i)∗ = (idS1)∗ ist die Identitätsabbildung auf π1(S

1) ∼= Z.
Die untere Abbildung ist also ein Isomorphismus, aber die obere Abbildung fakto-
risiert sich durch die triviale Gruppe, d.h. die Verknüpfung von i∗ und r∗ kann kein
Isomorphismus von Z sein. Wir haben damit einen Widerspruch erhalten.

1.3. Kategorien und Funktoren. In diesem Kapitel führen wir Kategorien und Funk-
toren ein. Diese erlauben uns verschiedene Ergebnisse in einer uniformen Sprache auszu-
drücken.

Definition. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:

(1) Einer Klasse Ob(C) von mathematischen Objekten, welche die Objekte der Kategorie
genannt werden,

(2) zu jedem Paar (X, Y ) von Objekten gibt es eine Menge Mor(X, Y ),
(3) zu je drei Objekten X, Y und Z gibt es eine Abbildung

Mor(X, Y )×Mor(Y, Z) → Mor(X,Z)
(f, g) 7→ g ◦ f

so dass folgende Axiome erfüllt sind:
(K1) (Assoziativität): Es seien f ∈ Mor(W,X), g ∈ Mor(X, Y ) und h ∈ Mor(Y, Z),

dann gilt
(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

(K2) (Identität): Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus idX ∈ Mor(X,X)
mit der Eigenschaft, dass gilt

idX ◦f = f für alle f ∈ Mor(Z,X), und
f ◦ idX = f für alle f ∈ Mor(X, Y ).

Die Abbildung Mor(X, Y )×Mor(Y, Z)→ Mor(X,Z) wird, wie die Notation schon sug-
gestiert, die Verknüpfungsabbildung genannt.
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Beispiel. (a) Wir nennen die KategorieM mit

Ob(M) := alle Mengen,
Mor(X, Y ) := alle Abbildungen von X nach Y ,

mit der üblichen Verknüpfung von Abbildungen die Kategorie aller Mengen.
(b) Wir nennen die Kategorie G mit

Ob(G) := alle Gruppen,
Mor(X, Y ) := Hom(X, Y ) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y ,

mit der üblichen Verknüpfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der
Gruppen.

(c) Wir nennen die Kategorie A mit

Ob(A) := alle abelschen Gruppen,
Mor(X, Y ) := Hom(X, Y ) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y ,

mit der üblichen Verknüpfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der
Gruppen.

(d) Wir nennen die Kategorie T mit

Ob(T ) := alle topologischen Räume,
Mor(X, Y ) := C(X, Y ) := alle stetigen Abbildungen von X nach Y ,

mit der üblichen Verknüpfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen
Räume.

(e) Ein punktierter topologischer Raum ist ein Paar (X, x0), wobei X ein topologischer
Raum ist und x0 ∈ X . Wir nennen die Kategorie P mit

Ob(P) := alle punktierten topologischen Räume,
Mor((X, x0), (Y, y0)) := alle stetigen Abbildungen f von X nach Y

mit f(x0) = y0

mit der üblichen Verknüpfung von Abbildungen die Kategorie der punktierten to-
pologischen Räume.

Definition. Es seien C und D Kategorien. Ein Funktor 9 F : C → D besteht aus einer
Abbildung

F : Ob(C)→ Ob(D)

und für alle X, Y ∈ C gibt es zudem eine Abbildung

Mor(X, Y )→ Mor(F (X), F (Y )),

so dass folgende Axiome erfüllt sind

(F1) F (idX) = idF (X) für alle X ∈ Ob(C),

9Manchmal nennt man solch einen Funktor auch kovarianter Funktor um ihn von den kontravarianten
Funktoren zu unterscheiden.
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(F2) für φ ∈ Mor(X, Y ) und ψ ∈ Mor(Y, Z), gilt

F (ψ ◦ φ) = F (ψ) ◦ F (φ).

In Kapitel 1.2 hatten wir implizit folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.5. Es sei P die Kategorie der punktierten topologischen Räumen und G die Kate-
gorie der Gruppen. Dann ist

Ob(P) → Ob(G)
(X, x0) 7→ π1(X, x0)

zusammen mit den Abbildungen

C((X, x0), (Y, y0)) → Hom(π1(X, x0), π1(Y, y0))
f 7→ f∗

ein Funktor.

1.4. Zusammenfassung. Die Fundamentalgruppe eines punktierten topologischen Raum-
es ermöglicht es uns in vielen Fällen zu zeigen, dass gewisse topologische Räume nicht
homöomorph sind (beispielsweise können wir die 2-Sphäre vom Torus unterscheiden). Wir
haben zudem viele Methoden kennengelernt, um die Fundamentalgruppe eines topologi-
schen Raumes zu bestimmen. En besonders wichtiges Ergebnis ist dabei der Satz von
Seifert-van Kampen, welcher es ermöglicht, die Bestimmung der Fundamentalgruppe auf
die Bestimmung der Fundamentalgruppen von geeignet gewählten Untermengen zurück-
zuführen. Die Fundamentalgruppe definiert zudem einen Funktor von der Kategorie der
punktierten topologischen Räume zur Kategorie der Gruppen. Wir konnten damit bei-
spielsweise zeigen, dass S1 kein Retrakt von D2 ist.

Es gibt allerdings auch viele Fragestellungen, bei denn uns die Fundamentalgruppe nicht
weiter hilft. Beispielsweise haben alle Sphären Sn mit n ≥ 2 eine triviale Fundamentalgrup-
pe. Wir benötigen daher weitere Invarianten von topologischen Räumen. In der Topologie-
vorlesung hatten wir die höheren Homotopiegruppen eingeführt. Diese Gruppen sind zwar
relativ leicht zu definieren, aber im Allgemeinen sind diese Gruppen selbst in einfachen
Beispielen kaum zu berechnen. Beispielsweise sind viele der höheren Homotopiegruppen
von den Sphären Sn, n ≥ 2 unbekannt.

In dieser Vorlesung werden wir die Homologiegruppen eines topologischen Raumes ein-
führen. Diese Gruppen sind relativ leicht zu definieren, aber es wird eine zeitlang dauern,
bis wir diese für topologische Räume bestimmen können. Die Gruppen werden es uns dann
aber unter anderem ermöglichen, die höher-dimensionalen Sphären zu unterscheiden.

2. Die Homologiegruppen eines topologischen Raumes

2.1. Singuläre Ketten. Wir bezeichnen im Folgenden mit

∆n := {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x0 + · · ·+ xn = 1 und xi ≥ 0 für alle i = 0, . . . , n}

den Standard n-Simplex. Für n = 0 ist dies gerade der Punkt {1} ∈ R, für n = 1 ist dies
die Strecke von (1, 0) nach (0, 1) und für n = 2 ist dies das von (1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, 0, 1)
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aufgespannte Dreieck.
Ein singulärer n-Simplex in einem topologischen RaumX ist eine Abbildung σ : ∆n → X .

Wir betrachten dann 10

Cn(X) := freie abelscheGruppe,welche von den singulärenn-Simplizes inX aufgespanntwird.

Ein Element in Cn(X) ist also eine formale Summe

a1σ1 + · · ·+ akσk

wobei a1, . . . , ak ∈ Z und σ1, . . . , σk singuläre n–Simplizes sind. 11 Wir bezeichnen ein
Element in Cn(X), also eine Linearkombination

∑k
i=1 aiσi, als singuläre Kette in X .

Wenn n = 0, dann ist ein singulärer n-Simplex eine Abbildung des Punktes ∆0 nach X .
Eine solche Abbildung ist eindeutig durch den Bildpunkt in X festgelegt. Wir werden
deshalb oft singuläre 0-Simplizes einfach mit den dazugehörigen Bildpunkten bezeichnen.

10In der Definition der Fundamentalgruppe π1(X, x0) hatten wir alle Abbildungen f : [0, 1] → X mit
der Zusatzbedingung f(0) = f(1) = x0 betrachtet. Mithilfe dieser Zusatzbedingung konnten wir Schleifen
problemlos verknüpfen. Jetzt betrachten wir alle Abbildungen von ∆n nach X . Diese Abbildungen haben
keine offensichtliche Verknüpfung. Wir schaffen uns daher eine Gruppenstruktur mit ‘brachialer Gewalt’,
in dem wir einfach die von den Abbildungen erzeugte freie abelsche Gruppe betrachten.

11Es sei M eine beliebige Menge. Die von M aufgespannte freie abelsche Gruppe ist streng genommen
definiert als

A(M) := {f : M → Z | es gibt nur endlich viele m ∈M mit f(m) 6= 0},

d.h. die Menge aller Funktionen, welche nur auf endlich vielen Elemente in M einen Wert ungleich null
annimmt. Für f, g ∈ A(M) definieren wir dann

f + g : M → Z
m 7→ f(m) + g(m).

Es ist offensichtlich, dass f + g in A(M) liegt. Wir können daher A(M) als abelsche Gruppe auffassen. Für
jedes m ∈M bezeichnen wir dann mit m auch die Abbildung

M → Z

n 7→

{
1, wenn n = m,
0, sonst.

Jedes Element in A(M) kann dann eindeutig als Linearkombination von endlich vielen m ∈M geschrieben
werden.
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Es sei nun f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen Räumen. Für jedes n
betrachten wir dann die induzierte Abbildung

f∗ : Cn(X) → Cn(Y )∑k
i=1 ai · σi 7→

∑k
i=1 ai · f ◦ σi.

Es ist nun leicht zu überprüfen, dass X 7→ Cn(X) und f 7→ f∗ einen Funktor von der
Kategorie der topologischen Räume zur Kategorie der abelschen Gruppe definiert.

Haben wir nun damit einen Fortschritt gemacht, sind wir dem Ziel, topologische Räume
besser zu verstehen, näher gerückt? Nicht wirklich. Wenn X eine Mannigfaltigkeit der
Dimension ≥ 1 ist, dann gibt es für jedes n überabzählbar viele Abbildungen ∆n → X ,
d.h. die Gruppe Cn(X) ist eine freie abelsche Gruppe mit überabzählbar vielen Erzeugern.
Mit solch unübersichtlichen Gruppen wollen wir nicht arbeiten.

2.2. Definition der Homologiegruppen eines topologischen Raums. Es sei σ : ∆n →
X ein singulärer n-Simplex. Der Rand ∂nσ ∈ Cn−1(X) von σ ist definiert als

∂σ : =
n∑

j=0

(−1)j ·

(
∆n−1 → X

(t0, . . . , tn−1) → σ(t0, . . . , tj−1, 0, tj, . . . , tn−1)

)
.

Wir können das auch etwas formaler aufschreiben. Für j ∈ {0, . . . , n} betrachten wir die
Abbildung

inj : ∆
n−1 → ∆n

(t0, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , tj−1, 0, tj, . . . , tn−1).

Dann gilt

∂nσ =
n∑

j=0

(−1)j · σ ◦ inj .

Beispielsweise gilt für einen singulären 1-Simplex σ : ∆1 → X , dass 12

(2.1) ∂σ = (−1)0 · σ ◦ i10 + (−1)1 · σ ◦ i11 = σ(0, 1)− σ(1, 0).

Wir können die Abbildung σ 7→ ∂σ auch fortsetzen zu einer Abbildung

∂n : Cn(X) → Cn−1(X)∑k
i=1 aiσi 7→

∑k
i=1 ai · ∂σi,

welche wir als die n-te Randabbildung bezeichnen. Wir sagen, c =
∑k

i=1 aiσi ist ein n-
dimensionaler Zykel (oder kurz, n-Zykel), wenn ∂c = 0.

Diese Rand-Abbildungen haben die folgende fundamentale Eigenschaft:

Satz 2.1. Für alle n ist
∂n−1 ◦ ∂n : Cn(X)→ Cn−2(X)

die Nullabbildung.

12Hier verwenden wir wieder die Konvention, dass wir singuläre 0-Simplizes einfach mit den Bildpunkten
bezeichnen.
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dass ∂n−1(∂n(σ)) = 0 für jeden singulären n-Simplex σ : ∆n →
X . Es sei also σ : ∆n → X ein singulärer n-Simplex. Dann gilt

∂n−1(∂n(σ)) = ∂n−1

(
n∑

j=0

(−1)j · σ ◦ inj

)

=
n−1∑
k=0

(−1)k
n∑

j=0

(−1)j · (σ ◦ inj ) ◦ i
n−1
k

=
n−1∑
k=0

n∑
j=0

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k ).

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Ausdruck σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k ) genau zweimal, und mit entge-

gengesetzten Vorzeichen, auftaucht. Aus den Definitionen folgt leicht, dass 13

(2.2) inj ◦ i
n−1
k =

{
in−1
k ◦ inj−1, wenn j > k,
ink+1 ◦ i

n−1
j , wenn j ≤ k.

Es folgt nun, dass

∂n−1(∂n(σ))

=
n−1∑
k=0

n∑
j=0

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k )

=
∑

0=k<j≤n

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k ) +

∑
0=j≤k≤n−1

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k )

=
∑

0=k<j≤n

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k ) +

∑
0=j≤k≤n−1

(−1)k+j · σ ◦ (ink+1 ◦ i
n−1
j )

=
∑

0=k<j≤n

(−1)k+j · σ ◦ (inj ◦ i
n−1
k ) +

∑
0=j<l≤n

(−1)l+j−1 · σ ◦ (inl ◦ i
n−1
j )

= 0.

Die erste Gleichheit folgt dabei aus den Definitionen, die dritte folgt aus (2.2), die vierte
aus der Substitution l = k + 1, und die letzte, nachdem sich die ersten Summanden mit
den zweiten Summanden wegheben. �

Der Satz besagt also, dass wir für jedes n folgende Inklusion haben:

Im{∂n+1 : Cn+1(X)→ Cn(X)} ⊂ Ker{Cn(X)→ Cn−1(X)}.

Wir definieren nun die n-te Homologiegruppe von X als die Quotientengruppe

Hn(X) := Ker{Cn(X)→ Cn−1(X)} / Im{∂n+1 : Cn+1(X)→ Cn(X)}.

Die Homologiegruppe misst also, inwieweit n-dimensionale Zykel der Rand von (n+ 1)-di-
mensionalen singulären Ketten sind. Insbesondere erhalten wir folgendes Lemma sofort aus
den Definitionen:

13Wenn j > k, dann sind die ‘Nullen’ bei (inj ◦ i
n−1
k )(t0, . . . , tn−1) an den Stellen k und j. Andererseits,

wenn j ≤ k, dann sind die ‘Nullen’ bei (inj ◦ i
n−1
k )(t0, . . . , tn−1) an den Stellen j und k + 1.
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Lemma 2.2. Es gilt Hn(X) = 0 genau dann, wenn jeder n-dimensionale Zykel der Rand
einer (n + 1)-dimensionalen singulären Kette ist.

Wir beschließen das Kapitel mit zwei Bezeichnungen:

(1) Wenn c ein n-Zykel in X ist, dann nennen wir [c] ∈ Hn(X) die Homologieklasse von
c.

(2) Wir sagen zwei Zykel sind homolog, wenn sie die gleiche Homologieklasse repräsentieren.
Ein n-Zykel c heißt zudem nullhomolog, wenn [c] = 0 ∈ Hn(X).

2.3. Illustrationen zur Definition von den Homologiegruppen. In Abbildung 2 skiz-
zieren wir den Rand von einem singulären 1-Simplex. Ein singulärer 1-Simplex kann aufge-
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–+∂f =

i11

X

i10

σ

Abbildung 2. Rand eines singulären 1-Simplex.

fasst werden als eine Abbildung σ von dem ‘Intervall’ ∆1 nach X . Der Rand von σ ist dann
der ‘Endpunkt’ σ(0, 1) ‘minus’ dem ‘Anfangspunkt σ(1, 0)’. Hierbei fassen wir Punkte in
X wiederum als singuläre 0-Simplizes auf.

In Abbildung 3 skizzieren wir den Rand von einem singulären 2-Simplex. Wir sehen, dass
wir den Rand ∂σ von σ : ∆n → X wie folgt erhalten:

(1) wir schränken σ auf die n+ 1 ‘Seitenflächen’ von ∆n ein,
(2) wir identifizieren die ‘Seitenflächen auf geeignete Weise jeweils mit ∆n−1, und
(3) wir bilden dann die Summe über diese singulären (n − 1)-Simplizes mit geeignet

gewähltem Vorzeichen.

Wir wenden uns nun der Abbildung 4 vor. Wir sehen drei singuläre Ketten auf dem
Torus, und es ist leicht zu sehen, dass alle drei singuläre Ketten Zykeln sind. Es stellt sich
nun die Frage, welche von diesen Zykeln null-homolog sind. In Abbildung 5 sehen wir, dass
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Abbildung 3. Rand eines singulären 2-Simplex.

+ - +- + + +++

ca bca b gf h

Abbildung 4. Drei Beispiele von 1-dimensionalen Zykeln auf dem Torus.

der erste Zykel a− b + c in Abbildung 4 der Rand von einem singulären 2-Simplex D ist.
Man kann leicht sehen, dass der zweite Zykel, a+ b+ c in Abbildung 4 nicht der Rand von
einem singulären 2-Simplex ist. Andererseits zeigen wir in Aufgabe 3 vom Übungsblatt 1,
dass b+ b ein nullhomologer Zykel ist, d.h. es gibt ein E ∈ C2(X), so dass b+ b = ∂E. Es
folgt also, dass

a+ b+ c = a+ ∂E − b+ c = a− b+ c+ ∂E = ∂D + ∂E = ∂(D + E),

d.h. a+ b+ c ist ebenfalls nullhomolog.
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Abbildung 5. Der erste Zykel in Abbildung 4 ist der Rand einer 2-dimen-
sionalen singulären Kette.

Es ist nicht klar, ob der dritte Zykel in Abbildung 4 ebenfalls der Rand einer 2-dimen-
sionalen singulären Kette ist. Wir werden später sehen, dass dies nicht der Fall ist. Der
Beweis ist allerdings aufwendig, und wir müssen uns erst einige Techniken erarbeiten.

2.4. Erste Berechnungen von Homologiegruppen. Wir haben also die Homologie-
gruppen als Quotient von zwei freien abelschen Gruppen definiert, welche im Allgemeinen
von unendlich vielen Element erzeugt werden. Wir werden sehen, dass erstaunlicherweise
die Homologiegruppen oft endlich erzeugte abelsche Gruppen sind. Ein erstes Beispiel für
dieses Phänomen ist folgendes Lemma.

Lemma 2.3. Es sei X ein wegzusammenhängender nicht-leerer topologischer Raum und
P ein Punkt in X. Dann ist die Abbildung

ι : Z → H0(X)
n 7→ n · [P ]

ein Isomorphismus, insbesondere gilt also H0(X) ∼= Z.

Beweis. Es sei X ein nicht-leerer topologischer Raum. Wir betrachten folgende sogenannte
Augmentationsabbildung:

ε : C0(X) → Z∑k
i=1 aiσi 7→

∑k
i=1 ai.

Wir wollen nun zuerst zeigen, dass ε eine Abbildung H0(X)→ Z definiert, d.h. wir müssen

zeigen, dass ε(∂c) = 0 für alle c ∈ C1(X). Es sei also c =
∑k

i=1 aiσi ∈ C1(X). Dann gilt
nach (2.1), dass

ε(∂c) = ε

(
k∑

i=1

ai∂σi

)
= ε

(
k∑

i=1

aiσi(0, 1)− aiσi(1, 0)

)
=

k∑

i=1

ai −
k∑

i=1

ai = 0.
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Wir erhalten also, dass folgende Abbildung

ε : H0(X) → Z

[
∑k

i=1 aiσi] 7→
∑k

i=1 ai

wohl-definiert ist.
Wir nehmen nun an, dass X wegzusammenhängend ist, und dass wir einen Punkt P in

X gewählt haben. Es ist klar, dass ε ◦ ι = idZ, insbesondere ist ε surjektiv. Um zu zeigen,
dass ι ein Isomorphismus ist, genügt es nun zu zeigen, dass ε injektiv ist.

Es seien also Q1, . . . , Qk Punkte in X und a1, . . . , ak ∈ Z, so dass

ε

(
k∑

i=1

aiQi

)
=

k∑

i=1

ai = 0.

Wir wählen einen Punkt P in X . Nachdem X wegzusammenhängend ist können wir für
jedes i = 1, . . . , k einen Weg von P nach Qi finden. Anders ausgedrückt, wir können für
jedes i = 1, . . . , k einen singulären 1-Simplex σi mit ∂σi = Qi − P finden. Dann gilt aber,
dass

∂

(
k∑

i=1

aiσi

)
=

k∑

i=1

ai∂σi =
k∑

i=1

ai(Qi − P ) =
k∑

i=1

aiQi +

(
k∑

i=1

ai

)

︸ ︷︷ ︸
=0

· P =
k∑

i=1

aiQi,

d.h.
∑k

i=1 aiQi = 0 ∈ H1(X). �

In den Übungen werden wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 2.4. Es sei X ein topologischer Raum, welcher aus einem Punkt besteht. Dann
gilt

H0(X) ∼= Z und Hn(X) = 0 für alle n > 0.

Die Berechnung von H0(X) in Lemma 2.3 und die Berechnung der Homologie eines
Punktes in Lemma 2.4 sind die einzigen Berechnungen von Homologiegruppen von wegzu-
sammenhängenden topologischen Räumen, welche man ‘per Hand’ durchführen kann. Für
alle weiteren Räume benötigen wir die Methoden, welche wir in den kommenden Kapiteln
erarbeiten werden.

2.5. Algebraische Kettenkomplexe. Bevor wir mit der Diskussion von Homologiegrup-
pen fortfahren ist es hilfreich, ein paar algebraische Definitionen einzuführen.

Ein (algebraischer) Kettenkomplex (C∗, ∂∗) ist eine Folge

→ Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1

−−−→ . . . C1
∂1−→ C0 → 0

von Abbildungen zwischen abelschen Gruppen, so dass für alle i gilt ∂i−1 ◦ ∂i = 0. Wir
definieren dann die n-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes ganz analog zur Homologie
eines topologischen Raumes:

Hn(C) := Ker{∂n : Cn → Cn−1} / Ker{∂n+1 : Cn+1 → Cn}.
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Wie zuvor bezeichnen wir Elemente im Kern von ∂n : Cn → Cn−1 als Zykel. Zudem sagen
wir, dass ein Zykel z ∈ Cn null-homolog ist, wenn [z] = 0 ∈ Hn(C).

Eine Kettenabbildung f : C∗ → D∗ zwischen Kettenkomplexen 14 besteht aus einer Ab-
bildung fn : Cn → Dn für jedes n, so dass für jedes n gilt: 15

fn−1 ◦ ∂n = ∂n ◦ fn.

Anders ausgedrückt, wir erhalten ein kommutatives Diagramm von Abbildungen:

∂ // Cn+1
∂ //

fn+1

��

Cn
∂ //

fn
��

Cn−1
∂ //

fn−1

��
∂ // Dn+1

∂ // Dn
∂ // Dn−1

∂ //

Wir können nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 2.5. Es sei f : C∗ → D∗ eine Kettenabbildung zwischen Kettenkomplexen C∗ und
D∗. Dann ist die Abbildung

f∗ : Hn(C) → Hn(D)
[c] 7→ [fn(c)]

wohl-definiert.

Wir bezeichnen im Folgenden die Abbildung f∗ : Hn(C) → Hn(D) als die durch die
Kettenabbildung f induzierte Abbildung.

Beweis. Es sei c ∈ Cn ein Zykel. Dann gilt ∂(fn(c)) = fn−1(∂c) = fn(0) = 0, d.h. fn(c) ∈ Dn

ist ebenfalls ein Zykel. Wenn nun c, d ∈ Cn Zykel sind, welche das gleiche Element in Hn(C)
repräsentieren, dann gibt es ein e ∈ Cn+1 mit ∂e = c − d. Dann folgt aber wiederum aus
der definierenden Eigenschaft einer Kettenabbildung, dass

fn(c)− fn(d) = fn(c− d) = fn(∂e) = ∂fn+1(e),

d.h. fn(c) und fn(d) repräsentieren das gleiche Element in Hn(D). �

Wir können die obigen Ergebnisse auch etwas formaler aufschreiben. Wir betrachten jetzt
die Kategorie K der Kettenkomplexe, hierbei ist

Ob(K) := alle Kettenkomplexe,
Mor(C∗, D∗) := alle Kettenabbildungen von C∗ nach D∗.

Folgendes Lemma folgt nun leicht aus Lemma 2.5 und aus den Definitionen:

14Wir ünterdrücken normalerweise die Notation für die Randabbildungen in den Kettenkomplexen. D.h.
anstatt zu sagen, ‘sei (C∗, ∂∗) ein Kettenkomplex’ sagen wir einfach, ‘sei C∗ ein Kettenkomplex’.

15Genauer gesagt, gilt für alle c ∈ C, dass fn−1(∂n(c) = ∂n(fn(n)), wobei wir auf der linken Seite
die Randabbildung Cn → Cn−1 betrachten, und auf der rechten Seite betrachten wir die Randabbildung
Dn → Dn−1, welche wir ebenfalls mit ∂n bezeichnen. In der Praxis ist es normalerweise offensichtlich,
welche Randabbildung wir betrachten.
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Lemma 2.6. Für jedes n definiert

C∗ 7→ Hn(C)
(f : C∗ → D∗) 7→ (f∗ : Hn(C)→ Hn(D))

einen Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe zur Kategorie der abelschen Gruppen.

2.6. Die Funktoreigenschaft von Homologiegruppen. Es sei nun f : X → Y eine
Abbildung zwischen topologischen Räumen. Wir hatten schon gesehen, dass f für jedes n
eine Abbildung

f∗ : Cn(X) → Cn(Y )∑k
i=1 ai · σi 7→

∑k
i=1 ai · f ◦ σi.

induziert. Für einen singulären n-Simplex σ : ∆n → X gilt dabei, dass

f∗(∂σ) = f∗

(
n∑

j=0

(−1)j · σ ◦ inj

)
=

n∑

j=0

(−1)j · f ◦ (σ ◦ inj ) =
n∑

j=0

(−1)j · (f ◦ σ) ◦ inj = ∂(f∗σ).

Diese Aussage gilt, wegen der Linearität der Rand-Abbildungen auch für jedes c ∈ Cn(X),
d.h. es gilt

(2.3) f∗(∂c) = ∂(f∗c).

Wir haben also bewiesen, dass f∗ : C∗(X)→ C∗(Y ) eine Kettenabbildung ist. Anders aus-
gedrückt, wir haben folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 2.7. Die Abbildungen

topologischer Raum X 7→ C∗(X)
(f : X → Y ) 7→ (f∗ : C∗(X)→ C∗(Y ))

sind ein Funktor von der Kategorie T der topologischen Räume zur Kategorie K der Ket-
tenkomplexe.

Wir erhalten daher aus Lemma 2.5 sofort folgendes Lemma.

Lemma 2.8. Die Abbildung

f∗ : Hn(X) → Hn(Y )

[
∑k

i=1 ai · σi] 7→ [
∑k

i=1 ai · (f ◦ σi)]

ist wohl-definiert.

Kombinieren wir nun Lemmas 2.7 und 2.6 erhalten wir folgendes Lemma.

Lemma 2.9. Für jedes n sind die Abbildungen

X 7→ Hn(X)

(f : X → Y ) 7→

(
f∗ : Hn(X) → Hn(Y )

[
∑k

i=1 ai · σi] 7→ [
∑k

i=1 ai · (f ◦ σi)]

)
.

wohl-definiert, und sie definieren einen Funktor von der Kategorie der topologischen Räume
zur Kategorie der abelschen Gruppe.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 21

2.7. Direkte Produkte und direkte Summen. Es sei nun Gi, i ∈ I eine Familie von
Gruppen. Wir definieren dann das direkte Produkt

∏

i∈I

Gi := { alle Zuordnungen i 7→ gi wobei gi ∈ Gi}.

Das direkte Produkt ist wiederum eine Gruppe bezüglich der Gruppenstruktur

(ai)i∈I(bi)i∈I 7→ (aibi)i∈I .

Wir betrachten zudem auch die direkte Summe⊕

i∈I

Gi := {(gi)i∈I ∈
∏

i∈I

Gi | es gibt nur endlich viele i ∈ I mit gi 6= e}.

Man beachte, dass die direkte Summe eine Untergruppe des direkten Produkts der Gi, i ∈ I
ist. 16 Wir schreiben ein Element in der direkten Summe der Gi oft als formale Summe

gi1 + · · ·+ gil

wobei gij ∈ Gij mit i1, . . . , il ∈ I.

Beispiel. Es ist
∏

i∈N R = alle reellwertigen Folgen i 7→ ai, und⊕
i∈N R = alle reellwertigen Folgen i 7→ ai bei denen nur endlich viele

Folgenglieder ungleich null sind..

Im Allgemeinen ist das direkte Produkt ‘deutlich größer’ als die direkte Summe. Beispiels-
weise ist

∏
i∈N Z überabzählbar während ⊕i∈NZ abzählbar ist. 17

Wir wenden uns nun wieder den Kettenkomplexen zu. Es seien C∗ und D∗ Kettenkom-
plexe, dann bezeichnen wir mit C∗ ⊕D∗ folgenden Kettenkomplex

→ Cn ⊕Dn → Cn−1 ⊕Dn−1 → Cn−2 ⊕Dn−2 → . . .
cn + dn 7→ ∂(cn) + ∂(dn)

Ganz analog kann man nun auch die direkte Summe von einer Familie von Kettenkomplexen
definieren. Folgendes Lemma wir in den Übungen bewiesen:

Lemma 2.10. Es sei Ca, a ∈ A eine Familie von Kettenkomplexen. Dann induzieren die
Inklusionen Ca →

⊕
a∈A Ca einen Isomorphismus

⊕

a∈A

Hn(Ca)
∼=
−→ Hn

(⊕

a∈A

Ca

)
.

Wir können jetzt zum Abschluß folgendes Lemma formulieren und beweisen:

16Ganz analog kann man auch das direkte Produkt bzw. die direkte Summe von Ringen, Algebren,
Vektorräumen usw. definieren.

17Warum?
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Lemma 2.11. Es sei X ein topologischer Raum mit Wegzusammenhangskomponenten
Xa, a ∈ A. Wir bezeichnen für jedes a ∈ A mit ia : Xa → X die Inklusionsabbildung.
Dann ist die Abbildung ⊕

a∈A

ia :
⊕

a∈A

C∗(Xa)→ C∗(X)

ein Isomorphismus von Kettenkomplexen. Insbesondere sind für jedes n die Abbildungen
⊕

a∈A

ia∗ :
⊕

a∈A

Hn(Xa)→ Hn(X)

Isomorphismen.

Das Lemma besagt also insbesondere, dass die Homologiegruppen eines topologischen
Raums X die direkte Summe der Homologiegruppen der Wegzusammenhangskomponen-
ten von X ist. Anders ausgedrückt, das zeigt, dass es in den meisten Fällen genügt die
Homologiegruppen von wegzusammenhängenden topologischen Räumen zu studieren.

Beweis. Nachdem der Standardsimplex ∆n zusammenhängend ist, liegt das Bild einer Ab-
bildung σ : ∆n → X in einer Wegzusammenhangskomponente Xa. Es folgt daraus, dass die
Abbildung ⊕

a∈A

ia :
⊕
a∈A

Cn(Xa) → Cn(X)

(
∑k

i=1 ci(σ : ∆
n → Xai)) 7→ (

∑k
i=1 ci(σ : ∆

n → Xai))

ein Isomorphismus von freien abelschen Gruppen ist. Aus den Definitionen folgt zudem
sofort, dass dies eine Kettenabbildung ist. Die zweite Aussage folgt nun aus Lemma 2.10.

�

3. Homologie und Homotopien

3.1. Kettenhomotopien. Wir führen in diesem Kapitel ein Kriterium dafür ein, dass zwei
Kettenabbildungen die gleichen Abbildungen auf den Homologiegruppen definieren.

Es seien f, g : C∗ → D∗ Kettenabbildungen zwischen Kettenkomplexen C∗ und D∗. Eine
Kettenhomotopie P besteht aus Abbildungen Pn : Cn → Dn+1, so dass für jedes n gilt:

∂n+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂n = fn − gn.

Wenn es eine Kettenhomotopie zwischen Kettenabbildungen f und g gibt, dann nennen wir
f und g kettenhomotop und wir schreiben f ' g. Es ist manchmal hilfreich, die Abbildungen
in einem Diagramm zusammenzufassen:

∂ // Cn+1
∂ //

f∗,g∗

��

Cn
∂ //

f∗,g∗

��

Pn

}}{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{
Cn−1

∂ //

f∗,g∗

��

Pn−1

}}{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{

∂ // Dn+1
∂ // Dn

∂ // Dn−1
∂ //
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Wir können nun folgendes Lemma formulieren.

Lemma 3.1. Es seien f, g : C∗ → D∗ kettenhomotope Kettenabbildungen zwischen Ketten-
komplexen. Dann gilt für alle n, dass

f∗ = g∗ : Hn(C)→ Hn(D).

Beweis. Es sei also P = (Pn) eine Kettenhomotopie zwischen f und g. Dann gilt für einen
Zykel z ∈ Cn, dass

f(z)− g(z) = (f − g)(z) = (∂P + P∂)(z) = (∂P )(z) + P ∂z︸︷︷︸
=0

= ∂Pz,

d.h. f(z) und g(z) sind homolog. �

Es seien dazu C∗ und D∗ Kettenkomplexe.

(1) Eine Kettenabbildung f : C∗ → D∗ ist eine Homotopieäquivalenz zwischen C∗ und
D∗, wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h. eine Kettenabbildung g : D∗ → C∗

mit g ◦ f ' idC und f ◦ g ' idD.
(2) Wenn es eine Homotopieäquivalenz zwischen C∗ und D∗ gibt, dann sagen wir, dass

die Kettenkomplexe C∗ und D∗ homotopieäquivalent sind und wir schreiben C∗ '
D∗.

Für später halten wir nun folgendes Korollar zu Lemma 3.1 fest:

Korollar 3.2. Es sei f : C∗ → D∗ eine Homotopieäquivalenz zwischen Kettenkomplexen,
dann sind die induzierten Abbildungen f∗ : Hn(C)→ Hn(D) Isomorphismen.

3.2. Homologie und homotope Abbildungen. Es seien f, g : X → Y zwei Abbildungen
zwischen topologischen Räumen. Zur Erinnerung, eine Homotopie zwischen den Abbildun-
gen f und g ist eine Abbildung

F : X × [0, 1]→ Y,

so dass
F (x, 0) = f(x) und F (x, 1) = g(x) für alle x ∈ X .

Wenn eine Homotopie zwischen f und g existiert, dann sagen wir, dass f und g homotop
sind und wir schreiben f ' g. Eine Homotopie ‘interpoliert’ also zwischen den Abbildungen
f und g.

Satz 3.3. Es seien f, g : X → Y zwei Abbildungen zwischen topologischen Räumen. Wenn
f und g homotop sind, dann sind f∗ und g∗ kettenhomotope Abbildungen C∗(X)→ C∗(Y ).
Insbesondere gilt für jedes n, dass

f∗ = g∗ : Hn(X)→ Hn(Y ).

Beweis. Es sei also F : X× [0, 1]→ Y eine Homotopie zwischen Abbildungen f, g : X → Y .
Unsere Aufgabe ist es nun eine Kettenhomotopie zwischen f∗ und g∗ zu finden.

Es sei also σ : ∆n → X gegeben. Wir wollen also, mithilfe der Homotopie X× [0, 1]→ Y
dem singulären n-Simplex σ eine singuläre (n + 1)-Kette in Y zuzuorden. Betrachten wir
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dazu Abbildung 6. Wir sehen insbesondere, dass F ◦(σ×id[0,1]) eine Abbildung ∆
n×[0, 1]→

Y definiert. Dies ist ein guter Anfang, nachdem ∆n× [0, 1] etwas (n+1)-dimensionales ist.
Allerdings ist dies kein (n + 1)-Simplex. Die Idee ist nun, ∆n × [0, 1] als Vereinigung von
(n+ 1)-Simplizes zu betrachten.

In Abbildung 6 sehen wir beispielsweise, dass wir ∆1× [0, 1] als Vereinigung der Dreiecke
mit den Ecken v0, w0, w1 bzw. v0, v1, w1 auffassen können.

Um diese Beobachtung zu verallgemeinern brauchen wir noch etwas mehr Notation. Für
i = 0, . . . , n schreiben wir im Folgenden

vi := (0, . . . , 1, 0, . . . , 0)× 0 ∈ Rn+1 × 0,
wi := (0, . . . , 1, 0, . . . , 0)× 1 ∈ Rn+1 × 1.

Die Punkte v0, . . . , vn spannen also den Simplex ∆n× 0 auf, die Punkte v0, . . . , vn spannen
den Simplex ∆n × 1 auf. Zudem spannen für jedes i die Punkte v0, . . . , vi, wi, . . . , wn einen
(n+ 1)-Simplex auf, und die Vereinigung dieser (n+ 1)-Simplizes ist gerade ∆n × [0, 1].

Wir bezeichnen nun mit ei wie üblich die Standardbasis des euklidischen Raums. Für
a1, . . . , ak+1 ∈ ∆n × [0, 1] betrachten wir dann die Abbildung

[a1, . . . , ak+1] : ∆
k → ∆n × [0, 1]

(λ1, . . . , λk+1) 7→
∑k+1

j=1 λjaj .

Die Abbildung [a1, . . . , ak+1] schickt also den Standard k-Simplex ∆k auf den von ‘a1, . . . , ak+1

aufgespannten Simplex’ in ∆n× [0, 1]. Für einen singulären n-Simplex σ : ∆n → X definie-
ren wir nun

Pnσ : =

n∑

j=0

(−1)jF ◦ (σ × id[0,1]) ◦ [v0, . . . , vj, wj, . . . , wn]

und wir bezeichnen zudem mit Pn : Cn(X)→ Cn+1(Y ) die dadurch festgelegte Abbildung.
Nach Lemma 3.1 genügt es nun folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung.

∂P + P∂ = f∗ − g∗.

Für einen singulären n-Simplex σ : ∆n → X gilt

∂Pnσ = ∂

(
n∑

j=0

(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vj, wj, . . . , wn]

)

=
n+1∑
k=0

(−1)k
n∑

j=0

(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vj, wj, . . . , wn] ◦ i
n+1
k .
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∆1

aufgespannt durch v0, w0, w1

aufgespannt durch v0, v1, w1

w0

g

σ × id

g

f

F

v0

σ

f

v1

[v0, v1, w1]

w1

[v0, w0, w1]

X

Y

X × [0, 1]

Abbildung 6. Aufteilung von ∆1 × [0, 1].

Ein bisschen überlegen zeigt nun, dass 18

[v0, . . . , vj, wj, . . . , wn] ◦ i
n+1
k =

{
[v0, . . . , v̂k, . . . , vj, wj, . . . , wn], wenn k ≤ j,
[v0, . . . , vj, wj, . . . , ŵk−1, . . . , wn], wenn k > j.

Es folgt also, dass

∂Pnσ =
∑

0≤k≤j≤n

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , v̂k, . . . , vj , wj, . . . , wn]

+
∑

n+1≥k>j≥0

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vj , wj, . . . , ŵk−1, . . . , wn].

18Der erste Fall, k ≤ j ist etwas einfacher: man muss sich überlegen, wohin die h-te Ecke eh vom
Standard n-Simplex geschickt wird. Wenn h < h, dann schickt in+1

k die h-te Ecke wiederum auf die h-te

Ecke, und [v0, . . . , vj , wj , . . . , wn] schickt diese Ecke auf vh. Wenn h ≥ k, dann schickt in+1
k die h-te Ecke

wiederum auf die (h+1)-te Ecke, und [v0, . . . , vj , wj , . . . , wn] schickt diese Ecke dann auf vh+1. Wenn k ≤ j
entspricht dies also gerade der Abbildung [v0, . . . , v̂k, . . . , vj , wj , . . . , wn].
Der zweite Fall, k > j, wird ganz analog bewiesen.
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Wir brechen jetzt die Summen auf in k = j und k < j, sowie in k = j + 1 und k > j + 1.
Wir sehen dann, dass

∂Pnσ =
n∑

k=0

(−1)2kF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vk−1, wk, . . . , wn]

+
n+1∑
k=1

(−1)2k+1F ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vk−1, wk, . . . , wn]

+
∑

0≤k<j≤n

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , v̂k, . . . , vj, wj, . . . , wn]

+
∑

n+1≥k>j+1≥1

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vj, wj, . . . , ŵk−1, . . . , wn].

Hierbei verwenden wir die gängige Notation, dass v̂k und ŵk−1 bedeutet, dass der jeweilige
Eintrag ausgelassen wird.

Betrachten wir nun die ersten beiden Summen. Die Summanden heben sich weg, bis auf
die Summanden für k = 0 und k = n+ 1. Wir erhalten also, dass

(3.1)

∂Pnσ = F ◦ (σ × id) ◦ [w0, . . . , wn]
−F ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vn]

+
∑

0≤k<j≤n+1

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , v̂k, . . . , vi, wi, . . . , wn]

+
∑

n+1≥k>j+1≥1

(−1)k(−1)jF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵk, . . . , wn].

Der erste Summand ist gerade g ◦ σ = g∗(σ) und der zweite ist −f ◦ σ = −f∗(σ). Es
verbleibt zu zeigen, dass die restlichen Summanden gerade −P∂(σ) ergeben.

Dies zeigt man durch explizites ausrechnen. Wir berechnen zuerst, dass

Pn−1∂(σ) = P

(
n−1∑
s=0

(−1)sσ ◦ ins

)

=
n∑

r=0

(−1)r
n∑

s=0

(−1)sF ◦ (σ ◦ ins × id) ◦ [v0, . . . , vr, wr, . . . , wn−1].

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

ins ◦ [v0, . . . , vr, wr, . . . , wn−1] =

{
[v0, . . . , v̂s, . . . , vr+1, wr+1, . . . , wn], wenn s ≤ r,

[v0, . . . , vr, wr, . . . , ŵs−1, . . . , wn], wenn s > r.

Wir erhalten also, dass
(3.2)
Pn−1∂(σ) =

∑
0≤s≤r≤n−1

(−1)r(−1)sF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , v̂s, . . . , vr+1, wr+1, . . . , wn]

+
∑

n≥s>r≥0

(−1)r(−1)sF ◦ (σ × id) ◦ [v0, . . . , vr, wr, . . . , ŵs−1, . . . , wn].

Wenn wir jetzt im ersten Term von (3.2) die Substitutionen s = k, r = j − 1 durchführen
und im zweiten Term von (3.2) die Substitutionen s = k − 1, r = j − 1 durchführen, dann
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sehen wir sofort, dass diese Terme gerade das negative der entsprechenden Terme in (3.1)
sind.

Wir haben damit die Behauptung, dass ∂P = f∗ − g∗ − P∂ bewiesen. �

Es seien X und Y topologische Räume.

(1) Eine stetige Abbildung f : X → Y ist eine Homotopieäquivalenz zwischen X und
Y , wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h. eine stetige Abbildung g : Y → X
mit g ◦ f ' idX und f ◦ g ' idY .

(2) Wenn es eine Homotopieäquivalenz zwischen X und Y gibt, dann sagen wir, dass
die Räume X und Y homotopieäquivalent sind und wir schreiben X ' Y .

Wir erhalten jetzt folgendes Korollar zu Satz 3.3.

Korollar 3.4. Es seien X und Y topologische Räume.

(1) Wenn f : X → Y eine Homotopieäquivalenz ist, dann ist die induzierte Abbildung
f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) ein Isomorphismus.

(2) Wenn X und Y homotopieäquivalent sind, dann gilt Hn(X) ∼= Hn(Y ).

Wir sagen ein topologischer Raum X ist zusammenziehbar, wenn X homotopieäquivalent
ist zu Y = {∗}, d.h. zum Raum, welcher aus genauer einem Punkt besteht. In der Topolo-
gievorlesung hatten wir beispielsweise gesehen, dass Rn und Dn zusammenziehbar sind. Es
folgt nun aus Lemma 2.4 und aus Korollar 3.4, dass

(3.3) Hi(D
n) ∼= Hi(R

n) ∼=

{
Z, wenn i = 0,
0, wenn i > 0.

Bemerkung. Wie in der Topologievorlesung bezeichnen wir mit [f ] die Homotopieäquiva-
lenzklasse einer Abbildung f : X → Y , und wir bezeichnen [X, Y ] die Menge der Äquiva-
lenzklassen von Abbildungen von X nach Y . Wir hatten zudem in der Topologievorlesung,
dass

Ob(H) := alle topologischen Räume,
Mor(X, Y ) := [X, Y ]

mit der Verknüpfung

Mor(X, Y )×Mor(Y, Z) → Mor(X,Z)
([f ], [g]) 7→ [f ◦ g]

eine Kategorie H bildet. In diesem Fall sind die Morphismen also nicht mehr Abbildungen,
sondern nur noch Äquivalenzklassen von Abbildungen. Satz 3.3 besagt also, dass für jedes
n die Abbildungen X 7→ Hn(X) und [f ] 7→ f∗ : Hn(X) → Hn(Y ) einen Funktor von der
KategorieH zur KategorieA der abelschen Räume definiert. Wir erhalten also insbesondere
folgendes kommutative Diagramm von Kategorien:

T
X 7→X //

X 7→Hn(X)   A
AA

AA
AA

A H

X 7→Hn(X)~~||
||

||
||

A.
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3.3. Die erste Homologiegruppe und die Fundamentalgruppe. Es sei (X, x0) ein
punktierter topologischer Raum. Wir betrachten folgende Abbildung:

Φ: Schleifen in (X, x0) → C1(X)

(γ : [0, 1]→ X) 7→

(
∆1 → X

(1− t, t) 7→ γ(t)

)
.

Wir können dazu folgenden Satz beweisen.

Satz 3.5. (1) Für jede Schleife γ ist Φ(γ) ein Zykel.
(2) Die Abbildung γ induziert eine wohl-definierte Abbildung

Φ(X,x0) : π1(X, x0) → H1(X)
[γ] 7→ [Φ(γ)].

(3) Die Abbildung Φ(X,x0) : π1(X, x0)→ H1(X) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen werden in Übungsblatt 2 bewiesen. Der Beweis der
dritten Aussage ist auch nicht schwierig, das Argument wird in Abbildung 7 skizziert. �

Es stellt sich nun die Frage ob die Abbildung Φ(X,x0) : π1(X, x0) → H1(X) surjektiv
und/oder injektiv ist. Die Abbildung Φ ist im Allgemeinen nicht surjektiv, denn π1(X, x0)
hängt nur von der Wegzusammenhangskomponente von x0 aber, während H1(X) alle Weg-
zusammenhangskomponenten von X sieht. Dies ist allerdings auch schon das einzige Hin-
dernis, dass Φ surjektiv ist.

Genauer gesagt, es gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.6. Es sei X ein wegzusammenhängender Raum und x0 ∈ X, dann ist

Φ: π1(X, x0)→ H1(X)

surjektiv.

Beweis. Es sei c =
∑k

i=1 aiσi ein Zykel in C1(X). In dem wir die möglicherweise die Ori-

entierung der σi umdrehen können wir nach Übungsblatt 1 o.B.d.A. annehmen, dass alle
Koeffizienten ai größer als null sind. Zudem, indem wir nicht darauf bestehen, dass die
σi disjunkt sind, können wir annehmen, dass a1 = · · · = ak = 1. Für jedes i wählen wir
jetzt einen Pfad pi vom Basispunkt x0 zum Anfangspunkt σi(1, 0) von σi. Wir bezeichnen
dann mit pi den Pfad mit umgekehrter Orientierung, und wir fassen pi und pi wie üblich
auch als singuläre 1-Simplizes in X auf. Nach Aufgabe 4 vom Übungsblatt 1 ist pi + pi ein
nullhomologer Zykel für jedes i.

Nachdem ∂c = 0 tauchen die Endpunkte der σi genauso oft als Anfangspunkte der σi
auf. D.h. es gibt eine Permutation s ∈ Sk, so dass für jedes i der Endpunkt σi(0, 1) gerade
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Φ(f)

f

Φ Φ

f

Φ(fg)

gg

X
x0

(f, g) 7→ fg

Φ(g)
+

homolog nach Aufgabe 1 von Übungsblatt 2

Abbildung 7. Skizze für den Beweis, dass Φ(fg) = Φ(f) + Φ(g).

der Anfangspunkt σs(i)(1, 0) von σs(i) ist. Dann gilt in H1(X), dass

c =
∑

i=1

σi =
k∑

i=1

σi +
k∑

i=1

pi +
k∑

i=1

pi =
k∑

i=1

pi + σi + ps(i)︸ ︷︷ ︸
Bild einer

Schleife in X, x0

.

Wir sehen also, dass [c] ∈ Φ(π1(X, x0)). �

Es ist leicht zu sehen, dass Φ im Allgemeinen nicht injektiv ist, denn π1(X, x0) ist in vielen
Fällen eine nichtabelsche Gruppe, aber eine nicht-abelsche Gruppe kann keine Untergruppe
einer abelschen Gruppe sein.

Wir erinnern nun an eine Definition aus der Topologievorlesung. Es sei π eine Gruppe.
Für x, y ∈ π bezeichnen wir mit [x, y] := xyx−1y−1 den Kommutator von x und y. Wir
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σ1 + σ2 ist das Bild unter Φ
vom Produkt der blauen
und der roten Schleife

p1

p2σ1 σ2

x0

Abbildung 8. Skizze für den Beweis, dass Φ surjektiv ist.

nennen

[π, π] := {
k∏

i=1

[xi, yi] | x1, y1, . . . , xk, yk ∈ π〉

die Kommutatoruntergruppe von π. 19 Die Gruppe π/[π, π] ist abelsch, denn für alle g, h ∈ π
gilt

gh [π, π] = hg · g−1h−1gh [π, π] = hg · [g−1, h−1]︸ ︷︷ ︸
∈[π,π]

[π, π] = hg [π, π].

Wir nennen πab := π/[π, π] die Abelianisierung von π.
In der Topologievorlesung hatten wir gesehen, dass die Abelianisierung ‘der größte abel-

sche Quotient’ von π ist. Genauer gesagt, wir haben gesehen, dass wenn α : G → H ein

19Die Kommutatoruntergruppe ist in der Tat eine Untergruppe: offensichtlich ist [π, π] multitplikativ

geschlossen und für
∏k

i=1[xi, yi] ist das Inverse

(
k∏

i=1

[xi, yi]

)−1

=

1∏

i=k

[xi, yi]
−1 =

1∏

i=k

[yi, xi].

Die Kommutatoruntergruppe ist zudem eine normale Untergruppe von π. Dies sieht man leicht aus

a(

k∏

i=1

[xi, yi])a
−1 =

k∏

i=1

a[xi, yi]a
−1

und aus

a[x, y]a−1 = axyx−1y−1a−1 = axa−1aya−1ax−1a−1ay−1a−1 = [axa−1, aya−1].
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Homomorphismus zu einer abelschen Gruppe ist, dann existiert genau ein Homomorphis-
mus β : G/[G,G]→ H , so dass folgendes Diagramm kommutiert:

G //

α
$$H

HHHHHHHHH G/[G,G]

β

��
H.

Wenn F = 〈x1, . . . , xm〉 eine freie Gruppe in m Erzeugern ist, dann sieht man nun leicht,
dass Fab = F/[F, F ] ∼= Zm.

Es folgt also, dass Φ: π1(X, x0) → H1(X) eine Abbildung Φ: π1(X, x0)ab → H1(X)
induziert. Wir erhalten jetzt folgenden Satz.

Satz 3.7. Es sei X ein wegzusammenhängender Raum und x0 ∈ X, dann ist

Φ: π1(X, x0)ab → H1(X)

ein Isomorphismus.

Beweis. Es folgt aus Lemma 3.6, dass die Abbildung Φ: π1(X, x0)ab → H1(X) surjektiv
ist. Die Tatsache, die Abbildung Φ: π1(X, x0)ab → H1(X) injektiv ist, wird in Hatcher:
Algebraic Topology auf Seite 167 bewiesen.

Wir wollen den Beweis nur in einem Spezialfall skizzieren. Den allgemeinen Beweis in
Hatcher kann man als Verallgemeinerung von folgenden Argument auffassen. 20

Nehmen wir an, dass wir eine eingebettete Kurve c ⊂ X haben, welche eine orientier-
bare Fläche von Geschlecht g berandet. Wir werden jetzt zuerst argumentieren, dass c
nullhomolog ist, und danach werden wir uns davon überzeugen, dass c in der Kommuta-
toruntergruppe von π = π1(X) liegt.

Wir wollen also zuerst zeigen, dass c = 0 ∈ H1(X). Wir teilen dazu die Fläche in
‘Dreiecke’ Di auf, wobei wir die Dreiecke so wählen, so dass sich zwei verschiedene Dreiecke
entweder gar nicht, in einem Eckpunkt oder in einer Kante überlappen. Die Orientierung
der Fläche gibt uns dann für jedes Dreieck eine Orientierung, d.h. eine ‘Durchlaufrichtung’
für die Eckpunkte. Für jedes Dreieck Di wählen wir jetzt eine Abbildung σi : ∆

2 → D,
so dass die Durchlaufrichtung der Ecken erhalten bleibt. (Hierbei verwenden wir für ∆2

die Durchlaufrichtung (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Wir bezeichnen nun mit ki die Kanten der
Dreiecke im Inneren der Fläche und wir bezeichnen mit li die Kanten der Dreiecke am Rand.
Für die Kanten ki wählen wir eine beliebige Orientierung und wir bezeichnen dann mit ki die
Kanten mit entgegengesetzter Orientierung. Für die Kanten li wählen wir die Orientierung,
welche durch die Orientierung der Fläche gegeben ist. Die Kanten im Inneren tauchen genau
zweimal als Rand eines 2-Simplizes auf, jedoch mit entgegengesetzter Orientierung. Es folgt

20Was nun folgt ist natürlich nur eine Aneinanderreihung von suggestiven Argumenten, aber keineswegs
ein Beweis.
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c

Beim Rand ∂(
∑

i σi) tauchen die inneren Kanten
zweimal mit entgegengestzter Orientierung auf.

Fläche F zerlegt in orientierte Dreiecke Di

jedes orientierte Dreieck Di definiert
einen singulären 2-Simplex σi : ∆

2 → Di

bei dem die Ecken von ∆2

orientierungserhaltend
auf die Ecken von Di geschickt werden

Abbildung 9. Skizze für den Beweis, dass c = 0 ∈ H1(X), wenn c der Rand
einer orientierbaren Fläche ist.

nun, dass

∂

(∑

i

Di

)
=
∑

i

∂Di =
∑

j

(kj + kj) +
∑

j

lj .

Es folgt aus Übungsblatt 1 Aufgabe 4, dass kj +kj = ∂Ej für ein Ej ∈ C2(X). Zudem folgt
aus Übungsblatt 2 Aufgabe 1, dass

∑
j lj = c+∂F für ein F ∈ C2(X). Wir sehen also, dass

∂

(∑

i

Di −
∑

j

Ej − ∂F

)
= c.

Wir haben also gezeigt, dass c = 0 ∈ H1(X).
Wir wollen nun zeigen, dass c auch das triviale Element in πab ist. Wir fassen dazu die

Fläche als 4g-gon auf. Die Kurve c ist dann homotop zu

x1y1x
−1
1 y−1

1 · · · · · xgygx
−1
g y−1

g ,

d.h. c ist ein Kommutator. �

Wir können also jetzt die Berechnungen von Homologiegruppen aus der Topologievorle-
sung verwenden um die ersten Homologiegruppen von verschiedenen topologischen Räumen
zu bestimmen.

Korollar 3.8. (1) Es ist H1(S
n) = 0 für n ≥ 1.
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Wenn wir eine Scheibe entfernen,
dann ist die Randkurve c homotop

zu x1y1x
−1
1 y−1

1 x2y2x
−1
2 y−1

2

x1

x−1
1

y−1
1

y1

Fläche aufgefasst als Oktagon
mit je zwei Seiten identifiziert

y2

x−1
2

y−1
2

x2

Abbildung 10. Skizze für den Beweis, dass die Randkurve ein Produkt von
Kommutatoren ist.

(2) Wenn Σ eine geschlossene Fläche von Geschlecht g ist, dann gilt H1(Σ) ∼= Z2g.
Insbesondere gilt für den Torus T , dass H1(T ) ∼= Z2.

(3) Wenn K ein Knoten ist, dann gilt H1(S
3 \K) ∼= Z.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen leicht aus Satz 3.7 und aus den Berechnungen
in der Topologievorlesung.

Wir skizzieren nun noch den Beweis der dritten Aussage. Es sei also K ⊂ S3 ein Knoten.
Wir hatten in der Topologievorlesung gesehen, dass

π := π1(S
3 \K) = 〈x1, . . . , xk | r1, . . . , rk〉

wobei jedes ri von der Form

ri = x−1
i xεis(i)xi+1x

−εi
s(i)

mit εi ∈ {−1, 1} ist. (Hierbei betrachten wir die Indizes modulo k.) Die Element x−1
i xεis(i)xi+1x

−εi
s(i),

i = 1, . . . , k sind also trivial in π. Betrachten wir das Bild davon in der Abelianisierung,
dann sehen wir, dass

x−1
i xεis(i)xi+1x

−εi
s(i) = x−1

i xi+1 · x
εi
s(i)x

−εi
s(i) = x−1

i xi+1 ∈ πab.

Für jedes i gilt also, dass xi = xi+1 ∈ πab. Wir sehen also, dass πab von x1 erzeugt wird.
Wir müssen nun noch zeigen, dass πab eine unendliche zyklische Gruppe ist. Wir betrachten
dazu die Abbildung

π1(S
3 \K) → Z

xi 7→ 1,
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welche offensichtlich wohl-definiert ist. Diese Abbildung faktorisiert sich durch πab, d.h. es
gibt einen Homomorphismus von πab auf Z. Wir hatten schon gesehen, dass πab zyklisch
ist, es folgt nun also, dass πab ∼= Z. �

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung nur wenig Gebrauch von Satz 3.7 machen,
insbesondere werden wir die Homologiegruppen der Räume in Korollar 3.8 auch mit anderen
Methoden bestimmen.

Wir beschließen das Kapitel noch mit etwas Kategorientheorie. Wir haben jetzt gese-
hen, dass wir einem punktierten topologischen (X, x0) die Gruppen π1(X, x0) und H1(X)
zuordnen, und es gibt eine dazugehörige Abbildung ΦX : π1(X, x0) → H1(X). Wenn wir
die Fundamentalgruppe und die erste Homologiegruppe als Funktoren betrachten, dann
können wir den Zusammenhang auch etwas formaler aufschreiben. Dafür benötigen wir
den Begriff der natürlichen Transformation zwischen zwei Funktoren.

Es seien C und D Kategorien und es seien F,G : C → D Funktoren. Eine natürliche
Transformation zwischen F und G ordnet jedem X ∈ Ob(C) einen Morphismus ΦX :
F (X) → G(X) zu, so dass für jeden Morphismus f : X → Y in C folgendes Diagramm
kommutiert:

F (X)
F∗(f) //

ΦX

��

F (Y )

ΦY

��
G(X)

G∗(f) // G(Y ).

Mit dieser Definition können wir nun folgenden Satz formulieren.

Satz 3.9. Die Abbildungen

Φ(X,x0) : π1(X, x0)→ H1(X)

definieren eine natürliche Transformation zwischen den Funktoren 21

P → G
(X, x0) 7→ π1(X, x0)

und

P → G
(X, x0) 7→ H1(X).

Der Beweis des Satzes folgt leicht aus den Definitionen. Wir überlassen das als freiwillige
Übungsaufgabe.

21Zur Erinnerung, P ist die Kategorie der punktierten topologischer Räume und G ist die Kategorie der
Gruppen.
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4. Lange exakte Sequenzen und die Homologie von Quotientenräumen

4.1. Lange exakte Sequenzen. In diesem Kapitel werden wir einen Satz formulieren,
welcher es uns erlaubt die Homologiegruppen von Sphären zu bestimmen. Um den Satz zu
formulieren benötigen wir allerdings noch ein paar Definitionen.

(1) Eine Folge (oder Sequenz) von Abbildungen

. . . An+1
fn+1

−−→ An
fn
−→ An−1

fn−1

−−→ An−2 → . . .

heißt exakt, wenn für jedes n gilt:

Ker(fn) = Im(fn+1).

Beispielsweise ist 0 → A
f
−→ B exakt genau dann, wenn f injektiv ist. Zudem ist

A
f
−→ B → 0 exakt genau dann, wenn f surjektiv ist. Insbesondere, wenn 0→ A

f
−→

B → 0 exakt ist, dann ist f ein Isomorphismus.
(2) Es sei nun X ein topologischer Raum und A ⊂ X . Wir sagen, A ist ein Defor-

mationsretrakt, wenn es eine Abbildung

F : X × [0, 1]→ X

gibt, so dass 22

F (x, 0) = x für alle x ∈ X,
F (a, t) = a für alle a ∈ A, und
F (x, 1) ∈ A für alle x ∈ X .

Beispielsweise ist 0 ein Deformationsretrakt von Dn und auch von Rn. Zudem kann
man leicht sehen, dass Sn−1 ein Deformationsretrakt von

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ‖(x1, . . . , xn)‖ ∈ (0, 1]}

ist.
(3) Es sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Im Beweis von Lemma 2.3 hatten wir

gesehen, dass die Augmentationsabbildung

ε : H0(X) → Z

[
∑k

i=1 aiσi] 7→
∑k

i=1 ai

eine wohl-definierte surjektive Abbildung ist. Wir definieren nun

H̃n(X) :=

{
Hn(X), wenn n > 0, und
Ker{ε : H0(X)→ Z}, wenn n = 0.

Wir bezeichnen im Folgenden H̃n(X) als die reduzierte Homologie von X . Es folgt
beispielsweise aus (3.3), dass H̃n(D

k) = H̃n(Rk) = 0 für alle n. In den Übungen

22 Zur Erinnerung, A ist ein Retrakt von X , wenn es eine Abbildung r : X → A mit r(a) = a für alle
a ∈ A gibt. Ein Deformationsretrakt ist offensichtlich ein Retrakt, aber nicht umgedreht. Beispielsweise ist
1 ∈ S1 ein Retrakt von S1 aber kein Deformationsretrakt. Warum?
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werden wir zeigen, dass jede Abbildung f : X → Y eine Abbildung f∗ : H̃0(X) →
H̃0(Y ) induziert, so dass

X 7→ H̃0(X)

(f : X → Y ) 7→ (f∗ : H̃0(X)→ H̃0(Y ))

einen Funktor von der Kategorie der topologischen Räume zur Kategorie der abel-
schen Gruppe definiert.

Wir können nun folgenden Satz formulieren.

Satz 4.1. Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge mit folgender Eigenschaft:

(∗) Es gibt eine offene Umgebung U von A in X, so dass A ein Deformationsretrakt
von U ist. 23

Wir bezeichnen mit i : A→ X die Inklusion und mit p : X → X/A die Projektionsabbildung.

Dann gibt es für jedes n eine Abbildung ∂ : H̃n(X/A)→ H̃n−1(A), so dass die Abbildungen

. . . H̃n+1(X/A)
∂
−−→

→ H̃n(A)
i∗−−→ H̃n(X)

p∗
−−−→ H̃n(X/A)

∂
−−→

→ H̃n−1(A)
i∗−−→ . . .

eine exakte Sequenz ergeben.

Der Beweis von Satz 4.1 wird uns längere Zeit beschäftigt halten. Wir wollen daher zuerst
im nächsten Kapitel anhand von Beispielen sehen, dass dieser Satz den Aufwand verdient.

4.2. Die Homologiegruppen der Sphären. In der Topologievorlesung hatten wir die
höheren Homotopiegruppen πn(X) eines topologischen Raums eingeführt. Wir konnten
diese jedoch nur in sehr wenigen trivialen Fällen bestimmen. Selbst die höheren Homoto-
piegruppen von Sphären sind im Allgemeinen weiterhin unbekannt.

Mithilfe von Satz 4.1 können wir jetzt jedoch die Homologiegruppen von Sphären be-
stimmen. Die Homologiegruppen sind also zwar von der Definition her vielleicht weniger
natürlich als die höheren Homotopiegruppen, aber sie sind deutlich leichter zu bestimmen.

Satz 4.2. Für jedes n gilt

H̃k(S
n) ∼=

{
Z, wenn k = n, und
0, wenn k 6= n.

Anders ausgedrückt, für n > 0 gilt

Hk(S
n) ∼=

{
Z, wenn k = 0 oder k = n, und
0, wenn k 6= 0, n.

23Die Bedingung (∗) ist in den meisten Fällen, welche im ‘echten Leben’ auftauchen erfüllt.
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Zudem gilt

Hk(S
0) ∼=

{
Z2, wenn k = 0, und
0, wenn k 6= 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n. Wenn n = 0, dann besteht Sn = S0

aus zwei Punkten, und der Satz folgt aus Lemmas 2.4 und 2.11.
Nehmen wir nun an, dass die Aussage des Satzes für n − 1 gilt. Wir wollen dann die

reduzierte Homologie von Sn bestimmen. Aus der Topologie-Vorlesung wissen wir, dass Sn

homöomorph zu Dn/Sn−1. Wir haben schon gesehen, dass Sn−1 ein Deformationsretrakt
von

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ‖(x1, . . . , xn)‖ ∈ (0, 1]}

ist. Wir können daher Satz 4.1 auf X = Dn und A = Sn−1 anwenden. Wir erhalten also
die exakte Sequenz

. . . → H̃k+1(D
n)

p∗
−→ H̃k+1(D

n/Sn−1)
∂
−→

→ H̃k(S
n−1)

i∗−→ H̃k(D
n)

p∗
−→ H̃k(D

n/Sn−1)
∂
−→

→ H̃k−1(S
n−1)

i∗−→ . . .

Aus der Induktionsvoraussetzung, aus dem Homöomorphismus Sn ∼= Dn/Sn−1 und aus der

Tatsache, dass H̃i(D
n) = 0 für alle i, erhalten wir nun folgende exakte Sequenz:

. . . → 0
p∗
−→ H̃k+1(S

n)
∂
−→

→ H̃k(S
n−1)

i∗−→ 0
p∗
−→ H̃k(S

n)
∂
−→

→ H̃k−1(S
n−1)

i∗−→ . . .

Insbesondere erhalten wir also für jedes k eine exakte Sequenz

0→ H̃k+1(S
n)

∂
−→ H̃k(S

n−1)→ 0.

Diese Abbildungen sind also Isomorphismen, und wir sehen, dass

H̃k(S
n) = H̃k−1(S

n−1) ∼=

{
Z, wenn k = n, und
0, wenn k 6= n.

Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung. �

In der Topologievorlesung hatten wir mithilfe von elementaren Argumenten gezeigt, dass
R nicht homöomorph zu R2 ist. Wir hatten zudem mithilfe der Fundamentalgruppe bewie-
sen, dass R2 nicht homöomorph zu Rn für n ≥ 3 ist. Wir können nun folgende Verallge-
meinerung zeigen.

Satz 4.3. Es gilt

Rk ∼= Rl ⇔ k = l.
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Beweis. Es sei ϕ : Rk → Rl ein Homöomorphismus. Wir wählen einen Punkt P ∈ Rk und
wir setzen Q := f(P ). Dann sind auch Rk \ {P} und Rl \ {Q} homöomorph. Andererseits
ist Rk \ {P} homotopieäquivalent zu Sk−1 und Rl \ {Q} ist homotopieäquivalent zu Sl−1.
Aus Satz 4.2 und aus Korollar 3.4 folgt dann für alle i, dass

H̃i(S
k−1) ∼= H̃i(R

k \ {P}) ∼= H̃i(R
l \ {Q}) ∼= H̃i(S

l−1).

Aus Satz 4.2 folgt nun, dass k = l. �

Wir hatten die Fundamentalgruppe also benützt um zu zeigen, dass S1 kein Retrakt von
D2 ist. Genau das gleiche Argument, zusammen mit Satz 4.2, liefert uns nun folgenden
Satz.

Satz 4.4. Die Teilmenge Sn−1 ist kein Retrakt von Dn. 24

Beweis. Nehmen wir an, es gäbe eine Retraktion r : Dn → Sn−1. Wir bezeichnen mit
i : Sn−1 → Dn die Inklusionsabbildung. Wir betrachten dann folgendes Diagramm

H̃n−1(D
n)

r∗

''OOOOOOOOOOO

H̃n−1(S
n−1)

i∗
77ppppppppppp

(r◦i)∗ // H̃n−1(S
n−1).

Dieses Diagramm kommutiert nachdem aus der Funktorialität der Homologiegruppen folgt,
dass r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗. Nachdem r eine Retraktion ist, folgt, dass r ◦ i = idSn−1 , d.h.

(r ◦ i)∗ = (idSn−1)∗ ist die Identitätsabbildung auf H̃n−1(S
n−1) ∼= Z. Die untere Abbildung

ist also ein Isomorphismus, aber die obere Abbildung faktorisiert sich durch die triviale
Gruppe, d.h. die Verknüpfung von i∗ und r∗ kann kein Isomorphismus von Z sein. Wir
haben damit einen Widerspruch erhalten. �

Korollar 4.5. Jede Abbildung f : Dn → Dn besitzt einen Fixpunkt, d.h. für jede Abbildung
f : Dn → Dn gibt es einen Punkt x ∈ Dn, so dass f(x) = x. 25

Beweis. Nehmen wir an, es gibt eine Abbildung f : Dn → Dn ohne einen Fixpunkt. Nach-
dem f keinen Fixpunkt besitzt, gibt es für jedes x genau einen Strahl der von f(x) ausgeht
und durch x verläuft. Wir betrachten dann folgende Abbildung:

Φ: Dn → Dn

x 7→
der Schnittpunkt von Sn mit dem eindeutig bestimmten
Strahl von f(x) nach x.

Man kann nun zeigen, dass Φ stetig ist. Es ist offensichtlich, dass Φ(x) = x für alle x ∈ Sn−1,
und dass Φ(x) ∈ Sn−1 für alle x ∈ Sn−1. Die Abbildung Φ ist also eine Retraktion von Dn

auf Sn−1. Dies ist aber nach Satz 4.4 nicht möglich. Wir haben also einen Widerspruch
erhalten. �

24Welchem Satz aus der Analysis I entspricht der Fall n = 1?
25Wie kann man die Aussage im Fall n = 1 mit den Methoden aus der Analysis I beweisen?
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x

Φ(x)
f(x)

4.3. Kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen. Nach den Anwendungen von
Satz 4.1 im letzten Kapitel wenden wir uns nun dem Beweis von Satz 4.1 zu. In diesem Ka-
pitel werden wir dazu erst einmal unsere algebraischen Methoden weiterentwickeln, welche
uns dann später die Sequenz von Satz 4.1 liefern werden.

Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz

0→ A→ B → C → 0,

welche aus maximal drei nicht-trivialen Gruppen besteht. Eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

0→ A∗
i
−→ B∗

p
−→ C∗ → 0

besteht aus Kettenabbildungen i : A∗ → B∗ und p : B∗ → C∗, so dass für jedes n die
Abbildungen

0→ An
i
−→ Bn

p
−→ Cn → 0

eine kurze exakte Sequenz bilden. Wir können nun folgenden Satz formulieren.

Satz 4.6. Es sei

0→ A∗
i
−→ B∗

p
−→ C∗ → 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann existiert für jedes n eine Abbildung

∂n : Hn(C)→ Hn−1(A),

so dass

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(B)

p∗
−→ Hn(C)

∂
−→ Hn−1(A)

i∗−→ Hn−1(B)
p∗
−→ . . .

eine exakte Sequenz bildet.
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Beweis. Es ist hilfreich, einen ‘Ausschnitt’ von der exakten Sequenz von Kettenkomplexen
zu betrachten:

0 // An+1
i //

∂n+1

��

Bn+1
p //

∂n+1

��

Cn+1
//

∂n+1

��

0

0 // An
i //

∂n
��

Bn

p //

∂n
��

Cn
//

∂n
��

0

0 // An−1
i //

∂n−1

��

Bn−1
p //

∂n−1

��

Cn−1
//

∂n−1

��

0

0 // An−2
i // Bn−2

p // Cn−2
// 0.

Wir wollen zuerst eine Abbildung

∂n : Hn(C)→ Hn−1(A)

definieren. Es sei also [c] ∈ Hn(C). Dann ist c = p(b) für ein b ∈ Bn. Aus der Kommutati-
vität des Diagrams folgt, dass

p(∂b) = ∂p(b) = ∂c = 0.

Nachdem die zweite horizontale Reihe im obigen Diagramm exakt ist, folgt also, dass
p(∂b) = i(a) für ein eindeutig bestimmtes a ∈ An−1. Wir setzen jetzt

∂([c]) := [a].

Behauptung. Das Element a ist in der Tat ein Zykel und diese Definition hängt nicht von
den Wahlen von c und b ab.

Die Beweise für diese und die weiteren Behauptung sind nicht besonders schwierig und
erfolgen durch ‘Diagrammjagd’. (oder auch ‘diagram chasing’). Zuerst, es gilt

i(∂a) = ∂i(a) = ∂(∂b) = 0,

nachdem i injektiv ist, folgt auch, dass ∂a = 0. Wir zeigen nun, dass die Homologieklasse
[a] nur von der Homologieklasse [c] abhängt.

(1) Wenn wir einen anderen Repräsentaten für [c] wählen würden, dann wäre dieser
von der Form c + ∂c′ für ein c′ ∈ Cn+1. Dann gibt es ein b′ ∈ Bn+1 mit p(b′) = c′

und aus der Kommutativität des Diagramms folgt, dass p(b+∂b′) = p(b)+p(∂b′) =
c + ∂b(p′) = c + ∂c′. Nachdem ∂(p + ∂b′) = ∂b sind wir beim gleichen Element in
Bn−1 gelandet wie oben.

(2) Wenn wir ein anderes Element in Bn gewählt hätten, dann wäre dieses von der
Form b+ i(a′). Dann gilt aber ∂(b+ i(a′)) = ∂b+∂(i(a′)) = ∂b+ i(∂a′) = i(a+∂a′).
Nachdem [a] = [a + ∂a′] ändert sich die Homologieklasse nicht.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
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Behauptung. Die Abbildung
∂n : Hn(C)→ Hn−1(A)

ist ein Homomorphismus.

Es seien also [c1] und [c2] gegeben. Für j = 1, 2 wählen wir dann bj wie in der Definition
von ∂n, und wir bezeichnen mit aj das eindeutig bestimmte Element mit i(aj) = ∂bj . Dann
gilt auch p(b1 + b2) = c1 + c2 und i(a1 + a2) = i(a1) + i(a2) = ∂b1 + ∂b2 = ∂(b1 + b2).
Also folgt, dass ∂[c1 + c2] = [a1 + a2] = [a1] + [a2] = ∂[c1] + ∂[c2]. Wir haben damit die
Behauptung bewiesen.

Behauptung. Die Abbildungen

· · · → Hn(A)
i
−→ Hn(B)

p
−→ Hn(C)

∂
−→ Hn−1(A)

i
−→ Hn−1(B)

p
−→ . . .

bilden eine exakte Sequenz.

Wir untersuchen die Exaktheit an den drei Gruppen Hn−1(A), Hn(B) und Hn(C).

(A) Es sei zuerst [c] ∈ Hn(C). Wir wollen zeigen, dass i(∂[c]) = 0. Wir wählen b mit
p(b) = c und bezeichnen mit a ∈ An−1 das Element mit i(a) = ∂b. Dann ist
i(∂[c]) = i([a]) = [∂b] = 0 ∈ Hn−1(B).
Sei nun [a] ∈ Ker(i∗). Dann ist i(a) = ∂b für ein b ∈ Bn. Es folgt dann sofort aus
den Definitionen, dass ∂[p(b)] = [a].

(B) Aus p ◦ i = 0 folgt auch p∗ ◦ i∗ = 0, d.h. Im(i∗) ⊂ Ker(p∗).
Sei umgekehrt b ∈ Ker(p∗). Dann ist p(b) = ∂c′ für ein c′ ∈ Cn+1. Nachdem p
surjektiv ist, gibt es ein b′ ∈ Bn+1 mit p(b′) = c′. Aus der Kommutativität folgt,
dass p(∂b′) = ∂p(b′) = ∂c′ = p(b). Es folgt also, dass p(b−∂b′) = 0, d.h. b−∂b′ = i(a)
für ein a ∈ An. Dann folgt aber, dass [b] = [b− ∂b′] = [i(a)] ∈ Im(i∗).

(C) Es sei [b] ∈ Hn(B). Wir müssen zeigen, dass ∂p∗([b]) = 0. In der Bestimmung von
∂p∗([b]) wählen wir b ∈ B. Nachdem ∂b = 0 folgt sofort, dass ∂p∗([b]) = 0.
Zum Abschluss sei [c] ∈ Ker(∂ : Hn(C) → Hn−1(A)). Wir wählen b ∈ Bn mit
p(b) = c. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes a ∈ An−1 mit i(a) = ∂b. Nachdem
[a] = ∂[c] = 0 ∈ Hn−1(A) gibt es ein a′ ∈ An mit ∂a′ = a. Dann folgt, dass
∂(b − i(a′)) = ∂b − ∂i(a′) = ∂b − i(∂a′) = ∂b − i(a) = 0, d.h. b − i(a′) ist ein
Zykel. Andererseits gilt p(b− i(a′)) = p(b)− (p ◦ i)(a′) = p(b). Wir sehen also, dass
p∗([b− i(a

′)]) = [c].

Wir haben damit die Behauptung und damit auch den Satz bewiesen.
�

Wir bezeichnen im Folgenden

· · · → Hn(A)
i
−→ Hn(B)

p
−→ Hn(C)

∂
−→ Hn−1(A)→ . . .

als die zu
0→ A∗

i
−→ B∗

p
−→ C∗ → 0

zugehörige lange exakte Sequenz.
Den Beweis vom folgenden Lemma überlassen wir als freiwillige Übungsaufgabe.



42 STEFAN FRIEDL

Lemma 4.7. Es sei

0 // A∗
i //

a
��

B∗

b
��

p // C∗
//

c
��

0

0 // A′
∗

i // B′
∗

p // C ′
∗

// 0

ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, wobei die horizontalen Sequenzen ex-
akt sind. Es seien ∂n : Hn(C) → Hn−1(A) und ∂n : Hn(C

′) → Hn−1(A
′) die Abbildungen

aus dem Beweis von Satz 4.6. Dann kommutiert folgendes Diagramm:

. . . // Hn(A)

a∗
��

i∗ // Hn(B)

b∗
��

p∗ // Hn(C)

c∗
��

∂ // Hn−1(A)

a∗
��

// . . .

. . . // Hn(A
′)

i∗ // Hn(B
′)

p∗ // Hn(C
′)

∂ // Hn−1(A
′) // . . .

Im Hinblick auf das Lemma sagt man oft, dass die lange exakte Sequenz von 4.6 natürlich
ist. Die lange exakte Sequenz ist nicht ‘irgendeine’ lange Sequenz, sondern sie verhält sich
gut unter Abbildungen zwischen kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen.

4.4. Relative Homologiegruppen. In diesem Kapitel werden wir die relativen Homo-
logiegruppen einführen, welche eine wichtige Rolle im Beweis von Satz 4.1 und auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung spielen werden.

Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. Wir können dann Cn(A)
als Untergruppe von Cn(X) betrachten und wir definieren

Cn(X,A) := Cn(X)/Cn(A).

Wir betrachten nun die Randabbildung

∂n : Cn(X,A) → Cn−1(X,A)
[c] 7→ [∂nc].

Diese Abbildung ist wohl-definiert, nachdem für alle c ∈ Cn(A) ⊂ Cn(X) der Rand ∂c in
Cn−1(A) ⊂ Cn−1(X) liegt. Nachdem ∂n−1 ◦ ∂n : Cn(X) → Cn−2(X) die Nullabbildung ist
folgt auch, dass ∂n−1 ◦ ∂n : Cn(X,A) → Cn−2(X,A) die Nullabbildung ist. Wir sehen also,
dass

. . . Cn+1(X,A)
∂n+1

−−−→ Cn(X,A)
∂n−→ Cn−1(X,A)

∂n−1

−−−→ . . .

ein Kettenkomplex ist. Wir definieren nun die relative Homologie von (X,A) wie folgt:

Hn(X,A) := Hn(C∗(X,A)).

Wir betrachten nun zwei Spezialfälle:

(1) Wenn A = ∅, dann ist Cn(A) = 0 und Cn(X,A) = Cn(X), d.h. Hn(X, ∅) = Hn(X).
Wir werden im Folgenden ohne Kommentar zwischen diesen beiden Gruppen hin-
und herwechseln.
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(2) Wenn A = {a} nur aus einem Punkt a besteht, dann werden wir in den Übungen
zeigen, dass es dann für jedes n einen Isomorphismus

(4.1) H̃nX ∼= Hn(X, {a})

gibt.

Es sei nun f : (X,A)→ (Y,B) eine Abbildung von Paaren, d.h. eine Abbildung f : X →
Y mit f(A) ⊂ B, dann induziert f Abbildungen

f∗ : Hn(X,A) → Hn(Y,B)

[
∑k

i=1 aiσi] → [
∑k

i=1 ai(σi ◦ f)].

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Abbildung wohl-definiert ist. 26 27

Wir bezeichnen nun mit i : Cn(A) → Cn(X) die Inklusionsabbildung, und wir bezeich-
nen mit p : Cn(X) → Cn(X,A) die Projektionsabbildung. Es folgt dann sofort aus den
Definitionen, dass

0→ C∗(A)
i
−→ C∗(X)

p
−→ C∗(X,A)→ 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen bildet. 28

Aus dem Beweis von Satz 4.6 erhalten wir daher folgenden Satz.

Satz 4.8. Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. Für jedes n
betrachten wir die Abbildung

∂n : Hn(X,A) → Hn−1(A)∑k
i=1 ai[σi : ∆

n → X ] 7→
∑k

i=1 ai[∂σi].

Dann bilden die Abbildungen

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

p∗
−→ Hn(X,A)

∂
−→ Hn−1(A)→ . . .

eine exakte Sequenz.

26Ein topologisches Paar ist ein Paar (X,A), wobei X ein topologischer Raum ist und A ⊂ X . Wir
nennen die Kategorie R mit

Ob(P) := alle topologischen Paare (X,A),
Mor((X, x0), (Y, y0)) := alle stetigen Abbildungen (X,A)→ (Y,B)

mit der üblichen Verknüpfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen Paare. Dann definieren
für jedes n die Abbildungen (X,A)→ Hn(X,A) und (f : (X,A)→ (Y,B)) 7→ (f∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B))
einen Funktor von der Kategorie der topologischen Paare zur Kategorie der Gruppen.

27 Wir sagen, dass zwei Abbildungen f, g : (X,A)→ (Y,B) homotop sind, wenn es eine stetige Abbildung

F : X × [0, 1]→ Y

gibt, so dass

F (x, 0) = f(x) und F (x, 1) = g(x) für alle x ∈ X , und f(a) ∈ B für alle a ∈ A und t ∈ [0, 1].

In Übungsblatt 3 werden wir sehen, dass homotope Abbildungen die gleichen Abbildungen
f∗, g∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B) induzieren.

28Man muss sich dabei kurz überlegen, warum die Projektionsabbildungen eine Kettenabbildung
C∗(X)→ C∗(X,A) definieren.
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Die Aussage von diesem Satz ähnelt nun schon der Aussage von Satz 4.1. Wir müssen
nun also ‘nur’ noch den Zusammenhang zwischen den Gruppen Hn(X,A) und Hn(X/A)
heraus arbeiten. Diese beiden Gruppen werden nicht nur ähnlich bezeichnet sondern auch
ähnlich definiert, in beiden Fällen ‘ignoriert man was in A liegt’. Um diese Idee präzise zu
machen, müssen wir allerdings im nächsten Kapitel noch einiges arbeiten.

Bemerkung. (1) Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine nichtleere Teilmenge.
Dann gibt es auch eine lange exakte Sequenz 29

(4.2) · · · → H̃n(A)
i∗−→ H̃n(X)

p∗
−→ Hn(X,A)

∂
−→ H̃n−1(A)→ . . .

(2) Die Aussage von Satz 4.8 kann man noch etwas verallgemeinern. Es sei dazu X ein
topologischer Raum und es seien A ⊂ B ⊂ X Teilmengen. Für jedes n betrachten
wir dann die Abbildung

∂n : Hn(X,B) → Hn−1(B,A)∑k
i=1 ai[σi : ∆

n → X ] 7→
∑k

i=1 ai[∂σi].

In Übungsblatt 3 werden wir dann zeigen, dass

· · · → Hn(B,A)
i∗−→ Hn(X,A)

p∗
−→ Hn(X,B)

∂
−→ Hn−1(B,A)→ . . .

eine exakte Sequenz bildet. Diese exakte Sequenz wird die exakte Sequenz des Tripels
(X,B,A) genannt.

4.5. Der Ausschneidungssatz. Um einen Zusammenhang zwischen den GruppenHn(X,A)
und Hn(X/A) herzustellen benötigen wir den sogenannten Ausschneidungssatz.

Satz 4.9. (Ausschneidungssatz) Es sei X ein topologischer Raum und es seien Z ⊂
A ⊂ X Teilmengen, wobei der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Dann
induziert die Inklusion (X \ Z,A \ Z)→ (X,A) für jedes n einen Isomorphismus

Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X,A).

Der Satz besagt also insbesondere, dass wenn wir bei (X,A) im Inneren von A eine
geschlossene Teilmenge Z ausschneiden, dann ändert dies nichts an der relativen Homologie.

Bevor wir uns dem Beweis vom Ausschneidungssatz zu wenden, zeigen wir zuerst, dass
wir nun folgenden Satz beweisen können.

29Dies zeigt man wie folgt: für einen topologischen Raum X bezeichnen wir mit C̃∗(X) folgenden Ket-
tenkomplex:

→ C2(X)
∂2−→ C1(X)

∂1−→ C0(X)
ε
−→ Z→ 0,

die Homologie davon ist dann gerade die reduzierte Homologie von X . Für A ⊂ X nichtleer ist dann

0→ C̃∗(A)→ C̃∗(X)→ C(X,A)→ 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und erhalten aus Satz 4.6 die gewünschte lange exakte
Sequenz.
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Hn(X,A) ∼= Hn(X \ Z,A \ Z)

X X \ Z

A \ ZA
Z

Abbildung 11. Skizze zum Ausschneidungssatz.

Satz 4.10. Es sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge mit folgender Eigenschaft:

(∗) Es gibt eine offene Umgebung U von A in X, so dass A ein Deformationsretrakt
von U ist.

Dann induziert die Projektionsabbildung p : (X,A)→ (X/A,A/A) einen Isomorphismus

Hn(X,A) ∼= Hn(X/A,A/A).

Dieser Satz, zusammen mit der langen exakten Sequenz in (4.2) und der Beobachtung in

(4.1), dass Hn(X/A,A/A) ∼= H̃n(X/A), ergibt uns nun einen Beweis für Satz 4.1.

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm

(4.3) Hn(X,A)

p∗

��

// Hn(X,U)

p∗

��

Hn(X \ A,U \ A)oo

p∗

��
Hn(X/A,A/A) // Hn(X/A,U/A) Hn(X/A \ A/A, U/A \ A/A),oo

hierbei sind die horizontalen Abbildungen, welche von Inklusionen von Paaren induziert
sind. Links ist also die Abbildung, welche uns interessiert. Wir haben dann von links
kommend zuerst ‘A auf U vergrößert’ und dann ‘A ausgeschnitten’. Die rechte vertikale
Abbildung ist ein Isomorphismus weil

X \ A = X/A \ A/A und U \ A = U/A \ A/A,

d.h. p ist die ein Homöomorphismus im Komplement von A.
Wir wollen nun zeigen, dass auch die linke vertikale Abbildung ein Isomorphismus ist.

Dies folgt nun aus der Kommutativität von (4.3) und aus der folgenden Behauptung:

Behauptung. Alle horizontalen Abbildungen sind Isomorphismen.
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Es folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass die beiden horizontalen Abbildungen auf der
rechten Seite Isomorphismen sind. Um zu zeigen, dass die horizontale Abbildung links oben
ein Isomorphismus ist betrachten wir folgendes kommutative Diagramm

Hn(A)

��

// Hn(X)

��

// Hn(X,A)

��

// Hn−1(A)

��

// Hn−1(X)

��
Hn(U) // Hn(X) // Hn(X,U) // Hn−1(U) // Hn−1(X),

wobei die vertikalen Abbildungen durch die Inklusionen induziert sind, und die horizontalen
Sequenzen die langen exakten Sequenzen der Paare (X,A) und (X,U) sind. Die zweite und
die fünfte vertikale Abbildung sind offensichtlich Isomorphismen. Die erste und die vierte
Abbildung sind Isomorphismen, weil A ein Deformationsretrakt von U ist. 30. Es folgt jetzt
aus dem Fünfer-Lemma 31, dass auch die mittlere vertikale Abbildung ein Isomorphismus
ist.

Ganz genauso zeigt man nun auch, dass die horizontale Abbildung links unten ein Iso-
morphismus 32 ist. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. �

4.6. Der Beweis vom Ausschneidungssatz: Die Idee. Wir sind immer noch nicht
mit dem Beweis von Satz 4.1 fertig, wir müssen noch den Ausschneidungssatz beweisen. In
diesem Kapitel wollen wir kurz die Idee für den Beweis vom Ausschneidungssatz erarbeiten.
Wir werden den Beweis dann im darauf folgenden Kapitel ausarbeiten.

Es sei also X ein topologischer Raum und es seien Z ⊂ A ⊂ X Teilmengen, wobei der
Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Wir wollen dann zeigen, dass die Inklusion
(X \ Z,A \ Z)→ (X,A) einen Isomorphismus

Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X,A)

induziert. Versuchen wir mal zu beweisen, dass die Abbildung Hn(X\Z,A\Z)→ Hn(X,A)
surjektiv ist. Wir nehmen also ein Element in Hn(X,A) und wählen einen Repräsentanten∑r

i=1 aiσi wobei σi : ∆
n → X , i = 1, . . . , r singuläre n-Simplizes in X sind.

Eine erste einfache Beobachtung ist, dass wenn die singulären n-Simplizes σ1, . . . , σr in
X\Z liegen sollten, dann liegt natürlich

∑r
i=1 aiσi im Bild vonHn(X\Z,A\Z)→ Hn(X,A).

30In den Übungen werden wir folgende leichte Aussage beweisen: Es sei B ⊂ Y ein Deformationsretrakt,
dann induziert die Inklusion i : B → Y für jedes n einen Isomorphismus i∗ : Hn(B)→ Hn(Y )

31Es sei

A
i //

a

��

B
j //

b

��

C
k //

c

��

D
l //

d

��

E

e

��
A′

i′ // B′
j′ // C′

k′

// D′
l′ // E′

ein kommutatives Diagramm, wobei die horizontalen Sequenzen exakt sind. Das ‘Fünfer-Lemma’ besagt,
dass wenn a injektiv ist, wenn b und d Isomorphismen sind, und wenn e surjektiv ist, dann ist c ein
Isomorphismus. Dieses Lemma wird in Übungsblatt 3 bewiesen.

32Hierbei verwenden wir implizit, dass A/A ein Deformationsretrakt von U/A ist. Warum ist dies der
Fall?
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Eine zweite, etwas genauere Beobachtung ist, dass die singulären n-Simplizes, welche ganz
in A liegen, keine Rolle in Cn(X,A) = Cn(X)/Cn(A) spielen. Fassen wir diese beiden
Beobachtungen zusammen, dann erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 4.11. Es sei ein Zykel c =
∑r

i=1 aiσi in X gegeben, so dass jedes σi ganz in A
oder ganz in X \ Z liegt. Dann liegt [c] im Bild von Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X,A).

Nicht jeder Zykel in Cn(X) ist von der Form wie in dem Lemma gefordert, aber, wenn wir
jeden singulären Simplex in einer singulären Kette

∑r
i=1 aiσi geschickt unterteilen, dann

man erreichen, dass jeder singuläre Simplex ganz in A oder ganz in X \ Z liegt.
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X

Z

1-Simplex σ in X

Unterteilung von σ, so dass jeder
Teilsimplex ganz in A oder
in X \ Z liegt

Abbildung 12. Idee vom Beweis vom Ausschneidungssatz.

4.7. Der Beweis vom Ausschneidungssatz: Die Ausführung. In diesem Kapitel wer-
den wir nun die vage Idee vom letzten Kapitel in einen sauberen Beweis vom Ausschnei-
dungssatz umarbeiten.

Es sei also wiederum X ein topologischer Raum. Eine Überdeckung von X ist eine Familie
U = {Ui}i∈I von Teilmengen von X , so dass

X =
⋃

i∈I

int(Ui).

Wir betrachten nun folgende Untergruppe von Cn(X):

CU
n (X) :=

{
k∑

j=1

ajσj | für jedes j gibt es ein Ui ∈ U , so dass Im(σj : ∆
n → X) in Ui liegt

}
.
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Es ist nun einfach zu sehen, dass die Einschränkung der Randabbildung ∂n : Cn(X)
∂
−→

Cn−1(X) auf CU
n (X) eine Abbildung ∂n : C

U
n (X)

∂
−→ CU

n−1(X) definiert. Nachdem diese
Abbildung die Einschränkung der üblichen Randabbildung ist, folgt insbesondere, dass die

Verknüpfung ∂n ◦ ∂n+1 : C
U
n+1(X)

∂
−→ CU

n−1(X) die Nullabbildung ist. Wir schreiben nun

HU
n (X) := Hn((C

U
∗ (X), ∂∗))

= Ker{∂n : C
U
n (X)

∂
−→ CU

n−1(X)} / Im{∂n+1 : C
U
n+1(X)

∂
−→ CU

n (X)}.

Die Homologiegruppen HU
n (X) sind also definiert durch singuläre Ketten, welche ‘klein’

sind, in dem Sinne, dass das Bild von jedem singulären Simplex in einem Ui liegt.
Der folgende Satz besagt nun, dass wir die Homologie eines topologischen Raums auch

durch solche ‘kleine’ singuläre Ketten bestimmen können. Dies ist die Grundlage für die
‘divide et impera’ Verfahren, welche die Berechnung von Homologiegruppen möglich ma-
chen.

Satz 4.12. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {Ui}i∈I eine Überdeckung von
X. Dann ist die Inklusionsabbildung

CU
∗ (X)→ C∗(X)

eine Kettenhomotopieäquivalenz, insbesondere induziert diese Abbildung für jedes n einen
Isomorphismus

HU
n (X)

∼=
−→ Hn(X).

Die Idee vom Beweis von Satz 4.12 ist wie im schon vorherigen Kapitel beschrieben:
Wir wollen jeden singulären Simplex σ : ∆n → X systematisch so in kleinere Simplizes
∆n

1 , . . . ,∆
n
N zerlegen, dass das Bild von jedem singulären Simplex ∆j in einem Ui ∈ U liegt

(siehe Abbildung 13 für den Fall n = 2.)
Um diese Idee auszuführen müssen wir allerdings noch einige Begriffe einführen.

(1) Wir bezeichnen mit Bn := ( 1
n+1

, . . . , 1
n+1

) ∈ ∆n den Schwerpunkt, oder das Bary-
zentrum vom Standard n-Simplex ∆n.

(2) Für einen singulären (l)-Simplex µ : ∆l → ∆k betrachten wir den singulären (l+1)-
Simplex K(µ), welcher wie folgt definiert ist:

K(µ) : ∆l+1 → ∆k

(t0, . . . , tl+1) 7→ µ(t0, . . . , tl) · (1− tl+1) +Bk · tl+1.

Der k-Simplex K(µ) entspricht also dem ‘Kegel’, welcher von dem singulären l-
Simplex µ und dem Punkt Bk gebildet wird. Wir setzen dann K linear fort als
Abbildung Cl(∆

k) → Cl+1(∆
k). Wir bezeichnen dies Fortsetzung ebenfalls mit K

und nennen K die Kegelabbildung.
(3) Wir definieren nun induktiv eine Abbildung un : Cn(∆

k)→ Cn(∆
k) wie folgt:

(a) u0 : C0(∆
k)→ C0(∆

k) ist die Identität.
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Summe von sechs
singulären Simplizessingulärer Simplex

Abbildung 13. Baryzentrische Zerlegung eines singulären Simplex.

(b) Wenn un−1 : Cn−1(∆
k) → Cn−1(∆

k) schon gegeben ist, dann definieren wir
un : Cn(∆

k)→ Cn(∆
k) wie folgt:

Cn(∆
k) → Cn(∆

k)

r∑
l=1

alσl 7→ (−1)n
r∑

l=1

·K


 ∂c︸︷︷︸

∈Cn−1(∆k)


 .

Wir bezeichnen dann un als Unterteilungsabbildung.
(4) Wir wollen nun die Unterteilungsabbildung auch für singuläre n-Simplizes in einem

beliebigen topologische Raum definieren. Wir machen dazu zuerst die Beobachtung,

dass ein singulärer n-Simplex σ : ∆n → X auch gegeben ist durch σ ◦ id∆n : ∆n id
−→
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Abbildung 14. Illustration der Kegelabbildung.

∆n → X . Anders ausgedrückt, σ = σ∗(id∆n). Wir betrachten daher nun

un : Cn(X) → Cn(X)
r∑

l=1

al · (σl : ∆
n → X) 7→

r∑
l=1

al · (σl)∗(un(id∆n)︸ ︷︷ ︸
∈Cn(∆n)

)

︸ ︷︷ ︸
∈Cn(X)

.

Die Abbildung u2 wird in Abbildung 15 für den Fall n = 1 und in Abbildung 13
für den Fall n = 2 illustriert, allerdings ohne auf die Orientierungen und Vorzeichen
einzugehen.

Etwas vereinfacht sind die Unterteilungsabbildungen also wie folgt gegeben:

(1) Die singulären 0-Simplizes bleiben unverändert.
(2) Die singulären 1-Simplizes werden halbiert in zwei 1-Simplizes mit ‘entgegengesetz-

ter Orientierung’ und entgegengesetztem Vorzeichen.
(3) Der Rand des Standard 2-Simplizes ∆2 besteht aus drei 1-Simplizes, diese werden

in jeweils zwei 1-Simplizes unterteilt, und wir setzen diese Unterteilung vom Rand
von ∆2 durch ‘Kegelbildung’ auf eine Unterteilung von ∆2 in sechs 2-Simplizes fort.
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Abbildung 15. Illustration der Unterteilungsabbildung.

(4) Induktiv gibt uns eine Zerlegung des Randes vom Standard n-Simplex ∆n in kleinere
(n− 1)-Simplizes durch Kegelbildung auch eine Unterteilung von ∆n in kleinere n-
Simplizes.

Wir erhalten jetzt folgendes Lemma.

Lemma 4.13. Es sei X ein topologischer Raum, dann bilden die Abbildungen

un : Cn(X)→ Cn(X)

eine Kettenabbildung, welche kettenhomotop zur Identität ist.

Beweis. Die Tatsache, dass die Abbildungen un : Cn(X) → Cn(X) eine Kettenabbildung
bilden zeigt man durch nachrechnen. Nachdem dies wenig erhellend ist, verweisen wir auf
den Beweis von Lemma 31.1 in Munkres: Elements of Algebraic Topology. Die Aussage folgt
aus der geschickten induktiven Definition der Unterteilungsabbildungen und wird auch in
Abbildung (13) illustriert.

Wir wollen nun noch zeigen, dass die Kettenabbildung (un)n∈N kettenhomotop zur Iden-
tität ist. Wir müssen also Abbildungen Pn : Cn(X)→ Cn+1(X) finden, so dass für jedes n
gilt:

∂n+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂n = un − id .

Wir betrachten dazu wiederum zuerst den Fall X = ∆k. Wir verwenden dabei die Konven-
tion, dass C−1(X) = 0, und dass P−1 : C−1(∆

k)→ C0(∆
k) die Nullabbildung ist. Nehmen

wir an, wir hätten schon Abbildungen P−1, . . . , Pn−1 mit den gewünschten Eigenschaften
gefunden. Es sei nun σ : ∆n → ∆k ein singulärer n-Simplex. Wir wollen nun einen singuläre
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(n + 1)-Kette Eσ mit ∂Eσ = (un − id−Pn−1 ◦ ∂)(σ) finden, um dann später Pn durch
σ 7→ Pn(σ) := Eσ zu definieren.

(1) Wenn n = 0, dann folgt aus u0 = id, dass

(Pn−1∂n − un − id) (σ) = (u0 − id)(σ) = 0 ∈ C0(∆
k)

und wir setzen Eσ := 0 ∈ C1(∆
k).

(2) Wenn n > 0, dann ist (Pn−1∂n − un − id) (σ) ∈ Cn(∆
k) ein Zykel. In der Tat, denn

∂ (Pn−1∂n − un − id) (σ) = ∂Pn−1∂σ − un−1∂σ − ∂σ =
= (∂Pn−1 − un−1 − σ︸ ︷︷ ︸

=Pn−2∂

)(∂σ) = Pn−2∂∂σ = 0.

Hierbei haben wir verwendet, dass die Unterteilungsabbildungen Kettenabbildungen
sind. AusHn(∆

k) = 0 folgt dann, dass es ein Eσ ∈ Cn+1(∆
k) mit ∂(Eσ) = (Pn−1∂n−

un−1 − id)(σ) gibt.

Wir bezeichnen jetzt mit Pn : Cn(∆
k)→ Cn+1(∆

k) die Abbildung, welche jedem singulären
n-Simplex σ das Element Eσ ∈ Cn+1(∆

k) zuordnet. Es folgt dann aus der Wahl der Eσ,
dass

∂n+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂n = un − id

als Abbildungen Cn(∆
k)→ Cn(∆

k).
Wir verwenden nun den gleichen Trick wie zuvor, um aus diesen Kettenhomotopien

Pn : Cn(∆
k)→ Cn+1(∆

k) auch Kettenhomotopien Pn : Cn(X)→ Cn+1(X) zu konstruieren.
Genauer gesagt, wir betrachten nun

Pn : Cn(X) → Cn+1(X)
r∑

l=1

al · (σl : ∆
n → X) 7→

r∑
l=1

al · (σl)∗(Pn(id∆n)).

Man sieht nun leicht, dass diese Abbildungen eine Kettenhomotopie von den Unterteilungs-
abbildungen zur Identität definiert. �

Wir bezeichnen nun mit umn die m-fache Verknüpfung von un : Cn(X) → Cn(X). In
Übungsblatt 4 werden wir sehen, dass die Kettenabbildungen (umn ) für m ≥ 1 ebenfalls
kettenhomotop zur Identität sind. 33

Wenn σ : ∆n → X ein singulärer n-Simplex ist, dann sind die Bilder der singulären
n-Simplizes, welche in un(σ) auftauchen offensichtlich ‘kleiner’, und durch mehrfaches an-
wenden von der Unterteilungsabbildung kann man diese Bilder ‘beliebig klein’ machen.
Eine präzise Aussage davon, was ‘beliebig klein’ heißen soll, ist hierbei in folgendem Lem-
ma gegeben:

33In Übungsblatt 4 zeigen wir folgende Aussage: Wenn f, g : C∗ → D∗ kettenhomotope Abbildungen
und x, y : D∗ → X∗ kettenhomotope Abbildungen sind, dann sind auch x ◦ f und y ◦ g kettenhomotope
Abbildungen sind. Wir wenden diese Aussage nun induktiv auf den Spezialfall f = un, x = ukn sowie g = id,
y = id an.
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Lemma 4.14. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {Ui}i∈I eine Überdeckung
von X. Zu jedem singulären n-Simplex σ : ∆n → X gibt es ein m, so dass für

umn (σ) =
N∑

j=1

ajσj ,

gilt, dass das Bild von jedem σj im Inneren einer der Mengen Ui liegt, d.h. so dass umn (σ) ∈
CU

n (X).

Beweis. Das Lemma wird explizit als Theorem 31.3 von Munkres: Elements in Algebraic
Topology bewiesen oder auch implizit in Hatcher: Algebraic Topology Seite 119-123 gezeigt.
Wir wollen nur kurz die zwei Hauptschritte im Beweis von Lemma 4.14 skizzieren:

(1) Für eine beschränkte abgeschlossene Teilmenge A ⊂ Rn bezeichnen wir mit d(A)
den Durchmesser von A, d.h. die kleinste 34 reelle Zahl d, so dass es ein x ∈ Rn

gibt, so dass A im d-Ball um x enthalten ist. Der Durchmesser ist also der kleinste
Radius einer Kugel, in welche A reinpasst. Man kann nun leicht zeigen, dass wenn
wir den Standardsimplex ∆n baryzentrisch m-fach unterteilen, dann gilt für jeden
Teilsimplex ∆n

i , dass

d(∆n
i ) =

(
n

n + 1

)m

· d(∆n).

Der Durchmesser der Teilsimplizes schrumpft also gegen Null.
(2) Es sei K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und {Vi}i∈V eine Überdeckung von K. In

Übungsblatt 4 werden wir sehen, dass es ein λ > 0 gibt, so dass es für jedes x ∈ K
ein i ∈ I gibt, so dass Bλ(x) ⊂ Vi.

Es genügt offensichtlich die Aussage von Lemma 4.14 für einen singulären n-Simplex
σ : ∆n → X zu beweisen. Wir wenden dazu (2) auf K = ∆n und Vi := σ−1(Ui), i ∈ I
an und erhalten ein λ > 0. Aus (1) folgt nun, dass es ein m gibt, so dass der Durchmes-
ser eines Simplizes in der m-baryzentrischen Unterteilung von ∆n einen Durchmesser < λ
besitzt. Dieses m hat dann die gewünschte Eigenschaft. �

Wir können nun Satz 4.12 beweisen.

Beweis von Satz 4.12. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {Ui}i∈I eine
Überdeckung von X . Wir zeigen nun nur die etwas einfachere Aussage, dass die Inklu-
sionsabbildung CU

∗ (X)→ C∗(X) für jedes n einen Isomorphismus

i∗ : H
U
n (X)

∼=
−→ Hn(X)

induziert. 35

34Warum gibt es eine kleinste solche Zahl?
35Der Beweis der Aussage, dass die Inklusionsabbildung

i : CU
∗ (X)→ C∗(X)
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Wir zeigen zuerst, dass i∗ : H
U
n (X)

∼=
−→ Hn(X) surjektiv ist. Es sei dazu a ∈ Hn(X)

gegeben. Wir wählen einen Zykel c =
∑r

i=1 aiσi ∈ Cn(X), welcher a ∈ Hn(X) repräsentiert.
Es folgt aus Lemma 4.14, angewandt auf die singulären n-Simplizes σ1, . . . , σr, dass es ein
m ∈ N gibt, so dass umn (c) ∈ C

U
n (X).

Es folgt aus Lemma 4.13, dass es eine Kettenhomotopie Pk : Ck(X) → Ck+1(X), k ∈ N
gibt, so dass

∂Pk + Pk−1∂k = umk − id .

Wir erhalten also, dass

umn (c) = c + Pn−1∂n(c) + ∂Pn(c) = c+ ∂Pn(c),

d.h. i∗([u
m
n (c)]) = [umn (c)] = [c] = a. Wir haben also gezeigt, dass i∗ : H

U
n (X)

∼=
−→ Hn(X)

surjektiv ist.

Ganz ähnlich zeigt man nun auch, dass i∗ : H
U
n (X)

∼=
−→ Hn(X) injektiv ist. In der Tat,

es sei [c] ∈ HU
n (X) ein Element, so dass [c] = 0 ∈ Hn(X). Dann gibt es ein e ∈ Cn+1(X)

mit ∂e = c. Aus Lemma 4.14 folgt dann wiederum, dass es ein m ∈ N gibt mit umn+1(e) ∈
CU

n+1(X). Wir wählen dann wieder eine Kettenhomotopie Pk zwischen den umk und id. Dann
gilt, dass

c = ∂e = ∂(umn+1(e)− ∂Pn+1(e)− Pn∂e) = umn ∂e− ∂Pn∂e.

(Hier haben wir verwendet, dass die Unterteilungsabbildungen Kettenabbildungen sind.)
Hierbei ist

(∂Pn)(∂e) = (Pn−1∂ − id−umn−1)(∂e) = −∂e − u
m
n ∂e = ∂(−e − umn+1e).

Wir sehen also, dass c in der Tat der Rand eines (n + 1)-Simplizes in CU
n+1(X) ist, d.h.

[c] = 0 ∈ HU
n (X). Wir haben also bewiesen, dass i∗ : H

U
n (X)

∼=
−→ Hn(X) injektiv ist. �

Mithilfe von Satz 4.12 können wir nun den Ausschneidungssatz beweisen.

Beweis vom Ausschneidungssatz. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Z ⊂ A ⊂
X Teilmengen, wobei der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Wir setzen
B := X \ Z. Es ist also A ∩ B = A \ Z. Dann ist U := {A,B} eine Überdeckung von X ,
d.h. X ist die Vereinigung von int(A) und int(B).

Wir betrachten nun folgendes kommutative Diagramm von Kettenabbildungen:

0 // Cn(A)

��

// C
{A,B}
n (X) //

��

C
{A,B}
n (X)/Cn(A)

//

��

0

0 // Cn(A) // Cn(X) // Cn(X,A) // 0.

eine Kettenhomotopieäquivalenz ist wird in Übungsblatt 4 teilweise ausgeführt. Mithilfe der Unterteilungs-
abbildungen umn , angewandt auf singuläre n-Simplizes anwendet, konstruiert man induktiv für n = 0, 1, . . .
geeignete Abbildungen fn : Cn(X) → CU

n (X). Hier kann das m von Simplex zu Simplex variieren. Das
schwierige dabei ist, die Abbildungen induktiv so zu wählen, dass man eine Kettenabbildung erhält.
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Die horizontalen Sequenzen sind zudem kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen. Wir
machen zuerst die Beobachtung, dass die Inklusionsabbildungen

Cn(B,A ∩ B)→ C{A,B}
n (X)/Cn(A)

Kettenabbildungen sind und zudem offensichtlich36 Isomorphismen sind. Wir können also

im obigen Diagramm den Kettenkomplex C
{A,B}
n (X)/Cn(A) durch Cn(B,A ∩B) ersetzen.

Wir betrachten nun die langen exakten Sequenz von Homologiegruppen, welche wir den
obigen kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen zuordnen können. Aus Lemma 4.7
erhalten wir dann folgendes kommutatives Diagramm

. . . // Hn(A)

��

// H
{A,B}
n (X)

��

// Hn(B,A ∩ B)

��

∂ // Hn−1(A)

��

// Hn−1(X) //

��

. . .

. . . // Hn(A) // Hn(X) // Hn(X,A)
∂ // Hn−1(A) // Hn−1(X) // . . .

Aus Satz 4.12 folgt, dass die zweite und fünfte vertikale Abbildung ein Isomorphismus ist.
Nachdem die erste und vierte Abbildung offensichtlich ein Isomorphismus ist, folgt nun aus
dem Fünfer-Lemma, dass die mittlere Abbildung ebenfalls ein Isomorphismus ist. �

Zum Abschluß formulieren wir noch eine Variation vom Ausschneidungssatz.

Satz 4.15. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Z ⊂ A ⊂ X Teilmengen. Wir
nehmen an, dass es eine Teilmenge U ⊂ Z gibt, so dass der Abschluss von U im Inneren
von A enthalten ist, und so dass folgende Aussagen gelten:

(1) X \ Z ist ein Deformationsretrakt von X \ U
(2) A \ Z ist ein Deformationsretrakt von A \ U .

Dann induziert die Inklusion (X \ Z,A \ Z)→ (X,A) für jedes n einen Isomorphismus

Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X,A).

Beweis. Es folgt aus Satz 4.9, dass die Inklusion (X \U,A \U)→ (X,A) für jedes n einen
Isomorphismus

Hn(X \ U,A \ U)→ Hn(X,A)

induziert. Es genügt nun also zu zeigen, dass die Inklusion (X \Z,A \Z)→ (X \U,A \U)
auch für jedes n einen Isomorphismus

Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X \ U,A \ U)

induziert.

36Warum?
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Wir betrachten dazu folgendes kommutative Diagramm:

Hn(A \ Z)

��

// Hn(X \ Z) //

��

Hn(X \ Z,A \ Z)

��

// Hn−1(A \ Z)

��

// Hn−1(X \ Z)

��
Hn(A \ Z) //

��

Hn(X \ U)

��

// Hn(X \ U,A \ Z)

��

// Hn−1(A \ Z)

��

// Hn−1(X \ U)

��
Hn(A \ U) // Hn(X \ U) // Hn(X \ U,A \ U) // Hn−1(A \ U) // Hn−1(X \ U)

Hierbei sind die horizontalen Sequenzen die langen exakten Sequenzen von den jeweiligen
Paaren von topologischen Räumen und die vertikalen Abbildungen werden jeweils durch die
Inklusionen induziert. Im oberen Falle sind die erste und die vierte vertikalen Abbildungen
die Identität und die zweite und fünfte vertikale Abbildung ist ein Isomorphismus, weil
X \ Z ein Deformationsretrakt von X \ U ist. Es folgt jetzt aus dem Fünfer-Lemma, dass
die obere dritte vertikale Abbildung auch ein Isomorphismus ist.

Unter Verwendung der Voraussetzung, dass A \Z ein Deformationsretrakt von A \U ist
zeigt man nun auch ganz analog, dass die untere dritte vertikale Abbildung ein Isomorphis-
mus ist. �

Die Voraussetzungen klingen dabei umständlich, aber in ‘der Praxis’ sind diese in den
meisten ‘vernünftigen’ Fällen erfüllt. Ein typisches Beispiel ist dabei wie folgt gegeben:

X = Sn,
A = {(x1, . . . , xn+1) ∈ S

n | xn+1 ≤ 0},
Z = {(x1, . . . , xn+1) ∈ S

n | xn+1 < 0},
U = {(x1, . . . , xn+1) ∈ S

n | xn+1 < −
1
2
}.

Dann kann man leicht überprüfen, dass U die gewünschte Eigenschaft besitzt, und es folgt
dann, dass

Hn(X \ Z,A \ Z)→ Hn(X,A)

ein Isomorphismus ist.

4.8. Explizite Erzeuger von Homologiegruppen. Wir haben nun also den Ausschnei-
dungssatz bewiesen, damit auch Satz 4.1, und daher insbesondere auch den Beweis geliefert,
dass

H̃k(S
n) ∼=

{
Z, wenn k = n, und
0, wenn k 6= n.

Wir haben also die Homologiegruppen der Sphären bestimmt. In diesem Kapitel wollen wir
nun eine explizite singuläre Kette bestimmen, welche ein Erzeuger von H̃n(S

n) ist.
Wir beweisen dazu als erstes ein Hilfs-Lemma. In dem Lemma bezeichnen wir mit ∂∆n

die Vereinigung aller Seitensimplizes von ∆n, d.h.

∂∆n :=

n⋃

i=0

{(t0, . . . , tn) ∈ Λn | ti = 0},
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Wir können nun also folgendes Lemma formulieren.

Lemma 4.16. Die Identitätsabbildung id : ∆n → ∆n repräsentiert einen Erzeuger 37 von
Hn(∆

n, ∂∆n).

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach n. Die Aussage ist offensichtlich
richtig für n = 0 (siehe die Bemerkung nach Lemma 2.3). Nehmen wir nun an, wir haben
die Aussage schon für n− 1 bewiesen.

Wir wollen nun also einen Zusammenhang zwischen den Gruppen

Hn(∆
n, ∂∆n) und Hn−1(∆

n−1, ∂∆n−1)

herstellen. Wir betrachten dazu

Λ :=

n⋃

i=1

{(t0, . . . , tn) ∈ ∆n | ti = 0},

d.h. Λ ist die Vereinigung von allen Seitensimplizes von ∆n bis auf den ‘untersten’ Seiten-
komplex. Wir fassen zudem im Folgenden auch Rn als Teilmenge von Rn+1 auf und damit
auch ∆n−1 als Teilmenge von ∆n.

Es genügt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Wir betrachten die Abbildungen

(4.4) Hn(∆
n, ∂∆n)

∂
−→ Hn−1(∂∆

n,Λ)
i∗←− Hn−1(∆

n−1, ∂∆n−1).

Hierbei ist die linke Abbildung die Randabbildung in der langen exakten Sequenz des
Tripels 38 (∆n, ∂∆n,Λ) und die rechte Abbildung ist durch die Inklusion induziert. Dann
gilt:

(1) Beide Abbildungen sind Isomorphismen.
(2) Es ist ∂([id∆n ]) = i∗([id∆n−1 ]).

Wir betrachten zuerst die linke Abbildung. Es folgt aus der exakten Sequenz des Tripels
(∆n, ∂∆n,Λ), siehe Aufgabe 2 von Übungsblatt 3, dass folgende Sequenz exakt ist:

Hn(∆
n,Λ)

p
−→ Hn(∆

n, ∂∆n)
∂
−→ Hn−1(∂∆

n,Λ)
i∗−→ Hn(∆

n,Λ),

hierbei folgt leicht aus der Definition der Randabbildung, dass ∂([id∆n]) = [id∆n−1]. In der
exakten Sequenz sind die relativen Homologiegruppen von (∆n,Λ) trivial, nachdem Λ ein

37Es ist offensichtlich, dass id ein Zykel in Cn(∆
n, ∂∆n) ist. Zudem ist Hn(∆

n, ∂∆n) ∼= Z. In der Tat,
betrachten wir beispielsweise die langen exakten Sequens des Paares ∆n, ∂∆n):

H̃n(∆
n)→ Hn(∆

n, ∂∆n)
∂
−→ H̃n(∂∆

n)→ H̃n(∆
n)→

Dann ist H̃n(∆
n) = 0 weil ∆n homotopieäquivalent zu einem Punkt ist, und es ist H̃n(∂∆

n) ∼= Z, weil
∂∆n homöomorph zu Sn ist.

38Siehe Aufgabe 2 von Übungsblatt 3 für die Definition der langen exakten Sequenz eines Triples Z ⊂
A ⊂ X .
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Abbildung 16. Die Inklusionsabbildungen (∆n, ∂∆n)→ (∂∆n,Λ)← (∆n−1, ∂∆n−1).

Deformationsretrakt von ∆n ist. Wir sehen also, dass Hn(∆
n, ∂∆n)

∂
−→ Hn−1(∂∆

n,Λ) ein
Isomorphismus ist.

Wir wenden uns nun der rechten Abbildung zu. Wir betrachten dazu

Λ̃ :=

k⋃

i=1

{(t0, . . . , tn) ∈ Λ | ti = 0 und t0 > 0},

die Menge Λ̃k ist also das ‘Innere’ von Λ. Es folgt nun aus Satz 4.15, angewandt auf

X = ∂∆n, A = Λ und Z = Λ̃, 39 dass

Hn−1(∆
n−1, ∂∆n−1) = Hn−1(∂∆

n \ Λ̃,Λ \ Λ̃n)
i∗−→ Hn−1(∂∆

n,Λ)

ein Isomorphismus ist. Zudem gilt offensichtlich, dass i∗([id∆n−1 ]) = [id∆n−1].
Wir haben also bewiesen, dass beide Abbildungen in (4.4) Isomorphismen sind, und dass

∂([id∆n]) = [id∆n−1 ] = i∗([id∆n−1 ]).

�

Indem wir den Standardhomöomorphismus von ∆1/∂∆1 ∼= S1 betrachten, erhalten wir
insbesondere aus Satz 4.10 und aus Lemma 4.16 folgendes Korollar:

Korollar 4.17. Der singuläre 1-Zykel

σ : ∆1 → S1

(t, 1− t) 7→ e2πit

ist ein Erzeuger von H1(S
1) ∼= Z.

39Die Menge U ist dabei gegeben durch den Punkt (0, . . . , 0, 1). Man kann leicht zeigen, dass U die
gewünschten Eigenschaften besitzt.
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Wir nennen im Folgenden den Erzeuger aus Korollar 4.17 den Standarderzeuger von
H1(S

1;Z). Etwas allgemeiner, wenn I ein Intervall ist, dann ist die Inklusion S1 × {x} →
S1 × I eine Homotopieäquivalenz und wir bezeichnen dann

σ : ∆1 → S1 × I
(t, 1− t) 7→ (e2πit, x)

als einen Standarderzeuger von H1(S
1 × I;Z).

Wir wollen nun noch einen expliziten Erzeuger von Hn(S
n) für n ≥ 1 finden. Wir be-

trachten dazu Sn als Vereinigung

Sn = ∆n × 1︸ ︷︷ ︸
=:∆1

∪ ∆n × 2︸ ︷︷ ︸
=:∆2

,

wobei wir auf der rechten Seite für jedes x ∈ ∂∆n jeweils den Punkt x × 1 mit x × 2
identifizieren. 40 Wir bezeichnen nun mit ∆i auch die Abbildung

∆n → ∆i = ∆n × i
x 7→ x× i.

Wir können nun folgendes Lemma formulieren.

Lemma 4.18. Die singuläre n-Kette ∆1 −∆2 ist ein Erzeuger von Hn(∆1 ∪∆2).

Beweis. Wir stellen zuerst fest, dass aus dem Verkleben der Simplizes ∆1 und ∆2 folgt, dass
die Kette ∆1 −∆2 in der Tat ein Zykel ist, d.h. ein Element in Hn(∆1 ∪∆2) repräsentiert.

Wir haben in Lemma 4.16 gezeigt, dass die Identitätsabbildung ∆1 : ∆
n → ∆1 einen

Erzeuger von Hn(∆1, ∂∆1) repräsentiert. Wir müssen also die Gruppen

Hn(∆1 ∪∆2) und Hn(∆1, ∂∆1)

in Verbindung bringen.
Wir betrachten dazu die durch die Inklusionen induzierten Abbildungen

(4.5) Hn(∆1 ∪∆2)
i∗−→ H)n(∆1 ∪∆2,∆2)

i∗←− Hn(∆1, ∂∆1).

Es folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (∆1 ∪ ∆2,∆2) und aus H̃k(∆i) = 0,
dass die erste Abbildung ein Isomorphismus ist. Die zweite Abbildung ist ebenfalls ein
Isomorphismus, denn es folgt aus dem Ausschneidungssatz in der Formulierung von Satz

4.15, dass mit ∆̃2 = ∆2 \ ∂∆2 die Abbildung

Hn(∆1 ∪∆2,∆2) = Hn(∆1 ∪∆2 \ ∆̃2,∆2 \ ∆̃2)
i∗←− Hn(∆1, ∂∆1)

ein Isomorphismus ist.

40Der n-Simplex ∆n ist natürlich homöomorph zur n-dimensionalen Scheibe Dn. Die n-Sphäre erhält
man dadurch, dass man die untere Hemisphäre mit der oberen Hemisphäre verklebt entlang des Randes,
oder eben, in dem man zwei Simplizes entlang dem Rand verklebt.
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Die durch die Inklusionen induzierten Abbildungen in (4.5) sind also Isomorphismen.
Anderseits folgt leicht aus den Definitionen, dass

i∗([∆1 −∆2]︸ ︷︷ ︸
∈Cn(∆1∪∆2)

) = [∆1] = i∗([[∆1 −∆2]︸ ︷︷ ︸
∈Cn(∆1)

].

Nachdem das Element auf der rechten Seite nach Lemma 4.16 ein Erzeuger vonHn(∆1, ∂∆1)
ist, ist auch das Element auf der linken Seite ein Erzeuger von Hn(∆1 ∪∆2).

�

5. Der Abbildungsgrad

Wir wissen nun, dass für n > 0 die Homologiegruppe Hn(S
n) isomorph zu Z ist. Wenn

f : Sn → Sn eine Abbildung ist, dann ist die induzierte Abbildung f∗ : Hn(S
n) → Hn(S

n)
notwendigerweise die Multiplikation mit einem eindeutig bestimmten d ∈ Z, welches wir
den Abbildungsgrad deg(f) von f (oder kurz, Grad von f) nennen.

In den Übungsblatt 5 werden wir sehen, dass beispielsweise der Abbildungsgrad der
Abbildung

S1 → S1

z 7→ zn

gerade n beträgt.
Wir fassen einige Eigenschaften vom Abbildungsgrad in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 5.1. Es seien f, g : Sn → Sn Abbildungen. Dann gilt:

(1) deg(idSn) = 1,
(2) wenn f nicht surjektiv ist, dann gilt deg(f) = 0,
(3) wenn f homotop zu g ist, dann folgt deg(f) = deg(g),
(4) deg(f ◦ g) = deg(f) · deg(g),
(5) wenn f die Spiegelung in einer Hyperebene ist, dann gilt deg(f) = −1,
(6) wenn f die Spiegelung im Ursprung ist, d.h. wenn f(x) = −f(x) für alle x ∈ Sn,

dann gilt deg(f) = (−1)n+1,

Beweis. (1) Nachdem (idSn)∗ = idHn(Sn(X)) erhalten wir, dass deg(idSn) = 1.
(2) Wenn f : Sn → Sn den Punkt P ∈ Sn verpasst, dann betrachten wir

Sn f
−→ Sn \ {P}

i
−→ Sn

wobei die letzte Abbildung die Inklusion ist. Die Abbildung Hn(S
n) → Hn(S

n)
faktorisiert dann durch Hn(S

n \ {P}), aber diese Gruppe ist die triviale Gruppe,
nachdem Sn \ {P} ∼= Dn zusammenziehbar ist.

(3) Wenn f homotop zu g ist, dann folgt aus Satz 3.3, dass deg(f) = deg(g).
(4) Es gilt (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗, und daraus folgt sofort41, dass deg(f ◦ g) = deg(f) ·deg(g).

41Warum?
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(5) Wir können einen Homöomorphismus

Sn ∼=
−→ Σn := ∆n × 1︸ ︷︷ ︸

=:∆1

∪ ∆n × 2︸ ︷︷ ︸
=:∆2

wählen, so dass die Spiegelung f gerade der Vertauschung h der beiden Kopien von
∆n entspricht. In Lemma 4.18 hatten wir gesehen, dass x := [∆1−∆2] ein Erzeuger
von Hn(Σ

n) ist. Es gilt nun aber, dass

h∗(x) = h∗([∆1 −∆2]) = [h(∆1)− h(∆2)] = [∆2 −∆1] = −x.

Die Abbildung h∗, und damit auch f∗ ist also gerade die Multiplikation mit −1.
(6) Die Spiegelung im Ursprung ist die Verknüpfung von den Spiegelungen in den (n+1)-

Hyperebenen Hi := {(t1, . . . , tn+1) ∈ Rn+1 | ti = 0}, i = 1, . . . , n+1. Die gewünschte
Aussage folgt also aus (4) und (5).

�

Lemma 5.2. Es sei f : Sn → Sn eine Abbildung, welche keinen Fixpunkt besitzt, dann gilt
deg(f) = (−1)n+1.

Beweis. Es sei f : Sn → Sn eine Abbildung, welche keinen Fixpunkt besitzt, d.h. für alle
x ∈ Sn gilt f(x) 6= x. Dann gilt42 auch (1 − t)f(x) 6= tx für alle t ∈ [0, 1] und alle x ∈ Sn.
Wir können daher die Abbildung

F : Sn × [0, 1] → Sn

(x, t) 7→ (1−t)f(x)−tx
‖(1−t)f(x)−tx‖

einführen. Diese Abbildung ist eine Homotopie zwischen den Abbildungen x 7→ f(x) und
x 7→ −x. Es folgt also aus Lemma 5.1 (3) und (6), dass deg(g) = deg(− id) = (−1)n+1. �

Wir erinnern nun an mehrere Definitionen aus der Analysis II und III. Es sei M ⊂ Rn

eine Untermannigfaltigkeit und a ∈ M . Ein Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M
im Punkt P , wenn es eine stetig differenzierbare Kurve

γ : (−ε, ε) → M
t 7→ γ(t)

gibt, so dass γ(0) = P und γ′(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird
mit TPM bezeichnet. Wir nennen TPM den Tangentialraum am Punkt P . Ein Vektorfeld
auf M ist eine Abbildung v : M → Rn, so dass v(P ) ∈ TPM für alle P ∈ M . Wir sagen v
ist stetig, wenn die Koordinatenfunktionen von v stetig sind.

Beispielsweise hatten wir gesehen, dass der Tangentialraum einer Sphäre wie folgt gege-
ben ist:

TPS
n = {v ∈ Rn+1 |P · v = 0}.

42Warum?
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Wir betrachten nun folgendes stetiges Vektorfeld auf den ungerad-dimensionalen Sphären
S2k−1:

v : S2k−1 → R2k

(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k) 7→ (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k+1).

Es gilt für alle P ∈ S2k−1, dass P · v(P ), d.h. v(P ) liegt in der Tat im Tangentialraum
TPS

2k−1. Dieses Vektorfeld hat zudem die Eigenschaft, dass es überall nicht null ist. Im
Fall der 1-Sphäre S1 ist dies gerade das Vektorfeld, welches immer Länge 1 besitzt und
‘gegen den Uhrzeigersinn zeigt’.

Man kann sich nun fragen, ob es auch auf gerad-dimensionalen Sphären stetige Vektor-
felder gibt, welche überall nicht null sind. Der folgende Satz besagt nun, dass dies nicht
möglich ist.

Satz 5.3. Jedes stetige Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit S2k besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Es sei v ein stetiges Vektorfeld auf einer Sphäre Sn, welches überall nicht null ist.
Wir müssen zeigen, dass n geradzahlig ist. Wir betrachten dann das Vektorfeld

x 7→ w(x) :=
1

‖v(x)‖
v(x),

welches die Eigenschaft hat, dass zudem ‖w(x)‖ = 1 für alle x ∈ Sn. Wir betrachten zudem
folgende Abbildung

F : Sn × [0, 1] 7→ Sn

(x, t) 7→ cos(πt)x+ sin(πt)w(x).

Diese Abbildung nimmt in der Tat Werte in Sn an, denn aus w(x) · x = 0 und ‖x‖ =
‖w(x)‖ = 1 folgt, dass

(cos(πt)x+ sin(πt)w(x)) · (cos(πt)x+ sin(πt)w(x)) = cos(πt)2‖x‖2 + sin(πt)2‖w(x)‖2 = 1.

Die Abbildung F ist also eine Homotopie zwischen id und − id. Es folgt nun aus Lemma
5.1 (1), (3) und (6), dass

1 = deg(id) = deg(− id) = (−1)n+1,

d.h. n ist ungerade. �

Wenn n = 2, dann kann man die Aussage des Satzes gut veranschaulichen. Beispielswei-
se besagt der Satz, dass es auf der Erde immer einen Ort gibt, an dem kein Wind weht43.
Zudem besagt der Satz, dass jeder stetig gekämmte Igel (welcher sich zu einer Kugel zu-
sammengerollt hat) hat mindestens einen Glatzpunkt besitzt. Der Satz 5.3 heißt deswegen
manchmal auch der ‘Satz vom Igel’.

43Hierbei gehen wir natürlich davon aus, dass das Vektorfeld, welches durch die Windrichtung definiert
ist, in der Tat stetig ist.
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6. Die Mayer–Vietoris Sequenz und ihre Anwendungen

In diesem Kapitel werden wir die Mayer–Vietoris Sequenz einführen. Diese spielt für die
Homologiegruppen die Rolle des Satzes von Seifert-van Kampen für Fundamentalgruppen.
Mithilfe der exakten Sequenz von Mayer–Vietoris kann man die Homologiegruppen von den
meisten topologischen Räumen bestimmen.

6.1. Die Mayer–Vietoris Sequenz. Im folgenden Satz bezeichnen wir für eine Inklusion
C ⊂ D von topologischen Räumen die Inklusionsabbildung C → D immer mit iC .

Satz 6.1. (Mayer–Vietoris) Es sei X ein topologischer Raum und es seien A,B ⊂ X
Teilmengen, so dass X = int(A)∪ int(B). Dann gibt es zu jedem n einen Homomorphismus
∂n : Hn(X)→ Hn−1(A ∩ B), so dass

→ Hn(A ∩B)
iA∩B⊕−iA∩B−−−−−−−−→ Hn(A)⊕Hn(B)

iA+iB−−−→ Hn(X)
∂
−→ Hn−1(A ∩B)→ . . .

eine lange exakte Sequenz bildet.

Die lange exakte Sequenz in Satz 6.1 wird üblicherweise die Mayer–Vietoris Sequenz
genannt.

Beweis. Die Aussage die wir beweisen müssen ist ganz analog zur Aussage von Satz 4.6. Wir
müssen also versuchen, diesen Satz geschickt anzuwenden. Zur Erinnerung, wir schreiben

C{A,B}
n (X) := {a+ b | a ∈ Cn(A) und b ∈ Cn(B)}.

Die Inklusionen geben uns dann folgende Sequenz von Kettenabbildungen:

(6.1) 0→ C∗(A ∩B)
iA∩B⊕−iA∩B−−−−−−−−→ C∗(A)⊕ C∗(B)

iA+iB−−−→ C{A,B}
∗ (X)→ 0.

Behauptung. Die Sequenz (6.1) von Kettenabbildungen ist exakt.

Es ist offensichtlich, dass die Abbildung iA∩B⊕−iA∩B injektiv ist, und dass die Abbildung
iA+iB surjektiv ist. Zudem ist die Verknüpfung dieser beiden Abbildung die Nullabbildung,
d.h. Im(iA∩B⊕−iA∩B) ⊂ Ker(iA+iB). Es verbleibt zu zeigen, dass Ker(iA+iB) ⊂ Im(iA∩B⊕
−iA∩B). Es seien also

k∑

i=1

ai(fi : ∆
n → A) ∈ Cn(A) und

l∑

i=1

bi(gi : ∆
n → B) ∈ Cn(B)

singuläre Ketten, so dass das Bild unter iA + iB verschwindet. Wir können dabei ausge-
hen, dass die singulären n-Simplizes f1, . . . , fk paarweise verschieden sind, und dass die
singulären n-Simplizes g1, . . . , gl paarweise verschieden sind, und dass alle ai und bi von
null verschieden sind. Nachdem

k∑

i=1

ai(fi : ∆
n → A) +

l∑

i=1

bi(gi : ∆
n → B) = 0,

muss sich jeder Term in der linken Summe mit einem Term in der rechten Summe wegheben.
Dies ist nur möglich, wenn (möglicherweise nach einer Umordnung der bi), für i = 1, . . . , k
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gilt: ai = −bi und fi = gi, sowie k = l. Dann liegt das Bild von den fi unter anderem in
A ∩ B, und es gilt

(iA∩B ⊕−iA∩B)

(
k∑

i=1

ai(fi : ∆
n → A)

)
=

k∑

i=1

ai(fi : ∆
n → A)

︸ ︷︷ ︸
∈Cn(A)

+

l∑

i=1

bi(gi : ∆
n → B)

︸ ︷︷ ︸
∈Cn(B)

.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Aus Satz 4.6 erhalten wir nun für jedes n einen Homomorphismus

pn : H
{A,B}
n (X)→ Hn−1(A ∩B),

so dass

→ Hn(A ∩B)
iA∩B⊕−iA∩B−−−−−−−−→ Hn(A)⊕Hn(B)

iA+iB−−−→ H{A,B}
n (X)

pn
−→ Hn−1(A ∩B)→ . . .

eine exakte Sequenz bildet. In Satz 4.12 hatten wir zudem gesehen, dass die Inklusion

C{A,B}
∗ (X)→ C∗(X)

einen Isomorphismus

Φn : H
{A,B}
n (X)

∼=
−→ Hn(X)

induziert. Für jedes n schreiben wir nun ∂n := pn ◦ Φ
−1
n und wir erhalten die gewünschte

lange exakte Sequenz. �

Wenn man den Beweis von Satz 6.1 genau studiert, dann kann man auch explizit sehen,
wie der Randoperator ∂n : Hn(X) → Hn(A ∩ B) definiert ist. Wir fassen dies in einem
Lemma zusammen, den Beweis davon überlassen wir als freiwillige Übungsaufgabe.

Lemma 6.2. Es sei X ein topologischer Raum und es seien A,B ⊂ X Teilmengen, so
dass X = int(A) ∪ int(B). Es sei x ∈ Hn(A ∩B). Dann gibt es a ∈ Cn(A) und b ∈ Cn(B),
so dass a+ b ein Zykel ist mit x = [a+ b]. Dann ist ∂x = ∂a = −∂b.

Wir können ganz ähnlich auch einen analogen Satz für die reduzierte Homologie beweisen
und erhalten folgenden Satz. Wir verweisen auf Seite 150 von Hatcher für Details.

Satz 6.3. (Mayer–Vietoris) Es sei X ein topologischer Raum und es seien A,B ⊂ X
Teilmengen, so dass X = int(A)∪ int(B). Dann gibt es zu jedem n einen Homomorphismus
∂n : H̃n(X)→ H̃n−1(A ∩ B), so dass

→ H̃n(A ∩B)
iA∩B⊕−iA∩B−−−−−−−−→ H̃n(A)⊕ H̃n(B)

iA+iB−−−→ H̃n(X)
∂
−→ H̃n−1(A ∩B)→ . . .

eine lange exakte Sequenz bildet.
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6.2. Die Homologiegruppen von RP 2. Wir wollen zuerst die Homologiegruppen des
2-dimensionalen projektiven Raums RP 2 bestimmen. Zur Erinnerung, der n-dimensionale
projektive Raum ist definiert als der Quotientenraum Sn/{±1}, d.h. wir identifizieren x ∈
Sn mit −x. In der Topologievorlesung hatten wir gesehen, dass RP n eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit π1(RP n) ∼= Z/2 ist. Wir wollen jetzt die Homologiegruppen im Fall
n = 2 bestimmen. Wir verwenden dabei die Beschreibung von RP 2 als 44

D2/ ∼ wobei x ∼ y wenn x, y ∈ S1 und x = −y.

Wir bezeichnen im Folgenden mit p die Projektion D2 → D2/ ∼. Wir betrachten dann die
offenen Teilmengen

A := p
(
{v ∈ D2 | ‖v‖ > 1/4

)
und B := p

(
{v ∈ D2 | ‖v‖ < 3/4}

)
.

Offensichtlich ist dann A ∪ B = RP 2. Hierbei ist H̃0(A) = H̃0(A ∩ B) = H̃0(B) = H̃0(A ∪

B

A

x x

a a

x′

B) = 0, nachdem alle Räume wegzusammenhängend sind. Zudem gilt H̃∗(B) = 0, nachdem
B eine Scheibe ist. Die lange exakte Sequenz auf Satz 6.3 ist also in unserem Fall von
folgender Form:

H̃2(A ∩ B)
i
−→ H̃2(A)

i
−→ H̃2(RP

2)
∂
−→ H̃1(A ∩B)

i
−→ H̃1(A)

i
−→ H̃1(RP

2)→ 0.

Um die Abbildungen zu verstehen betrachten wir nun noch folgende zwei singuläre 1-
Simplizes:

x : ∆1 → D2/ ∼
(t, 1− t) 7→ 1

2
e2πt

und
a : ∆1 → D2/ ∼

(t, 1− t) 7→ eπt.

Der Simplex x durchläuft also einen vollen Kreis mit Radius 1
2
während der Simplex

a nur den oberen Halbkreis von Radius 1 durchläuft. Die Schnittmenge A ∩ B ist ho-
motopieäquivalent zu S1 und es folgt nun aus Korollar 4.17, dass [x] ein Erzeuger von

44Die Abbildung D2 → S2 gegeben durch (x, y) 7→ (x, y,
√

1− x2 − y2) induziert einen
Homöomorphismus D2/ ∼→ S2/ ∼.
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H1(A∩B) ∼= Z ist. Man kann zudem leicht zeigen, dass A homotopieäquivalent zum ‘obe-
ren Kreisbogen’ ist 45, und dass daher [a] ein Erzeuger von H1(A) ∼= Z ist. Die obere lange
exakte Sequenz ist also von folgender Form:

0→ H̃2(RP
2)→ Z · [x]

i
−→ Z · [a]→ H̃1(RP

2)→ 0.

Es verbleibt i∗([x]) ∈ H1(A) = Z · [a] zu bestimmen. Der 1-Zykel x ist homolog zum 1-Zykel
x′, aber dieser ‘durchläuft’ zweimal a, d.h. [x] = [x′] = 2[a]. Wir erhalten nun also folgende
exakte Sequenz

0→ H̃2(RP
2)→ Z

·2
−→ Z→ H̃1(RP

2)→ 0.

Es folgt, dass H̃2(RP 2) = Ker{Z
·2
−→ Z} = 0 und H̃1(RP 2) = Coker{Z

·2
−→ Z} = Z/2.

6.3. Die Homologiegruppen vom Torus und der Kleinschen Flasche. Versuchen
wir nun die Homologiegruppen des 2-dimensionalen Torus T auszurechnen. Wir identifizie-
ren dabei T mit S1 × R/6Z. Wir schreiben jetzt A := S1 × ([0, 2) ∪ (4, 6]) ⊂ S1 × R/6Z
und B := S1× (1, 5). Dann überdeckt das Innere von A und B natürlich den ganzen Torus.
Zudem schreiben wir C1 := S1× (1, 2) und C2 := S1× (4, 5). Es gilt also A∩B = C1 ∪C2.

Wir erhalten dann die folgende Mayer–Vietoris Sequenz 46

. . . → H2(T )
∂
−→

→
H1(C1)
H1(C2)





iC1
iC2

−iC1
−iC2





−−−−−−−−−−−→
H1(A)
H1(B)

iA+iB−−−→ H1(T )
∂
−→

→
H0(C1)
H1(C2)





iC1
iC2

−iC1
−iC2





−−−−−−−−−−−→
H0(A)
H1(B)

iA+iB−−−→ H0(T ) → 0.

Für jedes Interval I und jeden Punkt x ∈ I definiert nun (t, 1− t)→ (e2πit, x) einen Er-
zeuger vonH1(S

1×I). Wir verwenden jetzt diesen Erzeuger um die GruppenH1(A),H1(B),
H1(C1) und H1(C2) diese jeweils mit Z zu identifizieren. Für einen zusammenhängenden
Raum definiert ein Punkt einen Erzeuger der nullten Homologiegruppe. Wir können also die
nullten-Homologiegruppen von A,B,C1 und C2 jeweils mit Z identifizieren. Wir erhalten

45Man kann zudem zeigen, dass A homöomorph zum Möbiusband M = [0, 1]× [−1, 1]/(0, y) ∼ (1,−y)
ist, wobei der obere Kreisbogen gerade dem ‘Mittelkreis’ [0, 1]× 0 ∈M entspricht.

46Wir schreiben dabei

Hi(C1)
Hi(C2)

anstatt von Hi(C1)⊕Hi(C2) und
Hi(A)
Hi(B)

anstatt von Hi(A)⊕Hi(B).

Der Grund ist, dass wir uns die direkten Summen als Spaltenvektoren vorstellen wollen, welche sich für die
Matrix-Schreibweise von Abbildungen anbieten.
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also dann die folgende Mayer–Vietoris Sequenz

0 → H2(T )
∂
−→

→
Z
Z





iC1
iC2

−iC1
−iC2





−−−−−−−−−−−→
Z
Z

iA+iB−−−→ H1(T )
∂
−→

→
Z
Z





iC1
iC2

−iC1
−iC2





−−−−−−−−−−−→
Z
Z

iA+iB−−−→ Z → 0.

UmH2(T ) undH1(T ) zu bestimmen müssen nun also auch noch die Abbildungen verstehen.
Es folgt aus der Wahl der Identifikationen mit von den nullten und ersten Homologiegruppen
Z sofort, dass die Inklusionsabbildungen alle die Identität darstellen. D.h. wir erhalten
folgende lange exakte Sequenz:

0 → H2(T )
∂
−→

→
Z
Z





1 1
−1 −1





−−−−−−−−→
Z
Z

(1 1)
−−→ H1(T )

∂
−→

→
Z
Z





1 1
−1 −1





−−−−−−−−→
Z
Z

(1 1)
−−→ Z → 0.

Es ist nun

H2(T ) ∼= Ker




Z
Z





1 1
−1 −1





−−−−−−−−→
Z
Z


 = Z · (1,−1) ∼= Z.

Wir erhalten dann folgende kurze exakte Sequenz 47

0→ Coker




Z
Z





1 1
−1 −1





−−−−−−−−→
Z
Z


→ H1(T )→ Ker




Z
Z





1 1
−1 −1





−−−−−−−−→
Z
Z


→ 0.

47Ganz allgemein gilt: wenn

· · · → Cn+1 → Cn → Cn−1 → . . .

eine exakte Sequenz ist, dann sind auch

0→ Coker(Cn+1 → Cn)→ Cn → Cn−1 . . . sowie · · · → Cn+1 → Ker(Cn → Cn−1)→ 0

exakte Sequenzen. Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen.
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Hierbei ist sowohl die linke als auch die rechte Gruppe isomorph zu Z. Wir erhalten also
eine kurze exakte Sequenz

0→ Z→ H1(T )→ Z→ 0.

Es folgt48, dass H1(T ) ∼= Z2. Wir können das Ergebnis nun in folgendem Lemma zusam-
menfassen.

Lemma 6.4. Es sei T der 2-dimensionale Torus, dann gilt

H0(T ) ∼= Z, H1(T ) ∼= Z2 und H2(T ) ∼= Z.

Wir wollen jetzt auch noch zwei Elemente von H1(T ) finden, welche Erzeuger der freien
abelschen Gruppe H1(T ) ∼= Z2 sind. Es sei nun zum einen c der Standarderzeuger von
H1(B) und es seien a und b die in Abbildung 17 angedeuteten singulären 1-Simplizes in

A

B
60

c

d wobei [d] = [a+ b] c

da

b

Torus T

Abbildung 17. Der Torus mit der Überdeckung A ∪B.

A und B. Dann ist a + b ein Zykel in X , und es folgt aus Lemma 6.2, dass das Bild von
[a + b] unter der Abbildung ∂ : H1(X) → H0(A ∩ B) = Z2 gerade dem Element (1,−1)
entspricht. Man kann sich nun davon überzeugen, dass [c] und [a + b] in der Tat die freie
abelsche Gruppe H1(T ) ∼= Z2 erzeugen.

Wir betrachten nun auch die singulären 2-Simplizes xi ∈ C2(A) und yj ∈ C2(B), welche
in Abbildung 18 angedeutet werden. Die singulären 2-Simplizes sollen dabei kohärent orien-
tiert sein, d.h. der Rand von

∑
xi und von

∑
yj soll jeweils aus den vertikalen 1-Simplizes

in den zwei Komponenten von A ∩ B besteht. Es folgt aus Lemma 6.2, dass das Bild von
[
∑

i xi +
∑

j yj] unter der Abbildung ∂ : H2(X) → H1(A ∩ B) = Z2 wieder gerade dem

Element (1,−1) entspricht. Insbesondere ist [
∑

i xi +
∑

j yj] ein Erzeuger von H2(T ) ∼= Z.

48Warum?
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A

B
60

xi

yj

Abbildung 18. Der Torus mit Simplizes xi und yi.

In Übungsblatt 6 werden wir die Homologiegruppen der Kleinschen Flasche K bestim-
men. Ein Mayer-Vietoris Argument wie oben beim Torus zeigt, dass

H0(K) ∼= Z, H1(K) ∼= Z⊕ Z/2 und Hi(K) = 0 für alle i ≥ 2.

Zudem können wir auch die Erzeuger von H1(K) explizit bestimmen. Betrachten wir Ab-

c

Kleinsche Flasche K
d

Abbildung 19. Die Kleinsche Flasche.

bildung 19, dann erzeugt der 1-Simplex d den Z-Summanden und der 1-Simplex c erzeugt
den Z/2-Summanden.

6.4. Die erste Homologiegruppe vom Komplement eines Knotens. Zur Erinne-
rung, ein Knoten K ⊂ S3 ist das Bild einer injektiven C∞-Abbildung ϕ : S1 → S3. Wir
wollen jetzt folgendes Lemma beweisen:

Lemma 6.5. Es sei K ⊂ S3 ein Knoten. Dann gilt

H1(S
3 \K) ∼= Z.

Wir hatten dieses Lemma schon in Korollar 3.8 bewiesen, allerdings unter Verwendung
von Satz 3.7, dessen Beweis wir bestenfalls skizziert hatten. Wir werden dann später auch
die weiteren Homologiegruppen von S3 \K bestimmen.
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Beweis. Es sei also K ⊂ S3 ein Knoten. Es gibt dann eine injektive C∞-Abbildung ϕ : S1 →
S3 mit ϕ(S1) = K. Man kann nun zeigen, 49 dass es auch eine injektive C∞-Abbildung
Φ: S1 ×D2 → S3 mit ϕ(z) = Φ(z, 0) für alle z ∈ S1 gibt.

Wir schreiben X := S3 \ K und Y := Φ(S1 × D2). Wir können dann Satz 6.1 auf
S3 = X ∪ Y anwenden. Wir erhalten dann folgende exakte Sequenz

H2(S
3)︸ ︷︷ ︸

=0

→ H1(X ∩ Y )→ H1(X)⊕H1(Y )→ H1(S
3)︸ ︷︷ ︸

=0

.

Es folgt, dass die durch die Inklusionen induzierte Abbildung H1(X∩Y )→ H1(X)⊕H1(Y )
ein Isomorphismus ist. Die Schnittmenge X∩Y = Φ(S1×D2\{0}) ist homotopieäquivalent
zum 2-Torus Φ(S1 × S1), d.h. H1(X ∩ Y ) ∼= Z2. Zudem ist Y = Φ(S1 × D2) homoto-
pieäquivalent zum Kreis Φ(S1×0), d.h. H1(X) ∼= Z. Wir erhalten also eine exakte Sequenz
von folgender Form

0→ Z2 ∼=
−→ H1(X)⊕ Z→ 0,

und es folgt50, dass H1(X) ∼= Z. �

Wenn K ⊂ S3 ein Knoten ist, dann haben wir gerade gezeigt, dass H1(S
3\K) ∼= Z. Wenn

man den Beweis dieser Aussage genauer studiert, dann sieht man, dass jeder Meridian von
K ein Erzeuger von H1(S

3 \ K) ∼= Z ist. Ein Meridian von K ist hierbei eine Kurve,
welche eine Scheibe D berandet, welche den Knoten K in genau einem Punkt schneidet.
Wir werden diese Aussage in Übungsblatt 6 beweisen.

Knoten K

Meridian

Abbildung 20. Ein Meridian vom Kleeblattknoten.

49Es gibt ganz allgemein folgenden Satz von der ‘Existenz der Tubenumgebung’.

Satz. Es sei M eine kompakte m-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit einer geschlossenen n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit N . Dann gibt es eine injektive C∞-Abbildung Φ: M × Dn−m → N , so

dass Φ(x, 0) = x für alle x ∈M .

Dieser Satz wird beispielsweise in Kapitel II.11 von

Bredon: Geometry and Topology

bewiesen.
50Warum?
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6.5. Die Hurewicz-Abbildung. Es sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. In der
Topologievorlesung hatten wir die höheren Homotopiegruppen πn(X, x0), n ≥ 2 eingeführt.
Diese sind definiert als Homotopieklassen von Abbildungen (Sn, ∗)→ (X, x0) wobei ∗ ∈ S

n

ein festgewählter Basispunkt ist. Diese Gruppen haben die folgende Eigenschaften:

(1) Wenn p : (X, x0) → (B, b0) eine Überlagerung von punktierten topologischen 51

Räumen ist, dann ist πn(X, x0)→ πn(B, b0) ein Isomorphismus.
(2) πi(S

n) = 0 für i < n und πn(S
n) ∼= Z.

(3) Es ist π3(S
2) ∼= Z. 52

Wir wenden uns nun dem Zusammenhang zwischen den höheren Homologie- und Homo-
topiegruppen zu. Wir hatten gezeigt, dass Hn(S

n) ∼= Z und wir wählen nun einen Erzeuger
[Sn] von Hn(S

n). Es sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum. Es folgt aus Satz 3.3,
dass die Abbildung

Φ: πn(X, x0) → Hn(X)
[f : Sn → X ] 7→ f∗([S

n])

wohl-definiert ist. Man kann zudem zeigen, dass dies ein Gruppenhomomorphismus ist (Sie-
he Proposition 4.36 in Hatcher: Algebraic Topology). Diese Abbildung wird die Hurewicz-
Abbildung genannt. Im Fall n = 1 ist dies natürlich nichts anderes als die Abbildung
π1(X, x0)→ H1(X), welche wir schon in Kapitel 3.3 betrachtet hatten.

Es stellt sich nun die Frage, ob der Homomorphismus Φ: πn(X, x0) → Hn(X) zwischen
abelschen Gruppen ein Isomorphismus ist, wenn X wegzusammenhängend ist. Dies ist
allerdings nicht der Fall:

(1) Es sei X = S3, dann ist π3(S
2) = Z aber H3(S

2) = 0. Wir sehen also, dass
Φ: πn(X, x0)→ Hn(X) im Allgemeinen nicht injektiv ist.

(2) Es sei X = R2/Z2 der 2-Torus. dann ist π2(X) = π2(R
2/Z2) = π2(R

2) = 0 aber
H2(X) = Z. Wir sehen also, dass Φ: πn(X, x0) → Hn(X) im Allgemeinen nicht
surjektiv ist.

Etwas überraschenderweise gibt es allerdings doch einen Zusammenhang. Genauer gesagt
hat Hurewicz folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.6. Es sei (X, x0) ein punktierter topologischer Raum und es sei k ≥ 2, so dass
πi(X) = 0 für alle i = 0, . . . , k − 1. Dann ist

Φ : πk(X, x0)→ Hk(X)

51Um genau zu sein muss p : (X, x0) → (B, b0) eine Überlagerung von wegzusammenhängenden, lokal
wegzusammenhängenden und semilokal einfach zusammenhängenden topologischen Räumen sein.

52Ein Erzeuger von π3(S
2) kann dabei explizit beschrieben werden. Es sei

CP 1 = {[z0 : z1] | z0, z1 ∈ C mit z0 6= 0 oder z1 6= 0}

der 1-dimensionale komplexe projektive Raum. Dieser ist homöomorph zu S2. Dann repräsentiert

H : S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | z21 + z22 = 1} → S2 = CP 1

(z1, z2) 7→ [z1 : z2]

einen Erzeuger von π3(S
2).
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ein Isomorphismus.

Der Beweis führt natürlich weit über die Vorlesung hinaus. Wir verweisen daher auf Seite
371 von Hatcher: Algebraic Topology für einen Beweis.

7. CW-Komplexe

In diesem Kapitel werden wir die CW-Komplexe einführen. Diese geben uns eine hilfrei-
che Methode um die meisten ‘gängigen’ topologischen Räume zu beschreiben. Wir werden
zudem zeigen, dass sich die Homologiegruppen von CW-Komplexen relativ leicht bestim-
men lassen.

7.1. Definition von CW-Komplexen und Beispiele. Wir führen nun induktiv den
Begriff eines CW-Komplexes und seiner topologischen Realisierung ein. Die Definition ist
auf den ersten Blick vielleicht verwirrend, aber wir werden dann in den Beispielen sehen,
dass der Begriff eines CW-Komplexes schnell seinen Schrecken verliert.

Fangen wir also mit der Definition an:

(a) Ein 0-dimensionaler CW-Komplex X0 besteht aus einer Menge von Punkten. Die
topologische Realisierung |X0| von einem 0-dimensionalen X0 ist der topologische
Raum, welcher gegeben ist durch die Menge X0 zusammen mit der diskreten Topo-
logie.

(b) Wir definieren nun induktiv höher dimensionale CW-Komplexe: Ein n-dimensionaler
CW-Komplex Xn besteht aus einem (n− 1)-dimensionalen CW-Komplex Xn−1 zu-
sammen mit Abbildungen ϕα : S

n−1 = Sn−1
α → |Xn−1| wobei die α Elemente einer

Indexmenge sind. Die topologische Realisierung |Xn| von Xn ist der topologische
Raum

|Xn| := |Xn−1| ∪
⋃

α

Dn
α/ ∼

wobei wir für jedes α den Rand Sn−1
α = ∂Dn

α mithilfe von ϕα mit den entsprechenden
Teilmengen von |Xn−1| identifizieren.

In der Notation unterscheiden wir normalerweise nicht zwischen dem CW-Komplex und
seiner topologischen Realisierung, d.h. wir bezeichnen normalerweise die topologische Rea-
lisierung von Xn ebenfalls mit Xn.

Wir führen noch folgende Sprechweisen ein:

(1) Die Punkte in X0 heißen die 0-dimensionalen Zellen von Xn.
(2) Die Bilder von den Dk

α in Xk ⊂ Xn heißen die k-dimensionalen Zellen von Xn. 53

(3) Die Abbildungen ϕα : S
n−1
α → X heißen die Anklebeabbildungen und die Abbildun-

gen Dn
α → X heißen die charakteristischen Abbildungen der Zellen.

53Man könnte die beiden Definitionen zusammenfassen wenn man bei der induktiven Definition eines
CW-Komplexes als erstes den −1-dimensionalen CW-Komplex als die leere Menge definiert, und dann wie
oben induktiv die höher dimensionalen CW-Komplexe einführt. Dann würde die Definition von Zellen in
(2) auch die Definition in (1) abdecken.
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(4) Die Vereinigung der Zellen der Dimension ≤ k heißt das k-Gerüst von X , welches
mit Xk bezeichnet wird.

(5) Eine CW-Struktur für einen gegebenen topologischer Raum Y ist ein CW-Komplex
X zusammen mit einem Homöomorphismus f : X → Y .

Wir werden im Folgenden sehen, dass die meisten topologischen Räume, welche wir
kennen, CW-Komplexe sind.

(1) Wir betrachten als erstes folgenden Raum, welcher in Abbildung 1 skizziert wird:

Y := [−1, 1]× [−1, 1] ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − 1)2 = 1, y ≥ 1}.

Der Raum Y besteht also einem Quadrat zusammen mit einem Halbkreis.
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Y

Wir wollen jetzt eine CW-Struktur für Y find. Wir betrachten dazu erst den 0-
dimensionalen CW-Komplex, welcher aus den 4 Eckpunkten des Quadrats besteht.
Wir kleben dann fünf 1-dimensionale Zellen an X0. Betrachten wir dazu als erstes
die Abbildung ϕ, welche ∂D1 = ± − 1 auf ± − 1 × −1 schickt. Der topologische
Raum

X0 ∪ϕ D
1

besteht dann aus den vier Punkten zusammen mit einer Kante, welche die unteren
beiden Punkte verbindet. Dieser Raum wird in Abbildung 21 in der Mitte skizziert.
Ganz analog führen wir vier weitere 1-dimensionale Zellen ein und erhalten den 1-
dimensionalen CW-Komplex, welcher Abbildung 21 auf der rechten Seite skizziert
wird. Zum Schluß kleben wir noch eine 2-dimensionale Zelle an X1 an und erhalten
einen CW-Komplex X2, wessen topologische Realisierung homöomorph zu Y ist.
wir in Abbildung 22 skizziert.

(2) Wir können den Torus als CW-Komplex mit einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer
2-Zelle betrachten. Man beachte, dass es für die 1-Zellen keine Wahlfreiheit für
die Anklebeabbildung gibt. Die Anklebeabbildung für die 2-Zelle ist in Abbildung
skizziert.

(3) Wir können auch die Kleinsche Flasche als CW-Komplex mit einer 0-Zelle, zwei 1-
Zellen und einer 2-Zelle betrachten. Der Unterschied zum Torus ist, dass wir dieses
mal eine andere Anklebeabbildung für die 2-Zelle verwenden.

In Abbildung 25 skizzieren wir, wie wir den Torus auf verschiedene Weisen als CW-
Komplex auffassen können. In Abbildung 26 skizzieren wir zudem, wie wir den projektiven
Raum RP 2, das Möbiusband und die Fläche von Geschlecht 2 als CW-Komplex auffassen
können.
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X0

ankleben
aller 1-Zellen

ankleben
einer 1-Zelle

X0 mit einer 1-Zelle X1

= D1
α

Anklebeabbildung
ϕ einer 1-Zelle

charakteristische
Abbildung ϕα

einer 1-Zelle

= S1
α

Abbildung 21. Der CW-Komplex X1.
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ankleben der 2-Zelle

X1 X2

charakteristiche
Abbildung ϕα

Anklebeabbildung ϕα

Abbildung 22. Ankleben der 2-Zelle an X1.

Zum Abschluß der Diskussion von Flächen betrachten wir noch die 2-Sphäre. Diese
können wir als CW-Komplex X wie folgt beschreiben: wir nehmen einen Punkt P und eine
2-Zelle, wobei die Anklebeabbildung ϕ : S1 → X0 = {P} notwendigerweise den ganzen
Rand S1 auf P schickt. Die topologische Realisierung von X ist also gegeben durch

X0 ∪ϕ D
2 = {P} ∪P=∂D2 D2 = D2/S1 ∼= S2.
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Abbildung 23. Der Torus als CW-Komplex.
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Abbildung 24. Die Kleinsche Flasche als CW-Komplex.

Das Beispiel der 2-Sphäre kann man auch auf Sphäre beliebiger Dimensionen übertragen:
wir können Sn als CW-Komplex mit einer 0-Zelle und einer n-Zelle betrachten. Wir sehen
also, dass viele von den topologischen Räumen, welche uns interessieren, als CW-Komplex
aufgefasst werden können. 54

54Allerdings kann nicht jeder topologische Raum als CW-Komplex beschrieben werden. Betrachten wir
beispielsweise den topologischen Raum X , welcher aus genau 2 Punkten P und Q besteht und mit der
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Torus als
CW-Komplex mit
einer 0-Zelle
drei 1-Zellen
zwei 2-Zellen

Torus als
CW-Komplex mit
drei 0-Zellen
fünf 1-Zellen
zwei 2-Zellen

Torus als
CW-Komplex mit
einer 0-Zelle
zwei 1-Zellen
einer 2-Zelle

Abbildung 25. Der Torus mit drei verschiedenen CW-Strukturen.

Zum Abschluß wollen wir die Definition eines CW-Komplexes noch etwas verallgemei-
nern. Wir sagen, ein topologischer Raum X ist ein CW-Komplex wenn folgende zwei Ei-
genschaften gelten:

(1) Es gibt eine Folge von CW-Komplexen

X−1 := ∅ ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ X2 . . .

do dass X = ∪Xn, und so dass für jedes m ≤ n der CW-Komplex Xm gerade das
m-Gerüst von Xn ist.

(2) Eine Menge U ⊂ X ist offen, genau dann, wenn U ∩Xn offen ist für alle n.

Wir definieren die Dimension dim(X) ∈ N ∪ {∞} eines CW-Komplexes X dann als die
maximale Dimension einer Zelle. 55

trivialen Topologie. D.h. die einzigen offenen Mengen sind die leere Menge und ganz X . Dann können wir
X nicht als CW-Komplex auffassen, den ein CW-Komplex mit endlich vielen Punkten besteht nur aus
0-dimensionalen Zellen zusammen mit der diskreten Topologie.

55Hierbei definieren wir natürlich dim(X) =∞, wenn X Zellen beliebig grosser Dimensionen besitzt.
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Das Möbiusband als
CW-Komplex mit
zwei 0-Zellen
drei 1-Zellen
einer 2-Zelle

Der RP 2 als
CW-Komplex mit
einer 0-Zelle
einer 1-Zellen
einer 2-Zelle

Fläche von Geschlecht 2
als CW-Komplex mit
einer 0-Zelle
vier 1-Zellen
einer 2-Zelle

Abbildung 26. Der projektive Raum RP 2, das Möbiusband und die Fläche
von Geschlecht 2 mit jeweils einer CW-Struktur.

Betrachten wir beispielsweise 56

S∞ = {(x1, x2, . . . ) ∈ R∞ |
∑

x2i = 1}.

Wir fassen nun Rn als Teilmenge von R∞ auf. Wir betrachten dann iterative Sn als CW-
Komplex, wobei S0 aus zwei 0-Zellen besteht und Sn aus Sn−1 durch ankleben von zwei
n-Zellen (‘obere Hemisphäre und untere Hemisphäre’) hervorgeht. Wir erhalten dann eine
aufsteigende Folge

S0 ⊂ S1 ⊂ S2 . . .

von CW-Komplexen, welche genau die oben geforderten Eigenschaften besitzt.

7.2. Die Homologiegruppen von CW-Komplexen. Wir werden nun eine relativ ein-
fache Methode kennenlernen um Homologiegruppen von CW-Komplexen zu bestimmen.

56Zur Erinnerung,R∞ ist die Menge der reellen Folgen (x1, x2, . . . ), so dass nur endlich viele Folgenglieder
ungleich null sind. Dies ist ein metrischer Raum bezüglich der Metrik

d((x1, x2, . . . ), (y1, y2, . . . )) =

√∑

i

(xi − yi)2.
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S1 S2S0

Abbildung 27. Eine aufsteigende Folge von CW-Komplexen S0 ⊂ S1 ⊂ S2 . . . .

Im Folgenden identifizieren wir durchgehend Hn(D
n, ∂Dn) mit Z mithilfe der Wahl eines

Isomorphismus.

Lemma 7.1. Es sei X ein CW-Komplex. Dann gilt:

(1) Für k 6= n ist Hk(X
n, Xn−1) = 0. Wenn wir mit Zn die Menge der n-Zellen be-

zeichnen, dann induzieren die charakteristischen Abbildungen Φz : D
n
z → X, z ∈ Zn

einen Isomorphismus 57

⊕

z∈Zn

Φz :
⊕

z∈Zn

Z→ Hn(X
n, Xn−1).

(2) Für k > n gilt Hk(X
n) = 0.

(3) Die Inklusion i : Xn → X induziert einen Isomorphismus i∗ : Hk(X
n)→ Hk(X) für

alle k < n.

Die erste Aussage sagt also insbesondere, dass Hn(X
n, Xn−1) die freie abelsche Gruppe

ist, welche von der Menge der n-Zellen aufgespannt wird.

Beweis. (1) Man kann leicht zeigen, dass die Bedingung (∗) in Satz 4.10 für Xn−1 ⊂ Xn

erfüllt ist. 58 Es folgt also aus Satz 4.10, dass

Hk(X
n, Xn−1) ∼= H̃k(X

n/Xn−1) für alle k.

Es ist

Xn/Xn−1 = (Xn−1 ∪ϕα

⋃
Dn

α)/X
n−1,

wobei wir die Randsphären Sn−1
α jeweils mit einer Teilmenge vonXn−1 identifizieren.

Wenn wir alle Punkte in Xn−1 zu einem einzigen Punkt zusammenfassen, dann ist
das Bild von jedem Dn

α gegeben durch Dn
α/S

n−1
α
∼= Sn. Nachdem wir zudem in allen

Sphären je einen Punkt mit den anderen Punkten identifizieren, erhalten wir, dass

57Jede charakteristischen Abbildung Φz : D
n
z → X induziert eine Abbildung Hn(D

n, ∂Dn) →
Hn(X

n, Xn−1). Nachdem wir Hn(D
n, ∂Dn) mit Z identifiziert hatten erhalten wir also eine Abbildung

Z→ Hn(X
,Xn−1).

58In der Tat, wir nehmen aus jeder n-Zelle von Xn einen Punkt im Inneren heraus und bezeichnen
die resultierende Menge mit U . Dann ist U eine offene Umgebung Xn−1 in Xn, so dass Xn−1 ein Defor-
mationsretrakt von U ist.
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Xn/Xn−1 homöomorph zur Einpunktvereinigung 59 von n-dimensionalen Sphären
ist, wobei die Sphären in ein-eindeutiger Beziehung den n-dimensionalen Zellen von
Xn entsprechen. Die erste Aussage folgt nun aus Übungsaufgabe 1 von Übungsblatt
6. 60

(2) Wir betrachten die lange exakte Sequenz des Paares (Xn, Xn−1):

· · · → Hk+1(X
n, Xn−1)→ Hk(X

n−1)→ Hk(X
n)→ Hk(X

n, Xn−1)→ . . .

Insbesondere, wenn k > n, dann folgt aus (1), dass Hk+1(X
n, Xn−1) = 0. Wir

erhalten also, dass Hk(X
n−1) ∼= Hk(X

n). Iterieren wir dieses Argument, dann sehen
wir, dass

Hk(X
n) ∼= Hk(X

n−1) ∼= . . . ∼= Hk(X
0) = 0.

Die letzte Aussage folgt hierbei daraus, dass X0 eine Vereinigung von Punkten mit
der diskreten Topologie ist.

(3) Das gleiche Argument wie in (2) zeigt nun auch, dass die Inklusionsabbildungen
für jedes k < n Isomorphismen Hk(X

n) → Hk(X
n+1) induzieren. Wenn X endlich

dimensional ist, dann folgt die Behauptung (3) sofort aus dieser Beobachtung.
Für den Beweis von (3) im Falle, dass X ein unendlich dimensionaler CW-

Komplex ist verweise ich auf Seite 138 von Hatcher.
�

Wir bezeichnen im Folgenden mit d = dn die Abbildung

Hn(X
n, Xn−1)

∂n−→ Hn−1(X
n−1)

jn−1

−−→ Hn−1(X
n−1, Xn−2)

wobei ∂n die Randabbildung in der langen exakten Sequenz des Paares (Xn, Xn−1) ist und
jn−1 ist die durch die Projektion Cn−1(X

n−1) → Cn−1(X
n−1, Xn−2) induzierte Abbildung.

Diese Abbildung d hat folgende Eigenschaft:

Lemma 7.2. Für alle n gilt dn ◦ dn+1 = 0.

59Es seien (X, x0) und (Y, y0) zwei punktierte topologische Räume. Die Einpunktvereinigung von (X, x0)
und (Y, y0) ist der topologische Raum

X ∨ Y := (X ∪ Y )/x0 ∼ y0.

Wenn X und Y zusammenhängende Mannigfaltigkeiten sind, dann hängt der Homöomorphietyp von X∨Y
nicht von der Wahl von den Punkten x0 und y0 ab.

60Ein Punkt x in einem topologischen RaumX heißt im folgenden einfach, wenn es eine offene Umgebung
U von x gibt, so dass x ein Deformationsretrakt von U ist. Beispielsweise ist jeder Punkt in einer Mannigfal-
tigkeit einfach. Wenn x0 ∈ X und y0 ∈ Y einfache Punkte sind, dann induzieren die Inklusionsabbildungen
i : X → X ∨ Y und j : Y → X ∨ Y für jedes n einen Isomorphismus

i∗ ⊕ j∗ : H̃n(X)⊕ H̃n(Y )→ H̃n(X ∨ Y ).
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Beweis. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm von Abbildungen

Hn(X
n)

jn

''OOOOOOOOOOO

Hn+1(X
n+1, Xn)

∂n+1

66nnnnnnnnnnnn
dn+1 // Hn(X

n, Xn−1)
∂n

((QQQQQQQQQQQQ

dn // Hn−1(X
n−1, Xn−2)

Hn−1(X
n−1)

jn−1

55llllllllllllll

Die Abbildung ∂n ◦ jn : Hn(X
n) → Hn−1(X

n−1) ist jedoch die Verknüpfung von zwei suk-
zessiven Abbildungen in der langen exakten Sequenz des Paares (Xn, Xn−1), d.h. die Ab-
bildung ∂n ◦ jn ist die Nullabbildung. �

Das Lemma besagt also, dass (Hn(X
n, Xn−1), dn) einen Kettenkomplex definiert. Wir

bezeichnen diesen Kettenkomplex im Folgenden mit CCW
∗ (X) und bezeichnen dessen Ho-

mologiegruppen mit HCW
n (X). Wir nennen CCW

∗ (X) = (Hn(X
n, Xn−1), dn) den zellulären

Kettenkomplex vom CW-Komplex X .

Beispiel. Betrachten wir die n-Sphäre Sn für n ≥ 2. Im vorherigen Kapitel hatten wir
gesehen, dass Sn homöomorph zu einem CW-Komplex X mit einer 0-Zelle und einer n-
Zelle ist. Der zelluläre Kettenkomplex CCW

∗ (X) ist dann von der Form

0→ Z︸︷︷︸
=CCW

n (X)

→ 0→ · · · → 0→ Z︸︷︷︸
=CCW

0
(X)

→ 0.

Nachdem n ≥ 2 sind die beiden Z’s durch mindestens eine Null getrentt. Die Randabbil-
dungen sind daher zwangsläufig die Nullabbildungen und wir erhalten, dass

HCW
i (X) ∼=

{
Z, wenn i = 0, n,
0, ansonsten.

Dies sind natürlich die ‘üblichen’ Homologiegruppen von Sn. Wir jetzt sehen, dass dies kein
Zufall ist.

Wir können jetzt folgenden Satz formulieren und beweisen:

Satz 7.3. Für jeden CW-Komplex X gibt es einen 61 Isomorphismus

Hn(X)
∼=
−→ HCW

n (X).

61Man kann den Satz noch etwas genauer formulieren. Es gibt hier nicht nur ‘irgendeinen Isomorphismus’,
sondern es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

Φ : Hn(X)
∼=
−→ HCW

n (X),
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Beweis. Wir ergänzen das kommutative Diagramm aus dem Beweis von Lemma 7.2 noch
um ein paar Abbildungen:

0

0

((PPPPPPPPPPPPPPP Hn(X
n+1)

66lllllllllllllll

Hn(X
n)

jn

''OOOOOOOOOOO

77ooooooooooo

Hn+1(X
n+1, Xn)

∂n+1

66nnnnnnnnnnnn
dn+1 // Hn(X

n, Xn−1)
∂n

((QQQQQQQQQQQQ

dn // Hn−1(X
n−1, Xn−2)

Hn−1(X
n−1)

jn−1

55llllllllllllll

0.

66lllllllllllllll

Mithilfe von Lemma 7.1 sehen wir, dass die diagonalen Sequenzen von Abbildungen gerade
die langen exakten Sequenzen von den jeweiligen Paaren sind. Insbesondere sind alle dia-
gonalen Sequenzen exakt. Aus Lemma 7.1 wissen wir, dass die Inklusion Xn+1 → X einen
Isomorphismus Hn(X

n+1) ∼= Hn(X) induziert. Die linke diagonale exakte Sequenz erlaubt
es nun folgende Identifikation durchzuführen: 62

Hn(X) = Hn(X
n)/ Im(∂n+1).

Es genügt nun zu zeigen, dass jn : Hn(X
n)→ Hn(X

n, Xn−1) einen Isomorphismus

Hn(X) = Hn(X
n)/ Im(∂n+1) → Ker(dn)/ Im(dn+1) = HCW

n (X)

induziert. Diese Behauptung zeigt man wiederum durch ‘Diagrammjagd’. 63

(1) Nachdem ∂n ◦ jn = 0 folgt, dass jn(Hn(X
n)) ⊂ Ker(dn).

mit der Eigenschaft, dass folgendes Diagramm kommutiert:

Hn(X)

Φ

%%LLLLLLLLLL

Hn(X
n)

99ssssssssss

%%KKKKKKKKKK
HCW

n (X)

Ker(dn)

99rrrrrrrrrr

.

62Wenn A→ B → C → 0 eine exakte Sequenz ist, dann ist C isomorph zu B/ Im(A→ B).
63Es ist am besten jetzt den Beweis nicht mehr zu lesen, sondern sich selber auf die Jagd zu machen.
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(2) Die Abbildung jn−1 ist injektiv, d.h. Ker(dn) = Ker(∂n) = Im(jn), d.h. die Abbil-
dung jn induziert einen Epimorphismus

Hn(X
n)→ Ker(dn)

und offensichtlich auch einen Epimorphismus

Hn(X
n)/ Im(∂n+1)→ Ker(dn)/ Im(dn+1).

(3) Wenn ein Element jn(c) ∈ Hn(X
n, Xn−1) im Bild von dn+1 = jn ◦ ∂n+1 liegt, dann

ist jn(c) = jn(∂n+1(d)) für ein d ∈ Hn+1(X
n+1, Xn). Nachdem jn injektiv ist folgt

dann aber, dass c = ∂n+1(d). Wir haben damit nun auch gezeigt, dass die Abbildung

Hn(X
n)/ Im(∂n+1)→ Ker(dn)/ Im(dn+1)

injektiv ist.

�

Satz 7.3 ist schon hilfreich, selbst wenn wir die Randabbildungen dn nicht bestimmen
können. Beispielsweise, wenn X ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen ist, dann sind
die Kettengruppen CCW

∗ (X) im zellulären Kettenkomplex endlich erzeugte freie abelsche
Gruppen. Dies ist ein grosser Fortschritt gegenüber den singulären Kettengruppen C∗(X),
welche im Allgemeinen freie abelsche Gruppen von überabzählbarem Rang sind.

Wir können nun auch leicht folgendes Korollar beweisen.

Korollar 7.4. Es sei X ein topologischer Raum, welcher homotopieäquivalent zu einem
CW-Komplex Y ist. Dann gilt:

(1) Wenn Y genau d Zellen der Dimension n besitzt, dann wird Hn(X) von höchstens
d Elementen erzeugt.

(2) Wenn Y nur aus endlich vielen Zellen besteht, dann sind alle Homologiegruppen
endlich erzeugte Gruppen.

(3) Wenn Y ein n-dimensionaler CW-Komplex ist, dann gilt Hk(X) = 0 für k > n und
zudem ist Hn(X) torsion-frei.

Beweis. Nachdem die Homotopiegruppen nicht vom Homotopietyp abhängen, müssen wir
die Aussagen nur für die Homologiegruppen von Y beweisen. Wenn Y genau d Zellen der
Dimension n besitzt, dann ist CCW

∗ (X) ∼= Zd. Jede Untergruppe U von Zd ist ebenfalls eine
freie abelsche Gruppe mit Rang Rang(U) ≤ d. 64 Es folgt also, dass

Hn(Y ) = Hn(X) = Ker(dn : C
CW
n (X)→ CCW

n−1(X))/ Im(dn+1 : C
CW
n+1(X)→ CCW

n (X))

von höchstens d Elementen erzeugt wird, nachdem Ker(dn : C
CW
n (X) → CCW

n−1(X)) eine
freie abelsche Gruppe von Rang ≤ d ist.

64Warum?
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Die zweite Aussage des Korollars folgt sofort aus der ersten Aussage. Es verbleibt nur
noch zu zeigen, dass für einen n-dimensionalen CW-Komplex Y die n-te Homologiegruppe
Hn(Y ) torsions-frei ist. Aus Satz 7.3 folgt nun aber, dass

Hn(Y ) ∼= HCW
n (Y ) = Ker{dn : C

CW
n (Y )→ CCW

n−1(Y )},

d.h. Hn(Y ) ist eine Untergruppe der freien abelschen Gruppe CCW
n (Y ), insbesondere ist

auch Hn(Y ) torsion-frei. �

Wir haben also jetzt gezeigt, dass die singulären Homologiegruppen mit den zellulären
Homologiegruppen übereinstimmen. Man kann sich nun fragen, ob man diese Aussage noch
etwas verallgemeinern kann, nämlich, ob die singulären Kettenkomplexe und die zellulären
Kettenkomplexe kettenhomotop sind. Dies ist in der Tat der Fall wenn wir uns ein kleines
bisschen bei den CW-Komplexen einschränken.

Satz 7.5. Es sei X ein CW-Komplex X, welcher in jeder Dimension nur endlich viele
Zellen besitzt. Dann ist der singuläre Kettenkomplex C∗(X) kettenhomotop zum zellulären
Kettenkomplex CCW

∗ (X).

Dieser Satz folgt sofort aus Satz 7.3 und folgendem rein algebraischen Satz, welchen wir
in Übungsblatt 6 beweisen werden.

Satz 7.6. Es seien C und C′ zwei freie 65 Kettenkomplexe, so dass die Homologiegruppen
endlich erzeugt sind. Wenn es für jedes n einen Isomorphismus fn : Hn(C)→ Hn(C

′) gibt,
dann gibt es auch eine Kettenabbildung C → C′, welche die Abbildungen fn induziert, und
welche eine Kettenhomotopieäquivalenz ist.

7.3. Bestimmung der Randabbildungen im zellulären Kettenkomplex. Damit wir
Satz 7.3 für Berechnungen von Homologiegruppen verwenden können müssen wir noch Me-
thoden entwickeln um die Randabbildungen dn im zellulären Kettenkomplex zu bestimmen.

Es sei im Folgenden X ein CW-Komplex. Wir betrachten zuerst die Randabbildung
d1 : H1(X

1, X0)→ H0(X
0). Für eine 1-Zelle f mit charakteristischer Abbildung Φe : D

1 →
X0 folgt dann sofort aus den Definitionen, dass

d1([e]) = Φe(1)− Φe(0).

Insbesondere, wenn X genau eine 0-Zelle besitzt, dann ist die Randabbildung d0 die Nul-
labbildung.

Es sei nun n > 1. Wir wollen die Randabbildung

dn : Hn(X
n, Xn−1)→ Hn−1(X

n−1, Xn−2)

bestimmen. Wir bezeichnen dazu im Folgenden die n-Zellen mit eni und die (n− 1)-Zellen
mit en−1

j , wobei die i und j in geeigneten Indexmengen I und J liegen. Wir haben dann
folgende Isomorphismen
⊕

i∈I

Hn(D
n
i , ∂D

n
i )

∼=
−→
⊕

i∈I

Hn(D
n
i /∂D

n
i )

∼=
−→ H̃n(∨iD

n
i /∂D

n
i )

∼=
−→ H̃n(X

n/Xn−1)
∼=
−→ Hn(X

n, Xn−1),

65Ein Kettenkomplex C ist frei, wenn alle Gruppen Cn freie abelsche Gruppen sind.
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hierbei wird die dritte Abbildung durch die charakteristische Abbildungen Φi : D
n
i → Xn

induziert. Es folgt aus Satz 4.10, dass die erste und letzte Abbildung ein Isomorphismus ist.
Wir hatten zudem in Übungsblatt 6 gezeigt, dass die zweite Abbildung ein Isomorphismus
ist. Die dritte Abbildung ist durch den Homöomorphismus

fn : ∨i D
n
i /∂D

n
i )

∼=
−→ Xn/Xn−1

induziert. Wir können auch die Umkehrabbildung der zweiten Abbildung explizit hinschrei-
ben: Es sei zuerst j ∈ I gegeben, dann betrachten wir die Abbildung

pj : ∨i∈I D
n
i /∂D

n
i → Dn

j /∂D
n
j ,

welche die Identität aufDn
j ist, und welche für j 6= k die Punkte inDn

k auf den gemeinsamen
Punkt der Einpunktvereinigung schickt. Dann ist

⊕

j∈I

pj : Hn(∨i∈ID
n
i /∂D

n
i )→

⊕

j∈I

Hn(D
n
j /∂D

n
j ),

die Umkehrabbildung der zweiten Abbildung. Genau die gleichen Argumente können wir
natürlich auch in Dimension n− 1 anwenden.

Die Zellen eni bilden also insbesondere auf natürliche Weise eine Basis von CCW
n (X) =

Hn(X
n, Xn−1) und die Zellen en−1

j bilden analog eine Basis von CCW
n−1(X) = Hn−1(X

n−1, Xn−2).

Wir wollen jetzt die Randabbildung dn : C
CW
n (X) → CCW

n−1(X) bezüglich dieser Basen be-
stimmen.

Für jedes α ∈ I und jedes β ∈ J betrachten wir dazu die Abbildung

Sn−1
α = ∂Dn−1

α

ϕn−1
α−−−→ Xn−1 q

−→ Xn−1/Xn−2
f−1

n−1

−−→
∼=
∨j∈JD

n−1
j /∂Dn−1

j

pβ
−→ Dn−1

j /∂Dn−1
j =: Sn−1

β ,

wobei ϕα die Anklebeabbildung der Zelle enα ist, und wobei q : Xn−1 → Xn−1/Xn−2 die
Quotientenabbildung ist. Nachdem wir Sn−1

α und Sn−1
β Kopien von Sn−1 sind können wir

jetzt insbesondere den Grad dieser Abbildung betrachten. Wir werden jetzt sehen, dass
dieser Grad gerade der β × α-Eintrag der Matrix der Randabbildung dn bezüglich der
Basen {eni }i∈I und {en−1

j }j∈J ist. Genauer gesagt haben wir folgenden Satz:

Satz 7.7. Für jede n-Zelle enα gilt

dn(e
n
α) =

∑

β

dα,β · e
n−1
β

wobei wir hier über die Menge der (n− 1)-Zellen summieren, und wobei

dαβ := Grad der Abbildung Sn−1
α

ϕn−1
α−−−→ Xn−1 q

−→ Xn−1/Xn−2 p
−→ Sn−1

β .
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ϕα

X1

Anklebeabbildung der 2-Zelle im CW-Komplex für den Torus

S1
α

S1
β ∨ S

1
γ

pβ

S1
β

Grad der Abbildung S1
α → S1

β ist Null

Abbildung 28. Illustration der Abbildung Sn−1
α → Sn−1

β .

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives66 Diagramm
⊕
i∈I

Hn(D
n
i , ∂D

n
i )

∼= //
⊕
i∈I

Hn(D
n
i /∂D

n
i )

∼= // H̃n(∨D
n
i /∂D

n
i )

∼= // H̃n(X
n/Xn−1)

∼= // Hn(X
n, Xn−1)

∂n

��

Hn(D
n
α, ∂D

n
α)

OO

∂∼=
��

H̃n−1(S
n−1
α )

·dαβ

��

// H̃n−1(X
n−1)

q

||yy
yy

yy
yy

yy
yy

yy
yy

yy
yy

yy
yy

jn−1

��

H̃n−1(S
n−1
β )

H̃n−1(D
n−1
β , ∂)

∼=

OO

H̃n−1(D
n−1
β /∂)

∼=oo

=
hhPPPPPPPPPPPP

H̃n−1(∨D
n−1
j /∂)

pβoo H̃n−1(X
n−1/Xn−2)

∼=oo Hn−1(X
n−1, Xn−2).

∼=oo

Die Verknüpfung der rechten vertikalen Abbildungen ist dann gerade die Randabbildung

dn : H1(X
n, Xn−1)→ Hn−1(X

n−1, Xn−2).

Der Satz folgt nun direkt aus den Definitionen und der Kommutativität des obigen Dia-
gramms. �

66Warum ist das Diagramm kommutativ?
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Beispiel. Es sei F = F2g die geschlossene Fläche von Geschlecht g. Wie in Abbildung
angedeutet, können wir F als CW-Komplex mit einer 0-Zelle a, 2g 1-Zellen b1, . . . , b2g und
einer 2-Zelle c auffassen. Der zelluläre Kettenkomplex ist also von der Form

0→ Z
d2−→ Z2g d1−→ Z→ 0.

Wir müssen also noch die Randabbildungen d1 und d2 bestimmen. Nachdem dieser CW-
Komplex nur eine 0-Zelle besitzt folgt aus der Diskussion im vorherigen Kapitel, dass
d1(bi) = 0 für i = 1, . . . , 2g. Die 2-Zelle c ist so angeklebt, dass jede 1-Zelle jeweils zweimal,
aber mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen wird (ähnlich wie in Abbildung 7.3).
Es folgt also, dass d2(c) = 0. Die Randabbildungen d1 und d2 sind also null, d.h. die
Kettengruppen sind schon die Homologiegruppen, d.h.

H2(F2g) ∼= Z, H1(F2g) ∼= Z2g und H0(F2g) ∼= Z.

7.4. Der lokale Abbildungsgrad. Um die Homologiegruppen von komplizierteren Räumen
bestimmen zu können werden wir jetzt eine Methode zur Bestimmung des Grads einer
Abbildung f : Sn → Sn einführen, welche in den meisten Fällen des normalen Mathemati-
kerlebens angewendet werden kann.

Es sei also f : Sn → Sn eine Abbildung wobei n > 0. Für einen Punkt x ∈ Sn führen
wir jetzt den Grad von f am Punkt x ein. Es sei dazu U eine offene Umgebung von x und
es sei V eine offene Umgebung V von y := f(x), so dass f(U) ⊂ V . Wir betrachten dann
folgendes Diagramm

(7.1) Hn(S
n)

∼=
��

f∗ // Hn(S
n)

∼=
��

Hn(S
n, Sn \ x) Hn(S

n, Sn \ y)

Hn(U, U \ x)

∼=

OO

f∗ // Hn(V, V \ y).

∼=

OO

Hierbei stammen die beiden oberen vertikalen Abbildung von den langen exakten Sequenzen
der Paare (Sn, Sn \ x) und (Sn, Sn \ y). 67 Die unteren vertikalen Abbildungen sind durch
die Inklusionen gegeben. Es folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass diese Isomorphismen
sind. Wir wählen nun einen Erzeuger von Hn(S

n) ∼= Z. Mithilfe der Isomorphismen im
Diagramm gibt uns dieser dann auch Erzeuger von Hn(U, U \ x) und Hn(V, V \ y). Wir
definieren nun den Grad deg f |x von f am Punkt x als die natürliche Zahl, welche folgende
Gleichheit erfüllt:

f∗(Erzeuger von Hn(U, U \ x)) = deg f |x · Erzeuger von Hn(V, V \ y).

Man kann sich nun leicht davon überzeugen, dass dieser Grad nicht von den Wahlen von
U , V und dem Erzeuger von Hn(S

n) abhängt.

67Warum sind diese Abbildungen Isomorphismen? Insbesondere warum ist dies der Fall wenn n = 1?
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Die folgenden beiden Lemmas werden in Übungsblatt 8 beweisen:

Lemma 7.8. Es sei f : Sn → Sn, n > 0, ein Homöomorphismus, dann gilt für jedes
x ∈ Sn, dass

deg f |x = deg f.

Lemma 7.9. Es sei f : Sn → Sn, n > 0, eine Abbildung und x ∈ Sn. Wenn f bei x ein
lokaler Homöomorphismus 68 ist, dann ist

deg f |x = ±1.

Bemerkung. Es gibt verschiedene äquivalente Möglichkeiten die Begriffe ‘orientierte Man-
nigfaltigkeit’ und ‘orientierungserhaltende Abbildung’ einzuführen. 69 In allen Fällen gilt
unter den Voraussetzungen des vorherigen Lemmas, dass

deg f |x =

{
1, wenn f im Punkt x lokal orientierungserhaltend,
−1, wenn f im Punkt x lokal orientierungsumkehrend ist.

Mithilfe von folgendem Satz können wir jetzt den Grad einer Abbildung mithilfe von
lokalen Abbildungsgraden bestimmen.

Satz 7.10. Es sei f : Sn → Sn eine Abbildung wobei n > 0 und es sei y ∈ Sn, so dass
f−1(y) aus endlich vielen Punkten x1, . . . , xm besteht. 70 Dann ist

deg f =

m∑

i=1

deg f |xi
.

Beweis. Wir wählen disjunkte offene Umgebungen U1, . . . , Um von x1, . . . , xm und eine of-
fene Umgebung V von y, so dass f(Ui) ⊂ V für i = 1, . . . , m. Wir betrachten folgende

68Wir sagen f : X → Y ist ein lokaler Homöomorphismus im Punkt x ∈ X , wenn es eine offene Umgebung
U von x gibt, so dass f |U : U → f(U) ein Homöomorphismus ist.

69Eine Möglichkeit ist hierbei wie folgt:

(1) Eine n-Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum M , so dass jeder Punkt x ∈ M eine offene
Umgebung besitzt, welche homöomorph zu Dn ist.

(2) WennM eine n-Mannigfaltigkeit ist, dann folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass für jedes x ∈M
gilt: Hn−1(M,M \ x) ∼= Z.

(3) Eine Orientierung von M ist eine Wahl von einem Erzeuger φx von Hn−1(M,M \ x) für jedes
x ∈ M , so dass es für alle Teilmengen V ⊂ M mit Hn(M,M \ V ) ∼= Z einen Erzeuger ψV von
Hn(M,M \ V ) gibt, so dass für jedes x ∈ V das Bild von ψV unter dem Isomorphismus

Hn(M,M \ V )→ Hn(M,M \ x)

gerade φx ist. Für x ∈M nennen wir dann φx einen positiven Erzeuger und wir nennen −φx einen
negativen Erzeuger von Hn(M,M \ x).

(4) Ein Diffeomorphismus f : M → N heißt dann orientierungserhaltend, wenn das Bild von einem
positiven Erzeuger wiederum ein positiver Erzeuger ist.

70Gibt es immer solch ein y?
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Modifikation von Diagramm (7.1):

Hn(S
n)

��

f∗ //

j

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR
Hn(S

n)

∼=

��m⊕
i=1

Hn(S
n, Sn \ xi) Hn(S

n, Sn \ f−1(y))
f∗ //

⊕pi
oo Hn(S

n, Sn \ y)

m⊕
i=1

Hn(Ui, Ui \ xi)

∼=

OO

f∗ //

⊕ki

66nnnnnnnnnnnnnnnn

Hn(V, V \ y).

q∼=

OO

Hierbei werden die Abbildungen ki und pi durch Inklusionen induziert. 71 Man sieht leicht,
dass dieses Diagramm kommutativ ist.72 Der Ausschneidungssatz 73 besagt, dass die Inklu-
sionen (Ui, Ui \ xi)→ (Sn, Sn \ f−1(y)) einen Isomorphismus

m⊕

i=1

ki :
m⊕

i=1

Hn(Ui, Ui \ xi)
∼=
−→ Hn(S

n, Sn \ f−1(y))

induzieren. Aus der Kommutativität des unteren Dreiecks folgt dann auch, dass
m⊕

i=1

pi : Hn(S
n, Sn \ f−1(y))→

m⊕

i=1

Hn(S
n, Sn \ xi)

ein Isomorphismus ist.
Wir identifizieren nun Hn(S

n) mit Z. Wie in der Definition vom lokalen Graden ver-
wenden wir dann die angegebenen Isomorphismen um Hn(S

n, Sn \ xi), Hn(Ui, Ui \ xi) und
Hn(V, V \ y) ebenfalls mit Z zu identifizieren. (Wir bezeichnen die 1 manchmal mit 1Hn(Sn)

etc. um die Gruppen zu unterscheiden.) Die Kommutativität der Dreiecke und die Wahl
der Identifikationen mit Z besagt nun, dass (pi ◦ j)(1) = (pi ◦ ki)(1) für i = 1, . . . , m. Wir
sehen also, dass

m∑

i=1

(pi ◦ j)(1) =
m∑

i=1

(ki ◦ j)(1).

Insbesondere erhalten wir, dass

((p1 ◦ j)(1), . . . , (pm ◦ j)(1)) = ((p1 ◦ k1)(1), . . . , (pm ◦ km)(1)).

71Warum ist ki wirklich durch Inklusionen gegeben?
72Die Kommutativität gilt dabei nur in der Richtung der Pfeile der Abbildungen.
73Zusammen mit dem durch die Inklusionen induzierten Isomorphismus

m⊕

i=1

Hn(Ui, Ui \ xi) ∼= Hn(∪iUi,∪iUi \ xi).
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Nachdem
m⊕
i=1

pi ein Isomorphismus ist, erhalten wir nun, dass

j(1) =
m∑

i=1

ki(1).

Wir sehen nun, dass

deg f = (q−1 ◦ f∗)(j(1Hn(Sn)))
= (q−1 ◦ f∗) (

∑m
i=1 ki(1))

=
∑m

i=1(q
−1 ◦ f∗ ◦ ki)(1Hn(Ui,Ui\xi))

=
∑m

i=1 f∗(1Hn(Ui,Ui\xi))
=

∑m
i=1 deg f |xi

.

Hierbei folgt die erste Gleichheit aus der Definition von deg f und aus den Identifikationen
mit Z. Die vierte Gleichheit ist gerade die Kommutativität des unteren Vierecks. Die letzt
Gleichheit folgt aus den Definitionen von deg f |xi

und aus den Identifikationen mit Z. �

Beispiel. (1) In Abbildung (1) skizzieren wir eine Abbildung f : S1 → S1 und wählen
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y y y

x1
x2
x3

x1
x1 x2

deg f |x1 = 1 deg f |x1 = 1
deg f |x2 = −1
deg f |x3 = 1

deg f |x1 = 0

deg f |x2 = 1

verschiedene Punkte y ∈ S1. Wir sehen, dass die Anzahl der Urbilder und die Grade
bei den Urbildern 74 variieren kann, aber in allen drei Fällen bleibt die Summe der
Grade an den Urbildern gleich.

74Warum ist im dritten Beispiel der Grad deg f |x1
gleich null?
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(2) Betrachten wir nun die Abbildung

S1 → S1

z 7→ zm

Wenn m 6= 0, dann wählen wir y = 1. Die Urbilder von y sind dann gegeben durch
xj = e2πij/m wobei j = 1, . . . , m. Dann gilt für jedes i, dass

deg f |xi
=

{
1, wenn k > 0,
−1, wenn k < 0.

Es folgt also, dass deg f = |k| · sign(k) = k. Wenn k = 0, dann gilt deg f = 0,
dies sieht man daraus, dass man beispielsweise y = −1 wählt, denn dann ist die
Urbildmenge die leere Menge.

Wir kehren jetzt zu der Bestimmung von Homologiegruppen von topologischen Räumen
zurück. Betrachten wir nun den projektiven Raum RP n. Zur Erinnerung

RP n = Sn/ ∼ wobei x ∼ −x für alle x ∈ Sn.

Wir fassen jetzt für jedes n den Raum Rn als den Unterraum von Rn+1 auf, welcher durch
die Bedingung xn+1 = 0 beschrieben ist. Insbesondere können wir jetzt Sn als Teilmenge
von Sn+1, und dementsprechend auch RP n als Teilmenge von RP n+1 auffassen. Dann ist

RP n = RP n−1 ∪ϕ D
n mit

ϕ : Sn−1 = ∂Dn → RP n−1

(x1, . . . , xn) 7→ [(x1, . . . , xn)]
.

Wir sehen also induktiv, dass wir RP n als CW-Komplex mit je einer Zelle in den Dimen-
sionen 0, . . . , n auffassen können.

Mithilfe von Satz 7.10 und Lemma 5.1 (6) werden wir in Übungsblatt 8 zeigen, dass die
Abbildung dn geradie die Multiplikation mit 1+(−1)n ist. Wir sehen also, dass der zelluläre
Kettenkomplex von RP n von folgender Form ist:

0→ Z
1+(−1)n

−−−−−→ Z . . .Z
·2
−→ Z

0
−→ Z→ 0.

Es folgt, dass

Hk(RP
n) ∼=





Z, wenn k = 0,
Z/2, wenn k ungerade und k < n,
0, wenn k gerade und k ≤ n,
Z, wenn k = n und n ungerade.

Für n = 2 erhalten wir also, wie erhofft, das gleiche Ergebnis wie in Kapitel 6.2.

7.5. Zelluläre Abbildungen. Eine Abbildung f : X → Y zwischen CW-Komplexen heißt
zellulär, wenn für jedes n gilt, dass f(Xn) ⊂ Y n. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass
eine zelluläre Abbildung eine Kettenabbildung 75

f∗ : C
CW
∗ (X)→ CCW

∗ (Y )

induziert.
75Warum ist die induzierte Abbildung in der Tat eine Kettenabbildung?
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Im allgemeinen sind Abbildungen zwischen CW-Komplexen jedoch nicht zellulär. Be-
trachten wir beispielsweise den CW-Komplex X = S1 = [0, 1]/0 ∼ 1 mit einer 0-Zelle und
einer 1-Zelle und betrachten wir den CW-Komplex Y = S1 × S1 = [0, 1] × [0, 1]/ ∼ mit
einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle. Dann ist die Diagonalabbildung

f : X = [0, 1]/ ∼ → Y = [0, 1]× [0, 1]/ ∼
t 7→ (t, t)

keine zelluläre Abbildung. Diesem Problem kann allerdings mithilfe vom nächsten Satz
abhilfe geschafft werden.

Wir benötigen dafür noch eine weitere Definition: ein Unterkomplex A von einem CW-
Komplex X ist eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass die CW-Struktur auf X eine
CW-Struktur auf A induziert. Beispielsweise ist jedes n-Gerüst ein Unterkomplex von X .
Ein Paar von CW-Komplexen ist ein Paar (X,A) wobei X ein CW-Komplex und A ein
Unterkomplex von X ist. Wir können jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 7.11. (Zellulärer Approximationsatz) Es sei f : (X,A)→ (Y,B) eine Abbildung
von Paaren von CW-Komplexen, so dass die Einschränkung von f auf A eine zelluläre
Abbildung ist. Dann gibt es eine zelluläre Abbildung g : X → Y und eine Homotopie F : X×
[0, 1]→ Y zwischen f und g, so dass F (a, t) = f(a) für alle a ∈ A und t ∈ [0, 1].

Der Satz wird auf Seite 348ff in Hatcher: Algebraic Topology bewiesen. Wir wollen zum
Abschluß noch zwei Beispiele dazu betrachten.

(1) Betrachten wir die obige Diagonalabbildung

f : X = [0, 1]/ ∼ → Y = [0, 1]× [0, 1]/ ∼
t 7→ (t, t),

dann ist f homotop zu der zellulären Abbildung

f : X = [0, 1]/ ∼ → Y = [0, 1]× [0, 1]/ ∼

t 7→

{
(0, 2t), wenn t ∈ [0, 1

2
]

(1, 2t− 1), wenn t ∈ [1
2
, 1]

(2) Wir betrachten die n-Sphäre Sn als CW-Komplex mit einer 0-Zelle Pn = (1, 0, . . . , 0)
und einer n-Zelle. Es sei (Sk, Pk) → (Sn, Pn) eine Abbildung. Wenn k < n, dann
folgt aus dem Zellulären Approximationsatz, dass es eine Homotopie F von der
Abbildung f zur konstanten Abbildung g(x) = Pn gibt, wobei diese Homotopie
zudem den Basispunkt Pk fixiert. Es folgt also, dass πk(S

n, Pn) = 0.

7.6. Simpliziale Komplexe. Ein Seitensimplex von Kodimension r vom Standard n-
Simplex ist eine Teilmenge von der Form

{(t0, . . . , tn) ∈ ∆n | td1 = td2 = · · · = tdr = 0},

wobei d1 < d2 < · · · < dr ∈ {0, . . . , n} festgewählt sind. Wir erinnern auch daran, dass wir
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∆3

Seitensimplizes

mit ∂∆n die Vereinigung aller Seitensimplizes von ∆n bezeichnen, d.h.

∂∆n =
n⋃

i=0

{(t0, . . . , tn) ∈ Λn | ti = 0}.

Wir bezeichnen zudem mit

∆̃n := ∆n \ ∂∆n

das Innere von ∆n.
Ein simplizialer Vor-Komplex ist ein topologischer Raum zusammen mit injektiven Ab-

bildungen

ϕi : ∆
ni → X, i ∈ I.

Wir bezeichnen dabei das Bild einer Abbildung ϕi : ∆
ni → X als ni-dimensionaler Simplex

von X . Wir definieren dann auf offensichtliche Weise auch ‘Unterkomplex’ und ‘das Innere’
von einem Simplex von X .

Ein simplizialer Komplex ist ein simplizialer Vor-Komplex, wobei die Simplizes folgende
Eigenschaften besitzen:

(1) zu jedem x ∈ X gibt es genau einen Simplex, so dass x im Inneren des Simplex
liegt,

(2) für jeden Simplex von X ist auch jeder Seitensimplex wiederum ein Simplex von X ,
(3) zwei Simplizes in X sind entweder disjunkt oder sie schneiden sich in genau einem

Seitensimplex,
(4) eine Teilmenge A ⊂ X ist offen genau dann, wenn für alle i ∈ I das Urbild ϕ−1

i (A)
offen in ∆ni ist. 76

Etwas vereinfacht ausgedrückt ist ein simplizialer Komplex also ein topologischer Raum,
welcher daraus entsteht, dass man Simplizes entlang Seitensimplizes verklebt.

Nachdem der Standard n-Simplex homöomorph zum n-dimensionalen Ball ist, sieht man
nun leicht, dass ein simplizialer Komplex auch als CW-Komplex aufgefasst werden kann,

76Aus der Stetigkeit der Abbildungen ϕi, i ∈ I folgt, dass wenn A ⊂ X offen ist, dann ist für alle i ∈ I
auch das Urbild ϕ−1

i (A) offen in ∆ni . Die Aussage von (4) ist also, dass auch der Umkehrschluss gilt.
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Simplex nicht
injektiv

keine simplizialen KomplexeSimplizialer Komplex

Simplizes schneiden
sich in mehr als einem

Seitensimplex

Simplizes schneiden
sich nicht in einem

Seitensimplex

wobei die n-Simplizes des simplizialen Komplexes gerade den n-Zellen des CW-Komplexes
entsprechen.

7.7. Homologiegruppen vonMannigfaltigkeiten. Eine simpliziale Struktur (oder auch
Triangulisierung) für einen topologischen Raum X ist ein simplizialer Komplex S zusam-
men mit einem Homöomorphismus f : S → X . Folgender Satz wird beispielsweise in

Milnor: Morse theory

bewiesen. Der Beweis geht weit über das hinaus, was wir in dieser Vorlesung schaffen
können.

Satz 7.12. Es sei M eine n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit. Dann besitzt M eine sim-
pliziale Struktur, so dass ∂M ein Unterkomplex ist.

In Übungsblatt 9 werden wir sehen, dass ein CW-Komplex, welcher kompakt und endlich-
dimensional ist, nur endlich viele Zellen besitzt. Wenn M eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit ist, und wenn wir eine CW-Struktur für M gegeben haben, dann ist n die maximale
Dimension einer Zelle. Wir erhalten also nun zusammen mit 7.4 folgendes Korollar zu Satz
7.12.

Korollar 7.13. Es sei M eine n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Hk(M) = 0 für k > n.
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keine simplizialen Komplexe Simplizialer Komplex

Abbildung 29. Der Torus als simplizialer Komplex.

(2) Wenn M kompakt ist, dann sind alle Homologiegruppen endlich erzeugte abelsche
Gruppen.

Es sei X ein endlicher simplizialer Komplex und es sei c ein k-Simplex von X . Wir sagen
c hat Ordnung r, wenn es genau r Simplizes der Dimension k + 1 gibt, welche c im Rand
enthalten. Wir überlassen den Beweis des folgenden Lemmas als freiwillige Übungsaufgabe.
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Simplex der Ordnung 3

Abbildung 30. Ein Simplex der Ordnung 3.

Lemma 7.14. Es sei M ein n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer fest gewählten
simplizialen Struktur und es sei c ein (n − 1)-dimensionaler Simplex von M . Wenn c im
Rand von M liegt, dann ist die Ordnung von c gleich eins, andernfalls ist die Ordnung
gleich zwei.

Wir können nun auch folgenden Satz beweisen.

Satz 7.15. Es sei M eine zusammenhängende n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit. Dann
gilt

Hn(M) =

{
Z, wenn M orientierbar, kompakt und ohne Rand,
0, sonst.

Beweisskizze. Es seiM eine zusammenhängende n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit. Aus
Satz 7.12 folgt, dassM eine simpliziale Struktur besitzt. Wir fassen damit auchM als CW-
Komplex auf, wobei die Zellen gerade den Simplizes entsprechen. Aus Satz 7.3 folgt, dass

Hn(M) = Ker{CCW
n (M)

∂
−→ CCW

n−1(M)} = Zykel in Cn(M).
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Wir bezeichnen im Folgenden mit ϕi : ∆
n →M die n-Simplizes von M .

Nehmen wir nun an, dass M eine orientierbare, kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand
ist. Wir wählen eine Orientierung fürM und wir wählen eine Orientierung für den Standard
n-Simplex ∆n. Wir können und werden annehmen, dass die Abbildungen ϕi alle orientie-
rungserhaltend 77 sind. Nachdem M kompakt ist, gibt es nur endlich viele n-dimensionale
Simplizes, d.h. wir können annehmen, dass I = {1, . . . , k}. Wir betrachten dann folgende
n-dimensionale Kette in Cn(x):

c :=
k∑

i=1

ϕi ∈ Cn(X).

NachdemM eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand ist taucht jede (n−1)-dimensionale
Zelle im Rand von c bei genau zwei benachbarten n-Zellen auftaucht. Die Wahl der Ori-
entierungen führt zudem dazu, dass jede (n− 1)-dimensionale Zelle im Rand von c einmal
mit dem Koeffizienten 1 und ein andermal mit dem Koeffizienten −1 aufgeführt wird. Es
folgt also, dass ∂c = 0, d.h. c ist ein Zykel.

Andererseits, wenn ein Element

k∑

i=1

ai · ϕi ∈ Cn(X).

ein Zykel ist, dann müssen nach der obigen Diskussion die Koeffizienten für benachbarte
n-Zellen übereinstimmen. Nachdem M zusammenhängend ist, folgt nun, dass alle Koeffi-
zienten übereinstimmen müssen, d.h. der Zykel ist gerade ac für ein a ∈ Z.

Ähnliche Argumente zeigen nun, dass Hn(M) = 0 wenn M nicht orientierbar ist, oder
nicht kompakt ist, oder einen nichtleeren Rand besitzt. �

Es sei M eine kompakte n-dimensionale zusammenhängende C∞-Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Im Beweis von Satz 7.15 haben wir gesehen, dass eine Orientierung einen Erzeuger
von Hn(M) festlegt. Wir schreiben diesen als [M ] und bezeichnen diesen als die Funda-
mentalklasse von M . Wenn −M die gleiche Mannigfaltigkeit aber mit entgegengesetzter
Orientierung ist, dann gilt [−M ] = −[M ] ∈ Hn(M).

Ganz ähnlich zu Satz 7.15 kann man auch folgenden Satz beweisen:

Satz 7.16. Es sei M eine kompakte orientierte n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit mit
Randkomponenten N1, . . . , Nk. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Hn(M, ∂M) ∼= Z.
(2) Die Orientierung vonM legt auf kanonische Weise einen Erzeuger [M ] vonHn(M, ∂M)

fest.
(3) Die Randkomponenten N1, . . . , Nk sind kompakte (n − 1)-dimensionale C∞-Man-

nigfaltigkeiten. Die Orientierung von M legt eine Orientierung von N1, . . . , Nk fest,

77Genauer gesagt nehmen wir an, dass die Abbildungen ϕi : ∆̃i →M orientierungserhaltend sind.
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78 so dass bei der Randabbildung

∂ : Hn(M)→ Hn−1(∂M) =
k⊕

i=1

Hn−1(Ni)

das Bild von [M ] gerade [N1] + · · ·+ [Nk] beträgt.

In Abbildung 31 betrachten wir die Fläche F von Geschlecht eins mit einer Randkom-
ponente als simplizialer Komplex. Man sieht dann, dass der Rand der Summe

∑
i ϕi von
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orientierungserhaltende
2-Simplizes ϕi

Fläche von Geschlecht
eins mit einer Randkomponente

als Simplizialer Komplex

∂
∑

i ϕi

Abbildung 31. Die Fläche von Geschlecht eins mit einer Randkomponente
als simplizialer Komplex.

den orientierten 2-Simplizes gerade ein Erzeuger von H1(∂F ) ist.
Wir beschliessen das Kapitel mit folgendem Satz:

Satz 7.17. Es sei M eine kompakte n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit mit nichtleerem
Rand. Dann ist M homotopieäquivalent zu einem (n−1)-dimensionalen simplizialen Kom-
plex mit endlich vielen Zellen. Insbesondere ist Hn−1(M) eine freie abelsche Gruppe.

78Beispielsweise können wir eine Orientierung auf ∂M wie folgt definieren: Es sei P ∈ ∂M . Wir bezeich-
nen mit w ∈ TPM den Normalenvektor zu ∂M , welcher ins ‘Innere’ von M zeigt. Es sei nun v1, . . . , vn−1

eine Basis von TP (∂M). Wir sagen dann, dass v1, . . . , vn−1 eine positive Basis von TP (∂M) ist, wenn
v1, . . . , vn−1, w eine positive Basis von TPM bildet. Dies definiert dann in der Tat eine Orientierung auf
∂M .
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Beweisskizze. Es sei also M eine kompakte n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand. Es genügt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Für jedes k gibt es einen simplizialen Komplex U in M mit k Simplizes der
Dimension n, so dass U ein Deformationsretrakt von M ist, und so dass U einen (n − 1)-
Simplex der Ordnung eins enthält.

Aus Satz 7.12 folgt, dass M eine simpliziale Struktur besitzt, so dass ∂M ein Unterkom-
plex ist. Aus Lemma 7.14 folgt, dass M einen (n − 1)-Simplex der Ordnung eins enthält.
Wir haben also beweisen, dass die Behauptung für zumindest ein k ∈ N gilt.

Nehmen wir nun an, dass U ein Unterkomplex von M mit k Simplizes der Dimension n
ist, wobei U ein Deformationsretrakt von M ist, und wobei U einen (n− 1)-Simplex c der
Ordnung eins enthält. Es sei d der n-dimensionalen Simplex mit c ⊂ ∂d.

Wir bezeichnen mit c′ die Vereinigung aller Seitensimplizes von d bis auf c. Dann ist c′ ein
Deformationsretrakt von d. Wir bezeichnen mit U ′ die Vereinigung von allen Simplizes von
U bis auf d. Dann ist U ′ auch ein Deformationsretrakt von U , und damit auch von M . Der
simpliziale Komplex U ′ besitzt k − 1 Simplizes der Dimension n und die (n− 1)-Simplizes
in c′ ⊂ U ′ besitzen alle Ordnung eins.
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1-dimensionaler
simplizialer Komplex

Simpliziale Struktur für die
Fläche von Geschlecht eins
mit einer Randkomponente

Retraktion auf die anderen Seitensimplizes

Abbildung 32. Retraktion auf Unterkomplex mit weniger n-dimensionalen Simplizes.

In dem wir dieses Verfahren iterativ fortführen können wir die Behauptung beweisen. �

8. Die Eulercharakteristik von einem endlichen CW-Komplex

8.1. Die Definition der Eulercharakteristik. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, d.h.
ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen. Wir definieren dann die Eulercharakteristik



98 STEFAN FRIEDL

χ(X) als die alternierende Summe von der Zahl der Zellen. Genauer gesagt, definieren wir
χ(X) wie folgt:

χ(X) =
∑

n

(−1)n · Zahl der n-dimensionalen Zellen.

Ein kurzer Blick auf die Beispiele in Kapitel 7.1 zeigt, dass die verschiedenen CW-Strukturen
vom Torus die gleiche Eulercharakteristik besitzen.

Der folgende Satz besagt, dass dies kein Zufall ist, denn die Eulercharakteristik ist eine
topologische Invariante.

Satz 8.1. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, dann gilt79

χ(X) =
∑

n

(−1)n Rang(Hn(X)).

Wir nennen

bn(X) := Rang(Hn(X))

die n-te Bettizahl von X . Der Name geht auf den italienischen Mathematiker Betti 80

zurück, welcher die Vorläufer von den Homologiegruppen studiert hat. Mit dieser Definition
können wir also Satz 8.1 umformulieren und erhalten

χ(X) =
∑

n

(−1)ibn(X).

Beweis. Wenn wir mit (Cn, ∂) den zellulären Kettenkomplex von X bezeichnen, dann ent-
spricht RangCn gerade der Anzahl der n-Zellen in X . Es genügt also folgende Behauptung
zu beweisen:

Behauptung. Es sei

0→ Ck
dk−→ Ck−1

dk−1

−−→ . . . C1
d1−→ C0 → 0

ein Kettenkomplex von endlich erzeugten Gruppen. Dann gilt
∑

n

(−1)n RangCn =
∑

n

(−1)n RangHn(C∗).

Im Beweis der Behauptung werden wir mehrmals folgende Tatsache verwenden, welche
wir in Übungsblatt 9 beweisen werden: wenn

0→ A→ B → C → 0

79Zur Erinnerung, wenn G eine endlich erzeugten abelschen Gruppe ist, dann ist G isomorph zu Zr ⊕
T , wobei T endlich ist. Wir nennen dann r den Rang von G. Anders ausgedrückt, es sei T ⊂ G die
Torsionsuntergruppe, dann ist T/G isomorph zu Zr für ein r, und dieses r ist gerade der Rang von G.

80http://de.wikipedia.org/wiki/Enrico Betti



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 99

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten abelschen Gruppen, dann gilt 81

RangB = RangA+ RangC.

Für den Kettenkomplex schreiben wir nun für jedes n

Zn := Ker(dn), Bn := Im(dn+1) und Hn = Zn/Bn.

Diese Gruppen bilden kurze exakte Sequenzen

0 → Zn → Cn → Bn−1 → 0, und
0 → Bn → Zn → Hn → 0.

Es folgt also, dass

RangCn = RangZn + RangBn−1, und
RangZn = RangBn + RangHn.

Wir sehen nun, dass
∑

n(−1)
n RangCn =

∑
n(−1)

n(Rang(Zn + RangBn−1)

=
∑

n(−1)
n(RangBn + RangHn + RangBn−1)

=
∑

n(−1)
n RangHn +

∑
n(−1)

n RangBn +
∑

n(−1)
n RangBn−1

=
∑

n(−1)
n RangHn +

∑
n(−1)

n RangBn −
∑

m(−1)
mRangBm

=
∑

n(−1)
n RangHn.

�

Bemerkung. Es sei

0→ Hk → Hk−1 → →̇H1 → H0 → 0

eine lange exakte Sequenz von Gruppen. Dies bedeutet, dass die Homologiegruppen dieses
Komplexes verschwinden. Es folgt also aus der Behauptung im Beweis vom vorherigen Satz,
dass ∑

n

(−1)n RangHn = 0.

8.2. Eigenschaften der Eulercharakteristik. Die Eulercharakteristik ist also eine In-
variante, welcher ‘weniger’ als die Homologiegruppen misst. Andererseits verhält sich die
Homologiegruppe besser unter verschiedenen Operationen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Lemma 8.2. Es seien X und Y zwei endliche CW-Komplexe, dann gilt

χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y ).

81Die Aussage ist analog zur Dimensionsformel für Vektorräume, welche besagt, dass wenn 0 → A →
B → C → 0 eine exakte Sequenz von endlich dimensionalen Vektorräumen ist, dann gilt dim(B) =
dim(A) + dim(C).
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Beweis. Es seien eα die charakteristischen Abbildungen von X und es seien fβ die charak-
teristischen Abbildungen von Y . Wir identifizieren im Folgenden für jede Wahl von k, l den
Raum Dk×Dl mit Dk+l. Man kann nun X×Y als CW-Komplex auffassen, wobei für jedes
n gilt:

(X × Y )n =
⋃

k+l=n

Xk × Yl,

und wobei die Zellen in X × Y gerade die Produkte der Zellen in X und Y sind. Ge-
nauer gesagt, für eine k-Zelle von X mit charakteristischer Abbildung eα und eine l-Zelle
von Y mit charakteristischer Abbildung eβ erhalten wir eine k + l-Zelle von X × Y mit
charakteristischer Abbildung

Dk+l = Dk ×Dl → X × Y
(x, y) 7→ (eα(x), fβ(y)).

Darüber hinaus ist jede Zelle in X × Y von dieser Form. Es gilt also, dass

#n-Zellen von X × Y =
∑

k+l=n

#k-Zellen von X ·#l-Zellen von Y .

In Übungsblatt 9 werden wir daraus die gewünschte Aussage χ(X × Y ) = χ(X) · χ(Y )
herleiten. �

Folgendes Lemma erlaubt es uns auch die Eulercharakteristik von Vereinigungen von
Teilkomplexen zu bestimmen.

Lemma 8.3. Es sei X = Y ∪Z eine Zerlegung von einem endlichen CW-Komplex in zwei
Unterkomplexe Y und Z. Dann gilt

χ(X) = χ(Y ) + χ(Z)− χ(Y ∩ Z).

Dieses Lemma folgt aus Bemerkung nach Satz 8.1 angewandt auf die Mayer-Vietoris
Sequenz angewandt auf X = Y ∪ Z. Wir können das Lemma aber auch ganz ‘elementar’
beweisen.

Beweis. Für einen endlichen CW-Komplex W bezeichnen wir mit n(W ) die Anzahl der
n-Zellen. In unserem Fall gilt dann, dass

n(X) = n(Y \ (Y ∩ Z)) + n(Z \ (Y ∩ Z)) + n(Y ∩ Z)
= (n(Y )− n(Y ∩ Z)) + (n(Z)− n(Y ∩ Z)) + n(Y ∩ Z)
= n(Y ) + n(Z)− n(Y ∩ Z).

Durch ‘alternierendes’ Aufsummieren erhalten wir dann sofort, dass

χ(X) = χ(Y ) + ∪(Z)− χ(Y ∩ Z).

�

Wir können mithilfe von Lemma 8.3 nun endgültig die Homologiegruppen eines Knoten-
komplements bestimmen.
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Lemma 8.4. Es sei K ⊂ S3 ein Knoten. Dann gilt

H0(S
3 \K) ∼= Z, H1(S

3 \K) ∼= Z und Hi(S
3 \K) = 0 für i ≥ 2.

Beweis. Es sei also K ⊂ S3 ein Knoten. Nachdem S3 \K wegzusammenhängend ist folgt
natürlich, dass H0(S

3 \K) ∼= Z. In Lemma 6.5 (oder auch Korollar 3.8) hatten wir zudem
gezeigt, dass H1(S

3 \K) ∼= Z.
Wie im Beweis von Lemma 6.5 wählen wir eine injektive C∞-Abbildung Φ: S1 ×D2 →

S3 mit K = Φ(S1 × 0). Wir schreiben X := S3 \ Φ(S1 × int(D2)). Offensichtlich ist X
homotopieäquivalent zu S3\K. Es genügt also die Homologiegruppen von X zu bestimmen.

Nachdem X eine kompakte orientierte n-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand ist, folgt aus Satz 7.17, dass H2(X) torsions-frei ist.

Es genügt also nun zu zeigen, dass Rang(H2(X)) = 0 ist. Dies ist nun äquivalent zu
folgender Behauptung.

Behauptung. Es ist χ(X) = 0.

Wir setzen Z := Φ(S1×D2). Dann ist X∪Z = S3 und X∩Z ist der 2-Torus Φ(S1×S1).
Es folgt nun aus Lemmas 8.2 und 8.3, dass

0 = χ(S3) = χ(X) + χ(Z)− χ(2-Torus) = χ(X) + χ(S1 ×D2)︸ ︷︷ ︸
=0

− χ(S1 × S1)︸ ︷︷ ︸
=0

= χ(X).

Die beschließt den Beweis der Behauptung und damit auch von Lemma 8.4. �

Es sei p : X̃ → X eine k-fache Überlagerung 82 von zusammenhängenden topologischen
Räumen, dann hatten wir in der Topologievorlesung gesehen, dass p∗(π1(X̃)) eine Unter-
gruppe von Index k von π1(X) ist. Diese Aussage gilt nicht für Homologiegruppen. Bei-
spielsweise ist p : S2 → S2/ ∼= RP 2 eine 2-fache Überlagerung aber H2(S

2) = Z und
H2(RP 2) = 0. 83

Es ist daher überraschend im folgenden Satz zu sehen, dass sich die Eulercharakteristik
mit Überlagerungen gut verträgt.

Satz 8.5. Es sei p : X̃ → X eine k-fache Überlagerung von einem CW-Komplex. Dann ist
X̃ ebenfalls ein CW-Komplex und es gilt

χ(X̃) = k · χ(X).

82Um ganz genau zu sein, muss p : (X̃, x̃0) → (X, x0) eine k-fache Überlagerung von wegzusam-
menhängenden, lokal wegzusammenhängenden und semilokal einfach zusammenhängenden punktierten
topologischen Räumen sein.

83Die Aussage gilt auch nicht für die erste Homologiegruppe. Beispielsweise gibt es eine 3-dimensionale
Mannigfaltigkeit P , mit der Eigenschaften, dass H1(P ) = 0, dass π1(P ) eine nicht abelsche Gruppe der
Ordnung 120 ist, und so dass die universelle Überlagerung von P ist S3. Diese Mannigfaltigkeit wir die Poin-
caré-Homologiesphäre genannt. Poincaré hatte zuerst vermutet, dass eine geschlossene 3-Mannigfaltigkeit
mit trivialer Homologiegruppe von homöomorph zu S3 ist. Nachdem er die Mannigfaltigkeit P gefunden
hatte, hat Poincaré seine berühmte Vermutung umformuliert.
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Beispielsweise gilt

H0(S
2) ∼= Z,

H1(S
2) ∼= 0,

H2(S
2) ∼= Z,

Hi(S
2) ∼= 0, i ≥ 2,

sowie

H0(RP 2) ∼= Z,
H1(RP 2) ∼= Z/2,
H2(RP 2) ∼= 0,
Hi(RP

2) ∼= 0, i ≥ 2.

Wir sehen also, dass χ(S2) = 2 in der Tat das zweifache von χ(RP 2) = 1 ist.

Beweis. Es sei nun p : X̃ → X eine k-fache Überlagerung von einem CW-Komplex. Es sei
Φα : D

n
α → X die charakteristische Abbildung einer n-Zelle von X . Wir schreiben x :=

Φα(0). Dann besteht p−1(x) aus genau k Punkten x̃1, . . . , x̃k in X̃ . Nachdem π1(D
n
α) trivial

ist folgt aus dem Hochhebungssatz aus der Topologievorlesung, dass es für i = 1, . . . , k
genau eine Hochhebung Φi

α : D
n
α → X̃ mit Φi

α(0) = x̃i gibt.

Man kann nun zeigen, dass diese Abbildungen definieren eine CW-Struktur auf X̃ defi-
nieren. Hierbei ist jede Zelle in X von genau k Zellen in X̃ überlagert, d.h. es gilt

#{n-Zellen von X̃} = k ·#{n-Zellen von X}.

Insbesondere folgt also, dass
χ(X̃) = k · χ(X).

�

Beispiel. Es sei F eine geschlossene Fläche von Geschlecht g. Dann folgt aus den Berech-
nungen von Kapitel 7.3 und aus Satz 8.1, dass

χ(F ) = 2− 2g.

Es sei nun p : F̃ → F eine k-fache Überlagerung, dann folgt aus Satz 8.5, dass

χ(F̃ ) = k · χ(F ).

Lösen wir nun die obigen Formel für die Eulercharakteristik nach dem Geschlecht von F̃
auf, dann erhalten wir, dass

Geschlecht von F̃ =
k

2
·Geschlecht von F + 1−

k

2
.

Wir erinnern daran, dass eine Gruppe G diskret auf einem topologischen Raum X ope-
riert, wenn es für jedes x ∈ X eine offene Umgebung U gibt, so dass

U 6= gU für alle g 6= e.

Beispielsweise operiert für jedes k die Gruppe Z/k auf S1 indem wir l ∈ Z/k die Multipli-
kation mit e2πil zuordnen. Man kann dieses Beispiel leicht verallgmeinern. Es sei S2n−1 eine
ungerad-dimensionale Sphäre. Wir fassen S2n−1 dann als Teilmenge von Cn auf, d.h.

S2n−1 = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | |z1|
2 + · · ·+ |zn|

2 = 1}.

Dann definiert
Z/k × S2n−1 → S2n−1

(l, (z1, . . . , zn)) 7→ (e2πil/kz1, . . . , e
2πil/kzn)
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eine diskrete Operation von Z/k auf S2n−1.
Man kann sich nun fragen, ob zyklischen Gruppen auch diskret auf gerad-dimensionalen

Sphären operieren können. Offensichtlich operiert die trivial Gruppe auf S2n und auch Z/2
mithilfe der Abbildung x 7→ −x. Das folgende Lemma besagt nun, dass es keine weiteren
diskreten Operation gibt.

Satz 8.6. Wenn eine Gruppe G diskret auf S2n operiert, dann ist G entweder trivial oder
G ∼= Z/2.

Beweis. Wir hatten in der Topologievorlesung gesehen, dass wenn eine Gruppe G diskret
auf einer Mannigfaltigkeit M operiert, dann ist die Projektionsabbildung M → M/G eine
|G|-fache Überlagerung.

Es sei nun G eine Gruppe, welche diskret auf S2n operiert. Dann ist S2n → S2n/G eine
|G|-fache Überlagerung. Aus Satz 8.5, dass

2 = χ(Sn) = |G| · χ(S2n/G),

d.h. |G| = 1 oder |G| = 2. Im ersten Fall ist G die triviale Gruppe und im zweiten Fall ist
G ∼= Z/2. �

8.3. Graphen. Wir definieren einen Graphen als einen 1-dimensionalen CW-Komplex G
mit endlich vielen Zellen. Wir bezeichnen die 0-Zellen als die Eckpunkte von G und wir
bezeichnen die 1-Zellen als die Kanten von G. Mithilfe der Ergebnisse von diesem Kapitel
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Abbildung 33. Beispiel für einen Graph in R3.

können wir jetzt leicht folgendes Lemma beweisen:

Lemma 8.7. Es sei G ein zusammenhängender Graph mit e Eckpunkten und k Kanten
ist, dann gilt

H0(G) ∼= Z, H1(G) ∼= Zk−e+1 und Hi(G) = 0 für i ≥ 2.

Beweis. Aus Lemma 2.3 folgt natürlich, dass H0(G) ∼= Z. Aus Korollar 7.4 folgt zudem,
dass Hi(G) = 0 für i ≥ 2 und es folgt zudem, dass H1(G) torsions-frei ist.

Aus Satz 8.1 folgt außerdem, dass

χ(X) =
∑

i

(−1)i Rang(Hi(X)).
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In unserem Fall erhalten wir also, dass

1− Rang(H1(G)) = χ(X) = #0-Zellen−#1-Zellen = e− k.

Nachdem H1(G) aber torsion-frei ist erhalten wir dann, dass H1(G) ∼= Zk−e+1. �

In der Topologievorlesung hatten wir Graphen etwas abstrakter eingeführt und dann de-
ren topologische Realisierung betrachtet. Man kann sich nun leicht davon überzeugen, dass
Graphen wie oben eingeführt gerade den topologischen Realisierungen von abstrakten Gra-
phen aus der Topologievorlesung entspricht. In der Topologievorlesung hatten wir zudem
bewiesen, dass wenn G ein zusammenhängender Graph mit e Eckpunkten und k Kanten
ist, dann gilt

π1(G) ∼= freie Gruppe mit k − e+ 1 Erzeugern.

Mithilfe von Satz 3.7 gibt das dann einen alternativen Beweis dafür, dass H1(G) ∼= Zk−e+1.

9. Homologie mit Koeffizienten

9.1. Kettenkomplexe über Ringen. Es sei R ein kommutativer Ring84. Ein Kettenkom-
plex (C∗, ∂∗) von R-Moduln ist eine Folge

→ Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1

−−−→ . . . C1
∂1−→ C0 → 0

von Homomorphismen zwischen R-Moduln, so dass für alle i gilt ∂i−1◦∂i = 0. Wir definieren
dann wie üblich die n-te Homologie des Kettenkomplexes:

Hn(C) := Ker{∂n : Cn → Cn−1} / Ker{∂n+1 : Cn+1 → Cn}.

Dabei ist Hn(C) als Quotient von zwei R-Moduln ebenfalls selber ein R-Modul.
Die Sätze, welche wir über Kettenkomplexen von freien abelschen Gruppen bewiesen

haben, gelten (mit den offensichtlichen Abänderungen) auch für Kettenkomplexen von R-
Moduln. Insbesondere kann man sich leicht davon überzeugen, dass Lemma 2.5, Lemma
3.1, Korollar 3.2, Satz 4.6 und 4.7 auch in diesem allgemeineren Kontext gelten.

9.2. Das Tensorprodukt von abelschen Gruppen. Es seien A und B abelsche Grup-
pen. Wir definieren dann das Tensorprodukt A⊗ B wie folgt:

A⊗ B :=

{
freie abelsche Gruppe, welche von
Symbolen a⊗ b, a ∈ A, b ∈ B erzeugt wird

}
/ ∼

wobei für alle a, a′ ∈ A und b, b′ ∈ B gilt

(a+ a′)⊗ b ∼ a⊗ b+ a′ ⊗ b,
a⊗ (b+ b′) ∼ a⊗ b+ a⊗ b′.

Für a ∈ A und b ∈ B bezeichnen wir das Bild von a⊗ b in A⊗B ebenfalls mit a⊗ b. Ein
Element in A⊗ B ist also von der Form

∑n
i=1 ai ⊗ bi.

84Mit Ring meinen wir in der Vorlesung eine abelsche Gruppe mit einer Verknüpfung, welche assoziativ
und distributiv ist, und welche zudem ein multiplikativ neutrales Element besitzt. Wir setzen nicht voraus,
dass ein Ring kommutativ ist.
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Wir beweisen als erstes folgendes Lemma.

Lemma 9.1. Die Abbildung

Φ: Z⊗ A → A∑k
i=1 ni ⊗ ai 7→

∑k
i=1 niai

ist wohl-definiert und ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist leicht zu überprüfen, dass Φ ein wohl-definierter Gruppenhomomorphismus
ist. Wir betrachten die Abbildung

Ψ: A → Z⊗ A
a 7→ 1⊗ a.

Es genügt nun zu zeigen, dass Φ und Ψ zueinander inverse Abbildungen sind. Es ist offen-
sichtlich, dass Φ ◦ Ψ = idA. Es verbleibt zu zeigen, dass Ψ ◦ Φ = idZ⊗A. Nachdem Z ⊗ A
von Elementen der Form n⊗ a erzeugt wird, genügt es zu zeigen, dass

(Ψ ◦ Φ)(n⊗ a) = n⊗ a ∈ Z⊗A

für alle n ∈ Z und a ∈ A. Es sei also n ∈ Z und a ∈ A. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass n > 0. Dann gilt

(Ψ ◦ Φ)(n⊗ a) = 1⊗ na = 1⊗
n∑

i=1

a =
n∑

i=1

1⊗ a = (
n∑

i=1

1)⊗ a = n⊗ a.

�

Für abelsche Gruppen A,B,C und Ai, i ∈ I kann man nun auch leicht folgende Aussagen
beweisen:

(1) Die Zuweisung a⊗ b 7→ b⊗ a induziert einen Isomorphismus 85

A⊗ B
∼=
−→ B ⊗ A.

(2) Die Zuweisung (
∑

i ai)⊗ b 7→
∑

i ai ⊗ b induziert einen Isomorphismus
(⊕

i∈I

Ai

)
⊗ B

∼=
−→
⊕

i∈I

Ai ⊗ B.

(3) Die Zuweisung (a⊗ b)⊗ c 7→ a⊗ (b⊗ c) induziert einen Isomorphismus

(A⊗ B)⊗ C
∼=
−→ A⊗ (B ⊗ C).

(4) Für jedes k ∈ N induziert die Zuweisung n⊗ a 7→ na einen Isomorphismus

Z/k ⊗A
∼=
−→ A/kA.

(Diese Aussage wird in Übungsblatt 10 bewiesen.)

85Etwas genauer gesagt, die Abbildung
∑k

j=1 aj ⊗ bj 7→
∑k

j=1 bj ⊗ aj definiert einen solchen

Isomorphismus.
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Wenn f : A → A′ und g : B → B′ Homomorphismen zwischen abelschen Gruppen sind,
dann definiert

a⊗ b 7→ f(a)⊗ f(b)

einen Homomorphismus A⊗B 7→ A′ ⊗ B′.
Ein wichtiger Spezialfall ist dabei der Fall, dass B = R ein kommutativer Ring ist. Dann

definiert
(A⊗ R)× R 7→ A⊗ R

(
∑n

i=1 ai ⊗ bi, r) 7→
∑n

i=1 ai ⊗ bir

eine R-Modulstruktur auf A ⊗ R. Beispielsweise, wenn A eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe ist, dann ist A⊗Q ein rationaler Vektorraum und es gilt

dimQ(A⊗Q) = Rang(A).

Diese Aussage wird in Übungsblatt 10 bewiesen.
Zudem, wenn f : A→ B ein Homomorphismus von abelschen Gruppen ist, dann ist

f ⊗ id : A⊗ R → B ⊗R∑
i ai ⊗ ri 7→

∑
i f(ai)⊗ ri

ein Homomorphismus von R-Moduln. Man kann nun leicht zeigen, dass

A 7→ A⊗R
(f : A→ B) 7→ (f ⊗ id : A⊗R→ B ⊗R)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppe zur Kategorie der R-Module defi-
niert.

Bemerkung. Man kann das Tensorprodukt auch allgemeiner für Moduln über einem belie-
bigen kommutativen Ring einführen. Es sei also R ein kommutativer Ring und es seien V
und W zwei R-Moduln. Wir sagen, dass ein R-Homomorphismus f : V ×W → X bilinear
ist, wenn für alle v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W und r ∈ R gilt:

f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w),
f(rv, w) = rf(v, w)

und
f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′)

f(v, rw) = rf(v, w).

Wir sagen eine bilineare Abbildung f : V × W → X besitzt die universelle bilineare
Eigenschaft, wenn es zu jeder bilinearen Abbildung g : V × W → Y genau einen R-
Homomorphismus ϕ : X → Y gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

V ×W
g

##H
HHHHHH

HH

f // X

ϕ eindeutig
��
Y.

In Übungsblatt 10 werden wir sehen, dass folgende Aussagen gelten:

(a) Es gibt eine bilineare Abbildung f : V ×W → X , welche die universelle bilineare
Eigenschaft besitzt.
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(b) Wenn f : V ×W → X und f ′ : V ×W → X ′ die universelle bilineare Eigenschaft
besitzen, dann gibt es genau einen Isomorphismus ϕ : X → X ′, so dass ϕ(f(v, w)) =
f ′(v, w) für alle v ∈ V und w ∈ W .

Wir bezeichnen den durch (a) und (b) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten R-Modul
mit V ⊗R W und bezeichnen die eindeutig bestimmte Abbildung V ×W → V ⊗R W mit
(v, w) 7→ v ⊗ w. Wenn R = Z, dann erhalten wir das oben eingeführte Tensorprodukt von
abelschen Gruppen und wir schreiben V ⊗W anstatt V ⊗Z W .

9.3. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen mit abelschen Gruppen. Es sei
nun

→ Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1

−−−→ . . . C1
∂1−→ C0 → 0

ein algebraischer Kettenkomplex und R ein kommutativer Ring. Dann können wir den
Kettenkomplex mit R tensorieren, d.h. wir betrachten die folgende Sequenz von R-Moduln
und R-Modulhomomorphismen:

→ Cn ⊗ R
∂n⊗id
−−−→ Cn−1 ⊗R

∂n−1⊗id
−−−−−→ . . . C1 ⊗R

∂1⊗id
−−−→ C0 ⊗ R→ 0.

Es ist offensichtlich, dass für alle i gilt

(∂i−1 ⊗ id) ◦ (∂i ⊗ id) = (∂i−1 ◦ ∂i)⊗ id = 0,

d.h. die obige Sequenz von Abbildungen ist ein Kettenkomplex von R-Moduln.
Es sei nun X ein topologischer Raum. Für einen kommutativen Ring R definieren wir

dann

C∗(X ;R) := C∗(X)⊗ R

und wir bezeichnen mit

Hk(X ;R) := Hk(C∗(X ;R), ∂)

die zugehörigen Homologiegruppen. Wir nennen dann Hk(X ;R) die k-te Homologiegruppe
von X mit R-Koeffizienten.

Aus Eigenschaft (4) des Tensorproduktes folgt, dass wir kanonische Isomorphismen C∗(X ;Z) ∼=
C∗(X) und H∗(X ;Z) ∼= H∗(X) haben. Wir werden im Folgenden diese Gruppen identifi-
zieren und zwischen diesen Schreibweisen beliebig hin- und herwechseln.

Bemerkung. Warum will man die Homologiegruppen eines topologischen Raums mit R-
Koeffizienten studieren? Es gibt dazu mehrere Antworten:

(1) Es ist manchmal leichter mit einem Körper als mit dem Ring Z zu arbeiten.
(2) Die Berechnungen vereinfachen sich wenn wir mit einem endlichen Körper arbeiten.

Beispielsweise könnten wir den Fall R = F2 betrachten, in diesem Fall müssen wir
uns um Vorzeichen keine Gedanken mehr machen.

(3) Wenn M eine geschlossene C∞-Mannigfaltigkeit ist, dann kann man mithilfe von
Differentialformen für jedes k die k-te de Rham KohomologiegruppeHk

dR(M) einführen.
(Siehe die Analysis III-Vorlesung.) Man kann nun zeigen, dass für jedes k die re-
elle Homologiegruppe Hk(M ;R) isomorph zur k-ten de Rham Kohomologiegruppe
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Hk
dR(M) ist. Wir werden darauf später in der Vorlesung noch etwas genauer einge-

hen.

Die meisten Sätze über Homologiegruppen von topologischen Räumen übertragen sich,
mit den offensichtlichen Abänderungen, auch zu den Homologiegruppen mitR-Koeffizienten.
Beispielsweise gilt:

(1) Eine Abbildung f : X → Y induziert für jedes k einen R-Homomorphismus f∗ : Hk(X ;R)→
Hk(Y ;R). Die k-de Homologiegruppe mit R-Koeffizienten definiert zudem einen
Funktor von der Kategorie der topologischen Räumen zur Kategorie der R-Moduln.

(2) Wenn X wegzusammenhängend ist, dann ist H0(X ;R) = R.
(3) Homotope Abbildungen f, g : X → Y induzieren die gleichen Abbildungen

f∗ = g∗ : Hk(X ;R)→ Hk(Y ;R).

(4) Für Paare (X,A) können wir analog die Homologiegruppen Hk(X,A;R) einführen,
und es gibt dann wiederum eine lange exakte Sequenz der Homologiegruppen mit
R-Koeffizienten.

(5) Es gilt der Ausschneidungssatz und der Satz von Mayer-Vietoris für Homologie-
gruppen mit R-Koeffizienten.

(6) Für einen CW-Komplexes X betrachten wir CCW
∗ (X ;R) := CCW

∗ (X)⊗ R und die
dazugehörigen zellulären Homologiegruppen HCW

∗ (X ;R). Dann gilt wiederum, dass
HCW

∗ (X ;R) ∼= H∗(X).
(7) Wenn X ein endlicher CW-Komplex ist und F ein Körper, dann werden wir in

Übungsblatt 10 sehen, dass

(9.1) χ(X) =
∑

i

(−1)i dimF(Hi(X ;F)).

Es stellt sich nun die Frage, ob es eine Verbindung zwischen den verschiedenen Homo-
logiegruppen gibt. Beispielsweise kann man sich fragen, ob Hk(X ;R) = Hk(X) ⊗ R. Dies
ist jedoch nicht der Fall. Betrachten wir beispielsweise den RP 2 mit der CW-Struktur mit
einer 0-Zelle, einer 1-Zelle und einer 2-Zelle. Dann erhalten wir folgenden Kettenkomplex

0→ Z
·2
−→ Z

0
−→ Z→ 0,

d.h. H2(RP 2) = 0, H1(RP 2) = Z/2 und H0(RP 2) = Z. Andererseits, wenn wir den Ket-
tenkomplex mit F2 tensorieren, dann erhalten wir den Kettenkomplex

0→ F2
·2=0
−−→ F2

0
−→ F2 → 0,

d.h. H2(RP 2;F2) = F2, H1(RP 2;F2) = F2 und H0(RP 2;F2) = F2. Wir sehen also, dass

F2 = H2(X ;F2) 6= H2(X)⊗ F2 = 0.

In diesem Beispiel sieht man auch schön das Satz 8.1 und (9.1) beide die Eulercharakteristik
ergeben, obwohl die einzelnen Gruppen verschieden sind: In der Tat, es ist

Rang(H0(X))− Rang(H1(X)) + Rang(H2(X)) = 1− 0 + 0 = 1, und
dimF2

(H0(X ;F2))− dimF2
(H1(X ;F2)) + dimF2

(H2(X ;F2)) = 1− 1 + 1 = 1.
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Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dass man trotz dieses Beispiels die Homologie-
gruppen H∗(X ;R) aus den Homologiegruppen H∗(X) bestimmen kann. Allerdings ist der
Zusammenhang nicht ganz so naiv, wie man sich das am Anfang erhoffen würde.

9.4. Freie Auflösungen und die G-Torsion einer abelschen Gruppe. Zur Erinne-
rung, wir bezeichnen mit K die Kategorie der Kettenkomplexe, hierbei ist

Ob(K) := alle Kettenkomplexe,
Mor(C∗, D∗) := alle Kettenabbildungen von C∗ nach D∗.

Es sei F : K → K ein Funktor.

(1) Wir sagen, F ist exakt, wenn für alle exakten Sequenzen

0→ A
i
−→ B

j
−→ C → 0

auch

0→ F (A)
F (i)
−−→ F (B)

F (j)
−−→ F (C)→ 0

exakt ist.
(2) Wir sagen, F ist links-exakt, wenn für alle exakten Sequenzen

0→ A
i
−→ B

j
−→ C

auch

0→ F (A)
F (i)
−−→ F (B)

F (j)
−−→ F (C)

exakt ist.
(3) Wir sagen, F ist rechts-exakt, wenn für alle exakten Sequenzen

A
i
−→ B

j
−→ C → 0

auch

F (A)
F (i)
−−→ F (B)

F (j)
−−→ F (C)→ 0

exakt ist.

Wenn ein Funktor links-exakt und rechts-exakt ist, dann ist der Funktor natürlich auch
exakt.

Wir hatten im vorherigen Kapitel implizit schon gesehen, dass tensorieren mit einer
abelschen Gruppe G im Allgemeinen nicht links-exakt ist. Beispielsweise ist

0→ Z
·k
−→ Z→ Z/k

exakt, aber das Tensorprodukt mit ⊗Z/k führt dies in die nicht exakte Sequenz

0→ Z/k
0
−→ Z/k → Z/k

über. Wir werden jetzt sehen, dass tensorieren mit einer abelschen Gruppe G immerhin
rechts-exakt ist.
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Lemma 9.2. Es sei

A
i
−→ B

j
−→ C → 0

eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, dann ist für jede abelsche Gruppe auch

A⊗G
i⊗id
−−→ B ⊗G

j⊗id
−−→ C ⊗G→ 0

exakt.

Beweis. Es gilt (i⊗ id)◦ (j⊗ id) = (i◦ j)⊗ id = 0, d.h. die Verknüpfung der Abbildungen in
der unteren Sequenz ist die Nullabbildung. Nachdem j : B → C surjektiv ist, ist auch die
Abbildung j ⊗ id : B ⊗G → C ⊗ G offensichtlich 86 surjektiv. Es verbleibt also zu zeigen,
dass die induzierte Abbildung

j ⊗ id : B ⊗G/ Im{i⊗ id : A⊗G→ B ⊗G} → C ⊗G

ein Isomorphismus ist. Nachdem die Abbildung, wie oben gesehen, surjektiv ist, genügt es
nun eine Umkehrabbildung anzugeben.

Wir betrachten dazu die Abbildung

ϕ : C ×G → B ⊗G/ Im{i⊗ id : A⊗G→ B ⊗G}
(c, g) 7→ b⊗ g wobei j(b) = c.

Diese Abbildung ist wohl-definiert, denn wenn j(b) = j(b′) = c, dann gilt j(b− b′) = 0. Aus
der Exaktheit bei B folgt, dass b− b′ = i(a) für ein a ∈ A. Dann folgt aber, dass

b⊗ g − b′ ⊗ g = (b− b′)⊗ g = i(a)⊗ g ∈ Im{i⊗ id : A⊗G→ B ⊗G}.

Wir haben damit bewiesen, dass ϕ wohl-definiert ist.
Nachdem ϕ linear in B und in G ist, induziert ϕ auch eine Abbildung

C ⊗G → B ⊗G/ Im{i⊗ id : A⊗G→ B ⊗G}∑k
i=1 ci ⊗ gi 7→

∑k
i=1 ϕ(ci, gi).

Diese Abbildung ist offensichtlich ein Inverses zur Abbildung

j ⊗ id : B ⊗G/ Im{i⊗ id : A⊗G→ B ⊗G} → C ⊗G.

�

Wir wollen jetzt auch etwas genauer untersuchen, in wie weit das tensorieren mit G nicht
links exakt ist. Wir führen dafür ein paar weitere Definitionen ein.

(1) Eine abelsche Gruppe G heißt frei, wenn es eine Teilmenge B = {bi}i∈I ⊂ X mit
folgender Eigenschaft gibt: Zu jeder abelschen Gruppe A und jeder Wahl von Ele-
menten ai ∈ A, i ∈ I gibt es genau einen Homomorphismus ϕ : G → A, so dass
ϕ(bi) = ai für alle i ∈ I. Wir nennen eine solche Teilmenge B dann eine Basis von
G.
Beispielsweise ist G = Zm frei mit Basis (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

86In der Tat, wenn
∑

i ci ⊗ gi ∈ C ⊗ G, dann gibt es nach Voraussetzung bi ∈ B mit j(bi) = ci, aber
dann gilt (j ⊗ id)(

∑
i bi ⊗ gi) =

∑
i ci ⊗ gi.
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(2) Eine freie Auflösung von einer abelschen Gruppe H ist eine exakte Sequenz

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→ H → 0

wobei die Fi freie abelsche Gruppen sind.

Wir beweisen zuerst folgendes Lemma.

Lemma 9.3. Jede abelsche Gruppe besitzt eine freie Auflösung.

Es folgt aus der Klassifizierung der endlich erzeugten abelschen Gruppen, dass jede end-
lich erzeugte abelsche Gruppe eine freie Auflösung von der Form

0→ F1
f1
−→ F0

f0
−→ H → 0

besitzt. Wir werden uns im Folgenden hauptsächlich für endlich erzeugte abelsche Gruppen
interessieren, aber der Beweis vom allgemeinen Fall ist schon alleine deshalb interessant, weil
er leicht für weitere Fälle (beispielsweise freie Auflösungen von R-Moduln) verallgemeinert
werden kann.

Beweis. Zur Erinnerung, für eine Menge M bezeichnen wir mit A(M) die von M erzeugte
freie abelsche Gruppe. Wenn M selber eine Gruppe ist, dann gibt es genau eine Z-lineare
Abbildung α(M) : A(M)→M , welche ein m ∈M ⊂ A(M) auf das entsprechende Element
in M schickt.

Es sei nun H eine abelsche Gruppe. Wir betrachten dann

A(H)
α(H)
−−−→ H → 0.

Die Gruppe A(H) ist frei und α(H) ist ein Epimorphismus. Also ist die Folge exakt. Wir

setzen nun H1 := Ker(A(H)
α(H)
−−−→ H). Dann ist

H1 → A(H)
α(H)
−−−→ H → 0

exakt. Wir betrachten dann als nächstes

A(H1)
α(H1)
−−−→→ A(H)

α(H)
−−−→ H → 0.

Auch diese Folge ist exakt und die beiden Gruppen A(H1) und A(H) sind frei. Wir führen
nun dieses Verfahren iterativ fort und erhalten die gewünschte freie Auflösung. �

Bemerkung. Man diese Definitionen leicht verallgemeinern. Es sei dazu R wiederum ein
kommutativer Ring. Wir definieren einen freien R-Modul ganz analog zur freien abelschen
Gruppe. Eine freie Auflösung von einem R-Modul M ist dann eine exakte Sequenz

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→M → 0

wobei die Fi freie R-Moduln sind. Ganz ähnlich zum Beweis von Lemma 9.3 kann man nun
zeigen, dass jeder R-Modul eine freie Auflösung besitzt.

Wir beweisen nun zuerst folgendes Lemma:
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Lemma 9.4. Es sei F∗ eine freie Auflösung einer abelschen Gruppe H und es sei F ′
∗ eine

freie Auflösung einer abelschen Gruppe H ′. Zu jedem Homomorphismus α : H → H ′ gibt
es dann Abbildungen αi : Fi → F ′

i , so dass folgendes Diagramm kommutiert:

. . . // F2

f2 //

α2

��

F1

f1 //

α1

��

F0

f0 //

α0

��

H //

α

��

0

. . . // F ′
2

f ′

2 // F ′
1

f ′

1 // F ′
0

f ′

0 // H ′ // 0.

Darüber hinaus sind die Abbildungen αi, aufgefasst als Kettenabbildung zwischen den hori-
zontalen Kettenkomplexen 87, bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir definieren zuerst die Abbildung α0. Wir wählen dazu eine Basis B0 von der
freien abelschen Gruppe F0. Für jedes xi ∈ B0 wählen wir dann ein x′i ∈ F

′
0 mit f ′

0(x
′
i) =

α(f0(xi)). Dies ist möglich, nachdem f ′
0 surjektiv ist. Es gibt nun (genau) eine Abbildung

α0 : F0 → F ′
0 mit α0(xi) = x′i für alle i ∈ I. Es ist nun offensichtlich, dass das rechte

Quadrat kommutiert.
Wir wenden uns nun der Definition der Abbildung α1. Wir wählen dazu jetzt eine Basis B1

von der freien abelschen Gruppe F1. Es sei dann xi ∈ B1. Es folgt aus der Kommutativität
des rechten Quadrats, dass

f ′
0((α0 ◦ f1)(x)) = α((f0 ◦ f1)(x)) = 0.

Nachdem die untere Sequenz exakt ist, gibt es nun also ein x′i ∈ F
′
1 mit f ′

1(x
′) = (α0◦f1)(x).

Es gibt nun (genau) eine Abbildung α1 : F1 → F ′
1 mit α1(xi) = x′i für alle i ∈ I. Es ist nun

offensichtlich, dass auch das ‘zweite Quadrat von rechts’ kommutiert.
Ganz analog definieren wir nun die weiteren Abbildungen αi für i ≥ 2.

Es seien nun αi, α
′
i : Fi → F ′

i zwei Kettenabbildungen, welche α : H → H ′ fortsetzen. Wir
müssen eine Kettenhomotopie von αi zu α

′
i finden. Die Abbildungen βi = αi−α

′
i sind eine

Fortsetzung der Nullabbildung β = 0: H → H ′. Es genügt daher, eine Kettenhomotopie λ
von βi = αi − α

′
i zu den Nullabbildungen finden. Die Konstruktion der Kettenhomotopie

erfolgt ähnlich zur Konstruktion der Abbildungen αi im ersten Teil des Beweises.
Wir erinnern im folgenden Diagramm an die Art der Abbildungen, welche wir konstru-

ieren müssen:

. . . // F2
f2 //

β2

��λ2

~~~~
~~

~~
~~

~~
F1

f1 //

β1

��λ1~~~~
~~

~~
~~

F0
f0 //

β0

��λ0~~~~
~~

~~
~~

H //

β=0

��λ−1~~~~
~~

~~
~~

0

. . . // F ′
2 f ′

2

// F ′
1 f ′

1

// F ′
0 f ′

0

// H ′ // 0.

Wir setzen λ−1 = 0. Wir benötigen dann als erstes eine Abbildung λ0 : F0 → F ′
1, so dass

β0 = f ′
1 ◦λ0. Für jedes x ∈ B0 wählen wir jetzt ein x′ ∈ F ′

1 mit f ′
1(x

′) = β0(x). Die Existenz

87Eine exakte Sequenz ist insbesondere auch ein Kettenkomplex
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eines solchen x′ folgt aus der Beobachtung, dass f ′
0(β0(x)) = β(f0(x)) = 0 und aus der

Exaktheit der unteren Sequenz.
Nehmen wir jetzt an, wir hätten schon λ0, . . . , λi−1 gefunden, welche die Eigenschaft

besitzen, dass

(9.2) f ′
j ◦ λj−1 + λj−2 ◦ fj−1 = βj−1 für j = 0, . . . , i.

Wir wählen nun wieder eine Basis Bi von der freien abelschen Gruppe Fi. Wir müssen nun
x ein Element x′ ∈ F ′

i+1 zuordnen, welches die Gleichung

f ′
i+1(x

′) = βi(x)− λi−1(fi(x))

erfüllt. Aus der Exaktheit der unteren Sequenz folgt, dass Im(f ′
i+1) = Ker(f ′

i). Es genügt
also zu zeigen, dass f ′

i ◦ (βi − λi−1 ◦ fi) = 0. Es gilt nun aber in der Tat, dass

f ′
i ◦ (βi − λi−1 ◦ fi) = f ′

i ◦ βi − f
′
i ◦ λi−1 ◦ fi

= βi−1 ◦ fi − f
′
i ◦ λi−1 ◦ fi

= (βi−1 − f
′
i ◦ λi−1) ◦ fi

= λi−2 ◦ fi−1 ◦ fi = 0.

Hierbei haben wir in der zweiten Gleichheit verwendet, dass die βi’s eine Kettenabbildung
bilden, d.h., dass f ′

i ◦βi = βi−1 ◦fi. In der vierten Gleichheit haben wir dann (9.2) benützt,
und die letzte Gleichheit folgt aus fi−1 ◦ fi = 0. �

Mithilfe von Lemma 9.4 können wir nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 9.5. Es seien

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→ H → 0

und

. . . F ′
2

f ′

2−→ F1
f ′

1−→ F0
f0
−→ H → 0

freie Auflösungen von einer abelschen Gruppe H. Dann gibt es für jede abelsche Gruppe G
einen kanonischen Isomorphismus

Hn(F∗ ⊗G)
∼=
−→ Hn(F

′
∗ ⊗G).

Beweis. Es folgt aus Lemma 9.4, dass es Abbildungen αi : Fi → F ′
i gibt, so dass das folgende

Diagramm kommutiert:

. . . // F2

f2 //

α2

��

F1

f1 //

α1

��

F0

f0 //

α0

��

H //

id

��

0

. . . // F ′
2

f ′

2 // F ′
1

f ′

1 // F ′
0

f ′

0 // H // 0
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wobei die Abbildungen αi, aufgefasst als Kettenabbildung zwischen den horizontalen Ket-
tenkomplexen bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt sind. Wir können dieses kom-
mutative Diagramm nun mit G tensorieren und erhalten folgendes kommutative Diagramm:

. . . // F2 ⊗G
f2⊗id //

α2

��

F1 ⊗G
f1⊗id //

α1

��

F0 ⊗G
f0⊗id //

α0

��

H ⊗G //

id
��

0

. . . // F ′
2 ⊗G

f ′

2
⊗id

// F ′
1 ⊗G

f ′

1
⊗id

// F ′
0 ⊗G

f ′

0
⊗id

// H ⊗G // 0.

Diese Abbildungen induzieren dann Abbildungen

α∗ : Hn(F∗ ⊗G)→ Hn(F
′
∗ ⊗G).

Diese Abbildung sind zum eindeutig bestimmt, nachdem die Kettenabbildung bis auf Ket-
tenhomotopie eindeutig bestimmt ist.

Wir müssen nun noch zeigen, dass die Abbildungen α∗ : Hn(F∗ ⊗ G) → Hn(F
′
∗ ⊗ G)

Isomorphismen sind. Wir müssen also Umkehrabbildungen zu den α∗ konstruieren. Wir
wenden dazu Lemma 9.4 auf die Auflösungen F ′

∗ und F∗ an (d.h. wir vertauschen die Rollen
der Auflösungen) und erhalten die untere Hälfte des folgenden Kommutativen Diagramms.

. . . // F2

f2 //

α2

��

F1

f1 //

α1

��

F0

f0 //

α0

��

H //

id

��

0

. . . // F ′
2

f ′

2 //

β2

��

F ′
1

f ′

1 //

β1

��

F ′
0

f ′

0 //

β0

��

H //

id

��

0

. . . // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // H // 0.

Die Abbildungen βi◦αi fügen sich also zusammen zum folgenden kommutativen Diagramm:

. . . // F2

f2 //

β2◦α2

��

F1

f1 //

β1◦α1

��

F0

f0 //

β0◦α0

��

H //

id

��

0

. . . // F2

f2 // F1

f1 // F0

f0 // H // 0.

Andererseits ergeben die Abbildungen id: Fi → Fi ebenfalls ein kommutatives Diagramm.
Aus Lemma 9.4 folgt nun, dass die Abbildungen βi ◦ αi kettenhomotop zur Identität sind.
Dann sind aber auch die Abbildungen (βi ◦ αi)⊗ id : Fi ⊗G→ Fi ⊗G kettenhomotop zur
Identität. Es folgt also, dass β∗ ◦ α∗ : Hn(F∗ ⊗ G) → Hn(F∗ ⊗ G) die Identität ist. Ganz
analog zeigt man auch, dass α∗ ◦ β∗ die Identität ist. Wir haben also bewiesen, dass die
Abbildungen α∗ Isomorphismen sind.

�

Es seien nun G und H abelsche Gruppen. Wir wählen eine freie Auflösung

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→ H → 0
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und wir definieren die n-te G-Torsionsgruppe von H als 88

Torn(H,G) := Hn(F∗ ⊗G).

Es folgt aus Lemma 9.5, dass diese Definition (bis auf einen kanonischen Isomorphismus)
nicht von der Wahl der Auflösung von H abhängt.

Wenn zudem α : H → H ′ ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen ist, dann
folgt aus Lemma 9.4, dass α für jedes n einen Homomorphismus

α∗ : Torn(H,G)→ Torn(H
′, G)

induziert. Man kann sich nun leicht davon vergewissern, dass

H 7→ Torn(H,G)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der abelschen Grup-
pen definiert.89

Das folgende Lemma besagt, dass man zumindest die 0-te Torsionsgruppen leicht be-
stimmen kann.

Lemma 9.6. Es seien G und H abelsche Gruppen, dann gibt es einen kanonischen Iso-
morphismus

Tor0(H,G)
∼=
−→ H ⊗G.

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung nun die Gruppen Tor0(H,G) und H ⊗G
identifizieren.

Beweis. Wir wählen also eine freie Auflösung

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→ H → 0.

88Wir nehmen also eine freie Auflösung für H , vergessen H , tensorieren mit G, und nehmen dann die
Homologie.

89Um genau zu sein, stimmt die Aussage so nicht, den Torn(H,G) ist nicht wohl-definiert als Gruppe,
sondern nur wohl-definiert bis auf einen kanonischen Isomorphismus. Wir können das Problem wie folgt
beheben: wir betrachten

Torn(H,G)
′ :=

(⊕

F∗

Hn(F∗ ⊗G)

)
/U

wobei wir die direkte Summe über alle freien Auflösungen von H nehmen und wobei U die Untergruppe
ist, welche erzeugt wird von allen

a− ϕ(a) wobei a ∈ Hn(F∗ ⊗G) und ϕ : Hn(F∗ ⊗G)→ Hn(F
′
∗ ⊗G) der kanonische Isomorphismus.

Dann ist Torn(H,G)
′ wohl-definiert (und nicht nur bis auf einen kanonischen Isomorphismus), und man

kann zeigen, dass für jedes F die kanonische Abbildung Hn(F∗⊗G)→ Torn(H,G)
′ ein Isomorphismus ist.

Dann definiert

H 7→ Tor′n(H,G)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der abelschen Gruppen.
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Dann ist per Definition

Tor0(H,G) = H0(. . . F1 ⊗G
f1⊗id
−−−→ F0 ⊗G→ 0)

= Coker(F1 ⊗G
f1⊗id
−−−→ F0 ⊗G).

Andererseits, wenn wir nun die obige exakte Sequenz mit G tensorieren, dann folgt aus
Lemma 9.2, dass der ‘rechte Teil’ der Sequenz immer noch exakt ist, d.h. die Sequenz

F1 ⊗G
f1⊗id
−−−→ F0 ⊗G

f0⊗id
−−−→ H ⊗G→ 0

ist exakt. Dies besagt aber dann gerade, dass es kanonische Isomorphismen

H ⊗G
∼=
−→ Im(f0 ⊗ id : F0 ⊗G→ H ⊗G) ∼= (F0 ⊗G)/Ker(f0 ⊗ id)

= (F0 ⊗G)/ Im(f1 ⊗ id)

= Coker(F1 ⊗G
f1⊗id
−−−→ F0 ⊗G)

gibt. �

Bemerkung. Die bisherige Diskussion kann man fast ohne Abänderungen für Module über
einem kommutativen Ring R durchführen. In der Tat, wenn M und N Moduln über R
sind, dann wählen wir eine freie Auflösung exakte Sequenz

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→M → 0

und wir definieren

TorRn (M,N) := Hn(F∗ ⊗R N).

Diese Definition hängt nicht von der Wahl der freien Auflösung ab. Für jedes n ist dann
TorRn (M,−) ein Funktor und es gilt TorR0 (M,N) =M ⊗R N .

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, dass H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Die
Klassifikation von endlich erzeugten abelschen Gruppen besagt unter anderem, dass

H ∼= Zm ⊕
n⊕

i=1

Z/ki,

wobei ki 6= 0 für i = 1, . . . , m. Es folgt, dass es eine exakte Sequenz von der Form

0→ Zm





0
D





−−−→ Zm+n → H

gibt, wobei D die Diagonalmatrix mit den Einträgen k1, . . . , kn ist. Die Gruppe H besitzt
also insbesondere eine freie Auflösung der Länge 2. Es folgt sofort, dass in diesem Fall

Torn(H,G) = 0 für n ≥ 2.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 117

Wir schreiben jetzt Tor(H,G) := Tor1(H,G) und bezeichnen die Gruppe als die G-Torsion
von H . 90 Im Hinblick auf Lemma 9.5 kann man sagen, dass dieG-Torsionsgruppen ‘messen’,
inwieweit der Tensorfunktor −⊗G nicht links-exakt ist.

Wir können nun einige Eigenschaften von Tor(H,G) in folgendem Lemma zusammen-
fassen:

Lemma 9.7. Es seien G,H und Hi, i ∈ I sowie Gj , j ∈ J abelsche Gruppen. Dann gilt:

(1) Tor(⊕iHi, G) ∼= ⊕i Tor(Hi, G),
(2) Tor(H,⊕jGj) ∼= ⊕j Tor(H,Gj),
(3) Tor(H,G) = 0, wenn H eine torsionsfreie abelsche Gruppe 91 ist,
(4) Tor(H,G) = 0, wenn G eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist,
(5) wenn T die Torsionsuntergruppe92 vonH bezeichnet, dann gilt Tor(H,G) = Tor(T,G),

(6) für alle n haben wir einen Isomorphismus Tor(Zn, G) ∼= Ker{G
·n
−→ G},

(7) für n,m 6= 0 gilt Tor(Zn,Zm) ∼= ZggT(n,m).

Mithilfe dieses Lemmas kann man die G-Torsion von einer abelschen GruppeH normaler-
weise problemlos bestimmen. Aus (3) folgt beispielsweise, dass Tor(H,Q) = Tor(H,R) = 0
für alle abelschen Gruppen H . Wir werden zudem in Übungsblatt 11 zeigen, dass wenn
G und H endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, dann ist die Torsionsgruppe Tor(H,G)
endlich. 93

Beweis. (1) Wir wählen für jedes i eine freie Auflösung F i von Hi. Dann ist ⊕iF
i eine

freie Auflösung von ⊕iHi, und die Aussage folgt aus Lemma 2.10.
(2) Diese Aussage folgt leicht aus den kanonischen Isomorphismen

Fi ⊗⊕jGj
∼= ⊕jFi ⊗Gj.

(3) Wenn H eine freie abelsche Gruppe ist, dann ist 0 → F0 := H
id
−→ H → 0 schon

eine freie Auflösung, und es ist dann offensichtlich, dass Tor(H,G) = 0. Wenn H
eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist, welche nicht frei ist, dann ist der Beweis
schwieriger und wir verweisen auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.

(4) Wenn G eine freie abelsche Gruppe ist, dann ist G ∼= ⊕IZ für eine Indexmenge I.
Es folgt nun aus (2), dass es genügt zu zeigen, dass Tor(H,Z) = 0. Wir wählen also
eine freie Auflösung F∗ für H . Wenn wir diese mit Z tensorieren, erhalten wir (bis

90Für eine freie Auflösung 0→ F1
i
−→ F0

j
−→ H → 0 gilt also, dass

Tor(H,G) = Ker{F1 ⊗G
i⊗id
−−−→ F0 ⊗G}.

91Eine Gruppe H heißt torsionfrei wenn H kein Element endlicher Ordnung besitzt. Jede freie abelsche
Gruppe ist torsions-frei (siehe Übungsblatt 11), aber nicht jede torsionsfreie abelsche Gruppe ist eine freie
abelsche Gruppe. Beispielsweise ist Q eine torsionsfreie abelsche Gruppe, aber wir werden in Übungsblatt
11 sehen, dass Q nicht frei ist.

92Die Torsionsuntergruppe einer abelschen Gruppe ist definiert als die Untergruppe aller Elemente end-
licher Ordnung.

93Daher rührt auch der Name ‘Torsionsgruppe’.
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auf einen kanonischen Isomorphismus), die gleiche exakte Sequenz. Insbesondere
verschwindet die erste Homologiegruppe von F∗ ⊗ Z ∼= F∗.
Wenn G eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist, welche nicht frei ist, dann verweisen
wir wiederum auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.

(5) Wenn H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, dann können wir H als als
direkte Summe F ⊕T schreiben, wobei G die Torsionsuntergruppe ist und wobei F
eine freie abelsche Gruppe ist. Dann folgt aus (1) und (2), dass

Tor(H,G) ∼= Tor(F ⊕ T,G) ∼= Tor(F,G)⊕ Tor(T,G) = Tor(T,G).

Für den Beweis im Falle, dass H keine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist verwei-
sen wir auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.

(6) Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen, wenn wir die freie Auflösung

0→ Z
·n
−→ Z→ Zn → 0

für H = Z/n wählen.
(7) Die letzte Aussage folgt sofort aus (5).

�

9.5. Spaltende kurze exakte Sequenzen. Wir sagen nun, dass eine kurze exakte Se-
quenz

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0

spaltet (oder zerfällt), wenn es eine Spaltung s : C → B gibt, d.h. eine Abbildung s, so
dass p ◦ s = idC . Beispielsweise spaltet die kurze exakte Sequenz

0→ Z
k 7→(k,0)
−−−−→ Z⊕ Zn

(k,l)7→l
−−−−→ Zn → 0

aber die kurze exakte Sequenze

0→ Z
k 7→nk
−−−→ Z→ Zn → 0.

spaltet nicht.

Lemma 9.8. Es sei

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0

eine kurze exakte Sequenz. Wenn C eine freie abelsche Gruppe ist, dann spaltet die kurze
exakte Sequenz.

Beweis. Es sei {ci}i∈I eine Basis der freien abelschen Gruppe C. Für jedes ci ∈ C wählen
wir ein bi ∈ B mit p(bi) = ci. Dann gibt es genau eine Abbildung s : C → B mit ϕ(ci) = bi
für alle i. Es ist dann also (p ◦ s)(c) = c für jedes c, welches eine Linearkombination
der ci’s ist. In Übungsblatt 11 werden wir zeigen, dass jedes Element in c eindeutig als
Linearkombination der ci’s geschrieben werden kann. Die Abbildung s ist also in der Tat
eine Spaltung. �

Folgendes Lemma werden wir in Übungsblatt 11 beweisen:
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Lemma 9.9. Es sei

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0

eine kurze exakte Sequenz. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) die kurze exakte Sequenz spaltet,
(2) es gibt eine Abbildung t : B → A, so dass t ◦ i = idA,
(3) es gibt einen Isomorphismus Φ : B → A⊕C, so dass folgendes Diagramm kommu-

tiert:

B

Φ

��

p

##G
GGGGGGGG

0 // A

i
;;wwwwwwwww

##F
FF

FF
FF

FF
C // 0

A⊕ C

;;wwwwwwwww

wobei die unteren beiden diagonalen Abbildungen die offensichtliche Inklusion und
die offensichtliche Projektion sind.

Wir beschließen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 9.10. Es sei

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0

eine kurze exakte Sequenz und es sei G eine abelsche Gruppe. Wenn die kurze exakte Se-
quenz spaltet, dann ist auch

0→ A⊗G
i⊗id
−−→ B ⊗G

p⊗id
−−→ C ⊗G→ 0

exakt.

Beweis. Nach Lemma 9.9 können wir o.B.d.A. annehmen, dass die kurze exakte Sequenz
von der Form

0→ A
a7→(a,0)
−−−−→ A⊕ C

(a,c)7→c
−−−−→ C → 0

ist. Wenn wir diese kurze exakte Sequenz mit G tensorieren, dann erhalten wir unter der
Verwendung von (A⊕ C)⊗G = A⊗G⊕ C ⊗G die Sequenz

0→ A⊗G

∑

i

ai⊗gi 7→

(

∑

i

ai⊗gi,0

)

−−−−−−−−−−−−−→ A⊗G⊕ C ⊗G

(

∑

i

ai⊗gi,
∑

j

cj⊗gj

)

7→
∑

j

cj⊗gj

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ C → 0,

welche offensichtlich exakt ist. �
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9.6. Das universelle Koeffiziententheorem. Wir können jetzt das folgende Theorem
formulieren und beweisen:

Theorem 9.11. (Das universelle Koeffiziententheorem) Es sei (Cn, ∂n) ein Ketten-
komplex von freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche Gruppe. Dann gibt es für
jedes n eine kurze exakte Sequenz

0→ Hn(C)⊗G
iC−→ Hn(C;G)

pC−→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0.

Hierbei ist die iC die Abbildung

Hn(C)⊗G → Hn(C;G)∑k
i=1[ci]⊗ gi 7→

∑k
i=1[ci ⊗ gi].

Im Beweis vom universellen Koeffiziententheorem werden wir folgendes Lemma verwen-
den.

Lemma 9.12. Es sei H eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppen, dann ist auch
H auch eine freie abelsche Gruppe.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass F eine endliche erzeugte freie abelsche Gruppe
ist.

Wir beweisen dann das Lemma per Induktion nach dem Rang von F . Es gibt offensicht-
lich nichts zu beweisen, wenn Rang(F ) = 0. Wir nehmen nun also an, dass wir die Aussage
schon für alle freie abelschen Gruppen von Rang kleiner m beweisen haben. Es sei nun
F eine freie abelsche Gruppe von Rang m. Wir können dann F mit Zm identifizieren. Es
sei v1, . . . , vn ∈ Zm ein Erzeugendensystem von H . Für i = 1, . . . , m bezeichnen wir mit
pi : Zm → Z die Projektion auf die i-te Koordinate.

Nach eventuellem vertauschen von Koordinaten können wir annehmen, dass p1(vj) 6= 0
für ein j. Wir setzen

g := ggT(p1(v1), . . . , p1(vn)).

Dann gibt es a1, . . . , an ∈ Z, so dass
n∑

i=1

aip1(vi) = g.

Wir betrachten dann das Erzeugendensystem
n∑

i=1

aip1(vi)

︸ ︷︷ ︸
=:w0

, v1 −
p1(v1)

g
w0

︸ ︷︷ ︸
=:w1

, . . . , vn −
p1(vn)

g
wn

︸ ︷︷ ︸
=:wn

.

Die ersten Koordinaten von w1, . . . , wn sind also null, d.h. wir können diese Vektoren als
Vektoren in Zm−1 auffassen.

Nach Induktionsvoraussetzung erzeugen w1, . . . , wn dann also eine freie abelsche Gruppe
in Zm−1 auf. Es ist dann leicht zu sehen, dass w0, w1, . . . , wn ebenfalls eine freie abelsche
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Gruppe erzeugen.

Mit leichten Abänderungen kann man mit dem gleichen Argument auch zeigen, dass
wenn F eine freie abelsche Gruppe mit abzählbarer Basis ist, dann ist jede Untergruppe
wiederum eine freie abelsche Gruppe.

Der allgemeine Fall wird mit etwas mehr Aufwand als Theorem 9.3 in

Rotman: An introduction to algebraic topology

bewiesen. �

Beweis. Es sei (Cn, ∂n) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen. Für jedes n
betrachten wir Zn := Ker(∂n) und Bn := Im(∂n+1). Wir erhalten dann folgendes Diagramm

�� �� ��
0 // Zn

//

0
��

Cn
∂n //

∂n
��

Bn−1
//

0
��

0

0 // Zn−1
//

��

Cn−1

∂n−1 //

��

Bn−2
//

��

0

Man sieht leicht, dass dieses Diagramm kommutativ ist, und dass die horizontalen Sequen-
zen exakt sind. Wir können die linke und die rechte vertikale Spalte auch als Kettenkomplex
auffassen. In anderen Worten, das obige Diagramm ist eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen.

Es sei nun G eine abelsche Gruppe. Wir tensorieren nun die obige kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen mit G und erhalten das folgende Diagramm:

�� �� ��
0 // Zn ⊗G //

0
��

Cn ⊗G
∂n⊗id //

∂n⊗id
��

Bn−1 ⊗G //

0
��

0

0 // Zn−1 ⊗G //

��

Cn−1 ⊗G
∂n−1⊗id

//

��

Bn−2 ⊗G //

��

0

Dies ist wiederum eine Sequenz von Kettenkomplexen.
Die Gruppen Bn, als Untergruppen von freien abelschen Gruppen, sind nach Lemma

9.12 wiederum freie abelsche Gruppen. Es folgt nun aus Lemmas 9.8 und 9.10, dass die
horizontalen Sequenzen ebenfalls exakt sind. Wir können daher Satz 4.6 anwenden. Nach-
dem die vertikalen Randabbildungen links und rechts die Nullabbildungen sind, erhalten
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wir folgende lange exakte Sequenz

→ Bn ⊗G→ Zn ⊗G→ Hn(C;G)
∂
−→ Bn−1 ⊗G→ Zn−1 ⊗G→ . . .

Es folgt leicht aus der Definition der Randabbildung der langen exakten Sequenz, dass die
Randabbildung Bn ⊗ G→ Zn ⊗G gerade die durch die Inklusion in : Bn → Zn induzierte
Abbildung ist.94

Wir erhalten jetzt folgende kurze exakte Sequenz

0→ Coker(in ⊗ id)→ Hn(C;G)→ Ker(in−1 ⊗ id)→ 0.

Wir müssen jetzt noch zeigen, dass die Ausdrücke links und rechts mit den gewünschten
Ausdrücken übereinstimmen.

Wir betrachten nun die exakte Sequenz

0→ Bn
in−→ Zn → Hn(C)→ 0.

Es folgt wiederum aus Lemma 9.12, dass Bn und Zn freie Gruppen sind, d.h. dies ist eine
freie Auflösung von Hn(C). Es folgt aus der Definition von Tor0(Hn(C), G) und aus Lemma
9.6, dass

Coker(i⊗ id) = Tor0(Hn(C), G) = Hn(C)⊗G.

Andererseits ist auch

0→ Bn−1
in−1

−−→ Zn−1 → Hn−1(C)→ 0

eine freie Auflösung von Hn−1(C). Es folgt also aus der Definition der G-Torsion von
Hn−1(C), dass

Ker(in−1 ⊗ id) = Tor(Hn−1(C), G).

�

Bemerkung. Es sei nun R ein kommutativer Ring und es sei (C∗, ∂∗) ein Kettenkomplex
von R-Moduln. Es sei zudem M ein weiterer R-Modul. Wir können dann den Kettenkom-
plex C∗ ⊗R M von R-Moduln betrachten. Es stellt sich dann wiederum die Frage, ob man
die Homologiegruppen von C∗⊗RM aus den Torsionsgruppen TorRk (Hl(C),M) bestimmen
kann. Dies ist in der Tat der Fall, aber nachdem es im Allgemeinen nicht nur die Torsi-
onsgruppen für k = 0 und k = 1 gibt, ist der Zusammenhang deutlich subtiler. Um genau
zu sein, gibt es eine ‘Spektralsequenz’ von den Gruppen TorRk (Hl(C),M), welche gegen die
Homologiegruppen von C∗ ⊗R M konvergiert.

Bemerkung. Wir können also jedem Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen, jedem
G und jedem n eine kurze exakte Sequenz

0→ Hn(C)⊗G
iC−→ Hn(C;G)

pC−→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0

zuordnen. Es stellt sich nun die Frage, ob dies ebenfalls ein Funktor mit geeignet gewählten
Kategorien ist. Dies ist in der Tat der Fall: Es sei K die Kategorie der Kettenkomplexe und
es sei S die Kategorie der kurzen exakten Sequenzen, wobei die Objekte die kurzen exakten

94Warum ist dies in der Tat der Fall?
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Sequenzen sind und die Funktoren sind die Kettenabbildungen. Dann definiert G und n
einen Funktor K → S indem wir einem C in K die kurze exakte Sequenz

0→ Hn(C)⊗G→ Hn(C;G)→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0

zuordnen, und indem wir einer Kettenabbildung f : C → D das Diagramm95

0 // Hn(C)⊗G
iC //

f∗
��

Hn(C;G)
pC//

f∗
��

Tor(Hn−1(C), G)

f∗
��

// 0

0 // Hn(D)⊗G
iD // Hn(D;G)

pD// Tor(Hn−1(D), G) // 0

zuordnen. Die vertikalen Abbildungen sind dabei durch die Kettenabbildung f : C → D
induziert. Es folgt nun direkt aus den Definitionen, dass dieses Diagramm kommutiert. Die
Verifikation dieser Aussage überlassen wir als freiwillige Übungsaufgabe.

Das universelle Koeffiziententheorem ist in gewisser Weise auch etwas enttäuschend, denn
es besagt unter anderem, dass die Homologiegruppen von C ⊗ G nicht mehr Informatio-
nen enthalten, also sowie schon in den Homologiegruppen von C enthalten sind. Dies ist
allerdings nicht mehr überraschend, nachdem wir schon in Satz 7.6 gesehen hatten, dass
in den meisten Fällen die Homologiegruppen schon den Kettenhomotopietyp eines Ket-
tenkomplexes C∗ festlegen, und also insbesondere auch die Gruppen Hn(C;G) festlegen.

Unser Ziel war es, die HomologiegruppenHn(C;G) nur mithilfe der ursprünglichen Grup-
pen Hk(C) zu bestimmen. Allerdings ist es im Allgemeinen nicht möglich die ‘mittlere
Gruppe’ einer kurzen exakten Sequenz eindeutig aus den ‘Randgruppen’ links und rechts
zu bestimmen. Beispielsweise könnte eine exakte Sequenz

0→ Z→ B → Zn → 0

gegeben sein durch

0→ Z
k 7→(k,0)
−−−−→ Z⊕ Zn

(k,l)7→l
−−−−→ Zn → 0

oder auch durch96

0→ Z
k 7→nk
−−−→ Z→ Zn → 0.

Andererseits hatten wir in Lemma 9.9 gesehen, dass in einer kurzen exakten Sequenz

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0,

welche spaltet, die mittlerere Gruppe B die Summe der äußeren Gruppen A und C ist. Es
stellt sich daher nun die Frage, ob die kurze exakte Sequenz im universellen Koeffizienten-
theorem spaltet. Dies ist zum Glück der Fall:

95Die vertikalen Abbildungen werden alle mit f∗ bezeichnet, aber wie sind diese eigentlich definiert?
96Gibt es noch weitere Möglichkeiten für B?
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Satz 9.13. Es sei (Cn, ∂n) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen und es sei G
eine abelsche Gruppe. Dann spaltet die kurze exakte Sequenz

0→ Hn(C)⊗G
i
−→ Hn(C;G)→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0.

Insbesondere gibt es also einen Isomorphismus

Hn(C;G) ∼= Hn(C)⊗G⊕ Tor(Hn−1(C), G).

Beweis. Nach Lemma 9.9 genügt es eine Abbildung t : Hn(C;G)→ Hn(C)⊗G zu konstru-
ieren, so dass t ◦ i = idHn(C).

Wir betrachten dazu zuerst die kurze exakte Sequenz

0→ Zn → Cn → Bn−1 → 0

Die Gruppe Bn−1 ⊂ Cn−1 ist als Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ebenfalls
eine freie abelsche Gruppe. Es folgt also aus Lemma 9.8, dass die obige Sequenz spaltet.
Insbesondere gibt es nach Lemma 9.9 eine Abbildung p : Cn → Zn, so dass p auf Zn ⊂ Cn

die Identität ist. Wir bezeichnen die Komposition von p mit der Projektion Zn → Hn(C) =
Zn/Bn ebenfalls mit pn. Wir erhalten nun folgendes Diagramm:

. . . // Cn+1
∂n+1 //

pn+1

��

Cn
∂n //

pn

��

Cn−1
∂n−1 //

pn−1

��

. . .

. . . // Hn+1
0 // Hn

0 // Hn−1
0 // . . .

Die untere Sequenz ist natürlich auch ein Kettenkomplex. Die Abbildungen ergeben zudem
eine Kettenabbildung: in der Tat, denn sei c ∈ Cn. Die ‘runter-dann-rechts’ Abbildung
ist offensichtlich die Nullabbildung. Andererseits ist ∂n(cn) ⊂ Bn−1 ⊂ Zn−1 ⊂ Cn−1, d.h.
pn(∂n(c)) = ∂n(c) = 0 ∈ Zn−1/Bn−1.

Wir tensorieren nun das obige Diagramm mit G und erhalten folgendes kommutative
Diagramm von Kettenkomplexen.

. . . // Cn+1 ⊗G
∂n+1⊗id

//

��

Cn ⊗G
∂n⊗id //

��

Cn−1 ⊗G
∂n−1⊗id

//

��

. . .

. . . // Hn+1 ⊗G
0 // Hn ⊗G

0 // Hn−1 ⊗G
0 // . . .

Die induzierten Abbildungen auf den Homologien dieser zwei Kettenkomplexe geben uns
nun eine Abbildung

t : Hn(C;G) = Hn(C∗ ⊗G)→ Hn(untere Sequenz) = Hn ⊗G.

Man kann sich nun leicht davon überzeugen, dass t ◦ i = idHn(C). �

Bemerkung. Wenn eine kurze exakte Sequenz

0→ A
i
−→ B

p
−→ C → 0
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spaltet, dann gibt es im Allgemeinen nicht nur eine Spaltung sondern viele Spaltungen.
Betrachten wir beispielsweise die kurze exakte Sequenz

0→ Z
a7→(a,0)
−−−−→ Z2 (a,c)7→c

−−−−→ Z→ 0.

Dann ist für jedes a ∈ Z die Abbildung c 7→ (ac, c) eine Spaltung der exakten Sequenz.
Insbesondere hatten wir zwar in Satz 9.13 gesehen, dass die Sequenz

0→ Hn(C)⊗G
i
−→ Hn(C;G)→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0,

spaltet, aber es gibt keinen kanonischen Isomorphismus

Hn(C;G) ∼= Hn(C)⊗G⊕ Tor(Hn−1(C), G).

Wir verweisen auf die Bemerkung am unteren Ende von Seite 264 von Hatcher: Algebraic
Topology für mehr Informationen.

9.7. Anwendung auf topologische Räume. Wenn (X,A) ein Paar von topologischen
Räumen ist, dann können wir jetzt die Ergebnisse der vorherigen Kapitel auf den Ketten-
komplex C∗(X,A) anwenden und erhalten aus dem universellen Koeffiziententheorem und
aus Satz 9.13 sofort folgenden Satz:

Satz 9.14. Es sei (X,A) ein Paar von topologischen Räumen und es sei G eine abelsche
Gruppe. Dann gibt es für jedes n eine kurze exakte Sequenz

0→ Hn(X,A)⊗G→ Hn(X,A;G)→ Tor(Hn−1(X,A), G)→ 0,

und diese kurze exakte Sequenz spaltet. Insbesondere gibt es einen Isomorphismus

Hn(X,A;G) ∼= Hn(X,A)⊗G⊕ Tor(Hn−1(X,A), G).

Beispiel. Betrachten wir noch einmal den RP 2 mit der CW-Struktur mit einer 0-Zelle, einer
1-Zelle und einer 2-Zelle. Wir hatten schon gesehen, dass H2(RP

2) = 0, H1(RP
2) = Z/2

und H0(RP 2) = Z. Es folgt nun aus Satz 9.14 und Lemma 9.7, dass

H2(RP 2;F2) ∼= H2(RP 2)⊗ F2 ⊕ Tor(H1(RP 2),F2) ∼= 0⊗ F2 ⊕ Tor(F2,F2) = F2

H1(RP 2;F2) ∼= H1(RP 2)⊗ F2 ⊕ Tor(H0(RP 2),F2) ∼= F2 ⊗ F2 ⊕ Tor(Z,F2) = F2

H0(RP 2;F2) ∼= H0(RP 2)⊗ F2
∼= Z⊗ F2 = F2.

Aber dies deckt sich zum Glück mit der Berechnung in Kapitel 9.3.

Zusammen mit Lemma 9.7 (4) erhalten wir zudem folgendes Korollar aus Satz 9.14:

Korollar 9.15. Es sei (X,A) ein Paar von topologischen Räumen und es sei R ein Teilring
von C. Dann ist für jedes n die Abbildung

Hn(X,A;Z)⊗R → Hn(X,A;R)∑
i[ci]⊗ ri 7→ [

∑
i c⊗ r]

ein Isomorphismus.
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Nachdem die Abbildung Hn(X,A;Z) ⊗ R → Hn(X,A;R) funktoriell ist, können und
werden wir im Folgenden für einen Unterring R von C die Gruppen Hn(X,A;Z)⊗ R und
Hn(X,A;R) identifizieren.

Aus der Bemerkung in Kapitel 9.6 nach dem universellen Koeffiziententheorem folgt zu-
dem, dass sich die kurzen exakten Sequenzen in Satz 9.14 und der Isomorphismus in Korol-
lar 9.15 mit induzierten Abbildungen von topologischen Räumen vertragen. Beispielsweise
gilt für jede Abbildung f : (X,A) → (Y,B) zwischen topologischen Räumen, dass sich die
induzierten Abbildungen und die kurzen exakten Sequenzen zu folgendem kommutativen
Diagramm zusammenfügen:

0 // Hn(X,A)⊗G

f∗
��

// Hn(X,A;G)

f∗
��

// Tor(Hn−1(X,A), G)

f∗
��

// 0

0 // Hn(Y,B)⊗G // Hn(Y,B;G) // Tor(Hn−1(Y,B), G) // 0.

10. Die Homologiegruppen von Produkten

Es seien X und Y zwei topologische Räume. In diesem Kapitel wollen wir der Frage
nachgehen, was denn der Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von X und Y
sowie den Homologiegruppen des Produktraums X × Y ist.

10.1. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen. Wir wollen zuerst die Kettenkom-
plexe von X , Y und X × Y in Verbindung setzen. Wir brauchen dazu den Begriff des
Tensorproduktes von Kettenkomplexen. Wir beginnen also mit einem kurzen Ausflug in
die homologische Algebra, d.h. in das Studium von Kettenkomplexen.

Es seien C = (C∗, ∂∗) und C
′ = (C ′

∗, ∂
′
∗) zwei Kettenkomplexe. Wir definieren dann das

Tensorprodukt C ⊗ C′ der Kettenkomplexe wie folgt: Die n-te Kettengruppe ist

(C ⊗ C′)n :=
⊕

p+q=n

Cp ⊗ C
′
q

und wir betrachten die lineare Abbildungen ∂ : (C ⊗ C′)n → (C ⊗ C′)n−1, welche eindeutig
bestimmt ist durch

∂(cp ⊗ c
′
q) = ∂cp ⊗ c

′
q + (−1)pcp ⊗ ∂

′c′q

für cp ∈ Cp und c′q ∈ C
′
q. Dann ist

∂(∂(cp ⊗ c
′
q)) = ∂( ∂cp︸︷︷︸

∈Cp−1

⊗ c′q) + ∂((−1)pcp ⊗ ∂
′c′q)

= ∂∂cp ⊗ c
′
q + (−1)p−1∂cp ⊗ ∂

′c′q + (−1)p∂cp ⊗ ∂
′c′q + (−1)pcp ⊗ ∂

′∂′c′q

= (−1)p−1∂cp ⊗ ∂
′c′q − (−1)p−1∂cp ⊗ ∂

′c′q

= 0.
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Wir sehen also, dass (C ⊗ C′, ∂) ein Kettenkomplex ist. 97 Wir skizzieren die Definition des
Tensorprodukt von Kettenkomplexen in Abbildung 34.

−

id⊗∂′2

C0 ⊗ C
′
2

C0 ⊗ C
′
0

C0 ⊗ C ′1 C1 ⊗ C
′
1

∂1 ⊗ id

−

C1 ⊗ C ′2
∂1 ⊗ id

C2 ⊗ C ′2
∂2 ⊗ id

C2 ⊗ C ′1
∂2 ⊗ id

C1 ⊗ C ′0
∂1 ⊗ id

C2 ⊗ C ′0
∂2 ⊗ id

id⊗∂′2

id⊗∂′1

−

id⊗∂′1−

id⊗∂′2

id⊗∂′1

Abbildung 34. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen.

Es ist auch zum Abschluß auch leicht zu sehen, dass zwei Kettenabbildungen f : C → D
und g : C′ → D′ eine Kettenabbildung f ⊗ g : C ⊗ C′ → D ⊗D′ induzieren.

10.2. Das Produkt von CW-Komplexen. Wir betrachten jetzt zuerst den Spezialfall,
dass X und Y CW-Komplexe sind. Um gewisse topologische Spitzfindigkeiten zu vermeiden
nehmen wir im Folgenden an, dass X und Y in jeder Dimension nur endlich viele Zellen
besitzen.

Wir wollen nun auch das ProduktX×Y als CW-Komplex auffassen. Wir identifizieren im
Folgenden die n-dimensionale Scheibe Dn durchgehend mit dem n-dimensionalen Quadrat
Qn = [0, 1]n. Für p+q = n gilt dann, dass Qn = Qp×Qq. Die Idee ist nun eine CW-Struktur
auf X × Y so einzuführen, so dass das Produkt einer p-Zelle in X mit einer q-Zelle in Y
eine (p+ q)-Zelle in X × Y entspricht.

Wir wollen diese Idee nun etwas genauer ausführen. Wir machen dazu zuerst die Beob-
achtung, dass

∂(Qn) = ∂Qp ×Qq ∪Qp × ∂Qq.

Wir definieren nun die CW-Struktur auf X × Y induktiv wie folgt:

(1) Wir setzen (X × Y )0 = X0 × Y 0.
(2) Nehmen wir nun an, dass das (n− 1)-Gerüst (X × Y )(n−1) schon definiert ist. Wir

betrachten nun eine p-Zelle e in X , welche gegeben ist durch eine charakteristische
Abbildung ϕ : Qp → Xn und eine (n − p)-Zelle f in Y , welche gegeben ist durch

97Man beachte, dass dafür der Extra-Term (−1)p in der Randabbildung nötig ist. Wenn wir die Randab-

bildung ‘naiv’ als ∂(cp⊗ c′q) = ∂cp⊗ c′q+ cp⊗∂
′c′q definiert hätten, dann würden wir keinen Kettenkomplex

erhalten.
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eine charakteristische Abbildung ψ : Qq → Y n. Dann bezeichnen wir mit e× f die
n-Zelle in X × Y , welche gegeben ist durch die Anklebeabbildung 98

∂(Qn) = ∂Qp ×Qq ∪Qp × ∂Qq → (X × Y )n−1

(x, y) 7→ (ϕ(x), ψ(y)).

Wir bezeichnen dann mit (X×Y )n die Vereinigung von (X×Y )n−1 mit allen solchen
n-dimensionalen Produktzellen.

Wir können nun also X × Y als CW-Komplex auffassen, wobei jede Zelle in X × Y das
Produkt, im obigen Sinne, von einer Zelle in X und einer Zelle in Y ist. Es folgt, dass wir
für jedes n einen kanonischen Isomorphismus 99

CCW
n (X × Y ) =

n⊕

p=0

CCW
p (X)⊗ CCW

n−p(Y )

haben.
Wir wollen allerdings nicht nur Isomorphismen von den Gruppen in den jeweiligen Ket-

tenkomplexen, sondern wir müssen auch die Randabbildungen in Verbindung setzen. Es sei
nun e eine p-dimensionale Zelle in X und f eine q-dimensionale Zelle in Y . Rein als Menge
betrachtet haben wir gesehen, dass

∂(Qp+q) = ∂Qp ×Qq ∪Qp × ∂Qq.

Allerdings müssen wir die Randabbildungen wirklich als Abbildungen betrachten, und es
zeigt sich dann, dass

∂(e× f)︸ ︷︷ ︸
∈CCW

p+q−1
(X×Y )

= ∂e× f︸ ︷︷ ︸
∈CCW

p−1
(X)⊗CCW

q (Y )

+ (−1)p e× ∂f︸ ︷︷ ︸
∈CCW

p (X)⊗CCW
q−1

(Y )

.

Diese Aussage kann man durch sorgfältiges bestimmen der Vorzeichen beweisen. Die Aus-
sage wird in Abbildung 35 skizziert.

Wir haben also folgenden Satz ‘bewiesen’:

Satz 10.1. Es seien X und Y zwei CW-Komplexe mit endlich vielen Zellen in jeder Di-
mension. Dann gibt es einen Isomorphismus

ΦXY : CCW
∗ (X)⊗ CCW

∗ (Y )
∼=
−→ CCW

∗ (X × Y )

von zellulären Kettenkomplexen.

98Warum liegt das Bild dieser Anklebeabbildung in (X × Y )n−1?
99Hierbei haben wir folgende einfache algebraische Tatsache verwendet: wenn M und N zwei Mengen

sind, dann haben wir einen kanonischen Isomorphismus

A(M ×M) = A(M)⊗A(N),

wobei wir für eine Menge W mit A(W ) die von W aufgespannte freie abelsche Gruppe bezeichnen.
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= ∂e× f e× ∂f−

Abbildung 35. Der Rand vom Produkt von zwei 1-Zellen.

10.3. Der Satz von Eilenberg-Zilber. Der Satz von Eilenberg-Zilber ist das Analogon
von Satz 10.1 für die singulären Kettenkomplexen von beliebigen topologischen Räumen.

Satz 10.2. (Eilenberg-Zilber) Es seien X und Y zwei topologische Räume. Dann gibt
es Kettenabbildungen

C∗(X)⊗ C∗(Y )
µ
−→ C∗(X × Y ) und C∗(X × Y )

ν
−→ C∗(X)⊗ C∗(Y ),

welche Kettenhomotopie-Inverse zueinander sind. Die Abbildungen µ und ν sind darüber
hinaus natürlich. 100 Insbesondere gilt also, dass

H∗(X × Y ) ∼= H∗(C∗(X)⊗ C∗(Y )).

Beweis. Wenn X und Y Kettenkomplexe sind, dann folgt die Behauptung aus Satz 7.5
zusammen mit Satz 7.6. Im allgemeinen Fall beruht der Beweis vom Satz von Eilenberg-
Zilber auf dem Satz von den ‘azyklischen Modellen’ und ist nicht besonders anschaulich.
Wir verweisen auf Kapitel 59 von

Munkres: Elements of algebraic topology

für den Beweis. �

10.4. Die Künneth-Formel für Kettenkomplexe. Aus dem vorherigen Kapitel folgt,
dass wir einen Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von den Kettenkomplexen

100Hier ‘natürlich’ bedeutet, dass wir für Abbildungen f : X → X ′ und g : Y → Y ′ kommutative Dia-
gramme

C∗(X)⊗ C∗(Y )
µ //

f∗⊗f ′

∗

��

C∗(X × Y )

(f×f ′)∗

��
C∗(X

′)⊗ C∗(Y
′)

µ // C∗(X
′ × Y ′)

und C∗(X × Y )

(f×f ′)∗

��

ν // C∗(X)⊗ C∗(Y )

f∗⊗f ′

∗

��
C∗(X

′ × Y ′)
ν // C∗(X

′)⊗ C∗(Y
′)

erhalten.
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C, C′ und C ⊗ C′ finden müssen. Wir betrachten dabei folgende Abbildung:

Θ: Hp(C)⊗Hq(C
′) → Hp+q(C ⊗ C

′)
r∑

i=1

[ci]⊗ [c′i] 7→
r∑

i=1

[ci ⊗ c
′
i].

101

Wir können nun folgenden Satz formulieren.

Satz 10.3. (Die Künneth-Formel für Kettenkomplexe) Es seien C und C′ Ketten-
komplex. Wenn C frei ist, d.h. wenn alle Gruppen Cn freie abelsche Gruppen sind, dann
gibt es eine kurze exakte Sequenz

0→
⊕

p+q=n

Hp(C)⊗Hq(C
′)

Θ
−→ Hn(C ⊗ C

′)→
⊕

p+q=n−1

Tor(Hp(C), Hq(C))→ 0.

Wenn C′ ein Kettenkomplex ist, welcher gerade aus einer Gruppe G besteht, dann erhal-
ten wir als Spezialfall der Künneth-Formel gerade das Universelle Koeffiziententheorem. In
der Tat ist der Beweis der Künneth-Formel ähnlich dem Beweis des Universellen Koeffizi-
ententheorems.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass alle Randabbildungen Cn → Cn−1 die
Nullabbildung sind. In diesem gilt Fall insbesondere, dass Hn(C) = Cn für alle n. Es folgt
zudem, dass ∂cp ⊗ c

′
q = (−1)pcp⊗∂c

′
q . Der Kettenkomplex C⊗C′ ist also die direkte Summe

der Kettenkomplexe Cp ⊗ C
′. Nachdem C frei ist, folgt zudem, dass jeder Kettenkomplex

Cp ⊗ C
′ dann einfach die mehrfache direkte Summe vom Kettenkomplex C′ ist. Es folgt,

dass

Hn(Cp ⊗ C
′) ∼= Cp ⊗Hn−p(C

′) = Hp(C)⊗Hn−p(C
′).

Insbesondere gilt dann, dass

Hn(C ⊗ C
′) ∼=

⊕

p+q=n

Hp(C)⊗Hq(C
′).

In Lemma 9.7 hatten wir gesehen, dass die Torsionsgruppen Tor(A,B) verschwinden, wenn
A eine torsionsfreie Gruppe ist. Wir erhalten also die gewünschte kurze exakte Sequenz.

101Diese Abbildung ist wohl-definiert. Zum einen, wenn ci und c
′
i Zykel sind, dann gilt

∂(ci ⊗ c
′
i) = ∂ci ⊗ c

′
i + (−1)pci ⊗ ∂c

′
i = 0

d.h. ci ⊗ c′i ∈ CC ⊗ C
′ ist ein Zykel. Zum anderen, wenn ci + ∂di ein anderer Repräsentant von [ci] ist,

dann gilt

(ci + ∂di)⊗ c
′
i = ci ⊗ c

′
i + ∂(di ⊗ c

′
i),

und ganz analog, wenn c′i + ∂d′i ein anderer Repräsentant von [c′i] ist, dann gilt

ci ⊗ (c′i + ∂d′i) = ci ⊗ c
′
i + (−1)p∂(ci ⊗ d

′
i).
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Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu, d.h. wir nehmen nicht mehr an, dass die
Randabbildungen Cn → Cn−1 Nullabbildungen sind. Der folgende Beweis weißt jetzt große
Ähnlichkeiten zum Beweis vom Universellen Koeffiziententheorem auf.

Wir betrachten wiederum

Zp = Ker{∂p : Cp → Cp−1}, und
Bp = Im{∂p+1 : Cp+1 → Cp}.

Wir bezeichnen dann mit Z den Kettenkomplex, welcher durch die Zp gegeben ist, wobei
die Randabbildungen gerade die Nullabbildungen sind. Ganz analog bilden die Bp einen
Kettenkomplex B. Wie im Beweis vom Universellen Koeffiziententheorem erhalten wir jetzt
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen

0→ Z → C
∂
−→ B → 0.

Zudem sehen wir wiederum, dass die Gruppen Bn−1 freie abelsche Gruppen sind, und dass
daher für jedes C ′

q, das Tensorprodukt der obigen exakten Sequenz mit C ′
q wiederum eine

exakte Sequenz ist. Es folgt dann auch, dass

0→ Z ⊗ C′ → C ⊗ C′ → B ⊗ C′ → 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen ist.
Aus Satz 4.6 erhalten wir also folgende lange exakte Sequenz 102

· · · → Hn(Z ⊗ C
′)→ Hn(C ⊗ C

′)→ Hn−1(B ⊗ C
′)→ Hn−1(Z ⊗ C

′)→ . . .

Die ‘Randabbildung’ Hn−1(B ⊗ C
′)

∂
−→ Hn−1(Z ⊗ C

′) aus Satz 4.6 ist dabei, wie im Beweis
vom Universellen Koeffizientheorem, gegeben durch die Inklusion B → Z.

Nachdem die Randabbildungen in B und Z die Nullabbildungen sind folgt aus dem zu
Anfang betrachteten Spezialfall, dass wir folgende lange exakte Sequenz erhalten:

. . .
in−→

n⊕

j=0

Zn⊗Hn−j(C
′)→ Hn(C⊗C

′)→
n−1⊕

j=0

Bj⊗Hn−j−1(C
′)

in−1

−−→
n−1⊕

j=0

Zj⊗Hn−j−1(C
′)→ . . .

Wir erhalten also eine kurze exakte Sequenz

0→ Coker(in)→ Hn(C ⊗ C
′)→ Ker(in−1)→ 0.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Ausdrücke links und rechts den gewünschten Ausdrücken
entsprechen. Der Beweis davon ist ganz analog zum Beweis der entsprechenden Aussage im
Beweis vom Universellen Koeffizientheorem.

Wir führen jetzt das Argument etwas genau aus. Wie im Beweis vom Universellen Koef-
fizientheorem sehen wir, dass für jedes j ∈ {0, . . . , n− 1} die Sequenz

0→ Bj → Zj → Hj(C)→ 0

102Der Index reduziert sich dabei im Schritt von Hn(C ⊗ C′) → Hn−1(B ⊗ C′), weil diese Abbildung
induziert wird durch 0→ Zp → Cp → Bp−1 → 0.
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eine freie Auflösung von Hj(C) ist. Insbesondere folgt aus den Definitionen und aus 9.6,
dass für jedes l gilt

Coker(ij : Bj ⊗Hl(C
′)

ij
−→ Zj ⊗Hl(C

′)) = Hj(C)⊗Hl(C
′), und

Ker(ij : Bj ⊗Hl(C
′)

ij
−→ Zj ⊗Hl(C

′)) = Tor1(Hj(C), Hl(C
′)).

Wir sehen also, dass

Coker(in) = Coker

(
n⊕

j=0

Bj ⊗Hn−j(C
′)→

n⊕
j=0

Zj ⊗Hn−j(C
′)

)

=
n⊕

j=0

Coker
(
ij : Bj ⊗Hn−j(C

′)
ij
−→ Zj ⊗Hn−j(C

′)
)

=
n⊕

j=0

Hj(C)⊗Hn−j(C
′).

Ganz analog zeigt man, dass

Ker(in−1) = Coker

(
n−1⊕
j=0

Bj ⊗Hn−j−1(C
′)→

n−1⊕
j=0

Zj ⊗Hn−j−1(C
′)

)

=
n−1⊕
j=0

Ker
(
ij : Bj ⊗Hn−j−1(C

′)
ij
−→ Zj ⊗Hn−j−1(C

′)
)

=
n−1⊕
j=0

Tor0(Hj(C), Hn−j(C
′)).

�

Bemerkung. Die kurze exakte Sequenz im Künneth-Theorem ist natürlich. D.h. wenn
f : C → D und f ′ : C′ → D′ Kettenabbildungen sind, dann erhalten wir ein kommutati-
ves Diagramm von kurzen exakten Sequenzen: 103

0 →
⊕

p+q=n

Hp(C)⊗Hq(C
′)

Θ
−→ Hn(C ⊗ C

′) →
⊕

p+q=n

Tor(Hp(C), Hq(C)) → 0

↓ f∗ ⊗ f
′
∗ ↓ (f ⊗ f ′)∗ ↓ Tor(f∗, f

′
∗)

0 →
⊕

p+q=n

Hp(D)⊗Hq(D
′)

Θ
−→ Hn(D ⊗D

′) →
⊕

p+q=n

Tor(Hp(D), Hq(D)) → 0.

Wir kehren jetzt zu der Ausgangsfrage zurück, was denn die Homologiegruppen von den
topologischen Räumen X, Y und X×Y miteinander zu tun haben. Der Satz von Eilenberg-
Zilber zusammen mit der Künneth-Formel für Kettenkomplexe gibt uns folgenden Satz:

103Die Torsionsgruppe Tor(−,−) ist ‘funktoriell in beiden Einträgen’, d.h. wenn ϕ : A → B und ψ :
C → D Abbildungen sind, dann gibt es eine induzierte Abbildung Tor(ϕ, ψ) : Tor(A,B)→ Tor(C,D).
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Satz 10.4. (Die Künneth-Formel für topologische Räume) Es seien X und Y zwei
topologische Räume. Dann gibt es eine kurze exakte Sequenz

0→
⊕

p+q=n

Hp(X)⊗Hq(Y )
Θ
−→ Hn(X × Y )→

⊕

p+q=n−1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))→ 0,

und diese kurze exakte Sequenz ist natürlich bezüglich der topologischen Räume X und Y .

Bemerkung. Die kurze exakte Sequenz in Satz 10.4 spaltet, aber diese Spaltung ist nicht
natürlich. Siehe auch Theorem 59.3 von Munkres: Elements of algebraic topology.

Beispiel. Es sei X ein topologischer Raum. Wir wollen die Homologiegruppen von S1 ×X
bestimmen. Die Homologiegruppen von S1 sind natürlich Z in der Dimension 0 und 1.
Nachdem für jede abelsche Gruppe A gilt, dass Z ⊗ A = A und Tor(Z, A) = 0 folgt nun
aus der Künneth-Formel, dass es einen Isomorphismus

Hn−1(X)⊕Hn(X)→ Hn(S
1 ×X)

gibt.

11. Die Kohomologiegruppen eines topologischen Raums

11.1. Duale Kokettenkomplexe. In diesem Kapitel sei G durchgehend eine abelsche
Gruppe. Es sei nun f : A → B ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert f eine Ab-
bildung

f ∗ : Hom(B,G) → Hom(A,G)

(ϕ : B → G) 7→

(
A → G
a 7→ ϕ(f(a)).

)

Wir bezeichnen f ∗ : Hom(B,G)→ Hom(A,G) als die durch f induzierte Abbildung.
Wenn A beispielsweise eine Untergruppe von B ist, und wenn i : A→ B die Inklusions-

abbildung ist, dann ist für jeden Homomorphismus ϕ : B → G die Abbildung i∗ϕ : A→ G
gerade die Einschränkung von ϕ auf A ⊂ B.

Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

(idA)∗ = idHom(A,G), und
(g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗ für alle f : A→ B und g : B → C.

Diese Eigenschaften ähneln den Eigenschaften eines Funktors, mit der Ausnahme, dass in
der Gleichheit (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗ die Reihenfolge von f und g wechselt.

Wir erinnern im Folgenden an eine Definition aus der Topologievorlesung. Es seien C
und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor F : C → D besteht aus einer Abbildung

F : Ob(C)→ Ob(D)

und für alle X, Y ∈ Ob(C) gibt es zudem eine Abbildung104

Mor(X, Y )→ Mor(F (Y ), F (X))

104Man beachte, dass sich die ‘Richtung umkehrt’, d.h. wir ordnen einem Morphismus in Mor(X,Y )
einen Morphismus in Mor(F (Y ), F (X)) zu.
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so dass folgende Axiome erfüllt sind

(F1) F (idX) = idF (X) für alle X ∈ Ob(C),
(F2) für φ ∈ Mor(X, Y ) und ψ ∈ Mor(Y, Z), gilt

F (ψ ◦ φ) = F (φ) ◦ F (ψ).

Zur Unterscheidung bezeichnen wir die Funktor, welche wir ihn in Kapitel 1.3 eingeführt
hatten, manchmal auch als kovariante Funktoren.

Mit dieser Definition können wir also jetzt die obige Diskussion wie folgt zusammenfassen:
Die Abbildungen

A 7→ Hom(A,G)
(f : A→ B) 7→ (f ∗ : Hom(B,G)→ Hom(A,G))

definieren einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur
Kategorie der abelschen Gruppen.

Es sei nun ein Kettenkomplex

(C∗, ∂∗) : → Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1

−−−→ . . . C1
∂1−→ C0 → 0

gegeben. Wir betrachten dann folgende Sequenz von Abbildungen

← Hom(Cn, G)
∂∗

n←− Hom(Cn−1, G)
∂∗

n−1

←−−− . . .Hom(C1, G)
∂∗

1←− Hom(C0, G)← 0.

Wir nennen diese Sequenz von Abbildungen einen zu (C∗, ∂∗) dualen Kokettenkomplex. 105

Wir definieren nun die n-te Kohomologiegruppe des Kettenkomplexes (C∗, ∂∗) mit G-Koef-
fizienten wie folgt:

Hn(C;G) := Ker{∂∗n+1 :Hom(Cn, G)→Hom(Cn+1, G)} / Im{∂∗n :Hom(Cn−1, G)→ Hom(Cn, G)}.

Wenn G ein kommutativer Ring ist, beispielsweise G = Fp, G = Z, G = Q oder G =
R, dann sind die Randabbildungen Modulhomomorphismen, insbesondere sind dann die
Kohomologiegruppen Hn(C;G) Moduln über dem kommutativen Ring G.

Viele von den Aussagen über Kettenkomplexe und deren Homologiegruppen gelten in
leicht abgewandelter Form auch für Kohomologiegruppen. Wenn beispielsweise f : C∗ → D∗

105Ein Kokettenkomplex ist eine Folge

→ Dn
δn←− Dn−1

δn−1

←−−− . . .D1
δ1←− D0 → 0

von Abbildungen zwischen abelschen Gruppen, so dass für alle i gilt δi+1◦δi = 0. Viele von den Definitionen
für Kettenkomplexe übertragen sich auf offensichtliche Weise zu Kokettenkomplexen. Beispielsweise sagen
wir, dass der Kokettenkomplex exakt ist, wenn für jedes n gilt:

Ker(δn) = Im(δn−1).

Zudem haben wir auch den offensichtlichen Begriff einer Kokettenabbildung, und die Kokettenkomplexe
zusammen mit den Kokettenabbildungen bilden die Kategorie der Kokettenkomplexe.
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eine Kettenabbildung zwischen Kettenkomplexen C∗ und D∗ ist, dann ist für jedes n die
Abbildung

f ∗ : Hn(C;G) → Hn(D;G)
[ϕ : Cn → G] 7→ [ϕ ◦ f∗ : Dn → G]

wohl-definiert. Für jedes n definiert dann

C∗ 7→ Hn(C;G)
f 7→ f ∗

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe zur Kategorie der
abelschen Gruppen.

Analog zu Satz 4.6 kann man zudem zeigen, dass wenn

0→ A∗
i
−→ B∗

p
−→ C∗ → 0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen ist, dann existiert für jedes n eine Abbil-
dung

δn : H
n(A;G)→ Hn+1(C;G),

so dass

· · · → Hn(C;G)
p∗

−→ Hn(B;G)
i∗
−→ Hn(A;G)

δ
−→ Hn+1(C;G)

p∗

−→ Hn+1(B;G)
i∗
−→ . . .

eine exakte Sequenz bildet.106

11.2. Die singulären Kohomologiegruppen eines topologischen Raums. Es sei nun
X ein topologischer Raum und es sei wiederum durchgehend G eine abelsche Gruppe. Wir
schreiben dann

Cn(X ;G) := Hom(Cn(X), G) und δn := ∂∗n

und erhalten einen Kokettenkomplex

. . .
δn+2

←−− Cn+1(X ;G)
δn+1

←−− Cn(X ;G)
δn←− Cn−1(X ;G)

δn−1

←−− . . .
δ1←− C0(X ;G)← 0.

Wir definieren nun die n-te singuläre Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in G 107

als

Hn(X ;G) := Hn(C∗(X);G)
= Ker{δn+1 :C

n(X ;G)→ Cn+1(X ;G)} / Ker{δn :C
n−1(X ;G)→ Cn(X ;G)}.

Wenn G = Z, dann schreiben wir einfach Hn(X) = Hn(X ;Z). Wenn f : X → Y eine
Abbildung zwischen topologischen Räumen ist, dann hatten wir schon gesehen, dass f
eine Kettenabbildung f∗ : C∗(X)→ C∗(Y ) induziert. Es folgt nun aus der Diskussion vom

106Die Tatsache, dass die Abbildungen in die ‘falsche Richtung laufen’, ist eine nie versiegende Quelle
der Verwirrung.

107Normalerweise lassen wir das Adjektiv ‘singuläre’ weg, und reden einfach von der n-ten Kohomolo-
giegruppe von X mit Koeffizienten in G.
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vorherigen Kapitel, dass f eine Abbildung f ∗ : Hn(Y ;G) → Hn(X ;G) induziert. Darüber
hinaus definieren die Abbildungen

X 7→ Hn(X ;G)
(f : X → Y ) 7→ (f ∗ : Hn(Y ;G)→ Hn(X ;G))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der topologischen Räume zur Kategorie
der abelschen Gruppen. (Oder im Falle, dass G ein kommutativer Ring ist, zur Kategorie
der G-Moduln.)

Bevor wir die Theorie der Kohomologiegruppen ausführen wollen wir erst uns einmal ein
ganz explizites Beispiel erarbeiten:

Beispiel. Es seiX ein wegzusammenhängender topologischer Raum.Was ist dannH0(X ;G)?
Betrachten wir dazu das ‘rechte Ende’ vom Kettenkomplex von C∗(X) und vom Koketten-
komplex Hom(C∗(X), G).

C1(X)
∂1−→ C0(X)→ 0 und Hom(C1(X), G)

∂∗

1←− Hom(C0(X), G)← 0.

Es folgt also, dass

H0(X ;G) = Ker

{
Hom(C0(X), G) → Hom(C1(X), G)
(f : C0(X)→ G) 7→ (f ◦ ∂1 : C1(X)→ G)

}
.

Nachdem die singulären 1-Simplizes eine Basis von C1(X) bilden können wir H0(X ;G)
auch wie folgt schreiben:

H0(X ;G) = {f : C0(X)→ G | f(∂σ) = 0 für alle singulären 1-Simplizes σ : ∆1 → X}.

Zur Erinnerung, wir identifizieren die singulären 0-Simplizes in X mit den Punkten in
X . Ein Element in Hom(C0, G) ist eindeutig durch die Bildwerte auf den singulären 0-
Simplizes festgelegt, dass heißt, wir können ein Element in Hom(C0, G) als Funktion von X
nach G auffassen. Für einen singulären 1-Simplex σ : ∆1 → X ist dann f(∂σ) die Differenz
zwischen den Werten am Anfangspunkt und am Endpunkt von σ. Nachdem wir fordern,
dass f(∂σ) = 0 für alle σ : ∆1 → X , und nachdem X wegzusammenhängend ist, folgt, dass
f allen Punkten inX den gleichen Wert zuweisen muss. Wir sehen also, dassH0(X ;G) ∼= G.

Viele von den Aussagen über Homologiegruppen kann man auch ganz analog für Koho-
mologiegruppen beweisen.

(1) Homotope Abbildungen f, g : X → Y induzieren die gleichen Abbildungen

f ∗ = g∗ : Hn(Y ;G)→ Hn(X ;G).

(2) Es sei X ein topologischer Raum mit endlich vielen Wegzusammenhangskomponen-
ten X1, . . . , Xk, dann gilt

Hn(X ;G) :=

k⊕

i=1

Hn(Xk;G).
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Wenn X unendlich viele Wegzusammenhangskomponenten besitzt, dann ist die La-
ge diffiziler. Dies wird in Übungsblatt 12 behandelt.

(3) Wenn (X,A) ein Paar von topologischen Räumen ist, dann definieren wir die rela-
tiven Kohomologiegruppen als

Hn(X,A;G) := Hn(C∗(X,A);G)

und wir erhalten eine lange exakte Sequenz

. . .Hn(X,A;G)
p∗

−→ Hn(X ;G)
i∗
−→ Hn(A;G)

δ
−→ Hn+1(X,A;G) . . .

hierbei ist
(a) p∗ die durch die Projektion C∗(X)→ C∗(X,A) induzierte Abbildung.
(b) i∗ die durch die Inklusion C∗(A)→ C∗(X) induzierte Abbildung.
(c) Die ‘Korand-Abbildung’ δ : Hn(A;G) → Hn+1(X,A;G) ist gegeben durch die

Abbildung

Hn(A;G) → Hn+1(X,A;G)

[f : Cn(A)→ G] 7→ [f ◦ ∂ : Cn+1(X,A)→ G]

(4) (Ausschneidungssatz für Kohomologiegruppen) Es seien Z ⊂ A ⊂ X Teilmengen,
wobei der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Dann induziert die
Inklusion i : (X \ Z,A \ Z;G)→ (X,A;G) Isomorphismen

Hn(X,A;G)
i∗
−→ Hn(X \ Z,A \ Z;G).

(5) (Mayer–Vietoris Sequenz für Kohomologiegruppen) Es seiX ein topologischer Raum
und es seien A,B ⊂ X Teilmengen, so dass X = int(A)∪ int(B). Dann gibt es eine
lange exakte Sequenz

· · · → Hn(X ;G)
i∗⊕i∗
−−−→ Hn(A;G)⊕Hn(B;G)

i∗⊕−i∗
−−−−→ Hn(A ∩ B;G)→ Hn+1(X ;G)→ . . .

wobei die Abbildungen i∗ jeweils durch die Einschränkungen auf den Teilraum in-
duziert werden.

(6) WennX ein wegzusammenhängender Raum ist, dann haben wir oben schon gesehen,
dass H0(X ;G) ∼= G.

(7) Es sei X ein CW-Komplex. Zur Erinnerung, wir nennen dann

CCW
∗ (X) :

dn+1

−−−→ Hn(X
n, Xn−1)

dn−→ Hn−1(X
n−1, Xn−2)

dn−2

−−−→ · · · → 0

den zellulären Kettenkomplex. Wir bezeichnen dann

Hn
CW (X ;G) := Hn(CCW

∗ (X), G))

als die n-te zelluläre Kohomologiegruppe von X mit G-Koeffizienten. Es gibt dann
wiederum einen kanonischen Isomorphismus

Hn
CW (X ;G) ∼= Hn(X ;G).
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Für Details zu den Beweisen verweisen wir auf die Seiten 199 bis 204 von Hatcher: Algebraic
Topology.

Die letzte Aussage besagt also, dass wir die Kohomologiegruppen eines topologischen
Raums mithilfe des zellulären Kettenkomplexes bestimmen können. Wir werden dies im
nächsten Kapitel ausnützen um mehrere Kohomologiegruppen zu bestimmen.

11.3. Beispiel von Kohomologiegruppen. Betrachten wir zuerst die n-Sphäre mit n >
0. Wir können Sn als CW-Komplex mit einer 0-Zelle und einer weiteren Zelle der Dimension
n auffassen, und die Randabbildungen sind die Nullabbildungen. Wir betrachten also den
zellulären Kettenkomplex

0→ Z
0
−→ · · ·

0
−→ Z→ 0.

Der duale Kokettenkomplex ist dann

0← Hom(Z, G)
0
←− · · ·

0
←− Hom(Z, G)← 0.

Die Evaluations-Abbildung

ε : Hom(Z, G) → G
f 7→ f(1)

gibt uns einen kanonischen Isomorphismus zwischen G und Hom(Z, G). Der obige duale
Kokettenkomplex ist also von der Form

0← G
0
←− · · ·

0
←− G← 0.

Wir sehen also, dass

Hk(Sn;G) ∼=

{
G, wenn k = 0, n,
0, sonst.

Wenden wir uns nun F = F2g, der geschlossenen Fläche von Geschlecht g zu. In Ka-
pitel 7.3 hatten wir gesehen, dass es eine CW-Struktur auf F gibt, so dass der zelluläre
Kettenkomplex von folgender Form ist:

0→ Z
0
−→ Z2g 0

−→ Z→ 0.

Es folgt dann wie oben, dass

H2(F2g;G) ∼= G,H1(F2g;G) ∼= G2g und H0(F2g;G) ∼= G.

In den bisherigen Beispielen stimmen also die Homologie- und die Kohomologiegruppen
mit G-Koeffizienten über ein. Betrachten wir nun den 2-dimensionalen projektiven Raum
RP 2. In Kapitel 7.3 hatten wir gesehen, dass es eine CW-Struktur auf RP 2 gibt, so dass
der zugehörige zelluläre Kettenkomplex von folgender Form ist:

0→ Z
·2
−→ Z

0
−→ Z→ 0.
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Der zugehörige duale Kokettenkomplex ist dann also

0← Hom(Z, G)
(·2)∗

←−− Hom(Z, G)
0
−→ Hom(Z, G)→ 0.

Mithilfe der Evaluations-Abbildung ε : Hom(Z, G)
∼=
−→ G sehen wir, dass dieser Koketten-

komplex isomorph ist zu folgendem Kokettenkomplex:

0← G
·2
←− G

0
−→ G→ 0.

Im Fall G = Z erhalten wir also, dass

H2(RP 2) ∼= Z/2, H1(RP 2) ∼= 0 und H0(RP 2) ∼= Z.

Andererseits hatten wir in Kapitel 6.2 gesehen, dass

H2(RP
2) = 0, H1(RP

2) ∼= Z/2 und H0(RP
2) ∼= Z.

In diesem Fall stimmen also die Homologie- und die Kohomologiegruppen von RP 2 mit
Z-Koeffizienten nicht über ein.

Um die Verwirrung komplett zu machen betrachten wir noch die Kohomologie von RP 2

mit F2-Koeffizienten. Der zugehörige duale Kokettenkomplex ist dann

0← F2
·2=0
←−− F2

0
−→ F2 → 0

und wir sehen, dass

H2(RP 2;F2) ∼= F2, H
1(RP 2;F2) ∼= F2 und H0(RP 2;F2) ∼= F2.

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit den Berechnung in Kapitel 9.3 sehen wir also, dass die
Homologie- und die Kohomologiegruppen von RP 2 mit F2-Koeffizienten dann doch wieder
übereinstimmen.

12. Das Universelle Koeffizienten Theorem für Kohomologiegruppen

12.1. Die Extgruppen. Es stellt sich nun die Frage, wie man das Beispiel von der Koho-
mologie des 2-dimensionalen projektiven Raum RP 2 mit den verschiedenen Koeffizienten
erklären kann. Zudem wäre es auch wieder interessant zu wissen, ob man die Kohomologie
mit G-Koeffizienten aus der Homologie mit Z-Koeffizienten bestimmen kann.

Diese Fragestellungen sind wieder rein algebraischer Natur. Es sei also (C∗, ∂∗) ein Ket-
tenkomplex und G eine abelsche Gruppe. Wir wollen einen Zusammenhang zwischen den
Kohomologiegruppen Hn(C;G) und den Homologiegruppen H∗(C) herstellen. Diese Pro-
blemstellung, und die Lösung dazu, ähnelt der Situation in Kapitel 9.

Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit K die Kategorie der Kettenkomplexe. Wir bezeichnen
nun mit K∗ die Kategorie der Kokettenkomplexe. Wir hatten definiert, wann ein kovarianter
Funktor F : K → K exakt, links-exakt und rechts-exakt ist. Ganz analog können wir diese
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Begriffe jetzt auch für kontravariante Funktoren F : K → K∗ einführen. Beispielsweise heißt
ein kontravarianter Funktor F : K → K∗ links-exakt 108, wenn für alle exakten Sequenzen

A
i
−→ B

j
−→ C → 0

auch

0→ F (C)
F (j)
−−→ F (B)

F (i)
−−→ F (A)

exakt ist. Zudem heißt ein kontravarianter Funktor F : K → K∗ rechts-exakt, wenn für alle
exakten Sequenzen

0→ A
i
−→ B

j
−→ C

auch

F (C)
F (j)
−−→ F (B)

F (i)
−−→ F (A)→ 0

exakt ist.
Wir hatten gesehen, dass der kovariante Funktor − ⊗ G rechts-exakt ist aber nicht

links-exakt. Beim kontravarianten Funktor Hom(−, G) ist die Lage genau umgekehrt. In
Übungsblatt 13 werden wir zeigen, dass dieser Funktor link-exakt ist. Andererseits wenn
wir den Kettenkomplex

0→ Z
·2
−→ Z

p
−→ Z/2

zusammen mit G = F2 betrachten, dann ist der zugehörige Kokettenkomplex von der Form

F2
p∗

−→
∼=

F2
(·2)∗

−−→
=0

F2 → 0.

Nachdem dieser Kokettenkomplex nicht exakt ist, folgt, dass Hom(−, G) kein recht-exakter
Funktor ist.

In Kapitel 9.4 hatten wir die Torsions-Gruppen Tor(G,H) eingeführt, welche ‘messen’,
wie weit der Funktor − ⊗ G von einem links-exakten Funktor entfernt ist. Ganz analog
führen wir jetzt die sogenannten Extgruppen Ext(G,H) ein, welche ‘messen’, wie weit der
Funktor Hom(−, G) von einem links-exakten Funktor entfernt ist.

Es seien nun G und H abelsche Gruppen. Wir wählen eine freie Auflösung

. . . F2
f2
−→ F1

f1
−→ F0

f0
−→ H → 0

der abelschen Gruppe H und wir definieren die n-te G-Extgruppe von H als

Extn(H,G) := Hn(F∗;G).

Wie in Kapitel 9.4 kann man nun zeigen, dass diese Gruppe nicht von der Wahl der freien
Auflösung abhängt. Die Null-te Extgruppe ist wie auch bei der Null-ten Torgruppe ein
‘alter Bekannter’: In Übungsblatt 13 werden wir zeigen, dass

Ext0(H,G) = Hom(H,G).

108Ob man solche Funktoren nun links-exakt oder rechts-exakt nennen ist von der Definition nicht
unbedingt klar, aber die Definition wie sie hier gegeben ist, ist die übliche Definition.
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Wenn H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, dann können wir wiederum eine freie
Auflösung der Länge 2 wählen:

0→ F1
f1
−→ F0

f0
−→ H → 0.

Insbesondere ist Extn(H,G) = 0 für n ≥ 2. Wir bezeichnen

Ext(H,G) = Ext1(H,G)

als die G-Extgruppe von H . Die Eigenschaften von Extgruppen sind den Eigenschaften
von den Torsionsgruppen sehr ähnlich. Ganz analog zu Lemma 9.7 kann man zeigen, dass
wenn G,H und H1, . . . , Hk sowie Gj, j ∈ J abelsche Gruppen sind, dann gilt 109

(1) Ext(⊕k
i=1Hi, G) ∼= ⊕

k
i=1 Ext(Hi, G),

(2) Ext(H,⊕jGj) ∼= ⊕j Ext(H,Gj),
(3) Ext(H,G) = 0, wenn H eine freie abelsche Gruppe ist,
(4) für alle n haben wir einen Isomorphismus Ext(Zn, G) ∼= G/nG,
(5) für n,m 6= 0 gilt Ext(Zn,Zm) ∼= ZggT(n,m).

Zudem kann man auch noch folgende Aussage beweisen:

(5) Wenn G = Q oder H = R, dann gilt Ext(H,G) = 0.

Wir hatten gesehen, dass Tor(H,G) = 0 wenn immer G eine torsionsfreie abelsche Grup-
pe ist. Für die Extgruppen gilt diese Aussage nun nicht mehr. In der Tat kann man mithilfe
der Klassifikation von endlich erzeugten abelschen Gruppen, sowie den Eigenschaften (1),
(3) und (4) leicht folgendes Lemma beweisen.

Lemma 12.1. Es sei H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist 110

Ext(H,Z) ∼= Torsions-Untergruppe von H.

Es sei nun α : H → H ′ ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen und es sei
G eine abelsche Gruppe. Es folgt dann aus Lemma 9.4 und aus der Definition von der
G-Torsion, dass α einen Homomorphismus

α∗ : Ext(H ′, G)→ Ext(H,G)

induziert. Man kann sich nun leicht davon vergewissern, dass

H 7→ Ext(H,G)
(α : H → H ′) 7→ (α∗ : Ext(H ′, G)→ Ext(H,G))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie
der abelschen Gruppen definiert. Andererseits, wenn β : G → G′ ein Homomorphismus
zwischen abelschen Gruppen ist, dann sieht man leicht, dass α einen Homomorphismus

β∗ : Ext(H,G)→ Ext(H,G′)

109Wenn wir unendlich viele abelsche Gruppen Hi, i ∈ I gegeben sind, was ist dann der Zusammen-
hang zwischen der Gruppe Ext(⊕iHi, G) und den Gruppen Ext(Hi, G), i ∈ I? Insbesondere, was ist der
Zusammenhang zwischen der Gruppe Hom(⊕iHi, G) und den Gruppen Hom(Hi, G), i ∈ I?

110Dieser Isomorphism ist allerdings nicht kanonisch.
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induziert. Man kann zudem leicht beweisen, dass

G 7→ Ext(H,G)
(β : G→ G′) 7→ (β∗ : Ext(H,G)→ Ext(H,G′))

einen kovarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der
abelschen Gruppen definiert.

12.2. Das universelle Koeffiziententheorem. Es sei (Cn, ∂n) ein Kettenkomplex von
freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche Gruppe. Man kann sich nun wiederum
die Frage stellen, was ist der Zusammenhang zwischen den Kohomologiegruppen von C
und den normalen Homologiegruppen. Beispielsweise haben wir die Evaluationsabbildung,
welche gegeben ist durch

ev : Hn(C;G) → Hom(Hn(C), G)

[f : Cn → G] 7→

(
Hn(C) → G

[c] 7→ f(c)

)
.

Anhand der Beispiele im vorherigen Kapitel sieht man leicht, dass dies im Allgemeinen kein
Isomorphismus ist.

Der Zusammenhang zwischen Homologie- und Kohomologiegruppen ist nun durch das
folgende Theorem gegeben.

Theorem 12.2. (Das universelle Koeffiziententheorem für Kohomologiegruppen)
Es sei (Cn, ∂n) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche
Gruppe. Dann gibt es für jedes n eine kurze exakte Sequenz

0→ Ext(Hn−1(C), G)→ Hn(C;G)
ev
−→ Hom(Hn(C), G)→ 0.

Diese exakte Sequenz spaltet, und es gibt daher einen Isomorphismus

Hn(C;G) ∼= Ext(Hn−1(C), G)⊕ Hom(Hn(C), G).

Der Beweis des Theorems ist analog zum Beweis von Theorem 12.2. Wir verweisen auf
Kapitel 3.1 von Hatcher: Algebraic Topology für die Details vom Beweis.

Bemerkung. (1) Die kurze exakte Sequenz ist ‘natürlich’, indem Sinne, dass wenn f : C →
D eine Kettenabbildung ist, dann ergeben die induzierten Abbildungen

0 // Ext(Hn−1(D), G) //

f∗

��

Hn(D;G)
ev //

f∗

��

Hom(Hn(D), G) //

f∗

��

0

0 // Ext(Hn−1(C), G) // Hn(C;G)
ev // Hom(Hn(C), G) // 0
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ein kommutatives Diagramm. Insbesondere, wenn (X,A) ein Paar von topologischen
Räumen ist, dann erhalten wir folgendes kommutative Diagramm

0 // Ext(Hn−2(A), G) //

��

Hn−1(A;G)
ev //

��

Hom(Hn−1(A), G) //

��

0

0 // Ext(Hn−1(X,A), G) //

��

Hn(X,A;G)
ev //

��

Hom(Hn(X,A), G) //

��

0

0 // Ext(Hn−1(X), G) //

��

Hn(X ;G)
ev //

��

Hom(Hn(X), G) //

��

0

0 // Ext(Hn−1(A), G) // Hn(A;G)
ev // Hom(Hn(A), G) // 0

(2) Es gibt keinen ‘kanonischen’ Isomorphismus

Hn(C;G) ∼= Ext(Hn−1(C), G)⊕Hom(Hn(C), G)

indem Sinne, dass man Kettenkomplexen und Gruppen nicht durchgehend solch
einen Isomorphismus zuordnen kann, so dass eine Kettenabbildung f : C → D
immer ein kommutatives Diagramm ergeben würde.

Beispiel. Betrachten wir noch einmal den projektiven Raum P := RP 2. Zur Erinnerung,
es ist H2(P ) = 0, H1(P ) = Z/2 und H0(P ) = Z. Es folgt nun aus Theorem 12.2 und aus
den Eigenschaften der Extgruppen, dass

H2(P ;Z) ∼= Hom(H2(P ),Z)⊕ Ext(H1(P ),Z) ∼= Hom(0,Z)⊕ Ext(Z2,Z) = 0⊕ Z2 = Z2

H1(P ;Z) ∼= Hom(H1(P ),Z)⊕ Ext(H0(P ),Z) ∼= Hom(Z2,Z)⊕ Ext(Z,Z) = 0⊕ 0 = 0
H0(P ;Z) ∼= Hom(H0(P ),Z) ∼= Hom(Z,Z) = Z.

und

H2(P ;F2) ∼= Hom(H2(P ),F2)⊕ Ext(H1(P ),F2) ∼= Hom(0,F2)⊕ Ext(F2,F2) = 0⊕ F2
∼= F2

H1(P ;F2) ∼= Hom(H1(P ),F2)⊕ Ext(H0(P ),F2) ∼= Hom(F2,F2)⊕ Ext(F2,Z) = F2 ⊕ 0 = F2

H0(P ;F2) ∼= Hom(H0(P ),F2) ∼= Hom(Z,F2) = F2.

Glücklicherweise deckt sich das mit den Berechnungen aus Kapitel 11.3

Beispiel. Es sei nun R = Q oder R = R. Im vorherigen Kapitel hatten wir gesehen, dass
die Extgruppen für G = R verschwinden. Es folgt also, dass 111

Hn(X ;R) ∼= Hom(Hn(X);R) ∼= Hom(Hn(X)/torsion;R) ∼= Hom(Zbi(X);R) ∼= Rb1(X).

Es folgt zudem aus Theorem 9.11 und aus Lemma 9.7, dass

Hn(X ;R) ∼= Hn(X)⊗R ∼= (Hn(X)/torsion)⊗ R ∼= Zbi(X) ⊗ R ∼= Rb1(X).

Wir sehen also, dass für R = Q oder R = R die Homologie- und die Kohomologiegruppen
mit R-Koeffizienten isomorph sind. Allerdings gibt es keinen kanonischen Isomorphismus.

111Zur Erinnerung, die i-Bettizahl von X ist definiert als bi(X) := Rang(Hi(X)).
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12.3. Die Kohomologiegruppen von Produkträumen. In diesem Kapitel wollen wir
folgender Frage nachgehen:

Frage. Es seien X und Y zwei topologische Räume. Was ist der Zusammenhang zwischen
den Kohomologiegruppen von X , Y sowie von X × Y .

Zur Erinnerung, der Satz von Eilenberg-Zilber, d.h. Satz 10.2 besagt, dass es eine natürliche
Kettenhomotopieäquivalenz

C∗(X)⊗ C∗(Y )→ C∗(X × Y )

gibt. Um die obige Frage zu beantworten müssen wir also jetzt folgende rein algebraische
Frage beantworten: was ist der Zusammenhang zwischen den Kohomologiegruppen von zwei
Kettenkomplexen C, C′ und dem Tensorprodukt C ⊗ C′? Wir betrachten dazu die lineare
Abbildung:

Θ: Hom(Cp,Z)× Hom(C ′
q,Z) → Hom(C ⊗ C′,Z)

(ϕp, ϕ
′
q) 7→




⊕
i,j

Ci ⊗ C
′
j → Cp ⊗ C

′
q → R

∑
k

∑
i,j

cki ⊗ (c′j)
k 7→

∑
k

ckp ⊗ (c′q)
k 7→

∑
k

ϕp(c
k
p) · ϕ

′
q((c

′
q)

k)


 .

Man kann nun sich nun leicht davon vergewissern, dass diese Abbildungen wohl-definierte
Abbildungen auf den Kohomologiegruppen definieren, d.h. dass die Abbildung

Θ: Hp(C)⊗Hq(C′) → Hp+q(C ⊗ C′)
([ϕp], [ϕ

′
q]) 7→ [Θ(ϕp, ϕ

′
q)]

wohl-definiert ist. Zudem kann man leicht zeigen, dass Θ natürlich 112 bezüglich C und C′

ist.
Wir können nun folgenden Satz formulieren.

Satz 12.3. (Die Künneth-Formel für Kokettenkomplexe) Es seien C und C′ Ket-
tenkomplexe. Wenn C frei ist und wenn alle Homologiegruppen von C endlich erzeugt sind,
dann gibt es eine kurze exakte Sequenz113

0→
⊕

p+q=n

Hp(C)⊗Hq(C′)
Θ
−→ Hn(C ⊗ C′)→

⊕

p+q=n+1

Tor(Hp(C), Hq(C))→ 0,

welche natürlich bezüglich C und C′ ist.

112In diesem Fall heißt das, dass für Kettenabbildungen f : C → D und f ′ : C′ → D′ folgendes Diagramm
kommutiert:

Hp(D) ⊗Hq(D′)
Θ //

f∗⊗(f ′)∗

��

Hp+q(D ⊗D′)

(f⊗f ′)∗

��
Hp(C)⊗Hq(C′)

Θ // Hp+q(C ⊗ C′).

113Die Tatsache, dass in der kurzen exakten Sequenz die Torsionsgruppen auftauchen ist kein Tippfehler.
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Der Beweis dieses Satzes ist ähnlich zum Beweis von Satz 10.3 und wir überspringen
daher den Beweis aus Zeitgründen. Der Beweis wird beispielsweise in Kapitel 60 von

Munkres: Elements of algebraic topology

ausgeführt.
Für uns von Interesse ist dabei natürlich die Anwendung auf Kohomologiegruppen von

Produkten von topologischen Räumen. Der folgende Satz folgt sofort aus Satz 10.2 und
Satz 12.3.

Satz 12.4. (Die Künneth-Formel für Kohomologiegruppen) Es seien X und Y zwei
topologische Räume. Wenn alle Homologiegruppen von X endlich erzeugt sind, dann gibt
es eine kurze exakte Sequenz

0→
⊕

p+q=n

Hp(X)⊗Hq(Y )
Θ
−→ Hn(X × Y )→

⊕

p+q=n+1

Tor(Hp(X), Hq(Y ))→ 0,

welche natürlich bezüglich der topologischen Räume X und Y ist.

13. Die de Rham-Kohomologie und die singuläre Kohomologie

In diesem Kapitel wollen wir den Zusammenhang zwischen der de Rham-Kohomologie
und den singulären Kohomologiegruppen herausarbeiten. Wir erinnern dazu zuerst an die
Definition und die Eigenschaften von alternierenden Formen und dem Dachprodukt, und
danach an die Definition der de Rham-Kohomologie einer C∞-Untermannigfaltigkeit.

13.1. Alternierende Formen und das Dach-Produkt. Eine alternierende k–Form auf
einem Vektorraum V ist eine Abbildung

ω : V k → R
(v1, . . . , vk) 7→ ω(v1, . . . , vk)

mit folgenden Eigenschaften:

(i) ω ist linear in jedem Argument, d.h. für alle v, v′ ∈ V und λ ∈ R gilt

ω(. . . , v + v′, . . . ) = ω(. . . , v, . . . ) + ω(. . . , v′, . . . )
ω(. . . , λv, . . . ) = λ · ω(. . . , v, . . . ),

(ii) vertauscht man zwei Argumente, so ändert sich das Vorzeichen, d.h. für alle v, v′ ∈ V
gilt

ω(. . . , v, . . . , v′, . . . ) = −ω(. . . , v′, . . . , v, . . . ).

Wir bezeichnen den Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V mit ∧kV ∗. Eine 0-Form
auf V ist per Definition zudem eine reelle Zahl, d.h. ∧0V ∗ = R.

Beispiel. (1) Eine alternierende 1-Form ist einfach eine lineare Abbildung V → R. Es ist
also ∧1V ∗ = V ∗ := Hom(V,R) der zu V duale Raum. Wir bezeichnen alternierende
1-Formen manchmal auch als Linearformen.
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(2) Für V = Rn bezeichnen wir mit dxi die Linearform, welche gegeben ist durch

dxi(v1, . . . , vn) = vi.

Anders ausgedrückt, dx1, . . . , dxn ist die duale Basis zur Standardbasis vom Rn.
(3) Wenn V = Rn, dann ist für jedes λ ∈ R die Abbildung

(Rn)n → R
(v1, . . . , vn) 7→ det(v1 . . . vn)

eine alternierende n-Form und man kann zeigen, dass jede alternierende n-Form auf
Rn von diesem Typ ist, d.h. ∧n(Rn)∗ ∼= R.

Wir erinnern nun an das Dachprodukt von Linearformen. Im Folgenden sei V ein n–
dimensionaler reeller Vektorraum und es seien ϕ1, . . . , ϕk ∈ V

∗ Linearformen. Wir betrach-
ten dann

ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕk : V
k → R

(v1, . . . , vk) 7→ det



ϕ1(v1) . . . ϕ1(vk)

...
...

ϕk(v1) . . . ϕk(vk)


 .

In der Analysis III Vorlesung hatten wir gesehen, dass dies eine alternierende k–Form ist.
Diese bezeichnen wir als das Dachprodukt (oder auch äußere Produkt) von ϕ1, . . . , ϕk.

Es sei nun ϕ1, . . . , ϕn eine Basis für V ∗ und es sei k ∈ {0, . . . , n}. In der Analysis III
Vorlesung hatten wir bewiesen, dass die Dachprodukte

ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕik mit i1 < i2 < · · · < ik

eine Basis von ∧kV ∗ bilden.
Wir können nun auch das Dachprodukt von allgemeineren alternierenden Formen einführen.

Es sei dazu ω ∈ ∧kV ∗ und σ ∈ ∧lV ∗. Dann gilt

ω =
∑

i1<···<ik

ai1,...,ikϕi1 ∧ · · · ∧ ϕik , und

σ =
∑

j1<···<jl

bj1,...,jlϕj1 ∧ · · · ∧ ϕjl.

Wir definieren nun

ω ∧ σ =
∑

i1<···<ik

∑

j1<···<jl

ai1,...,ikbj1,...,jl ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕik ∧ ϕj1 ∧ · · · ∧ ϕjl.

Man kann leicht zeigen, dass es sich bei ω ∧ σ um eine alternierende k + l-Form handelt.
Wir fassen einige wichtige Eigenschaften vom Dachprodukt in einem Lemma zusammen.

Lemma 13.1. Es sei V ein reeller Vektorraum.

(1) Für ω ∈ ∧kV ∗ und σ ∈ ∧lV ∗ gilt

ω ∧ σ = (−1)klσ ∧ ω.
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(2) Die Abbildung

∧kV ∗ × ∧lV ∗ → ∧k+lV ∗

ist bilinear114 und distributiv.
(3) Für ω ∈ ∧kV ∗, σ ∈ ∧lV ∗ und τ ∈ ∧mV ∗ gilt

(ω ∧ σ) ∧ τ = ω ∧ (σ ∧ τ).

Die Aussagen folgen leicht aus den Definitionen.

13.2. Die de Rham-Kohomologie einer Mannigfaltigkeit. Es stellt sich nun also die
Frage, wofür sind Kohomologiegruppen eigentlich gut? Das universelle Koeffiziententheo-
rem für Kohomologiegruppen besagt, dass die Kohomologiegruppen nicht mehr Informa-
tionen als die Homologiegruppen enthalten. Kohomologiegruppen haben dann auch noch
den ‘Nachteil’, dass die induzierten Abbildungen in die ‘falsche’ Richtung gehen, was zu
heilloser Verwirrung führt.

In diesem Kapitel wollen wir eine Antwort skizzieren: die reellen Kohomologiegruppen
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeiten entsprechen den de Rham-Kohomologiegruppen,
welche mithilfe von Differentialformen definiert sind.

Wir erinnern dazu an einige Definitionen und Ergebnisse aus der Analysis III-Vorlesung.
Es sei im Folgenden M eine n-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit von Rk. 115 Eine
Differentialform k–ter Ordnung ω auf M (oder auch kurz k–Form ω auf M) ordnet jedem
Punkt P ∈M eine alternierende k–Form auf TPM zu. Mithilfe von Karten kann man den
Begriff der Stetigkeit, Differenzierbarkeit usw. von Differentialformen einführen.

Wir schreiben dann

Ωk(M) = {C∞–Differentialformen k–ter Ordnung auf M}.

114Eine Abbildung Θ : U × V → W zwischen R-Moduln heißt bilinear, wenn für alle u, u′ ∈ U und
v, v′ ∈ V und r ∈ R gilt, dass

Θ(u+ u′, v) = Θ(u, v) + Θ(u′, v) und Θ(ru, v) = rΘ(u, v), sowie
Θ(u, v + v′) = Θ(u, v) + Θ(u, v′) und Θ(u, rv) = rΘ(u, v).

115Eine Untermannigfaltigkeit von RN ist eine C∞-Untermannigfaltigkeit, wenn es einen Atlas gibt, so
dass alle Kartenwechsel C∞-Abbildungen sind.



148 STEFAN FRIEDL

Wir hatten zudem eine Abbildung 116

dk : Ω
k(M)→ Ωk+1(M)

eingeführt.

Wir hatten Differentialformen in der Analysis III-Vorlesung eingeführt, weil dies die
‘richtigen’ Objekte zum integrieren auf Mannigfaltigkeiten sind. Etwas genauer gesagt,
wennM eine kompakte orientierte k-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit ist, und wenn
ω ∈ Ωk(M), dann hatten wir das Integral

∫

M

ω ∈ R

eingeführt. Der wichtigste Satz in diesem Zusammenhang ist dabei der Satz von Stokes, wel-
cher besagt, dass wennM eine kompakte orientierte k-dimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit
mit Rand 117 ∂M ist, und wenn ω ∈ Ωk−1(M), dann gilt

∫

M

dω =

∫

∂M

ω.

Man kann relativ leicht nachrechnen, dass die Abbildungen dk : Ω
k(M) → Ωk+1(M) die

Eigenschaft besitzen, dass dl+1 ◦ dl = 0. Wir erhalten also einen Kokettenkomplex

0→ Ω0(M)
d0−→ Ω1(M)

d1−→ Ω2(M)
d2−→ . . .

Die k–te de Rham Kohomologiegruppe von M ist nun definiert als

Hk
dR(M) := Ker{dk : Ω

k(M)→ Ωk+1(M)}/ Im{dk−1 : Ω
k−1(M)→ Ωk(M)}.

Man beachte, dass Hk
dR(M) der Quotient von reellen Vektorräumen sind, d.h. Hk

dR(M) ist
selber ein reeller Vektorraum.

Wenn f : M → N eine C∞-Abbildungen zwischen C∞-Untermannigfaltigkeiten ist, dann
induziert f für jedes k eine Abbildung

f ∗ : Ωk(N) → Ωk(M)
ω 7→ ((v1, . . . , vk) ∈ TPM 7→ ωf(P )(df(v1), . . . , df(vk)).

116Zur Erinnerung: mithilfe von Karten genügt es das Differential für k-Formen auf einer offenen Menge
U ⊂ Rn einzuführen. Wir betrachten dazu eine k-Form

ω =
∑

i1<···<ik

fi1...il dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

wobei fi1...ik reellwertige C∞–Funktionen auf U sind. Das Differential von ω ist dann definiert als die
Differentialform

dω :=
∑

i1<···<ik

dfi1...ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

117Der Satz von Stokes gilt auch, wenn der Rand ∂M leer ist, d.h. wenn M eine geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall ist dann

∫
∂M

ω = 0
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In der Analysis III-Vorlesung hatten wir zudem bewiesen, dass f ∗ eine Kokettenabbildung
ist (natürlich hatten wir das damals so nicht genannt). Es folgt also, dass f ∗ für jedes k
eine Abbildung f ∗ : Hk

dR(N)→ Hk
dR(M) induziert.

Wir bezeichnen nun mit M∞ die Kategorie der C∞-Untermannigfaltigkeiten, welche
gegeben ist durch

Ob(M∞) := alle C∞-Untermannigfaltigkeiten,
Mor(M,N) := alle C∞-Abbildungen von M nach N.

Dann definiert
M 7→ Hk

dR(M)
(f : M → N) 7→ (f ∗ : Hk

dR(N)→ Hk
dR(M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der C∞-Untermannigfaltigkeiten 118 zur
Kategorie V der reellen Vektorräume.

13.3. Der Zusammenhang zwischen den Kohomologie-Theorien. Die reelle sin-
guläre Kohomologie Hn(M ;R) und die de Rham-Kohomologie Hn

dR(M) definieren also
kontravariante Funktoren von der Kategorie M∞ der C∞-Mannigfaltigkeiten zur Kate-
gorie der reellen Vektorräume. Die Notation legt nahe, dass die beiden Funktoren etwas
miteinander zu tun haben.

Es sei also M eine C∞-Mannigfaltigkeit. Wie können wir überhaupt einen Zusammen-
hang zwischen Hn

dR(M) und Hn(M ;R) erkennen? Wir werden jetzt sehen, dass sowohl ein
Element in Hn

dR(M) als auch ein Element Hn(M ;R) einer geschlossenen119 n-dimensionalen
orientierten Untermannigfaltigkeit N von M eine reelle Zahl zuordnen.

(1) Es sei zuerst eine de Rham-Kohomologieklasse [ω] gegeben. Dann können wir die n-
Form ω auf der orientierten n-Untermannigfaltigkeit N integrieren 120 und erhalten
die reelle Zahl

∫
N
ω ∈ R. Es folgt aus dem Satz von Stokes, dass diese Zahl nicht

von der Wahl des Repräsentanten ω abhängt. 121

118Die Beschränkung auf Untermannigfaltigkeiten ist hierbei völlig irrelevant. Für (abstrakte) C∞-
Mannigfaltigkeiten, welche wir in der Topologievorlesung eingeführt hatten, kann man ebenfalls Tan-
gentialräume, und damit auch Differentialformen usw. einführen. Dies ermöglicht es dann die de Rham-
Kohomologie auf C∞-Mannigfaltigkeiten einzuführen. Für jedes n erhalten wir dann einen kontravarianten
Funktor von der Kategorie der C∞-Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der reellen Vektorräume.

119Zur Erinnerung, eine Untermannigfaltigkeit heißt geschlossen, wenn sie kompakt ist und keinen Rand
besitzt.

120Genauer gesagt, wir betrachten die Einschränkung von ω auf N , dies ist eine n-Form auf einer
orientierten geschlossenen n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit. Aus der Analysis III wissen wir, dass
wir eine solche Form integrieren können und erhalten eine reelle Zahl.

121In der Tat, denn wenn ω = τ + dσ, dann ist
∫

N

ω =

∫

N

(τ + dσ) =

∫

N

τ +

∫

N

dσ =

∫

N

τ +

∫

∂N

σ

︸ ︷︷ ︸
=0 da ∂N=∅

=

∫

N

τ.
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(2) Es sei nun eine singuläre Kohomologieklasse [ϕ : Cn(M)→ R] gegeben. Wir bezeich-
nen mit [N ] ∈ Hn(N) die Fundamentalklasse von N und wir betrachten die reelle
Zahl ϕ([N ]). Man kann zeigen, dass dies nicht von der Wahl des Repräsentanten ϕ
abhängt.

Man kann diese Analogie noch etwas erweitern: Sei dazu N eine orientierte n-dimensionale
C∞-Mannigfaltigkeit. Wenn f : N → M eine C∞-Abbildung ist, dann können wir sowohl
f ∗ω auf N integrieren oder f ∗ϕ auf [N ] anwenden. In beiden Fällen erhalten wir also eine
reelle Zahl.

Diese Diskussion macht es vielleicht weniger abwegig, dass ein Zusammenhang bestehen
könnte. In der Tat kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 13.2. Es sei M eine C∞-Untermannigfaltigkeit. Dann ist für jedes n die de Rham-
Kohomologiegruppe Hn

dR(M) isomorph zur singulären Kohomologiegruppe Hn(M ;R).

Ein solcher Satz ist zwar gut, aber eigentlich will man mehr, man will nicht nur ‘ir-
gendeinen Isomorphismus’, sondern man will jeder C∞-Mannigfaltigkeit Isomorphismen
zuordnen, welche mit C∞-Abbildungen verträglich sind.

Wir erinnern dazu an einen Begriff aus Kapitel 3.3. Es seien C und D Kategorien und es
seien F,G : C → D Funktoren. Eine natürliche Transformation zwischen F und G ordnet
jedem X ∈ Ob(C) einen Morphismus ΦX : F (X)→ G(X) zu, so dass für jeden Morphismus
f : X → Y in C folgendes Diagramm kommutiert:

F (X)
F∗(f) //

ΦX

��

F (Y )

ΦY

��
G(X)

G∗(f) // G(Y ).

Mit dieser Definition können wir nun folgenden Satz formulieren.

Satz 13.3. Es gibt eine natürliche Transformation zwischen den Funktoren

M∞ → V
M 7→ Hn

dR(M)

und
M∞ → V
M 7→ Hn(M ;R)

Der Beweis von den Sätzen 13.2 und 13.3 führt weit über diese Vorlesung hinaus. Wir
verweisen auf das Buch

Warner: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups

für einen Beweis. In diesem Buch werden die Sätze dadurch bewiesen, dass man zeigt, dass
beide Kohomologietheorien äquivalent zu einer dritten Kohomologietheorie ist, nämlich der
Kohomologietheorie von Garben.
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13.4. Das Dachprodukt von Differentialformen. Wenn V ein Vektorraum ist, dann
hatten wir schon das Dachprodukt

∧kV ∗ × ∧lV ∗ → ∧k+lV ∗

eingeführt. Mithilfe von Karten können wir für jede C∞-UntermannigfaltigkeitM nun auch
eine Abbildung

∧ : Ωk(M)× Ωl(M)→ Ωk+l(M)

einführen. Diese hat die folgende wichtige Eigenschaft: für ω ∈ Ωk(M) und σ ∈ Ωl(M) gilt,
dass 122 123

d(ω ∧ σ) = dω ∧ σ + (−1)kw ∧ dσ.

Dies kann man als Verallgemeinerung der üblichen Produktformel von Ableitungen von
differenzierbaren Funktionen auffassen.

Diese Formel hat folgende überraschende Konsequenz: Die Abbildung

∧ : Hk
dR(M)×H l

dR(M) → Hk+l
dR (M)

([ω], [σ]) 7→ [ω] ∧ [σ] := [ω ∧ σ]

ist wohl-definiert. Es folgt aus Lemma 13.1, dass diese Abbildung bilinear und distributiv
ist. Wir schreiben jetzt

HdR(M) :=
∞⊕

i=0

H i
dR(M).

Wenn a ∈ HdR(M) in einem Summanden Hd
dR(M) liegt, dann nennen wir a homogen und

wir nennen dim(a) := d die Dimension von a. Wir betrachten dann folgende Abbildung

HdR(M)×HdR(M) → HdR(M)
(
∑∞

i=0 ai,
∑∞

j=0 bj) 7→
∑∞

i,j=0 ai ∧ bi.

Es folgt aus Lemma 13.1, dass diese Abbildung assoziativ ist. Die konstante Funktion 124

f : M → R, x 7→ 1, ist zudem ein multiplikativ neutrales Element. Wir sehen also, dass
HdR(M) mit dieser Produktabbildung einen Ring bildet. Das Nullelement in dem Ring ist
dabei gegeben durch die Nullfunktion auf M .

Wenn f : M → N eine Abbildung zwischen C∞-Untermannigfaltigkeiten ist, dann kann
man nun zeigen, dass für alle ω ∈ Ωk(N) und σ ∈ Ωl(N) folgende Gleichheit gilt:

(f ∗ω ∧ f ∗σ) = f ∗(ω ∧ σ).

Die Abbildung f induziert also einen Ringhomomorphismus f ∗ : HdR(N) → HdR(M). In
der Tat definiert

M 7→ Hk
dR(M)

(f : M → N) 7→ (f ∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M))

122Für einen Beweis verweise ich auf Forster: Analysis III, fünfte Auflage, Seite 223.
123Das Vorzeichen sollte Ihnen auch bekannt vorkommen.
124Zur Erinnerung: null-dimensionale alternierende Formen auf M sind nichts anderes als Funktionen

auf M .
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einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Ringe.

Beispiel. Wir betrachten die 1-Formen dx und dy auf R2, welche gegeben sind durch125

dx(v, w) = v und dy(v, w) = w. Wir betrachten zudem den 2-Torus T wiederum als Quo-
tientenraum R2/Z2 und wir bezeichnen die Projektion R2 → T = R2/Z2 mit p. Dann
definieren dx und dy auch eine 1-Form auf T , welche wir ebenfalls mit dx und dy bezeich-
nen. 126 Die 1-Formen dx und dy sind geschlossen, d.h. ddx = ddy = 0. Es folgt zudem aus
dem Satz von Stokes, dass diese nicht-trivial in H1

dR(T ) sind.
127 Wenn wir dx ∧ dy auf T

mit der Standardorientierung integrieren, dann erhalten wir 1. Es folgt nun insbesondere
aus dem Satz von Stokes, dass dx∧ dy nicht exakt ist, d.h. es gibt keine 1-Form ω, so dass
dx ∧ dy = dω. Es folgt also, dass dx ∧ dy ein nicht-triviales Element in H2

dR(T ) ist.
Es folgt insbesondere, dass dx und dy nicht-triviale Elemente in H1

dR(T ) definieren und
es ist

[dx] ∧ [dy] = [dx ∧ dy] 6= −[dx ∧ dy] = [dy ∧ dx] = [dy] ∧ [dx].

Wir sehen also, dass HdR(T ) ein nicht kommutativer Ring ist.

Wir haben gerade im Beispiel gesehen, dass der de Rham Kohomologiering im Allgemei-
nen nicht kommutativ ist. Wir wollen die Frage der (nicht-) Kommutativität etwas genauer
beleuchten. Es sei dazu ϕ eine alternierende k-Form und es sei ψ eine alternierende l-Form.
Es folgt dann aus der Definition vom Dachprodukt, und wir werden es in Übungsblatt 13
beweisen, dass

ϕ ∧ ψ = (−1)klψ ∧ ϕ.

Es folgt dann direkt aus den Definitionen, dass für homogene Elemente a und b in HdR(M)
folgende Gleichheit gilt:

a ∧ b = (−1)dim(a) dim(b)b ∧ a.

Diese Entdeckung der Ringstruktur auf der de Rham Kohomologie wirft nun die Frage
auf, ob man diese Ringstruktur auch mithilfe der singulären Kohomologie einführen kann,
und ob es diese vielleicht auch für allgemeinere topologische Räume gibt. Wir werden dieser
Frage im nächsten Kapitel nachgehen.

14. Das cup-Produkt

14.1. Die Definition des cup-Produkts. Die Diskussion in Kapitel 13.4 legt nahe, dass
es auf den Kohomologiegruppen einer Untermannigfaltigkeit eine Ringstruktur gibt. Es sei
nun X ein topologischer Raum und es sei R ein kommutativer Ring. Wir betrachten

H∗(X ;R) :=
∞⊕

i=0

H i(X ;R).

125Wir identifizieren hierbei TPR2 wie immer mit R2.
126Genauer gesagt, es gibt genau eine 1-Form dx auf T , so dass für jeden Punkt P ∈ R2 und v ∈ TPR2

gilt, dass dxP (v) = dxp(P )(p∗(v)).
127In der Tat, denn integrieren wir beispielsweise dx auf der geschlossenen orientierten Untermannig-

faltigkeit X := R/Z × 0 ∈ T = R2/Z2 dann erhalten wir
∫
X
dx = 1. Anderseits, wenn dx = dω für eine

0-Form auf T , dann müsste gelten, dass
∫
X
dx =

∫
X
dω =

∫
∂X

ω, aber dies ist null, weil ∂X = ∅.
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Wir wollen also eine Abbildung

H∗(X ;R)×H∗(X ;R)→ R

finden, welche eine Ringstruktur definiert.
In Kapitel 12.3 hatten wir gesehen, dass es für jedes p, q eine natürliche 128 Abbildung

Θ: Hp(X ;R)⊗Hq(X ;R)→ Hp+q(X ×X ;R)

gibt. Wir können diese Abbildungen für alle p, q ‘aufaddieren’ und erhalten eine natürliche
Abbildung

Θ: H∗(X ;R)⊗H∗(X ;R)→ H∗(X ×X ;R),

welche bilinear 129 ist. Das ist zwar nett, aber wir möchten gerne in der Kohomologie von
X landen, und nicht in der Kohomologie von X × X . Zudem könnten wir ganz analog
Homologiegruppen betrachten und wir erhalten eine bilineare Abbildung

Θ: H∗(X ;R)⊗H∗(X ;R)→ H∗(X ×X ;R).

Wir müssen also jetzt auf der rechten Seite der Abbildungen vom Raum X ×X zurück
zu X kommen. Es gibt im allgemeinen keine ‘interessanten’130 Abbildungen X ×X → X .
Es gibt allerdings eine interessante Abbildung in die entgegengesetzte Richtung, nämlich
die Diagonalabbildung

d : X → X ×X
x 7→ (x, x).

Diese induziert eine Abbildung d∗ : H∗(X ;R)→ H∗(X×X ;R) und, viel interessanter, eine
Abbildung d∗ : H∗(X ×X ;R)→ H∗(X ;R).

Wir definieren nun das cup-Produkt131 auf der Kohomologie als die Verknüpfung

Hp(X ;R)⊗Hq(X ;R)
Θ
−→ Hp+q(X ×X ;R)

d∗
−→ Hp+q(X ;R).

Für a ∈ Hp(X ;R) und b ∈ Hq(X ;R) bezeichnen wir das Bild von (a, b) mit a ∪ b ∈
Hp+q(X ;R) und nennen a∪b das cup-Produkt von a und b. Wir können diese Abbildungen
wieder zusammenfassen und erhalten eine Abbildung

∪ : H∗(X ;R)⊗H∗(X ;R)→ H∗(X ;R),

128In diesem Fall heißt natürlich, dass für eine Abbildung f : X → Y das folgende Diagramm kommutiert:

Hp(Y ;R)⊗Hq(Y ;R)
Θ //

f∗×f∗

��

Hp+q(Y × Y ;R)

(f×f)∗

��
Hp(X ;R)⊗Hq(X ;R)

Θ // Hp+q(X ×X ;R).

129 Es folgt leicht aus der Definition von Θ: H∗(X ;R)⊗H∗(X ;R)→ H∗(X×X ;R), dass diese Abbildung
bilinear ist.

130Die Projektionen von X ×X auf eine der beiden Faktoren zählen hierbei als ‘uninteressant’, den sie
geben keine neuen Informationen.

131Der Name ‘cup-Produkt’ kommt von der Notation ‘a ∪ b’ für die Verknüpfung.
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welche offensichtlich bilinear ist.

Bemerkung. WennX ein CW-Komplex ist, welcher in jeder Dimension nur endlich viele Zel-
len besitzt, dann können wir das cup-Produkt auch auf der zellulären Homologie einführen.
In der Tat, es sei dCW : X → X ×X eine zelluläre Approximation der Diagonalabbildung
d : X → X×X . In Satz 10.1 hatten wir gesehen, dass es einen kanonischen Isomorphismus

ΦXX : CCW
∗ (X)⊗ CCW

∗ (X)
∼=
−→ CCW

∗ (X ×X)

von Kettenkomplexen gibt. Wir bezeichnen dann mit

Θ: H∗
CW (X ;G)⊗H∗

CW (X ;G)→ H∗
CW (X ×X ;G).

Das cup-Produkt auf der zellulären Kohomologie ist dann definiert als die Verknüpfung

H∗
CW (X ;G)⊗H∗

CW (X ;G)
Θ
−→ H∗

CW (X ×X ;G)
d∗
CW−−→ H∗

CW (X ;G).

Diese Abbildung hängt nicht von der Wahl der zellulären Approximation von d ab.

Wir fassen jetzt einige wichtige Eigenschaften vom cup-Produkt im folgenden Satz zu-
sammen.

Satz 14.1. Es sei X ein topologischer Raum und R ein kommutativer Ring. Dann ist die
abelsche Gruppe H∗(X ;R) zusammen mit der Verknüpfung

∪ : H∗(X ;R)⊗H∗(X ;R)→ H∗(X ;R)

ein Ring. Zudem gilt für homogene Elemente 132 a und b in H∗(M ;R), dass

a ∪ b = (−1)dim(a) dim(b)b ∪ a.

Beweis. Es sei X ein topologischer Raum. Um die Notation zu vereinfachen behandeln wir
nur den Fall, dass R = Z.

(1) Es folgt aus der Bilinearität von Hp(X)⊗Hq(X)
Θ
−→ Hp+q(X ×X), dass das cup-

Produkt distributiv ist.
(2) Es folgt leicht aus den Definitionen, dass die Abbildung f : C0(X) → R, welche

jedem Punkt in X den Wert 1 zuordnet, ein Element in H0(X ;R) repräsentiert,
welches ein neutrales Element bezüglich des cup-Produkts ist.

(3) Wir beweisen die Assoziativität des cup-Produkts nur in dem Spezialfall, dass X
ein CW-Komplex ist, welcher in jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.
Im Folgenden meinen wir mit CW-Komplex immer einen CW-Komplex, welcher in
jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.
Zur Erinnerung, für zwei CW-Komplexe U und V hatten wir in Kapitel 10.2 einen

Isomorphismus

ΦUV : CCW
∗ (U)⊗ CCW

∗ (V )
∼=
−→ CCW

∗ (U × V )

132Homogene Elemente in H∗(M ;R) werden natürlich genauso definiert wie homogene Elemente in der
de Rham-Kohomologie einer C∞-Mannigfaltigkeit.
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eingeführt. Es seien nun X, Y und Z CW-Komplexe. Es folgt leicht aus den Defini-
tionen, dass folgendes Diagramm kommutiert:

CCW
∗ (X)⊗ CCW

∗ (Y )⊗ CCW
∗ (Z)

idX ⊗ΦY Z //

ΦXY ⊗idZ
��

CCW
∗ (X)⊗ CCW

∗ (Y × Z)

ΦX,Y ×Z

��

CCW
∗ (X × Y )⊗ CCW

∗ (Z)
ΦX×Y,Z // CCW

∗ (X × Y × Z).

Wenden wir nun diese Beobachtung auf X = Y = Z an, dann erhält man relativ
leicht aus der Definition des zellulären cup-Produkts, dass dieses assoziativ ist.

(4) Wir betrachten die Abbildungen

wpq : Cp(X)⊗ Cq(Y ) → Cq(Y )⊗ Cp(X)∑r
i=1 ci ⊗ di 7→

∑r
i=1 di ⊗ ci.

Diese Abbildungen sind offensichtlich Isomorphismen von abelschen Gruppen. An-
dererseits folgt aus der Definition des Differentials im Tensorprodukt von Ketten-
komplexen133 das die wpq keine Kettenabbildung von C∗(X) ⊗ C∗(Y ) → C∗(Y ) ⊗
C∗(X) bilden. Man kann nun aber leicht zeigen, dass die Abbildungen (−1)pqwpq

eine Kettenabbildung C∗(X)⊗ C∗(Y )→ C∗(Y )⊗ C∗(X) definieren.

�

Aus den Definitionen und der Natürlichkeit der Abbildungen in der Definition des cup-
Produkts folgt nun auch leicht folgendes Lemma.

Lemma 14.2. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen Räumen und es
sei R ein kommutativer Ring. Dann ist

f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X ;R)

ein Ringhomomorphismus.

Es sei R ein kommutativer Ring. Es ist nun auch leicht nachzuweisen, dass

X 7→ H∗(X ;R)
(f : X → Y ) 7→ (f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X ;R))

133Zur Erinnerung, für cp ∈ Cp und c′q ∈ C
′
q ist die Randabbildung gegeben durch

∂(cp ⊗ c
′
q) = ∂cp ⊗ c

′
q + (−1)pcp ⊗ ∂

′c′q.
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ein kontravarianter Funktor von der Kategorie T der topologischen Räume zur Katego-
rie R der Ringe 134 ist. Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit M∞ die Kategorie der C∞-
Untermannigfaltigkeiten und mit V die Kategorie der reellen Vektorräume. Dann ist

M 7→ Hk
dR(M)

(f : M → N) 7→ (f ∗Hk
dR(N)→ Hk

dR(M))

ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der C∞-Untermannigfaltigkeiten zur Kate-
gorie der Ringe.

Wenn wir einer Mannigfaltigkeit die reellen Kohomologiegruppen zuordnen, dann hatten
wir in Satz 13.3 schon gesehen, dass diese isomorph zu den de Rham-Kohomologiegruppen
sind. Wir können jetzt Satz 13.3 verallgemeinern:

Satz 14.3. Es gibt eine natürliche Transformation zwischen den Funktoren

M∞ → R
M 7→ H∗

dR(M)

und
M∞ → R
M 7→ H∗(M ;R)

Der Beweis von den Sätzen 13.2 geht natürlich auch weit über diese Vorlesung hinaus,
und wir verweisen wiederum auf das Buch

Warner: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups

für einen Beweis.

14.2. Das cup-Produkt vom Torus. In diesem Kapitel wollen wir explizit das cup-
Produkt vom 2-Torus bestimmen. Es sei also T = S1

a × S1
b der 2-Torus. Wir betrachten

S1
a = S1 = [0, 1]/ ∼ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle ∗ und einer 1-Zelle a, ganz analog

betrachten wir S1
b = S1 als CW-Komplex mit einer 0-Zelle ∗ und einer 1-Zelle b. Wir

betrachten dann S1
a × S

1
b als CW-Komplex mit der Produkt CW-Struktur, d.h. S1

a × S1
b

hat eine 0-Zelle ∗ × ∗, zwei 1-Zellen a× ∗ und ∗ × b, sowie einer 2-Zelle a× b. Wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht, dann bezeichnen wir der Einfachheit halber ∗×∗ mit ∗, sowie
a× ∗ mit a und ∗ × b mit b. Die Randabbildung im zugehörigen zellulären Kettenkomplex
sind die Nullabbildungen, d.h. der zellulären Kettenkomplex ist von folgender Form: 135

C∗(S
1
a × S

1
b ) : 0→ Z · (a× b)

0
−→ Z · a⊕ Z · b

0
−→ Z · ∗ → 0.

134Die Kategorie R der Ringe ist natürlich wie folgt gegeben:

Ob(R) := alle Ringe,
Mor(R,S) := alle Ringhomomorphismen von R nach S.

135In diesem Kapitel arbeiten wir durchgehend mit den zellulären Kettenkomplexen, der Einfachheit
halber bezeichnen wir diese mit C∗(T ) anstatt mit CCW

∗ (T ).
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Wir bezeichnen jetzt mit a∗, b∗ ∈ Hom(C1(T ),Z) die zu a, b ∈ C1(T ) duale Basis. Anders
ausgedrückt, es ist

a∗(a) = 1 und a∗(b) = 0 sowie b∗(a) = 0 und b∗(b) = 1.

Nachdem die Randabbildungen im zellulären Kettenkomplex die Nullabbildungen sind,
sind auch die Randabbildungen im dualen Komplex Hom(C∗(T ),Z) die Nullabbildungen.
Insbesondere sind a∗ und b∗ Kozykel, und a∗ und b∗ bilden eine Basis von H1(T ).

Ganz analog bezeichnen wir mit (a × b)∗ : C2(T ) → Z die Abbildung, welche durch
(a × b)∗(a × b) = 1 eindeutig festgelegt ist. Dann ist wie oben (a × b)∗ ein Erzeuger von
H2(T ) ∼= Z. Wenn wir das cup-Produkt x ∪ y für x, y ∈ H1(T ) bestimmen wollen genügt
es also (x ∪ y)(a× b) zu bestimmen. Wir wollen also jetzt folgende Matrix bestimmen:

(
(a∗ ∪ a∗)(a× b) (a∗ ∪ b∗)(a× b)
(b∗ ∪ a∗)(a× b) (b∗ ∪ b∗)(a× b)

)
.

Wir betrachten nun

T1 = T = S1
a1
× S1

b1
sowie T2 = T = S1

a2
× S1

b2
,

und verwenden die gleiche Notation wie oben für die Zellen von S1
ai

und S1
bi
.

Die Diagonalabbildung d : T → T×T = T1×T2 ist keine zelluläre Abbildung, wir müssen
diese also durch eine zelluläre Abbildung g ersetzen, welche zu d homotop ist. In Kapitel
7.5 hatten wir schon gesehen, dass die Diagonalabbildung da : S

1
a → S1

a1 × S
1
a2 homotop ist

zu der zellulären Abbildung

dCW
a : S1

a = [0, 1]/ ∼ → S1
a1
× S1

a2
= [0, 1]/ ∼ ×[0, 1]/ ∼

t 7→

{
(0, 2t), wenn t ∈ [0, 1

2
]

(1, 2t− 1), wenn t ∈ [1
2
, 1]

Wir definieren dCW
b ganz analog. Dann ist dCW = dCW

a × dCW
b : T → T × T eine zelluläre

Approximation der Diagonalabbildung d : T → T × T . Man sieht nun, dass

(fa × fb)(a× b) = (a1 + a2)× (b1 + b2).

Es folgt nun aus den Definitionen, dass

(a∗ ∪ a∗)(a× b) = ΦTT (a
∗ ⊗ a∗)(dCW (a× b)

= (a1 × a2)
∗((a1 + a2)× (b1 + b2)) = 1× 0 = 0.

Ganz analog sieht man, dass

(b∗ ∪ b∗)(a× b) = ΦTT (b
∗ ⊗ b∗)(dCW (a× b)

= (b1 × b2)
∗((a1 + a2)× (b1 + b2)) = 0, und

(a∗ ∪ b∗)(a× b) = ΦTT (a
∗ ⊗ b∗)(dCW (a× b)

= (a1 × b2)
∗((a1 + a2)× (b1 + b2)) = 0.

Zudem ist

(b∗ ∪ a∗)(a× b) = ΦTT (b
∗ ⊗ a∗)(dCW (a× b)

= (b1 × a2)
∗((a1 + a2)× (b1 + b2)) = −1.
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Bezüglich den Basen {a, b} für H1(T ) sowie {a × b} für H2(T ) ist das cup-Produkt also
durch die Matrix (

0 1
−1 0

)

repräsentiert.
Wir haben damit also gezeigt, dass das cup-Produkt im allgemeinen nicht-trivial ist,

und, dass es im allgemeinen nicht kommutativ ist. Wir sehen auch, dass die Kohomologie-
ringe mehr Informationen enthalten als die Homologie- oder auch die Kohomologiegruppen
alleine. Beispielsweise haben der 2-Torus und S1 ∧ S1 ∧ S2 die gleichen Homologie- und
Kohomologiegruppen. Das cup-Produkt im ersten Fall ist dabei nicht-null, man kann aber
zeigen, dass es im zweiten Fall immer verschwindet.

Als Anwendung können wir jetzt Abbildungen zwischen der 2-Sphäre und dem 2-Torus
studieren. Es gibt beispielsweise eine Abbildung f : T 2 → S2, so dass f∗ einen Isomor-
phismus H2(T

2) → H2(S
2) induziert. In der Tat, wenn D2 ⊂ T 2 eine Scheibe ist, dann

hat
T 2 → T 2/T 2 \D2 ∼= D2/S1 ∼= S2

diese Eigenschaft. Wir werden nun sehen, dass es hingegend keine Abbildung f : S2 → T 2

gibt, so dass f∗([S
2]) ∈ H2(T

2) nicht-trivial ist.

Lemma 14.4. Es gibt keine Abbildung f : S2 → T 2, so dass f∗([S
2]) ∈ H2(T

2) nicht-trivial
ist.

Beweis. Es sei also f : S2 → T 2 eine Abbildung. Wir hatten gerade bewiesen, dass es
Elemente a, b ∈ H1(T 2) gibt, so dass a∪b ein Erzeuger vonH2(T 2) ist. NachdemH1(S2) = 0
folgt nun, dass f ∗(a) = f ∗(b) = 0. Nachdem f ∗ ein Ringhomomorphismus ist, erhalten wir,
dass Es folgt nun, dass

f ∗(a ∪ b) = f ∗(a) ∪ f ∗(b) = 0 ∪ 0 = 0.

Nachdem a ∪ b ein Erzeuger von H2(T 2) ist, folgt also, f ∗ : H2(T 2) ∈ H2(T 2) die triviale
Abbildung ist.

Dann folgt aber aus der Natürlichkeit der kurzen exakten Sequenz im Universellen Ko-
effiziententheorem, dass dann auch die induzierte Abbildung f ∗ : H2(T 2) ∈ H2(T 2) trivial
ist. �

15. Die Poincaré-Dualität und die Schnittform einer Mannigfaltigkeit

15.1. Die Poincaré-Dualität. Zum Abschluß dieser Vorlesung wollen wir nun noch fol-
genden Satz beweisen und dessen Bedeutung diskutieren.

Satz 15.1. (Poincaré-Dualität) Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Dann gibt es für jedes k und jeden kommutativen Ring R einen Isomor-
phismus

PD : Hk(M ;R)
∼=
−→ Hm−k(M ;R).
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Beispiel. Es sei M eine zusammenhängende geschlossene orientierte 3-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Dann gilt H0(M) = Z und es gilt nach Satz 7.15, dass H3(M) = Z. Zudem
folgt aus der Poincaré-Dualität und aus dem Universellen Koeffiziententheorem, dass

H2(M) ∼= H1(M) ∼= Hom(H1(M),Z)⊕ Ext(H0(M),Z)︸ ︷︷ ︸
=0 daH0(M)=Z

= Hom(H1(M),Z).

Wir können also H2(M) aus H1(M) bestimmen. Es folgt übrigens insbesondere, dass
b2(M) = b1(M) und wir erhalten, dass χ(M) = 0.

Beweisskizze. Wir skizzieren den Beweis für den Fall, dassM eine geschlossene orientierbare
m-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit ist. Nach Satz 7.12 besitztM eine simpliziale Struktur
X . 136 Zur Erinnerung, dies bedeutet unter anderem, dassM die Vereinigung von Simplizes
ist (d.h. von Bildern von injektiven Abbildungen σ : ∆m →M).

Wir erinnern zuerst an verschiedene Definitionen für den Standard-Simplex ∆n:

(1) Ein Seitensimplex von Kodimension r vom Standard n-Simplex ist eine Teilmenge
von der Form

{(t0, . . . , tn) ∈ ∆n | td1 = td2 = · · · = tdr = 0},

wobei d1 < d2 < · · · < dr ∈ {0, . . . , n} festgewählt sind.
(2) Wir bezeichnen mit Bn := ( 1

n+1
, . . . , 1

n+1
) ∈ ∆n den Schwerpunkt, oder das Bary-

zentrum vom Standard n-Simplex ∆n.
(3) Wenn P0, . . . , Pk Punkte im Simplex ∆n sind, dann bezeichnen wir mit

〈P0, . . . , Pk〉 :=

{
k∑

i=0

tiPi |
k∑

i=0

ti = 1 und ti ≥ 0 für i = 0, . . . ,

}

die konvexe Hülle von P0, . . . , Pk in ∆n. Anders ausgedrückt, 〈P0, . . . , Pk〉 ist die
kleinste konvexe Teilmenge von ∆n, welche die Punkte P0, . . . , Pk enthählt.

Wir verwenden jetzt die Bezeichnungen für die Standard-Simplizes ganz analog für die
Simplizes von M . 137 Wir führen zudem noch ein paar weitere Definitionen ein.

(1) Wenn σ ein Seitensimplex von einem Simplex σ von M ist, dann schreiben wir
σ ≤ τ . Wenn σ 6= τ , dann schreiben wir σ < τ . Es folgt dabei aus der Definition
eines simplizialen Komplexes, dass ein Seitensimplex von einem Simplex σ ⊂ M
wiederum ein Simplex von M ist.

(2) Wir bezeichnen das Baryzentrum von einem Simplex σ im Folgenden mit σ.
(3) Für eine Folge σ0 < σ1 < · · · < σk von Seitensimplizes von σ ist 〈σ0, . . . , σk〉 ein

k-dimensionaler Simplex in σ.

136Zur Erinnerung, dies bedeutet, dass X ein simplizialer Komplex ist, und dass es einen
Homöomorphismus X →M gibt. Der Homöomorphismus wird in der Notation oft unterschlagen.

137Beispielsweise bezeichnen wir für einen Simplex σ : ∆n →M den Punkt σ(Bn) als das Baryzentrum
vom Simplex σ.
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Behauptung. Es sei σ ein Simplex in M . Die Menge aller Simplizes von der Form

〈σ0, . . . , σk〉 wobei σ0 < σ1 < · · · < σk ≤ σ

bilden eine Triangulisierung von σ.

Wir bezeichnen diese Zerlegung von σ als die baryzentrische Zerlegung von σ. Der Beweis
der Behauptung ist elementar, und wir überlassen ihn als freiwillige Übungsaufgabe. Die
Aussage der Behauptung wird in Abbildung 36 illustriert.

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�����������
�����������
�����������
�����������

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

σ1

σ′′
1

σ′
1

σ′′
0

σ0

σ′
0

2-dimensionaler Simplex σ2 mit
drei 0-dimensionalen Seitensimplizes σ0, σ

′
0, σ

′′
0

drei 1-dimensionalen Seitensimplizes σ1, σ
′
1, σ

′′
1

baryzentrische
Zerlegung

−−−−−−−−−−−−→

σ2

〈σ0, σ1, σ2〉

〈σ1, σ2〉

〈σ′
0, σ1, σ2〉

Abbildung 36. Baryzentrische Zerlegung von einem 2-Simplex σ2.

Wir wenden nun die baryzentrische Zerlegung auf jeden Simplex von M an und erhalten
einen neuen simplizialen Komplex, welchen wir die baryzentrische Zerlegung vonM nennen.
Für einen k-Simplex σ von M betrachten wir jetzt

σd :=
⋃

σ=σ0<σ1<···<σk

〈σ0, σ1, . . . , σk〉.

Wir nennen σd die zu σ duale Zelle. Wir betrachten zudem

∂σd :=
⋃

σ<σ1<···<σk

〈σ0, σ1, . . . , σk〉 ⊂ σd.

Wir illustrieren σd und ∂σd in Abbildung 37. Wir sehen in der Abbildung, dass in beiden
Beispielen die duale Zelle eine Scheibe ist, und dass in der ∂σd der Rand von σd ist. Die
folgende Behauptung besagt nun, dass dies kein Zufall ist.

Behauptung. Das Paar (σd, ∂σd) ist homöomorph zu (Dm−k, Sm−k).
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∂τd

∂σd

Simpliziale Struktur für M

⇒

⇒

baryzentrische Zerlegung von M

1-Simplex τ

0-Simplex σ

zu σ duale Zelle σd

zu τ duale Zelle τd

Abbildung 37. Duale Zellen für einen 0-Simplex und einen 1-Simplex.

Für den Beweis dieser Behauptung benötigt man nun, dass M eine geschlossene n-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Ein Beweis der Behauptung wird beispielsweise in Ka-
pitel 2 von

Rourke und Sanderson, Introduction to piecewise-linear topology

gegeben.
In Abbildung 37 sehen wir zwei Simplizes σ und τ , wobei σ ⊂ ∂τ . Bei den dualen Zellen

dreht sich das Verhältnis um und wir erhalten, dass τd ⊂ ∂σd. Auch diese ist kein Zufall
sondern gilt ganz allgemein.



162 STEFAN FRIEDL

Behauptung. Es seien σ und τ zwei Simplizes von M . Dann gilt

σ ⊂ ∂τ von Kodimension c ⇔ τd ⊂ ∂σd von Kodimension c.

Es sei σ ein Simplex im Rand von τ , d.h. σ ist ein Seitensimplex von τ . Dann kann jede
Folge τ = τ0 < τ1 · · · < τk fortgesetzt werden zu einer Folge σ < τ = τ0 < τ1 · · · < τk.
Insbesondere gilt dann 〈σ0, . . . , σk〉 ⊂ 〈σ, σ0, . . . , σk〉, also τ

d ⊂ ∂σd. Wir sehen also, dass
τd eine Zelle im Rand von σd ist. Die Aussage über die Kodimensionen folgt ebenso leicht
aus dem Argument. Die umgekehrte Aussage wird ganz analog bewiesen. Wir haben damit
also die Behauptung bewiesen.

Zur Erinnerung, wenn σ ein k-dimensionaler Simplex von M ist, dann bezeichnen wir
mit σ nicht nur die Teilmenge vonM , sondern auch die zugehörige Abbildung σ : ∆k →M .
Wir bezeichnen nun auch mit σd : Dm−k →M die charakteristische Abbildung für σd ⊂M ,
wobei wir die Abbildung so wählen, dass am Punkt σ die positive Basis von σ zusammen
mit einer positiven Basis von σd gerade eine positive Basis von M ergeben. Man kann nun
leicht zeigen, dass diese Zellen eine CW-Struktur fürM bilden. Wir bezeichnen mit Y diesen
CW-Komplex und nennen ihn den zum simplizialen Komplex X dualen CW-Komplex.

Wenn σ1, . . . , σl die k-Simplizes von X sind, dann sind also σd
1 , . . . , σ

d
l gerade die (n−k)-

Zellen von Y . Die Zellen σd
1 , . . . , σ

d
l bilden eine Basis von CCW

n−k(Y ). Wir bezeichnen nun
die dazu duale Basis von Hom(CCW

n−k(Y ),Z) mit PD(σ1), . . . , PD(σl). Anders ausgedrückt,
PD(σi) ist die Abbildung

PD(σi) : C
CW
n−k(Y ) → Z∑l

j=1 ajσ
d
j 7→ ai.

Behauptung. Die Abbildungen

PD : CCW
k (X) → Hom(CCW

m−k(Y ),Z)∑m
i=1 aiσi 7→

∑m
i=1 aiPD(σi)

sind Isomorphismen, so dass für jedes k das folgende Diagramm kommutiert:

CCW
k (X)

∂
��

PD // Hom(CCW
m−k(Y ),Z)

∂∗

��

CCW
k−1 (X)

PD // Hom(CCW
m−k+1(Y ),Z).

Wenn σ1, . . . , σl die k-Simplizes vonX sind, dann bilden per Definition PD(σ1), . . . , PD(σl)
eine Basis für Hom(CCW

n−k(Y ),Z). Es folgt also, dass die Abbildungen

PD : CCW
k (X) → Hom(CCW

m−k(Y ),Z)∑m
i=1 aiσi 7→

∑m
i=1 aiPD(σi)

Isomorphismen sind. Wir müssen nun also noch zeigen, dass das Diagramm kommutiert.
Zur Erinnerung, wir hatten gezeigt, dass für Simplizes σ und τ von M gilt

σ ⊂ ∂τ von Kodimension 1 ⇔ τd ⊂ ∂σd von Kodimension 1.
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Es folgt nun relativ leicht aus den Definitionen, dass das gewünschte Diagramm mit F2-
Koeffizienten kommutiert, d.h. es kommutiert

CCW
k (X ;F2)

∂
��

PD // Hom(CCW
m−k(Y ;F2),F2)

∂∗

��

CCW
k−1 (X ;F2)

PD // Hom(CCW
m−k+1(Y ;F2),F2).

Man kann nun aber auch zeigen, dass die konsistente Orientierungen der Simplizes von
X und der Zellen von Y dafür sorgen, dass das Diagramm wie gewünscht auch für Z-
Koeffizienten kommutiert. Dieser Beweis wird beispielsweise auf Seite 73 von

Turaev: Introduction to combinatorial torsion

ausgeführt. Wir beschließen damit den Beweis der Behauptung.
Es folgt nun aus der Behauptung und den Definitionen, dass PD einen Isomorphismus

HCW
k (X) ∼= Hm−k

CW (Y )

induziert. Nachdem wir die Homologie- und Kohomologiegruppen von M auch mit den
zellulären Kettenkomplexen von den CW-Komplexen X und Y bestimmen können erhalten
wir nun folgende Isomorphismen:

Hk(M) = HCW
k (X) ∼= Hm−k

CW (Y ) = Hm−k
CW (M).

�

Bemerkung. Es sei M eine orientierbare kompakte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es sei
∂M = A ∪ B eine disjunkte Zerlegung von ∂M in Komponenten. Dann kann man ganz
analog zeigen, dass es für jeden kommutativen Ring R und jedes k einen Isomorphismus

Hk(M,A;R)→ Hm−k(M,B;R)

gibt.

Bemerkung. Wenn M eine geschlossene nicht orientierbare C∞-Mannigfaltigkeit ist, dann
gilt die Poincaré-Dualität nicht mehr. Beispielsweise hatten wir schon gesehen, dass für
zusammenhängende nicht orientierbare m-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeiten gilt, dass
Hm(M) = 0 aber H0(M) = Z. Im nicht orientierbaren Fall zeigt Wort-für-Wort der glei-
che Beweis wie zuvor das wir eine Dualität erhalten, wenn wir uns auf F2-Koeffizienten
einschränken. Das heißt für jedes k gibt es einen Isomorphismus

Hk(M ;F2)→ Hm−k(M ;F2),

mit den offensichtlichen Verallgemeinerungen, wenn M nichtleeren Rand besitzt. 138

138Für die nicht-orientierbare 2-Mannigfaltigkeit RP 2 hatten wir gesehen, dass Hi(RP 2;F2) = F2 für
i = 0, 1, 2 und zudem auch Hi(RP 2;F2) = F2 für i = 0, 1, 2. Dies entspricht also gerade der Poincaré-
Dualität für nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten.
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Bemerkung. Wir nennen einen topologischer Raum X eine n-dimensionale Homologie-
Mannigfaltigkeit, wenn für jedes x die Gruppe Hk(X,X \x) isomorph zu Hk(Rn,Rn \0) ist.
Eine Homologie-Mannigfaltigkeit heißt orientierbar, wenn es ein Element [X ] ∈ Hn(X) gibt,
so dass für jedes x ∈ X das Bild von [X ] unter der Abbildung Hn(X)→ Hn(X,X \ x) ein
Erzeuger ist. Es ist offensichtlich, dass eine (orientierbare) C∞-Mannigfaltigkeit insbesonde-
re eine (orientierbare) Homologie-Mannigfaltigkeit ist. Man kann nun die Poincaré-Dualität
auch für orientierbare Homologie-Mannigfaltigkeiten beweisen. Dies ist der Zugang, welcher
in Hatcher: Algebraic Topology gewählt wird. Dieser Beweis ist moderner und allgemeiner,
allerdings vielleicht weniger anschaulich.

Bemerkung. Der Isomorphismus, welchen wir im Beweis der Poincaré-Dualität konstruiert
hatten ist natürlich in dem Sinne, dass wenn f : M → N eine stetige Abbildung zwischen
geschlossenen orientierbarenm-dimensionalen C∞-Mannigfaltigkeiten ist, dann kommutiert
für jedes k das Diagramm

Hk(M ;R)

f∗
��

PD // Hm−k(M ;R)

Hk(N ;R)
PD // Hm−k(N ;R)

f∗

OO
.

Es ist von unserem Zugang zur Poincaré-Dualität nicht unbedingt ersichtlich, dass dieses
Diagramm kommutiert. Der abstraktere Zugang, welcher in Hatcher: Algebraic Topology
gewählt wird, ist dafür deutlich besser geeignet.

15.2. Die Schnittform einer Mannigfaltigkeit. Es sei M eine geschlossene orientierte
m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wenn wir den Isomorphismus

PD : Hk(M ;R)→ Hm−k(M ;R)

mit der Evaluationsabbildung

ev : Hm−k(M ;R)→ Hom(Hm−k(M,R), R)

kombinieren, dann erhalten wir eine Abbildung

IM : Hk(M ;R)×Hm−k(M ;R) → R
(a, b) 7→ ev(PD(a))(b),

welche offensichtlich bilinear ist. Zudem gilt für alle a ∈ Hk(M ;R) und b ∈ Hm−k(M ;R),
dass 139

IM(a, b) = (−1)k(n−k)IM(b, a).

139Diese Aussage wird beispielsweise in Kapitel VI.11 von

Bredon: Geometry and Topology

bewiesen.
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Von besonderem Interesse ist dabei der Fall, dass m = 2k eine gerad-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist. Wir erhalten dann eine Abbildung

IM : Hk(M ;R)×Hk(M ;R)→ R,

welche die Schnittform genannt wird. Diese dann die wichtige Eigenschaft, dass für alle
a, b ∈ Hk(M) gilt

IM(a, b) = (−1)kIM(b, a).

Insbesondere, wennm = 4l, dann ist die Schnittform also eine symmetrische bilineare Form.

Bemerkung. Die Schnittform von Mannigfaltigkeiten ist eine der wichtigsten Invarianten
von Mannigfaltigkeiten überhaupt:

(1) Mike Freedman hat 1981 bewiesen, dass jede symmetrische bilineare Form die
Schnittform einer topologischen 140 geschlossenen 4-Mannigfaltigkeit ist. Darüber
hinaus hat er bewiesen, dass wenn M und N zwei einfach zusammenhängende ge-
schlossene topologische 4-Mannigfaltigkeiten sind, dann gilt

M ist homöomorph zu N ⇔ IM ist isometrisch zu IN .

(2) Simon Donaldson hat 1982 bewiesen, dass die Aussagen von Freedman nicht für
differenzierbare 4-Mannigfaltigkeiten gelten. Beispielsweise ist die bilineare Form,
welche gegeben ist durch die Matrix

E8 =




2 1 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 0 0
0 0 0 1 2 1 0 1
0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 1 0 0 2




nach Freedman die Schnittform einer geschlossenen topologischen 4-Mannigfaltig-
keit aber nach Donaldson ist sie nicht die Schnittform einer differenzierbaren 4-Man-
nigfaltigkeit. Zudem ist der Diffeomorphietyp einer einfach zusammenhängenden
geschlossenen differenzierbaren 4-Mannigfaltigkeit nicht durch die Schnittform fest-
gelegt.

Für diese Ergebnisse erhielten Freedman und Donaldson 1986 jeweils die Fields-Medaille.

Die Abbildung Hk(M)×Hm−k(M)→ Z und insbesondere die Schnittform hat in vielen
Fällen eine anschauliche Interpretation. Es sei dazu U ⊂ M eine orientierte geschlossene

140Eine topologische Mannigfaltigkeit ist einfach eine Mannigfaltigkeit im bisherigen Sinne, d.h. wir
nehmen nur an, dass es lokale Homöomorphismen gibt. Nachdem der Begriff ‘Mannigfaltigkeit’ von vielen
als C∞-Mannigfaltigkeit eingeführt wird, schreibt man manchmal ‘topologische Mannigfaltigkeit’ um diese
von den C∞-Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden.
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Untermannigfaltigkeit der Dimension k und es sei V eine orientierte geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit V ⊂ M der Dimension n − k. Wir nehmen an, dass sich U und V trans-
versal schneiden, d.h. für jeden Schnittpunkt P ∈ U ∩ V gilt TPU ⊕ TPV = TPM . Jedem
Schnittpunkt P von U und V ordnen wir jetzt das Vorzeichen εP = 1 zu, wenn

{positive Basis von TPU, positive Basis von TPV } = positive Basis von TPM.

Andernfalls setzen wir εP = −1. Man kann sich leicht davon überzeugen, dass diese Defini-
tion nicht von der Wahl der positiven Basen von TPU und TPV abhängt. Wir bezeichnen
dann

U · V :=
∑

P∈U∩V

εP ∈ Z

als die algebraische Schnittzahl von U und V .
Wir können jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 15.2. Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit.
Es sei zudem U ⊂M eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit der Dimension k
und es sei V eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit V ⊂M der Dimension n−
k. Wir bezeichnen mit [U ] ∈ Hk(M) und [V ] ∈ Hn−k(M) die Bilder der Fundamentalklassen
der orientierten Mannigfaltigkeiten U und V unter den Inklusionsabbildungen. Wenn U und
V sich transversal schneiden, dann gilt

IM([U ], [V ]) = U · V.

Zudem, wenn U ′ aus U durch eine Homotopie vorgeht, und wenn U und U ′ sich transversal
schneiden, dann gilt

IM([U ], [U ]) = U · U ′.

Für den Beweis des Satzes haben wir keine Zeit mehr. Für den Beweis des Satzes verweise
ich auf Theorem VI.11.9 von

Bredon: Geometry and Topology.

Betrachten wir beispielsweise die geschlossene Fläche F von Geschlecht g = 3, welche
in Abbildung 38 zusammen mit einer Orientierung und einer Basis a1, b1, a2, b2, a3, b3 für
H1(F ) skizziert wird. Dann ist bezüglich dieser Basis die Matrix für die Schnittform gegeben
durch die Matrix 



0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0



.

Bemerkung. Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit.
Wir sagen eine Klasse a ∈ Hk(M) ist durch eine Untermannigfaltigkeit repräsentiert, wenn
es eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit U der Dimension k gibt, so dass
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Orientierte Fläche von Geschlecht 3

b1 b2
b3a1 a2

a3

Abbildung 38. Die orientierte Fläche F von Geschlecht 3 zusammen mit
einer Basis für H1(F ).

[U ] = a. Es folgt aus den Arbeiten von Thom, dass jede Klasse in Hk(M) für k ≤ 6
und k ≥ m− 2 durch Untermannigfaltigkeiten repräsentiert werden kann. Für die anderen
Dimensionen gilt dies im Allgemeinen jedoch nicht.

15.3. Die Schnittform und das cup-Produkt. Wir kennen jetzt also zwei verschiedene
Arten von ‘Produkten’. Zum einen, wenn X ein topologischer Raum und R ein kommuta-
tiver Ring ist, dann gibt uns das cup-Produkt für jedes p, q eine bilineare Abbildung

Hp(X ;R)⊗Hq(X ;R)→ Hp+q(X ;R),

mit der Eigenschaft, dass für a ∈ Hp(X ;R) und b ∈ Hq(X ;R) gilt, dass

a ∪ b = (−1)dim(a) dim(b)b ∪ a.

Andererseits, im deutlich eingeschränkteren Fall, dass M eine geschlossene orientierte
m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, dann gibt uns die Schnittform eine Abbildung

IM : Hk(M ;R)×Hm−k(M ;R)→ R,

welche ebenfalls die Eigenschaft besitzt, dass für alle a ∈ Hk(M ;R) und b ∈ Hm−k(M ;R)
gilt, dass

IM(a, b) = (−1)k(n−k)IM(b, a).

Wir haben das cup-Produkt und die Schnittform für den 2-Torus bestimmt, und wir
haben gesehen, dass in beiden Fälle, für geeignete Basen, das bilineare Produkt repräsentiert
wird durch die Matrix (

0 1
−1 0

)
.

Der folgende Satz besagt nun, dass das cup-Produkt in der Tat die Schnittform bestimmt.
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Satz 15.3. Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es
seien a ∈ Hk(M ;R) und b ∈ Hm−k(M ;R). Dann gilt

IM(a, b) = (PD(a) ∪ PD(b))︸ ︷︷ ︸
∈Hm(M)

( [M ]︸︷︷︸
∈Hm(M)

).

Etwas ausführlicher gesagt, die Schnittform von a und b ist also gegeben dadurch, dass wir
das cup-Produkt PD(a)∪PD(b) ∈ Hm(M ;R) mithilfe der EvaluationsabbildungHm(M ;R)→
Hom(Hm(M), R) auf der Fundamentalklasse [M ] auswerten.

Dieser Satz zusammen mit Satz 15.2 erlaubt es uns in vielen Fällen das cup-Produkt
einer Mannigfaltigkeit geometrisch zu bestimmen.
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16. Weiterführende Literatur

Es gibt nun natürlich viele weiterführende Bücher. Wenn man sich für das Studium von
Mannigfaltigkeiten als topologische Objekte interessiert, dann ist man vielleicht am besten
mit den Klassikern von John Milnor bedient:

Milnor: Topology from the Differentiable Viewpoint
Milnor: Morse Theory
Milnor: Characteristic Classes

Sehr viel weiterführender, etwas moderner allerdings auch weniger leicht zu lesen ist

Bredon: Geometry and Topology
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