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Als begleitende und weiterfithrende Literatur bieten sich eventuell folgende Biicher an:
Croom: Basic concepts of algebraic topology,
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Munkres: Elements of algebraic topology,
Stocker und Zieschang, Algebraische Topologie - Eine Einfiihrung.
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http://www.math.cornell.edu/~ hatcher/AT/AT.pdf
Die Schnittmenge dieses Skripts ist am grofiten mit dem Buch von Hatcher.
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1. EINLEITUNG

In der algebraischen Topologie werden wir topologische Raume mithilfe von algebraischen
Methoden studieren. Etwas genauer gesagt, wir werden topologischen Rdumen algebraische
Objekte (z.B. Gruppen, Vektorrdume und Ringe) zuordnen. Dies erlaubt uns dann topo-
logische Rdume zu unterscheiden und Abbildungen zwischen topologischen R&umen zu
studieren.

In der Topologievorlesung im Sommersemester 2012 hatten wir die Fundamentalgruppe
eines (punktierten) topologischen Raums kennengelernt. Wir erinnern im Folgenden an die
Definition und an einige der grundlegenden Eigenschaften der Fundamentalgruppe.

1.1. Die Definition der Fundamentalgruppe. Im Folgenden sei X durchgehend ein
topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine AbbildungEl v: [a,b] — X. Wir nennen v(a)
den Anfangspunkt von v und wir nennen v(b) den Endpunkt von ~. Wir sagen auch ~ ist
ein Weg von v(a) nach v(b).

Es seien 79,71: [0,1] — X zwei Wege, mit gleichem Anfangspunkt P und gleichem
Endpunkt Q. Eine Homotopie zwischen den Wegen fy und f; ist eine Abbildung

[':[0,1] x[0,1] =,
so dass
[(t,0) = vo(t) und T'(¢, 1) = () fir alle ¢ € [0, 1],
und so dass
['0,s) = Pund I'(1,s) = Q fiir alle s € [0, 1].

Wenn eine Homotopie zwischen vy und ~; existiert, dann sagen wir, dass v, und v; weg-
homotop sind, und wir schreiben 7y >~ ~;.

Eine Homotopie von zwei Wegen besteht also aus einer Familie von Wegen {I'(—, s) }sc[0,1]

von P nach @), welche zwischen den Wegen v, und <, interpoliert. Dies wird auch in
Abbildung [ illustriert.

Beispiel. (1) Es seien g, v1: [0,1] — R™ zwei Wege in R" mit gleichem Anfangs- und
Endpunkten. Dann ist
r:0,1]x[0,1] — R
(t,s) — &) (1—1s)+7(t)s
eine Homotopie zwischen ~y und ;.
(2) Es sei X = R?\ {0,0}. Wir betrachten die Wege
p:[0,1] — X nd q:[0,1] - X
t +— (cos(mt),sin(mt)) " t +— (cos(mt), —sin(mnt))
von (0, 1) nach (0, —1). Es scheint so, als wéren p und ¢ nicht homotop. Dies ist in

der Tat der Fall, fiir den Beweis dieser Aussage werden wir allerdings noch mehrere
Wochen benoétigen.

'Wenn wir nichts anderes sagen, dann meinen wir mit ‘Abbildung’ immer eine stetige Abbildung.
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Yo(?)

Y0 (f) - F(tv O)

P
n(t) = T(t, 1)

ABBILDUNG 1. Schematisches Bild einer Homotopie I' zwischen 7y und
von P nach Q.

Wir haben in der Vorlesung Topologie gesehen, dass Homotopie von Wegen eine Aquivalenzrelation
ist. Fiir einen Weg f: [0,1] — X bezeichnen wir nun mit [f] die Aquivalenzklasse von f
beziiglich der Aquivalenzrelation, welche durch Homotopie von Wegen definiert ist. Wir
nennen dann [f] auch die Homotopieklasse von f.

Es seien nun f,g: [0,1] — X Wege mit f(1) = ¢(0). Wir definieren dann das Produkt
von f und g als den Weg f x g, welcher gegeben ist durch [

0,1] - X
f(2t), wenn ¢ € [0, 3],
b= { g(2t—1), wennt e (3,1].
Wir definieren dann das Produkt der Aquivalenzklassen [f] und [g] als
]+ lg] = [f * g].

2Anschaulich gesprochen ist also f % g der Weg, bei dem wir zuerst entlang f und danach entlang
¢ laufen. Damit dies weiterhin auf dem ‘Zeitintervall’ [0, 1] passiert, miissen wir entlang f und ¢ mit
‘doppelter Geschwindigkeit’ laufen.
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Diese Definition hiingt nicht von der Wahl der Reprisentanten f und g der Aquivalenzklassen
ab.

Der folgende Satz besagt nun, dass das Produkt von Aquivalenzklassen viele Eigenschaf-
ten besitzt, welche wir von Gruppen her kennen.
Satz 1.1. Es seien f,g,h: [0,1] = X Wege. Dann gilt:

(1) Wenn f(1) = g(0) und g(1) = h(0), dann gilt B
]+ (lg* [p]) = ([f] + [g]) * [A].

(2) Fir x € X bezeichnen wir mit e, den durch e,(t) := x definierten konstanten Weg.
Dann gilt

e+ 1= 1= xep)-
(3) Wir bezeichnen mit f den durch f(t) := f(1 —t) definierten Weg, dann gilt

[f % F1 = lep)) und [f = f] = [es)].

In Satz [L.I] haben wir gesehen, dass das Produkt von Wegen viele Eigenschaften einer
Gruppe besitzt. Allerdings bilden die Homotopieklassen von Wegen keine Gruppe, weil im
Allgemeinen ihr Produkt nicht definiert ist. Wir beheben das Problem, in dem wir uns von
nun an auf Schleifen konzentrieren.

Definition. Es sei g € X. Eine Schleife in (X, xg) ist ein Weg f: [0,1] — X mit f(0) =
f(1) = xg, d.h. z ist sowohl der Anfangs- als auch der Endpunkt von f.

Satz 1.2. Es sei X ein topologischer Raum und xq € X. Wir betrachten
T (X, xo) := { Homotopieklassen von Schleifen in (X, xq)}
zusammen mit der Produktabbildung (f,g) — f * g. Dann ist dies eine Gruppe.

Das triviale Element ist nach Satz [[Il (2) dabei gegeben durch die Homotopieklasse
der konstanten Schleife [e,,]. Zudem ist das Inverse der Homotopicklasse einer Schleife
f:[0,1] = X in 2 nach Satz [T (3) gegeben durch die durch f(t) := f(1 —t) definierte
Schleife.

Definition. Wir nennen 71 (X, ) die Fundamentalgruppe von X beziiglich des Basispunktes
xg. Fiir f,g € m (X, x0) schreiben wir oft fg anstatt f « g.

Beispiel. (1) Wir betrachten X = R". Es sei zy € R" beliebig und es sei f: [0,1] — R"
eine Schleife in (R", z(). Dann ist

[0,1] x [0,1] — R™
(t,s) — f(t)-(1—8)+x9-s

3Anders ausgedriickt, die Wege f % (¢ * h) und (f % g) * h sind homotop. Man beachte, dass diese Wege
im Allgemeinen nicht gleich sind, nachdem beispielsweise (f (g h))(3) = f(1) und ((f*g)*h)(3) = g(1).
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eine Homotopie zwischen den Schleifen f und e,,. Es folgt also, dass m (X, zg) = 0.

(2) Es giltf
™ 1(5 1, 1) = 7.
Hierbei ist ein Erzeuger der zyklischen Gruppe 7 (S, zy) gegeben durch die Schleife

0,1] — S*
t o et
(3) Fiir n > 2 gilt m,(S™, x9) = 0 fiir alle x5 € S™.
(4)
Es ist manchmal hilfreich, sich Schleifen in (X, zq) als Abbildungen f: S* — X mit
f(1) = x¢ zu betrachten. f
Das folgende Lemma besagt nun, dass eine Schleife f: ST — X in (X, x¢) das triviale Ele-

ment der Fundamentalgruppe (X, o) reprasentiert, genau dann, wenn wir die Abbildung
f auf die Scheibe D? fortsetzen konnen.

Lemma 1.3. Eine Abbildung f: S* — X mit f(1) = xo reprisentiert das triviale Element
in m (X, z0) genau dann, wenn es eine Abbildung g: D* — X mit glaop> = f gibt.

Wir erinnern auch an folgenden Satz aus der Topologievorlesung.

Satz 1.4. Es seien xo, 1 € X, welche durch einen Weg p: [0,1] — X wvon zo nach x;
verbunden sind. Dann ist

7T1(X,.§L’1) — 7T1(X,.§L’0)

/T = [pxf=D]
ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere, wenn X ein wegzusammenhdngender topologi-
scher Raum ist, dann gilt
7T1(X, ZL’(]) = 7T1(X, Il)

fiir alle xg, x1 € X. A

Wir hatten in der Topologievorlesung verschiedene Methoden kennengelernt um Funda-
mentalgruppen zu bestimmen:

“Wenn 71 (X, xo) die triviale Gruppe ist, dann schreiben wir normalerweise 71 (X, o) = 0. Diese Notation
hat sich eingebiirgert, obwohl sie nicht ganz logisch ist: wir verwenden die multiplikative Notation fiir die
Gruppenoperation auf der Gruppe 71 (X, zg), und es wire daher logischer 71 (X, z¢) = 1 zu schreiben, wenn
die Gruppe m (X, zo) trivial ist.

"Wir fassen S! entweder als Einheitskreis in R? oder in C auf, je nachdem, welche Notation gerade
einfacher ist.

SGenauer gesagt, eine Schleife f: [0,1] — X mit £(0) = f(1) definiert durch e>™* — f(t) eine Abbildung
g: St — X mit f(1) = f(e?™) = xo. Umgedreht definiert eine Abbildung g: S* — X mit g(1) = xo durch
t — g(22™) eine Schleife f: [0,1] — X. Wir werden im Folgenden zwischen diesen beiden Definitionen von
Schleifen hin- und herwechseln.

"Wenn X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum ist, dann besagt der Satz also, dass der
Isomorphietyp der Fundamentalgruppe nicht von der Wahl des Basispunktes abhéngt. Wir bezeichnen
dann manchmal mit 71 (X) den Isomorphietyp der Fundamentalgruppe.
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(1) Wenn X ein wegzusammenhéngender und einfach zusammenhéngender topologi-
scher Raum ist auf dem eine Gruppe G diskret operiert, dann gilt m (X/G) = G.
Beispielsweise operiert Z"™ durch Addition auf R”, und es folgt, dass

m(R*/Z") = Z".
Wenn n = 1, dann sehen wir wiederum, dass 7;(S') = m(R/Z) = Z. Fiir n = 2
erhalten wir, dass die Fundamentalgruppe des Torus isomorph zu Z? ist.

(2) Wenn X die Vereinigung von zwei Teilmengen A und B ist, so dass A N B zusam-

menhéngend ist, dann besagt der Satz von Seifert-van Kampen, dass wir i m1(X)
als amalgamiertes Produkt von den Fundamentalgruppen von A und B schreiben
konnen.
Man konnte den Satz von Seifert-van Kampen auch als ‘divide et impera’-Satz be-
zeichnen: der Satz ermoglicht es das Verstdndnis von Fundamentalgruppen auf das
Versténdnis von Fundamentalgruppen von kleineren (und hoffentlich besser verstan-
denen) Teilmengen zu reduzieren.

(3) Der Satz von Seifert-van Kampen hat es uns ermdglicht die Fundamentalgruppe
auch von komplizierten topologischen Rdumen zu bestimmen. Insbesondere konnten
wir dadurch zeigen, dass der Kleeblattknoten nicht dquivalent zum trivialen Knoten
ist. Zudem konnten wir auch zeigen, dass geschlossene Flédchen mit ‘verschiedener
Anzahl von Lochern’ nicht homéomorph sind.

1.2. Induzierte Abbildungen. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen
Réumen und es sei zy € X ein Basispunkt. Es sei v: [0,1] — X eine Schleife im Punkt z,
dann ist yo f: [0,1] — Y eine Schleife im Punkt f(zg). Die Abbildung
fermi(Xyzo) — m(Y, f(20))
B = 1fer]
ist wohl-definiert, d.h. f.([y]) ist unabhéngig von der Wahl des Représentanten der Homo-

topieklasse von Schleifen. Die Abbildung f, ist zudem ein Gruppenhomomorphismus. Wir
nennen f, die von f induzierte Abbildung. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

(idx). = ids (x2), fiir alle punktierten Paare (X, o),

B fiir alle Abbildungen f: (X, z) — (Y, yo)
o0k = L2000 und g: (V) > (2,20).

Wir werden jetzt sehen, dass induzierte Abbildungen hilfreich sind, um Beziehungen
zwischen topologischen Rdumen herzustellen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X ein Teilraum. Wir sagen A ist ein
Retrakt von X, wenn es eine Retraktion r: X — A gibt, d.h. eine Abbildung mit r(a) = a
fiir alle a € A.

Beispiel. (1) Jeder Punkt in R™ ist ein Retrakt von R™.

8Unter gewissen technischen Voraussetzungen, welche wir hier unterschlagen



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 9

(2) St ist ein Retrakt von D?\ {0,0}, in der Tat, die Abbildung

D*\ {0,0} — St
z = =

E
ist eine Retraktion. (Hierbei betrachten wir D? als Teilmenge von C.)

(3) Die Menge S ist kein Retrakt von D?. In der Tat, nehmen wir an, es giibe eine Re-
traktion r: D? — S1. Wir bezeichnen mit i: S — D? die Inklusionsabbildung. Wir
betrachten dann S! und D? mit dem Basispunkt 1 und betrachten dann folgendes
Diagramm

st (D2, 1)

(S, 1) (S, 1).

Dieses Diagramm kommutiert nachdem aus der Funktorialitdt der Fundamental-
gruppen folgt, dass r, o i, = (r o i),. Nachdem r eine Retraktion ist, folgt, dass
roi = idgi, d.h. (roi), = (idg1), ist die Identitétsabbildung auf m (S') = Z.
Die untere Abbildung ist also ein Isomorphismus, aber die obere Abbildung fakto-
risiert sich durch die triviale Gruppe, d.h. die Verkniipfung von 7, und r, kann kein
Isomorphismus von 7Z sein. Wir haben damit einen Widerspruch erhalten.

(ro7)«

1.3. Kategorien und Funktoren. In diesem Kapitel fithren wir Kategorien und Funk-
toren ein. Diese erlauben uns verschiedene Ergebnisse in einer uniformen Sprache auszu-
driicken.

Definition. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:
(1) Einer Klasse Ob(C) von mathematischen Objekten, welche die Objekte der Kategorie
genannt werden,
(2) zu jedem Paar (X,Y’) von Objekten gibt es eine Menge Mor(X,Y),
(3) zu je drei Objekten X, Y und Z gibt es eine Abbildung
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z2)
(f;9) = gof
so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(K1) (Assoziativitét): Es seien f € Mor(W, X),g € Mor(X,Y) und h € Mor(Y, Z),
dann gilt
(hog)of=hol(gef)
(K2) (Identitét): Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismus idx € Mor(X, X)
mit der Eigenschaft, dass gilt
idyof = f firalle f € Mor(Z, X), und
foidy = f firalle f € Mor(X,Y).
Die Abbildung Mor(X,Y") x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z) wird, wie die Notation schon sug-
gestiert, die Verkniipfungsabbildung genannt.



10 STEFAN FRIEDL

Beispiel. (a) Wir nennen die Kategorie M mit

Ob(M) := alle Mengen,
Mor(X,Y) := alle Abbildungen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie aller Mengen.
(b) Wir nennen die Kategorie G mit

Ob(G) := alle Gruppen,

Mor(X,Y) := Hom(X,Y) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y,
mit der iiblichen Verkniipfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der
Gruppen.
(c) Wir nennen die Kategorie A mit
Ob(A) := alle abelschen Gruppen,
Mor(X,Y) := Hom(X,Y) = alle Gruppenhomomorphismen von X nach Y,
mit der iiblichen Verkniipfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der
Gruppen.
(d) Wir nennen die Kategorie 7 mit
Ob(T) := alle topologischen Réume,

Mor(X,Y) = C(X,Y) := alle stetigen Abbildungen von X nach Y,

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen
Rdume.

(e) Ein punktierter topologischer Raum ist ein Paar (X, zg), wobei X ein topologischer
Raum ist und zy € X. Wir nennen die Kategorie P mit

Ob(P) := alle punktierten topologischen Rdume,
Mor((X, zg), (Y,y0)) := alle stetigen Abbildungen f von X nach Y

mit f(zo) = yo
mit der {iblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der punktierten to-
pologischen Rdume.

Definition. Es seien C und D Kategorien. Ein Funktor I F: ¢ — D besteht aus einer
Abbildung
F: Ob(C) — Ob(D)
und fiir alle X, Y € C gibt es zudem eine Abbildung
Mor(X,Y) — Mor(F(X), F(Y)),
so dass folgende Axiome erfiillt sind

IManchmal nennt man solch einen Funktor auch kovarianter Funktor um ihn von den kontravarianten
Funktoren zu unterscheiden.
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(F2) fiir ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt
F(po¢)=F(y)o F(¢).
In Kapitel hatten wir implizit folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.5. Fs sei P die Kategorie der punktierten topologischen Rdumen und G die Kate-
gorie der Gruppen. Dann ist

Ob(P) — Ob(G)

(X,.flf(]) — 7T1(X,.§L’0)

zusammen mit den Abbildungen

C((X,20), (Y, 90))
f

—  Hom(m (X, z0), m (Y, %))
= fy
ein Funktor.

1.4. Zusammenfassung. Die Fundamentalgruppe eines punktierten topologischen Raum-
es ermoglicht es uns in vielen Fillen zu zeigen, dass gewisse topologische Rédume nicht
homoomorph sind (beispielsweise konnen wir die 2-Sphére vom Torus unterscheiden). Wir
haben zudem viele Methoden kennengelernt, um die Fundamentalgruppe eines topologi-
schen Raumes zu bestimmen. En besonders wichtiges Ergebnis ist dabei der Satz von
Seifert-van Kampen, welcher es ermdglicht, die Bestimmung der Fundamentalgruppe auf
die Bestimmung der Fundamentalgruppen von geeignet gewéhlten Untermengen zuriick-
zufithren. Die Fundamentalgruppe definiert zudem einen Funktor von der Kategorie der
punktierten topologischen Raume zur Kategorie der Gruppen. Wir konnten damit bei-
spielsweise zeigen, dass S! kein Retrakt von D? ist.

Es gibt allerdings auch viele Fragestellungen, bei denn uns die Fundamentalgruppe nicht
weiter hilft. Beispielsweise haben alle Sphéren S™ mit n > 2 eine triviale Fundamentalgrup-
pe. Wir benétigen daher weitere Invarianten von topologischen Rdumen. In der Topologie-
vorlesung hatten wir die hheren Homotopiegruppen eingefiihrt. Diese Gruppen sind zwar
relativ leicht zu definieren, aber im Allgemeinen sind diese Gruppen selbst in einfachen
Beispielen kaum zu berechnen. Beispielsweise sind viele der hoheren Homotopiegruppen
von den Sphéren S™,n > 2 unbekannt.

In dieser Vorlesung werden wir die Homologiegruppen eines topologischen Raumes ein-
fithren. Diese Gruppen sind relativ leicht zu definieren, aber es wird eine zeitlang dauern,
bis wir diese fiir topologische Raume bestimmen kénnen. Die Gruppen werden es uns dann
aber unter anderem ermoglichen, die hoher-dimensionalen Sphéren zu unterscheiden.

2. DIE HOMOLOGIEGRUPPEN EINES TOPOLOGISCHEN RAUMES

2.1. Singulire Ketten. Wir bezeichnen im Folgenden mit
A" = {(20,...,7,) ER"™ 2o+ -+ 2, =1 und x; > 0 fiir alle i = 0,...,n}

den Standard n-Simplez. Fir n = 0 ist dies gerade der Punkt {1} € R, fir n = 1 ist dies
die Strecke von (1,0) nach (0, 1) und fiir n = 2 ist dies das von (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1)
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aufgespannte Dreieck.
Ein singuldrer n-Simplex in einem topologischen Raum X ist eine Abbildung o: A" — X.
Wir betrachten dann @p

C,(X) := freie abelsche Gruppe, welche von den singuléren n-Simplizesin X aufgespannt wird.
Ein Element in C,,(X) ist also eine formale Summe
aioq + -+ -+ agoy

wobei ay,...,a, € Z und oy,...,0. singulire n—Simplizes sind. ] Wir bezeichnen ein
Element in C),(X), also eine Linearkombination Zle a;0;, als singuldre Kette in X.
Wenn n = 0, dann ist ein singuldrer n-Simplex eine Abbildung des Punktes A° nach X.
Eine solche Abbildung ist eindeutig durch den Bildpunkt in X festgelegt. Wir werden
deshalb oft singuldre 0-Simplizes einfach mit den dazugehérigen Bildpunkten bezeichnen.

Iy der Definition der Fundamentalgruppe 1 (X, o) hatten wir alle Abbildungen f: [0,1] — X mit
der Zusatzbedingung f(0) = f(1) = x¢ betrachtet. Mithilfe dieser Zusatzbedingung konnten wir Schleifen
problemlos verkniipfen. Jetzt betrachten wir alle Abbildungen von A™ nach X. Diese Abbildungen haben
keine offensichtliche Verkniipfung. Wir schaffen uns daher eine Gruppenstruktur mit ‘brachialer Gewalt’,
in dem wir einfach die von den Abbildungen erzeugte freie abelsche Gruppe betrachten.

HEs sei M eine beliebige Menge. Die von M aufgespannte freie abelsche Gruppe ist streng genommen
definiert als

A(M) :={f: M — Z]| es gibt nur endlich viele m € M mit f(m) # 0},
d.h. die Menge aller Funktionen, welche nur auf endlich vielen Elemente in M einen Wert ungleich null
annimmt. Fiir f,g € A(M) definieren wir dann

f+g: M—Z
m.— f(m)+g(m).
Es ist offensichtlich, dass f+ g in A(M) liegt. Wir konnen daher A(M) als abelsche Gruppe auffassen. Fiir
jedes m € M bezeichnen wir dann mit m auch die Abbildung
M — Z
N { 1, wennn =m,
0, sonst.

Jedes Element in A(M) kann dann eindeutig als Linearkombination von endlich vielen m € M geschrieben
werden.
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Es sei nun f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Réumen. Fiir jedes n

betrachten wir dann die induzierte Abbildung

fo: Cu(X) — CL(Y)

a0 = S ai foo.
Es ist nun leicht zu iberpriifen, dass X +— C,(X) und f +— f, einen Funktor von der
Kategorie der topologischen Rdume zur Kategorie der abelschen Gruppe definiert.

Haben wir nun damit einen Fortschritt gemacht, sind wir dem Ziel, topologische Radume
besser zu verstehen, ndher geriickt? Nicht wirklich. Wenn X eine Mannigfaltigkeit der
Dimension > 1 ist, dann gibt es fiir jedes n iiberabzihlbar viele Abbildungen A™ — X,
d.h. die Gruppe C,,(X) ist eine freie abelsche Gruppe mit iiberabzéhlbar vielen Erzeugern.
Mit solch uniibersichtlichen Gruppen wollen wir nicht arbeiten.

2.2. Definition der Homologiegruppen eines topologischen Raums. Esseio: A" —
X ein singuldrer n-Simplex. Der Rand 0,0 € C,,_1(X) von o ist definiert als

& , At 5 X
dJdo: = —1)7- )
7 Z( ) ( (to,...,tn_1> — O'(t(],...,tj_l,o,tj,...,tn_l) )

=0
Wir kénnen das auch etwas formaler aufschreiben. Fiir j € {0,...,n} betrachten wir die
Abbildung
i AP - AR
(to, SN tn_1> — (t(], R 7tj—17 0, tj, c 7tn—1)-
Dann gilt

n

0,0 = Z(—l)j o oiy.

=0
Beispielsweise gilt fiir einen singuliren 1-Simplex o: A! — X, dass
(2.1) 0o = (=1)"-coig+ (—=1)' -0 oi; =0c(0,1) — o(1,0).
Wir konnen die Abbildung ¢ + do auch fortsetzen zu einer Abbildung
Op 1 Ch(X) — Chq1(X)
SF L wo = YF a0y,
welche wir als die n-te Randabbildung bezeichnen. Wir sagen, ¢ = Zle a;o; ist ein n-

dimensionaler Zykel (oder kurz, n-Zykel), wenn Oc = 0.
Diese Rand-Abbildungen haben die folgende fundamentale Eigenschaft:

Satz 2.1. Fir alle n st
Opn—100,: Cp(X) = Cpa(X)
die Nullabbildung.

PHier verwenden wir wieder die Konvention, dass wir singulédre 0-Simplizes einfach mit den Bildpunkten
bezeichnen.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass 0,,_1(0,(0)) = 0 fir jeden singuldren n-Simplex o: A" —
X. Es sei also 0: A" — X ein singuldrer n-Simplex. Dann gilt

001 (0(0)) = O <i(—1)j - go¢y>

7=0
n—1 n
= ()X (=1) - (ooif) o™
k=0 7=0
n—1 n
= S (=1 oo (ifoip™h).
k=0 j7=0

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Ausdruck o o (i o iz_l) genau zweimal, und mit entge-
gengesetzten Vorzeichen, auftaucht. Aus den Definitionen folgt leicht, dass

n—1 - .
et ) dp odj_y, wenn j >k,
(22) ER { ipg0df ™t wemn j <k
Es folgt nun, dass
Op—-1(0n(0))
n—1 n )
= kzo 0(—1)'“'3 -go (Z;L o1y 1)
— Y (oo + (~1) o (i 0 ip )
0=k<j<n ' 0=j<k<n—1 '
= > (=) oo (i oy Y+ (=1)"* oo (i, o i?_l)
0=k<j<n 0=j<k<n-—1
- () oo (o )+ X (- oo (if il
0=k<j<n 0=j<l<n
= 0.

Die erste Gleichheit folgt dabei aus den Definitionen, die dritte folgt aus ([2.2), die vierte
aus der Substitution [ = k 4+ 1, und die letzte, nachdem sich die ersten Summanden mit
den zweiten Summanden wegheben. O

Der Satz besagt also, dass wir fiir jedes n folgende Inklusion haben:
Im{0p41: Cri1(X) = Cp(X)} C Ker{C(X) = Cp,1(X) }
Wir definieren nun die n-te Homologiegruppe von X als die Quotientengruppe
Ho(X) 1= Ker{Co(X) = Co 1 (X)} / Tn{Brsr: Craa (X) = Co(X)}.

Die Homologiegruppe misst also, inwieweit n-dimensionale Zykel der Rand von (n + 1)-di-
mensionalen singuldren Ketten sind. Insbesondere erhalten wir folgendes Lemma sofort aus
den Definitionen:

13Wenn j > k, dann sind die ‘Nullen’ bei (i o i M(to, ..., ty—1) an den Stellen k und j. Andererseits,
wenn j < k, dann sind die ‘Nullen’ bei (i o it (to,. .., ty—1) an den Stellen j und k + 1.
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Lemma 2.2. Es gilt H,(X) = 0 genau dann, wenn jeder n-dimensionale Zykel der Rand
einer (n + 1)-dimensionalen singuldren Kette ist.

Wir beschliefen das Kapitel mit zwei Bezeichnungen:
(1) Wenn c ein n-Zykel in X ist, dann nennen wir [¢] € H,(X) die Homologieklasse von
c.
(2) Wir sagen zwei Zykel sind homolog, wenn sie die gleiche Homologieklasse reprisentieren.
Ein n-Zykel ¢ heifit zudem nullhomolog, wenn [c] =0 € H, (X).

2.3. Illustrationen zur Definition von den Homologiegruppen. In Abbildung 2 skiz-
zieren wir den Rand von einem singuldren 1-Simplex. Ein singulérer 1-Simplex kann aufge-

X

Q

—_—
9

—_—
Q

ABBILDUNG 2. Rand eines singulédren 1-Simplex.

fasst werden als eine Abbildung o von dem ‘Intervall’ A! nach X. Der Rand von ¢ ist dann
der ‘Endpunkt’ ¢(0,1) ‘minus’ dem ‘Anfangspunkt o(1,0)’. Hierbei fassen wir Punkte in
X wiederum als singulédre 0-Simplizes auf.

In Abbildung 3 skizzieren wir den Rand von einem singuldren 2-Simplex. Wir sehen, dass
wir den Rand do von o: A" — X wie folgt erhalten:

(1) wir schrénken o auf die n + 1 ‘Seitenfléichen” von A™ ein,
(2) wir identifizieren die ‘Seitenfliichen auf geeignete Weise jeweils mit A"~!, und
(3) wir bilden dann die Summe iiber diese singuldren (n — 1)-Simplizes mit geeignet
gewahltem Vorzeichen.
Wir wenden uns nun der Abbildung 4 vor. Wir sehen drei singuldre Ketten auf dem
Torus, und es ist leicht zu sehen, dass alle drei singuldre Ketten Zykeln sind. Es stellt sich
nun die Frage, welche von diesen Zykeln null-homolog sind. In Abbildung 5 sehen wir, dass



16 STEFAN FRIEDL

ABBILDUNG 3. Rand eines singulédren 2-Simplex.

> '
2 (&) (=

A b b Ao 4}&&

a b C a b c g h

ABBILDUNG 4. Drei Beispiele von 1-dimensionalen Zykeln auf dem Torus.

der erste Zykel a — b 4 ¢ in Abbildung 4 der Rand von einem singuléren 2-Simplex D ist.
Man kann leicht sehen, dass der zweite Zykel, a + b + ¢ in Abbildung 4 nicht der Rand von
einem singuldren 2-Simplex ist. Andererseits zeigen wir in Aufgabe 3 vom Ubungsblatt 1,
dass b + b ein nullhomologer Zykel ist, d.h. es gibt ein E € Cy(X), so dass b+ b = OFE. Es
folgt also, dass

a+b+c=a+0E—b+c=a—-b+c+9dE=0D+0E =9(D+ E),
d.h. @ + b + ¢ ist ebenfalls nullhomolog,.
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- NA
Y Ao b
b

C

D a

ABBILDUNG 5. Der erste Zykel in Abbildung 4 ist der Rand einer 2-dimen-
sionalen singuléren Kette.

Es ist nicht klar, ob der dritte Zykel in Abbildung 4 ebenfalls der Rand einer 2-dimen-
sionalen singuldren Kette ist. Wir werden spéter sehen, dass dies nicht der Fall ist. Der
Beweis ist allerdings aufwendig, und wir miissen uns erst einige Techniken erarbeiten.

2.4. Erste Berechnungen von Homologiegruppen. Wir haben also die Homologie-
gruppen als Quotient von zwei freien abelschen Gruppen definiert, welche im Allgemeinen
von unendlich vielen Element erzeugt werden. Wir werden sehen, dass erstaunlicherweise
die Homologiegruppen oft endlich erzeugte abelsche Gruppen sind. Ein erstes Beispiel fiir
dieses Phénomen ist folgendes Lemma.

Lemma 2.3. Es sei X ein wegzusammenhdngender nicht-leerer topologischer Raum und
P ein Punkt in X. Dann st die Abbildung
L:7 — HyX)
n +— n-[P]
ein Isomorphismus, insbesondere gilt also Ho(X) = 7Z.

Beweis. Es sei X ein nicht-leerer topologischer Raum. Wir betrachten folgende sogenannte
Augmentationsabbildung:

£ C(](X) — 7

Y w0 = Y
Wir wollen nun zuerst zeigen, dass € eine Abbildung Hy(X) — Z definiert, d.h. wir miissen
zeigen, dass £(dc) = 0 fiir alle ¢ € C}(X). Es sei also ¢ = 2% a;0, € C1(X). Dann gilt
nach (210), dass

k k k k
e(0c) =¢ <Z ai80i> =c (Z a;0;(0,1) — a;04(1, 0)) = Zai — Zai = 0.

1=1 i=1 =1 1=1
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Wir erhalten also, dass folgende Abbildung
e:Ho(X) — Z
[Z?:l a;o;] Z?:l a;
wohl-definiert ist.
Wir nehmen nun an, dass X wegzusammenhéngend ist, und dass wir einen Punkt P in
X gewdhlt haben. Es ist klar, dass € ot = idy, insbesondere ist € surjektiv. Um zu zeigen,

dass ¢ ein Isomorphismus ist, geniigt es nun zu zeigen, dass ¢ injektiv ist.
Es seien also )1, ..., Qs Punkte in X und a4, ...,a; € Z, so dass

k k
3 (Z azQz) = Zai = 0.
i=1 =1

Wir wihlen einen Punkt P in X. Nachdem X wegzusammenhédngend ist konnen wir fiir

jedes i = 1,...,k einen Weg von P nach @; finden. Anders ausgedriickt, wir konnen fiir
jedes i = 1,...,k einen singuldren 1-Simplex o; mit do; = Q; — P finden. Dann gilt aber,
dass

k k k k k k
d <Z Clz’Uz') = Zaian = Z%‘(Qi —P)= ZaiQi + <Z &i) P = Z%’Qz’,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=_10 i=1
dh. S2F L aQs =0 € Hi(X). O
In den Ubungen werden wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 2.4. Es sei X ein topologischer Raum, welcher aus einem Punkt besteht. Dann
qgilt
Ho(X)=Z und H,(X) =0 fiir alle n > 0.

Die Berechnung von Hy(X) in Lemma und die Berechnung der Homologie eines
Punktes in Lemma 2.4] sind die einzigen Berechnungen von Homologiegruppen von wegzu-
sammenhéngenden topologischen Rdumen, welche man ‘per Hand’ durchfiihren kann. Fiir
alle weiteren Rdume bendtigen wir die Methoden, welche wir in den kommenden Kapiteln
erarbeiten werden.

2.5. Algebraische Kettenkomplexe. Bevor wir mit der Diskussion von Homologiegrup-
pen fortfahren ist es hilfreich, ein paar algebraische Definitionen einzufiihren.
Ein (algebraischer) Kettenkomplex (C., 0.) ist eine Folge

On On— 0
—>Cn—>Cn_1—1>01%100—>0

von Abbildungen zwischen abelschen Gruppen, so dass fiir alle i gilt 0;,_; 0 9; = 0. Wir
definieren dann die n-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes ganz analog zur Homologie
eines topologischen Raumes:

H,(C):=Ker{0,: C, —» C,_1} / Ker{0,11: Crys1 — Cy}.
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Wie zuvor bezeichnen wir Elemente im Kern von 0, : C,, — C,,_; als Zykel. Zudem sagen
wir, dass ein Zykel z € C,, null-homolog ist, wenn [2] =0 € Hn(Ch

Eine Kettenabbildung f: C, — D, zwischen Kettenkomplexen [ besteht aus einer Ab-
bildung f,: C,, — D, fiir jedes n, so dass fiir jedes n gilt:

fn—l o an = an o fn
Anders ausgedriickt, wir erhalten ein kommutatives Diagramm von Abbildungen:

0 0 0 0

—Chy —C ——=C g ——

lfnJrl lfn lfnl

0 1} 0 0

> Dn-‘rl > Dn > Dn—l >
Wir kénnen nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 2.5. Es sei f: C, — D, eine Kettenabbildung zwischen Kettenkomplexen C, und
D,. Dann ist die Abbildung

fe: Hy(C) — Hyp(D)
] = [fnlc)]
wohl-definiert.

Wir bezeichnen im Folgenden die Abbildung f.: H,(C) — H,(D) als die durch die
Kettenabbildung f induzierte Abbildung.

Beweis. Essei ¢ € C, ein Zykel. Dann gilt 9(f,,(¢)) = f,—1(0c) = f,(0) =0, d.h. f,(c) € D,
ist ebenfalls ein Zykel. Wenn nun ¢, d € C,, Zykel sind, welche das gleiche Element in H,,(C')
reprasentieren, dann gibt es ein e € C),,1 mit de = ¢ — d. Dann folgt aber wiederum aus
der definierenden Eigenschaft einer Kettenabbildung, dass

fal€) = fuld) = fule = d) = [u(0€) = Dfn1a(e),
d.h. f,(c) und f,(d) reprisentieren das gleiche Element in H, (D). O

Wir kénnen die obigen Ergebnisse auch etwas formaler aufschreiben. Wir betrachten jetzt
die Kategorie K der Kettenkomplexe, hierbei ist

Ob(K) := alle Kettenkomplexe,
Mor(C,, D,) := alle Kettenabbildungen von C, nach D,.

Folgendes Lemma folgt nun leicht aus Lemma und aus den Definitionen:

MWir iinterdriicken normalerweise die Notation fiir die Randabbildungen in den Kettenkomplexen. D.h.
anstatt zu sagen, ‘sei (Cy, 0x) ein Kettenkomplex’ sagen wir einfach, ‘sei C, ein Kettenkomplex’.

5Genauer gesagt, gilt fiir alle ¢ € C, dass fn_1(dn(c) = On(fnu(n)), wobei wir auf der linken Seite
die Randabbildung C,, — C},—1 betrachten, und auf der rechten Seite betrachten wir die Randabbildung
D, — D, _1, welche wir ebenfalls mit 0,, bezeichnen. In der Praxis ist es normalerweise offensichtlich,
welche Randabbildung wir betrachten.
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Lemma 2.6. Fiir jedes n definiert

C. — H,(C)
(f: Co = D,) — (fe: H(C)— Hy(D))
einen Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe zur Kategorie der abelschen Gruppen.
2.6. Die Funktoreigenschaft von Homologiegruppen. Es sei nun f: X — Y eine
Abbildung zwischen topologischen Réumen. Wir hatten schon gesehen, dass f fiir jedes n

eine Abbildung
fo: Cu(X) — Cu(Y)

Z?:l a; - o; > Zle a; - f ooy
induziert. Fiir einen singuldren n-Simplex o: A" — X gilt dabei, dass

f«(0o) = f. (Z(—l)j .00 z?) = Z(—l)j - fo (aoi?) = Z(—l)j (foo) oi} = I(f.0).

=0 =0 j=0
Diese Aussage gilt, wegen der Linearitdt der Rand-Abbildungen auch fiir jedes ¢ € C,,(X),
d.h. es gilt

(2.3) fo(0¢) = d(f.c).
Wir haben also bewiesen, dass f.: Ci(X) — C.(Y) eine Kettenabbildung ist. Anders aus-
gedriickt, wir haben folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 2.7. Die Abbildungen

topologischer Raum X +— Cy(X)
(f: X =Y) = (fir CuX) = C(Y))

sind ein Funktor von der Kategorie T der topologischen Rdume zur Kategorie IC der Ket-
tenkompleze.

Wir erhalten daher aus Lemma sofort folgendes Lemma.

Lemma 2.8. Die Abbildung
for Hy(X) — H,(Y)
Cia-ol = [Tl (foo)
ist wohl-definiert.

Kombinieren wir nun Lemmas 2.7 und erhalten wir folgendes Lemma.

Lemma 2.9. Fir jedes n sind die Abbildungen
X = H,(X)
for Hy(X) — H,(Y) )
X =Y) — .
oy o (ST D

wohl-definiert, und sie definieren einen Funktor von der Kategorie der topologischen Rdaume
zur Kategorie der abelschen Gruppe.
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2.7. Direkte Produkte und direkte Summen. Es sei nun G;,7 € I eine Familie von
Gruppen. Wir definieren dann das direkte Produkt

HGZ- := { alle Zuordnungen i — g; wobei g; € G;}.
icl
Das direkte Produkt ist wiederum eine Gruppe beziiglich der Gruppenstruktur
(ai)ier(bi)ier = (aibs)icr-
Wir betrachten zudem auch die direkte Summe
@ Gi:={(gi)ier € HGZ' | es gibt nur endlich viele i € T mit g; # e}.
icl icl
Man beachte, dass die direkte Summe eine Untergruppe des direkten Produkts der G;,7 € 1
ist. [ Wir schreiben ein Element in der direkten Summe der G; oft als formale Summe

9iy 0+ gy
wobei g;; € Gy, mit i1,...,% € I.
Beuspiel. Es ist
[LenR = alle reellwertigen Folgen i — a;, und
ey R = alle reellwertigen Folgen ¢ — a; bei denen nur endlich viele

Folgenglieder ungleich null sind..

Im Allgemeinen ist das direkte Produkt ‘deutlich grofler” als die direkte Summe. Beispiels-
weise ist [ [,y Z iiberabzéhlbar wihrend ©;enyZ abzéhlbar ist.

Wir wenden uns nun wieder den Kettenkomplexen zu. Es seien C, und D, Kettenkom-
plexe, dann bezeichnen wir mit C, & D, folgenden Kettenkomplex

— Cn D Dn — Cn—l D Dn—l — Cn_g D Dn_g — ...
et dy > Aen) +0(dy)

Ganz analog kann man nun auch die direkte Summe von einer Familie von Kettenkomplexen
definieren. Folgendes Lemma wir in den Ubungen bewiesen:

Lemma 2.10. Es sei C,,a € A eine Familie von Kettenkomplexen. Dann induzieren die
Inklusionen Cy, — €@, 4 Cu einen Isomorphismus

P H.(C.) = H, (@ Ca> .

a€A acA

acA

Wir kénnen jetzt zum Abschlufl folgendes Lemma formulieren und beweisen:

16Ganz analog kann man auch das direkte Produkt bzw. die direkte Summe von Ringen, Algebren,
Vektorrdumen usw. definieren.
TWarum?
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Lemma 2.11. Es sei X ein topologischer Raum mit Wegzusammenhangskomponenten
Xg,a € A. Wir bezeichnen fiir jedes a € A mit i, : X, — X die Inklusionsabbildung.

Dann ist die Abbildung
Pi.: P C.(Xa) = Cu(X)

acA acA
ein Isomorphismus von Kettenkomplexen. Insbesondere sind fiir jedes n die Abbildungen

Pia: P Hu(X,) = Hy(X)

a€A acA

Isomorphismen.

Das Lemma besagt also insbesondere, dass die Homologiegruppen eines topologischen
Raums X die direkte Summe der Homologiegruppen der Wegzusammenhangskomponen-
ten von X ist. Anders ausgedriickt, das zeigt, dass es in den meisten Féllen geniigt die
Homologiegruppen von wegzusammenhéngenden topologischen Rdumen zu studieren.

Beweis. Nachdem der Standardsimplex A™ zusammenhéngend ist, liegt das Bild einer Ab-
bildung o: A™ — X in einer Wegzusammenhangskomponente X,. Es folgt daraus, dass die

Abbildung
Pi.: P C.(X,) — Cu(X)
acA acA
(2521 ci(o: A" = X)) (2521 ci(o: A" = X))
ein Isomorphismus von freien abelschen Gruppen ist. Aus den Definitionen folgt zudem
sofort, dass dies eine Kettenabbildung ist. Die zweite Aussage folgt nun aus Lemma 210

O

3. HoMOLOGIE UND HOMOTOPIEN

3.1. Kettenhomotopien. Wir fithren in diesem Kapitel ein Kriterium dafiir ein, dass zwei
Kettenabbildungen die gleichen Abbildungen auf den Homologiegruppen definieren.

Es seien f,g: C, — D, Kettenabbildungen zwischen Kettenkomplexen C, und D,. Eine
Kettenhomotopie P besteht aus Abbildungen P,: C,, — D, 1, so dass fiir jedes n gilt:

an+1OPn+Pn—108n:fn_gn-

Wenn es eine Kettenhomotopie zwischen Kettenabbildungen f und g gibt, dann nennen wir
fund g kettenhomotop und wir schreiben f ~ g. Es ist manchmal hilfreich, die Abbildungen
in einem Diagramm zusammenzufassen:

o 0 0 o
Cn+1 Cn Cn—l

fer9 fer9 fer9
By A P,,L By A Pn71 By e
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Wir kénnen nun folgendes Lemma formulieren.

Lemma 3.1. Es seien f,g: C. — D, kettenhomotope Kettenabbildungen zwischen Ketten-
komplexen. Dann gilt fiir alle n, dass

fo=g.: Hy(C) — Hy(D).

Beweis. Es sei also P = (P,) eine Kettenhomotopie zwischen f und g. Dann gilt fiir einen
Zykel z € C,, dass

F(2) ~9(2) = (f —9)(=) = (9P + PO)(z) = (OP)(2) + P 9z, = OP=.

d.h. f(2) und g(z) sind homolog. O

Es seien dazu C, und D, Kettenkomplexe.

(1) Eine Kettenabbildung f: C, — D, ist eine Homotopiedquivalenz zwischen C, und
D,, wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h. eine Kettenabbildung ¢: D, — C.,
mit go f ~ide und fog~idp.

(2) Wenn es eine Homotopieiquivalenz zwischen C, und D, gibt, dann sagen wir, dass
die Kettenkomplexe C, und D, homotopiedquivalent sind und wir schreiben C ~
D,.

Fiir spéter halten wir nun folgendes Korollar zu Lemma [3.1] fest:

Korollar 3.2. Es sei f: C, — D, eine Homotopiedquivalenz zwischen Kettenkomplezen,
dann sind die induzierten Abbildungen f.: H,(C) — H,(D) Isomorphismen.

3.2. Homologie und homotope Abbildungen. Esseien f,g: X — Y zwei Abbildungen
zwischen topologischen Raumen. Zur Erinnerung, eine Homotopie zwischen den Abbildun-
gen f und g ist eine Abbildung

F: X x[0,1] =Y,
so dass
F(z,0) = f(z) und F(z,1) = g(x) fur alle z € X.
Wenn eine Homotopie zwischen f und g existiert, dann sagen wir, dass f und g homotop

sind und wir schreiben f ~ g. Eine Homotopie ‘interpoliert’ also zwischen den Abbildungen
f und g.

Satz 3.3. Es seien f,g: X — Y zwei Abbildungen zwischen topologischen Rdaumen. Wenn
f und g homotop sind, dann sind f. und g, kettenhomotope Abbildungen C,(X) — C.(Y).
Insbesondere gilt fiir jedes n, dass

fo =g Hy(X) — H,(Y).

Beweis. Es sei also F': X x[0,1] — Y eine Homotopie zwischen Abbildungen f,g: X — Y.
Unsere Aufgabe ist es nun eine Kettenhomotopie zwischen f, und g, zu finden.

Es sei also 0: A™ — X gegeben. Wir wollen also, mithilfe der Homotopie X x [0,1] — Y
dem singuldren n-Simplex o eine singuldre (n + 1)-Kette in Y zuzuorden. Betrachten wir
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dazu Abbildung 6. Wir sehen insbesondere, dass F'o(o xidjg 1)) eine Abbildung A" x [0, 1] —
Y definiert. Dies ist ein guter Anfang, nachdem A" x [0, 1] etwas (n + 1)-dimensionales ist.
Allerdings ist dies kein (n + 1)-Simplex. Die Idee ist nun, A™ x [0, 1] als Vereinigung von
(n + 1)-Simplizes zu betrachten.

In Abbildung 6 sehen wir beispielsweise, dass wir A! x [0, 1] als Vereinigung der Dreiecke
mit den Ecken vg, wo, wy bzw. vy, v1, w; auffassen kénnen.

Um diese Beobachtung zu verallgemeinern brauchen wir noch etwas mehr Notation. Fiir
1 =0,...,n schreiben wir im Folgenden

v; :=(0,...,1,0,...,0) x 0 € R*™ x 0,

w; :=(0,...,1,0,...,0) x 1 € R*" x 1.
Die Punkte vy, ..., v, spannen also den Simplex A" x 0 auf, die Punkte vy, ..., v, spannen
den Simplex A" x 1 auf. Zudem spannen fiir jedes ¢ die Punkte vy, ..., v;, w;, ..., w, einen

(n + 1)-Simplex auf, und die Vereinigung dieser (n + 1)-Simplizes ist gerade A™ x [0, 1].
Wir bezeichnen nun mit e; wie iiblich die Standardbasis des euklidischen Raums. Fiir
ay,...,axr1 € A" x [0, 1] betrachten wir dann die Abbildung

[al,...,ak+1]: AF — A" X [0,1]
()\17"'7>\k+1) = Zf:ll)\ﬁaﬁ

Die Abbildung [ay, . . ., a1 schickt also den Standard k-Simplex A* auf den von ‘ay, . . ., apiq
aufgespannten Simplex’ in A™ x [0, 1]. Fiir einen singuléren n-Simplex o: A™ — X definie-
ren wir nun

n

P,o: = Z(—l)jF o (0 x idpa)) o [vo, ..., vj, Wy, ..., W)

i=0

und wir bezeichnen zudem mit P,: C,,(X) — C,41(Y) die dadurch festgelegte Abbildung.
Nach Lemma [B.T] geniigt es nun folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung.
OP + PO = f, — g..

Fiir einen singuléren n-Simplex o: A" — X gilt

NE

0P,0 = 8( (—1)jFo(a><id)o[vo,...,vj,wj,...,wn])
j=0
1

3

+ n )
= (=1)* S (=1)YF o (0 x id) o [vg, . . ., v, Wj, . . ., wy,] 0 17T
=0 j=0

=
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Al v
\
\\ X p
L
B
w1

|

[vo, wo, w1 ] “
\ T~ m e

aufgespannt durch vy, wq, wy

aufgespannt durch vy, vy, wy
ABBILDUNG 6. Aufteilung von A! x [0, 1].

Ein bisschen {iberlegen zeigt nun, dass

o T 0 T 7SR VI 11 P 118 wenn k < 7,
(w0, -+ vj Wy wn] 0 G = { [V0y -+, Vjy Wy, ooy W1, -+ oWy, Wenn k > .
Es folgt also, dass
0P, 0 = 0<kz<:.< (—1)*(=1)7F o (0 X id) 0 [Ug, -+ Uy« + 5 Vjy Wy« + ., Wy
- _‘]_n y . —_—
+ 1>ij >0(—1)k(—1)]Fo (o xid) o [vg,...,v5, W), ... , Wg_1,..., W,
n+1>k>j>

BDer erste Fall, k < j ist etwas einfacher: man muss sich iiberlegen, wohin die h-te Ecke e; vom
Standard n-Simplex geschickt wird. Wenn h < h, dann schickt iZ“ die h-te Ecke wiederum auf die h-te

Ecke, und [vg,...,vj, wj, ..., wy] schickt diese Ecke auf v;,. Wenn h > k, dann schickt z’Z“ die h-te Ecke
wiederum auf die (h+1)-te Ecke, und [vo, ..., v;,w;, ..., w,] schickt diese Ecke dann auf vj, 1. Wenn k < j
entspricht dies also gerade der Abbildung [vg, ..., Tk, ..., v, W), ..., Wy].

Der zweite Fall, & > j, wird ganz analog bewiesen.
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Wir brechen jetzt die Summen auf in £ = j und k£ < j, sowiein k =7+ 1und & > 5+ 1.
Wir sehen dann, dass

n

OP,oc = S (=1)*Fo(oxid)o[vg,...,0_1,Wk,..., W)

k=0
n+1

+ S (=1)*FF o (o x id) o [vg, -+ ., Vh_1, W, - - - , Wy]
k=1

+ > (—DF(=1)F o (0 xid) o [Ug, -y Uky vy Vjy Wy -+ ., Wy
0<k<j<n ' -

+ (—D)*(=1)F o (0 xid) 0 [Ug, .« +, Vjy W)y« vy Wh—1, - - -, Wh).

nt1>k>j4+1>1

Hierbei verwenden wir die gingige Notation, dass 0), und w,_; bedeutet, dass der jeweilige
Eintrag ausgelassen wird.

Betrachten wir nun die ersten beiden Summen. Die Summanden heben sich weg, bis auf
die Summanden fiir £ = 0 und k£ = n + 1. Wir erhalten also, dass

OP,c = Fo(oxid)ol[wy,...,w,
—Fo (o xid)o[vg,...,u,)
(3.1) + > (=D)F(=1)YF o (o xid) o [Vg, ... Ty -y Vs Wiy .oy W)
0<k<j<n+l
+ > (=1D)*(=1YFo (o xid)o [vg, ...,V Wi, ..., Wk ..., W
n+1>k>j+1>1
Der erste Summand ist gerade g o 0 = g,(0) und der zweite ist —f o 0 = —f,(0). Es

verbleibt zu zeigen, dass die restlichen Summanden gerade —PJ(o) ergeben.
Dies zeigt man durch explizites ausrechnen. Wir berechnen zuerst, dass

Po10(0) = P(g(—l)saoz'g)

= > (=1)" > (=1)*Fo(ooi? xid)o[vg,...,0p Wy ..., Wy 1].

r=0 s=0

Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

» (V0 s Usy v oy Upi1y Wyt 1, - -, Wyl,  wenn s <7,
P20 [V0y ey Uy Wy ooy W] = -
(U0, «+ vy Upy Wrey ooy W1y e ey W, wenn s > 7.
Wir erhalten also, dass
(3.2)
P, 10(0) = Yoo (=) (=1)*Fo (0o xid) o [Ug, ..., Vg, ey Upily Wygty - -, W)
0<s<r<n—1
+ 3 (1) (=1)*Fo (o xid) o [Ug,... U, Wy, ..., We_1,... Wy
n>s>r>0

Wenn wir jetzt im ersten Term von (B.2) die Substitutionen s = k, r = j — 1 durchfiihren
und im zweiten Term von (B.2)) die Substitutionen s = k — 1, » = j — 1 durchfiihren, dann
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sehen wir sofort, dass diese Terme gerade das negative der entsprechenden Terme in (B.1])
sind.
Wir haben damit die Behauptung, dass 0P = f, — g. — PO bewiesen. U

Es seien X und Y topologische Raume.

(1) Eine stetige Abbildung f: X — Y ist eine Homotopiedquivalenz zwischen X und
Y, wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h. eine stetige Abbildung ¢ : Y — X
mit go f ~idx und fo g ~idy.

(2) Wenn es eine Homotopiedquivalenz zwischen X und Y gibt, dann sagen wir, dass
die Rdume X und Y homotopiediquivalent sind und wir schreiben X ~ Y.

Wir erhalten jetzt folgendes Korollar zu Satz

Korollar 3.4. Es seien X und 'Y topologische Riume.

(1) Wenn f: X — Y eine Homotopiedquivalenz ist, dann ist die induzierte Abbildung
fo: Hy(X) — H,(Y) ein Isomorphismus.
(2) Wenn X und Y homotopiedquivalent sind, dann gilt H,(X) = H,(Y).

Wir sagen ein topologischer Raum X ist zusammenziehbar, wenn X homotopiedquivalent
ist zu Y = {x}, d.h. zum Raum, welcher aus genauer einem Punkt besteht. In der Topolo-
gievorlesung hatten wir beispielsweise gesehen, dass R” und D" zusammenziehbar sind. Es
folgt nun aus Lemma [2.4] und aus Korollar 3.4, dass

Z, wenn i =0,

(3.3) H;(D") = Hy(R") = { 0, wenn i > 0.

Bemerkung. Wie in der Topologievorlesung bezeichnen wir mit [f] die Homotopiedquiva-
lenzklasse einer Abbildung f: X — Y, und wir bezeichnen [X,Y] die Menge der Aquiva-
lenzklassen von Abbildungen von X nach Y. Wir hatten zudem in der Topologievorlesung,

dass
Ob(#H) := alle topologischen Raume,

Mor(X,Y) = [X,Y]
mit der Verkniipfung
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z2)
(1, 19D = [fog
eine Kategorie H bildet. In diesem Fall sind die Morphismen also nicht mehr Abbildungen,
sondern nur noch Aquivalenzklassen von Abbildungen. Satz besagt also, dass fiir jedes
n die Abbildungen X — H,(X) und [f] — f.: H,(X) — H,(Y) einen Funktor von der

Kategorie H zur Kategorie A der abelschen Réume definiert. Wir erhalten also insbesondere
folgendes kommutative Diagramm von Kategorien:

T H

XHHn(;\ A’—)Hn(X)

A.

X=X
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3.3. Die erste Homologiegruppe und die Fundamentalgruppe. Es sei (X, zq) ein
punktierter topologischer Raum. Wir betrachten folgende Abbildung:

®: Schleifen in (X, z9) — C1(X)
Al X
(y: [0,1] = X) <(1_t’t) - W))

Wir konnen dazu folgenden Satz beweisen.

Satz 3.5. (1) Fir jede Schleife v ist ®(vy) ein Zykel.
(2) Die Abbildung v induziert eine wohl-definierte Abbildung

(I)(X@O)Zﬂ'l(X,ZIZ'Q) — Hl(X)
M = 2]

(3) Die Abbildung P (x o) : (X, 29) = H1(X) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen werden in Ubungsblatt 2 bewiesen. Der Beweis der
dritten Aussage ist auch nicht schwierig, das Argument wird in Abbildung 7 skizziert. [J

Es stellt sich nun die Frage ob die Abbildung @y g0 : m (X, z0) — Hi(X) surjektiv
und/oder injektiv ist. Die Abbildung @ ist im Allgemeinen nicht surjektiv, denn (X, x¢)
héngt nur von der Wegzusammenhangskomponente von xy aber, wihrend H;(X) alle Weg-
zusammenhangskomponenten von X sieht. Dies ist allerdings auch schon das einzige Hin-
dernis, dass ¢ surjektiv ist.

Genauer gesagt, es gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.6. Fs sei X ein wegzusammenhdngender Raum und xo € X, dann ist
P 7T1(X, [L’()) — Hl(X)
surjektiv.

Beweis. Es sei ¢ = Zle a;0; ein Zykel in C1(X). In dem wir die moglicherweise die Ori-
entierung der o; umdrehen kionnen wir nach Ubungsblatt 1 0.B.d.A. annehmen, dass alle
Koeffizienten a; grofler als null sind. Zudem, indem wir nicht darauf bestehen, dass die
o; disjunkt sind, kénnen wir annehmen, dass a; = --- = a; = 1. Fiir jedes ¢ wéhlen wir
jetzt einen Pfad p; vom Basispunkt zy zum Anfangspunkt o;(1,0) von ;. Wir bezeichnen
dann mit p, den Pfad mit umgekehrter Orientierung, und wir fassen p; und p; wie iiblich
auch als singuléire 1-Simplizes in X auf. Nach Aufgabe 4 vom Ubungsblatt 1 ist p; + p; ein
nullhomologer Zykel fiir jedes 7.

Nachdem Oc = 0 tauchen die Endpunkte der o; genauso oft als Anfangspunkte der o;
auf. D.h. es gibt eine Permutation s € Sy, so dass fiir jedes ¢ der Endpunkt ;(0, 1) gerade
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N

homolog nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 2

ABBILDUNG 7. Skizze fiir den Beweis, dass ®(fg) = ®(f) + ®(g).

der Anfangspunkt o,;y(1,0) von o) ist. Dann gilt in H;(X), dass

k k k k
DTS DA WD » B DR SR
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Bild einer
Schleife in X, xg

Wir sehen also, dass [¢] € ®(m (X, 20)). O

Es ist leicht zu sehen, dass ® im Allgemeinen nicht injektiv ist, denn 7 (X, x¢) ist in vielen
Fillen eine nichtabelsche Gruppe, aber eine nicht-abelsche Gruppe kann keine Untergruppe
einer abelschen Gruppe sein.

Wir erinnern nun an eine Definition aus der Topologievorlesung. Es sei 7 eine Gruppe.
Fiir z,y € 7 bezeichnen wir mit [z,y] := zyx~'y~! den Kommutator von x und y. Wir
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71 02 D2

To h

01 + 09 ist das Bild unter ®
vom Produkt der blauen
und der roten Schleife

ABBILDUNG 8. Skizze fiir den Beweis, dass ® surjektiv ist.

nennen

k
7, m] = {H[$17yz] | 21,91, Tk, Y € )
i=1

die Kommutatoruntergruppe von m. 5] Die Gruppe 7/[m, 7] ist abelsch, denn fiir alle g, h € 7

gilt
ghlm, 7] =hg-g 'h'gh[r,n] =hg-[g-",h "] [x, 7] = hg[x,7].
7]
e|m,m

Wir nennen m,, := m/[r, 7] die Abelianisierung von .

In der Topologievorlesung hatten wir gesehen, dass die Abelianisierung ‘der grofite abel-
sche Quotient’ von 7 ist. Genauer gesagt, wir haben gesehen, dass wenn a: G — H ein

Dje Kommutatoruntergruppe ist in der Tat eine Untergruppe: offensichtlich ist |7, 7] multitplikativ

geschlossen und fiir Hle[:zri, yi] ist das Inverse

k - 1
<H[Iz‘a%]> = [Tl vl ™" = ][Iy, ).

=1 i=k i=k

Die Kommutatoruntergruppe ist zudem eine normale Untergruppe von 7. Dies sieht man leicht aus

k k
G(H[Iz‘, yilJa™t = H ala;,yila™!
i=1 i=1

und aus

alz,yla™! = aryz 'y e = ara tayataz e ray T a ! = [axa™!, aya™).
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Homomorphismus zu einer abelschen Gruppe ist, dann existiert genau ein Homomorphis-
mus : G/|G,G] — H, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

G —G/|G, G

N

H.

Wenn F' = (z1,...,2,,) eine freie Gruppe in m Erzeugern ist, dann sieht man nun leicht,
dass Fp, = F/[F, F| = Z™.

Es folgt also, dass ®: m(X,z9) — Hy(X) eine Abbildung ®: m (X, z0)e — H1(X)
induziert. Wir erhalten jetzt folgenden Satz.

Satz 3.7. Es sei X ein wegzusammenhdngender Raum und xq € X, dann ist
D 7T1(X, xO)ab — Hl(X)
ein Isomorphismus.

Beweis. Es folgt aus Lemma B.6 dass die Abbildung ®: (X, z0)a — Hi(X) surjektiv
ist. Die Tatsache, die Abbildung ®: 7 (X, z9)s — H1(X) injektiv ist, wird in Hatcher:
Algebraic Topology auf Seite 167 bewiesen.

Wir wollen den Beweis nur in einem Spezialfall skizzieren. Den allgemeinen Beweis in
Hatcher kann man als Verallgemeinerung von folgenden Argument auffassen.

Nehmen wir an, dass wir eine eingebettete Kurve ¢ C X haben, welche eine orientier-
bare Flache von Geschlecht g berandet. Wir werden jetzt zuerst argumentieren, dass c
nullhomolog ist, und danach werden wir uns davon {iberzeugen, dass ¢ in der Kommuta-
toruntergruppe von m = (X)) liegt.

Wir wollen also zuerst zeigen, dass ¢ = 0 € H;(X). Wir teilen dazu die Fléche in
‘Dreiecke’ D; auf, wobei wir die Dreiecke so wihlen, so dass sich zwei verschiedene Dreiecke
entweder gar nicht, in einem Eckpunkt oder in einer Kante iiberlappen. Die Orientierung
der Fliache gibt uns dann fiir jedes Dreieck eine Orientierung, d.h. eine ‘Durchlaufrichtung’
fiir die Eckpunkte. Fiir jedes Dreieck D; wihlen wir jetzt eine Abbildung o;: A2 — D,
so dass die Durchlaufrichtung der Ecken erhalten bleibt. (Hierbei verwenden wir fiir A?
die Durchlaufrichtung (1,0, 0), (0,1,0), (0,0, 1). Wir bezeichnen nun mit k; die Kanten der
Dreiecke im Inneren der Fliache und wir bezeichnen mit I; die Kanten der Dreiecke am Rand.
Fiir die Kanten k; withlen wir eine beliebige Orientierung und wir bezeichnen dann mit k; die
Kanten mit entgegengesetzter Orientierung. Fiir die Kanten [; wihlen wir die Orientierung,
welche durch die Orientierung der Fliache gegeben ist. Die Kanten im Inneren tauchen genau
zweimal als Rand eines 2-Simplizes auf, jedoch mit entgegengesetzter Orientierung. Es folgt

20Was nun folgt ist natiirlich nur eine Aneinanderreihung von suggestiven Argumenten, aber keineswegs
ein Beweis.
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Flache F' zerlegt in orientierte Dreiecke D;

/ jedes orientierte Dreieck D; definiert
einen singuliiren 2-Simplex o; : A? — D;
¢ bei dem die Ecken von A2
orientierungserhaltend
auf die Ecken von D; geschickt werden

Beim Rand 0(}_, 0;) tauchen die inneren Kanten
zweimal mit entgegengestzter Orientierung auf.

ABBILDUNG 9. Skizze fiir den Beweis, dass ¢ = 0 € H{(X), wenn ¢ der Rand
einer orientierbaren Fléche ist.

nun, dass
( ( J J

Es folgt aus Ubungsblatt 1 Aufgabe 4, dass k;+k; = OF; fiir ein E; € Cy(X). Zudem folgt
aus Ubungsblatt 2 Aufgabe 1, dass > jlj = c+OF fiir ein F' € Cy(X). Wir sehen also, dass

8<Z:Di—zj:Ej—8F> —c.

Wir haben also gezeigt, dass ¢ =0 € H;(X).
Wir wollen nun zeigen, dass ¢ auch das triviale Element in 7, ist. Wir fassen dazu die
Flédche als 4g-gon auf. Die Kurve ¢ ist dann homotop zu
syt TeYgTy Yg
d.h. ¢ ist ein Kommutator. U
Wir kénnen also jetzt die Berechnungen von Homologiegruppen aus der Topologievorle-

sung verwenden um die ersten Homologiegruppen von verschiedenen topologischen Rdumen
zu bestimmen.

Korollar 3.8. (1) Esist H(S™) =0 firn > 1.
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T

o —1

Yo 2 »
__

Z }‘/I
1 7 ¥ Z -1
A 1 A AN 2
1 ' NP L L
< ~ - |
Y2 Y1
4]

Wenn wir eine Scheibe entfernen,
dann ist die Randkurve ¢ homotop

-1 -1 -1 -1
ZU T1Y1Tq Y T2Y2Ty Yo

Flache aufgefasst als Oktagon
mit je zwei Seiten identifiziert

ABBILDUNG 10. Skizze fiir den Beweis, dass die Randkurve ein Produkt von
Kommutatoren ist.

(2) Wenn ¥ eine geschlossene Fliche von Geschlecht g ist, dann gilt H\(X) = 7Z29.
Insbesondere gilt fiir den Torus T, dass H\(T) = Z2.
(3) Wenn K ein Knoten ist, dann gilt H;(S*\ K) 2 Z.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen leicht aus Satz [3.7 und aus den Berechnungen
in der Topologievorlesung.

Wir skizzieren nun noch den Beweis der dritten Aussage. Es sei also K C S ein Knoten.
Wir hatten in der Topologievorlesung gesehen, dass

71-::77-1(53\‘[() = <$1,...,$k|7’1,...,7’k>

wobei jedes r; von der Form

T = T T T
mit £; € {—1, 1} ist. (Hierbei betrachten wir die Indizes modulo k.) Die Element x;lxzzi)xiﬂxs_é;,
1 =1,...,k sind also trivial in 7. Betrachten wir das Bild davon in der Abelianisierung,
dann sehen wir, dass

x;lxzéi)xiﬂx;é; = i xi’(l)xs_(f; =2, %1 € Tap
Fiir jedes 7 gilt also, dass z; = x;11 € me. Wir sehen also, dass 7y, von xy erzeugt wird.
Wir miissen nun noch zeigen, dass m,, eine unendliche zyklische Gruppe ist. Wir betrachten
dazu die Abbildung
7
1

m(SP\K) —
T; >

Y



34 STEFAN FRIEDL

welche offensichtlich wohl-definiert ist. Diese Abbildung faktorisiert sich durch 7wy, d.h. es
gibt einen Homomorphismus von 7, auf Z. Wir hatten schon gesehen, dass m,, zyklisch
ist, es folgt nun also, dass m,, = Z. O

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung nur wenig Gebrauch von Satz[B.7] machen,
insbesondere werden wir die Homologiegruppen der Rdume in Korollar 3.8 auch mit anderen
Methoden bestimmen.

Wir beschlieen das Kapitel noch mit etwas Kategorientheorie. Wir haben jetzt gese-
hen, dass wir einem punktierten topologischen (X, zg) die Gruppen (X, z) und H;(X)
zuordnen, und es gibt eine dazugehérige Abbildung ®x : (X, x9) — Hi(X). Wenn wir
die Fundamentalgruppe und die erste Homologiegruppe als Funktoren betrachten, dann
kénnen wir den Zusammenhang auch etwas formaler aufschreiben. Dafiir bendtigen wir
den Begriff der natiirlichen Transformation zwischen zwei Funktoren.

Es seien C und D Kategorien und es seien F,G : C — D Funktoren. Eine natiirliche
Transformation zwischen F' und G ordnet jedem X € Ob(C) einen Morphismus ®x :
F(X) — G(X) zu, so dass fiir jeden Morphismus f: X — Y in C folgendes Diagramm
kommutiert:

F(x) 290y

G(l):( G G(t;

Mit dieser Definition kénnen wir nun folgenden Satz formulieren.
Satz 3.9. Die Abbildungen

D (x 20y (X, 20) = Hy(X)
definieren eine natirliche Transformation zwischen den Funktoren P

P = G
(X,SL’(]) —> 7T1(X,.§L’0)

und

P — G
(X,SL’(]) —> Hl(X)

_ Der Beweis des Satzes folgt leicht aus den Definitionen. Wir iiberlassen das als freiwillige
Ubungsaufgabe.

217ur Erinnerung, P ist die Kategorie der punktierten topologischer Réume und G ist die Kategorie der
Gruppen.
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4. LANGE EXAKTE SEQUENZEN UND DIE HOMOLOGIE VON QUOTIENTENRAUMEN

4.1. Lange exakte Sequenzen. In diesem Kapitel werden wir einen Satz formulieren,
welcher es uns erlaubt die Homologiegruppen von Sphéren zu bestimmen. Um den Satz zu
formulieren benétigen wir allerdings noch ein paar Definitionen.

(1) Eine Folge (oder Sequenz) von Abbildungen

A A I A, A,

heifit exakt, wenn fiir jedes n gilt:

Ker(f,) = Im(fsn).

Beispielsweise ist 0 — A Iy B exakt genau dann, wenn f injektiv ist. Zudem ist
ALy B0 exakt genau dann, wenn f surjektiv ist. Insbesondere, wenn 0 — A ER
B — 0 exakt ist, dann ist f ein Isomorphismus.

(2) Es sei nun X ein topologischer Raum und A C X. Wir sagen, A ist ein Defor-
mationsretrakt, wenn es eine Abbildung

F: X x[0,1] - X
gibt, so dass
F(z,0) = firallez € X,

F(a,t) = afirallea € A, und
F(z,1) € Afurallez e X.

Beispielsweise ist 0 ein Deformationsretrakt von D™ und auch von R". Zudem kann
man leicht sehen, dass S"~! ein Deformationsretrakt von

{(x1,...,2,) € R"||[(21,...,2,)| € (0,1]}
ist.
(3) Es sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Im Beweis von Lemma 23] hatten wir
gesehen, dass die Augmentationsabbildung

e:Ho(X) — Z
[Zf:l ao;] Zf:l @i
eine wohl-definierte surjektive Abbildung ist. Wir definieren nun

] ) Hu(X), wenn n > 0, und
Ho(X) := { Ker{e : Hy(X) — Z}, wenn n =0.

Wir bezeichnen im Folgenden EIH(X als die reduzierte Homologie von X. Es folgt
beispielsweise aus ([3.3), dass H,(D*) = H,(R*) = 0 fiir alle n. In den Ubungen

22 Zur Erinnerung, A ist ein Retrakt von X, wenn es eine Abbildung 7: X — A mit 7(a) = a fiir alle
a € A gibt. Ein Deformationsretrakt ist offensichtlich ein Retrakt, aber nicht umgedreht. Beispielsweise ist
1 € S* ein Retrakt von S! aber kein Deformationsretrakt. Warum?
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werden wir zeigen, dass jede Abbildung f: X — Y eine Abbildung f.: Hy(X) —
Hy(Y) induziert, so dass
X = Hy(X) i
(f: X =Y) = (fi: Ho(X) = Ho(Y))
einen Funktor von der Kategorie der topologischen Raume zur Kategorie der abel-
schen Gruppe definiert.
Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.
Satz 4.1. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge mit folgender Eigenschaft:

(%) Es gibt eine offene Umgebung U von A in X, so dass A ein Deformationsretrakt
von U 1ist.

Wir bezeichnen miti: A — X die Inklusion und mitp: X — X/A die Projektionsabbildung.
Dann gibt es fir jedes n eine Abbildung 0: H,(X/A) — H,_1(A), so dass die Abbildungen

0

Ho 1 (X/A) —
SOMA) s B(X) I x4
— H, 1 (A) ——

eine exakte Sequenz ergeben.

Der Beweis von Satz 4.1l wird uns lingere Zeit beschéftigt halten. Wir wollen daher zuerst
im néchsten Kapitel anhand von Beispielen sehen, dass dieser Satz den Aufwand verdient.

4.2. Die Homologiegruppen der Sphiren. In der Topologievorlesung hatten wir die
hoheren Homotopiegruppen m,(X) eines topologischen Raums eingefiihrt. Wir konnten
diese jedoch nur in sehr wenigen trivialen Féllen bestimmen. Selbst die hheren Homoto-
piegruppen von Sphéren sind im Allgemeinen weiterhin unbekannt.

Mithilfe von Satz [£.1] konnen wir jetzt jedoch die Homologiegruppen von Sphéren be-
stimmen. Die Homologiegruppen sind also zwar von der Definition her vielleicht weniger
natiirlich als die hoheren Homotopiegruppen, aber sie sind deutlich leichter zu bestimmen.

Satz 4.2. Fiir jedes n gilt

o orany ~ ) Ly, wenn k=mn, und
Hk(S)_{O, wenn k # n.

Anders ausgedriickt, fiir n > 0 gilt

m ~ ) 4, wenn k=0 oder k =mn, und
Hk(S)_{O, wenn k # 0,n.

2Die Bedingung (%) ist in den meisten Fillen, welche im ‘echten Leben’ auftauchen erfiillt.
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Zudem gilt

72, wenn k =0, und
0\ ~ 9 )
Hk(S)_{ 0, wenn k # 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n. Wenn n = 0, dann besteht S" = S°
aus zwei Punkten, und der Satz folgt aus Lemmas 2.4 und 2111

Nehmen wir nun an, dass die Aussage des Satzes fiir n — 1 gilt. Wir wollen dann die
reduzierte Homologie von S™ bestimmen. Aus der Topologie-Vorlesung wissen wir, dass S™
homsomorph zu D"/S™~!. Wir haben schon gesehen, dass S™! ein Deformationsretrakt
von

{1, 20) €R™||[(21, ..., 20)|| € (0,1]}

ist. Wir konnen daher Satz I auf X = D™ und A = S" ! anwenden. Wir erhalten also
die exakte Sequenz

—) ijk_,_l(Dn) p_*) [j[k_,_l(Dn/Sn_l) 3)
= Hy(S™Y B mHy(DY) I m(br/snhy S
— f[k_l(S"_l) Z—*>

Aus der Induktionsvoraussetzung, aus dem Homdomorphismus S™ = D" /S™~ ! und aus der
Tatsache, dass H;(D") = 0 fur alle 4, erhalten wir nun folgende exakte Sequenz:

S 0 B s 2
= Hy(SYh) o0y sty S
— f[k_l(S"‘l) Z—*>
Insbesondere erhalten wir also fiir jedes k eine exakte Sequenz
0 — Hyr(S™) S H(S™1) = 0.
Diese Abbildungen sind also Isomorphismen, und wir sehen, dass

Z, wenn k =mn, und

Hy(S™) = Hy—y(S"7) = { 0, wenn k # n.

Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung. 0

In der Topologievorlesung hatten wir mithilfe von elementaren Argumenten gezeigt, dass
R nicht homdomorph zu R? ist. Wir hatten zudem mithilfe der Fundamentalgruppe bewie-
sen, dass R? nicht homdomorph zu R™ fiir n > 3 ist. Wir kénnen nun folgende Verallge-
meinerung zeigen.

Satz 4.3. Es gilt
RFeR o k=1
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Beweis. Es sei ¢: RF — R! ein Homdomorphismus. Wir wihlen einen Punkt P € R* und
wir setzen @ := f(P). Dann sind auch R*¥ \ {P} und R’ \ {Q} homdomorph. Andererseits
ist R* \ { P} homotopiedquivalent zu S*~* und R’ \ {Q} ist homotopiediquivalent zu S'~'.
Aus Satz und aus Korollar 3] folgt dann fiir alle ¢, dass

H;(S"") = Hy(RF\ {P}) = H;(R'\ {Q}) = H,(S'").
Aus Satz folgt nun, dass k = [. O

Wir hatten die Fundamentalgruppe also beniitzt um zu zeigen, dass S' kein Retrakt von
D? ist. Genau das gleiche Argument, zusammen mit Satz 2 liefert uns nun folgenden
Satz.

Satz 4.4. Die Teilmenge S™™! ist kein Retrakt von D".

Beweis. Nehmen wir an, es giibe eine Retraktion r: D® — S"~ !, Wir bezeichnen mit
i: S"' — D" die Inklusionsabbildung. Wir betrachten dann folgendes Diagramm

Hn—l(Dn)

T, 1(5m ) et T, 1 (571,

Dieses Diagramm kommutiert nachdem aus der Funktorialitdt der Homologiegruppen folgt,
dass 7, o i, = (r 0 i),. Nachdem r eine Retraktion ist, folgt, dass r o ¢ = idgn-1, d.h.
(roi), = (idgn1), ist die Identitéitsabbildung auf H,_;(S" ') 2 Z. Die untere Abbildung
ist also ein Isomorphismus, aber die obere Abbildung faktorisiert sich durch die triviale
Gruppe, d.h. die Verkniipfung von ¢, und r, kann kein Isomorphismus von Z sein. Wir
haben damit einen Widerspruch erhalten. 0

Korollar 4.5. Jede Abbildung f: D™ — D™ besitzt einen Fizpunkt, d.h. fir jede Abbildung
f: D™ — D" gibt es einen Punkt x € D", so dass f(x) = x.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt eine Abbildung f: D™ — D" ohne einen Fixpunkt. Nach-
dem f keinen Fixpunkt besitzt, gibt es fiir jedes x genau einen Strahl der von f(x) ausgeht
und durch x verlauft. Wir betrachten dann folgende Abbildung:
o: D" — D
der Schnittpunkt von S™ mit dem eindeutig bestimmten

v Strahl von f(x) nach x.

Man kann nun zeigen, dass ® stetig ist. Es ist offensichtlich, dass ®(z) = x fiir alle x € S"~ 1,
und dass ®(z) € S"! fiir alle z € S~ !. Die Abbildung ® ist also eine Retraktion von D"
auf S"71. Dies ist aber nach Satz B4 nicht moglich. Wir haben also einen Widerspruch
erhalten. U

24Welchem Satz aus der Analysis I entspricht der Fall n = 17?
Z5Wie kann man die Aussage im Fall n = 1 mit den Methoden aus der Analysis I beweisen?
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f(x)

4.3. Kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen. Nach den Anwendungen von
Satz[4.1lim letzten Kapitel wenden wir uns nun dem Beweis von Satz [4.I] zu. In diesem Ka-
pitel werden wir dazu erst einmal unsere algebraischen Methoden weiterentwickeln, welche
uns dann spéter die Sequenz von Satz [4.1] liefern werden.

Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz

0—A—>B—->C—=0,

welche aus maximal drei nicht-trivialen Gruppen besteht. Eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

0= A 5B 5C =0

besteht aus Kettenabbildungen 7: A, — B, und p: B, — C,, so dass fiir jedes n die
Abbildungen

0= A4, 5B, 5 C,—0

eine kurze exakte Sequenz bilden. Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 4.6. Es sei
05 A 5B 5C =0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann existiert fir jedes n eine Abbildung
Ot Ha(C) = Hy1(A),

so dass

o Hy(A) 5 Hy(B) 2 H(C) S Hy 1 (A) & H,_(B) 2 ...

eine exakte Sequenz bildet.
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Beweis. Es ist hilfreich, einen ‘Ausschnitt’ von der exakten Sequenz von Kettenkomplexen
zu betrachten:

0 Anta i By s Crhy1—0
Ont1 Ont1 Ont1

0 A, ——B,— =0, 0
On On On

p

0 An—l ! Bn—l - Cn—l —0

8n71 8n71 87L7 1

0 An—2 d Bn—2 —p> Cn—2 — 0.

Wir wollen zuerst eine Abbildung
On: Hy(C) — H,_1(A)

definieren. Es sei also [¢] € H,(C). Dann ist ¢ = p(b) fiir ein b € B,,. Aus der Kommutati-
vitéit des Diagrams folgt, dass

p(0b) = dp(b) = dc = 0.

Nachdem die zweite horizontale Reihe im obigen Diagramm exakt ist, folgt also, dass
p(0b) = i(a) fiir ein eindeutig bestimmtes a € A,,_;. Wir setzen jetzt

d([c]) := [a].

Behauptung. Das Element a ist in der Tat ein Zykel und diese Definition héngt nicht von
den Wahlen von ¢ und b ab.

Die Beweise fiir diese und die weiteren Behauptung sind nicht besonders schwierig und
erfolgen durch ‘Diagrammjagd’. (oder auch ‘diagram chasing’). Zuerst, es gilt

i(0a) = 0i(a) = J(0b) = 0,

nachdem ¢ injektiv ist, folgt auch, dass da = 0. Wir zeigen nun, dass die Homologicklasse
[a] nur von der Homologieklasse [¢] abhingt.

(1) Wenn wir einen anderen Reprisentaten fiir [¢] wihlen wiirden, dann wire dieser
von der Form ¢ + 0c fiir ein ¢ € C,,41. Dann gibt es ein V' € B,y mit p(t/) = ¢
und aus der Kommutativitit des Diagramms folgt, dass p(b+ 9b') = p(b) + p(ob') =
¢+ 0b(p') = ¢+ d¢. Nachdem 9(p + OV') = 0b sind wir beim gleichen Element in
B, 1 gelandet wie oben.

(2) Wenn wir ein anderes Element in B, gewéhlt hitten, dann wére dieses von der
Form b+i(a’). Dann gilt aber d(b+i(a’)) = 0b+0(i(a’)) = 0b+i(0d") = i(a+ 0d’).
Nachdem [a] = [a + 0d/] &ndert sich die Homologieklasse nicht.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
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Behauptung. Die Abbildung
On: Hy(C) — H,1(A)

ist ein Homomorphismus.

Es seien also [¢1] und [co] gegeben. Fiir j = 1,2 wihlen wir dann b; wie in der Definition
von O, und wir bezeichnen mit a; das eindeutig bestimmte Element mit i(a;) = 0b,;. Dann
gilt auch p(bl + bg) = + ¢ und i(al + CLQ) = i(al) + i(ag) = 8b1 + 8b2 = 8(61 + bg)
Also folgt, dass O[ci + co] = [a1 + az] = [a1] + [az] = O[c1] + O[cz]. Wir haben damit die
Behauptung bewiesen.

Behauptung. Die Abbildungen
o= Hy(A) S Hy(B) 5 H(C) S Hyy(A) S Hyy(B) S .
bilden eine exakte Sequenz.

Wir untersuchen die Exaktheit an den drei Gruppen H,,_1(A), H,(B) und H,(C).

(A) Es sei zuerst [c] € H,(C). Wir wollen zeigen, dass i(0[c]) = 0. Wir wéhlen b mit
p(b) = ¢ und bezeichnen mit a € A,_; das Element mit i(a) = 0b. Dann ist
1(0le]) = i([a]) = [9] = 0 € Hp1(B).

Sei nun [a] € Ker(i,). Dann ist i(a) = 0b fiir ein b € B,,. Es folgt dann sofort aus
den Definitionen, dass d[p(b)] = [a].

(B) Aus poi =0 folgt auch p, oi, =0, d.h. ITm(i,) C Ker(p.).

Sei umgekehrt b € Ker(p,). Dann ist p(b) = 0c¢ fiir ein ¢ € C,41. Nachdem p
surjektiv ist, gibt es ein b’ € B,y mit p(V') = . Aus der Kommutativitit folgt,
dass p(0b') = Op(V') = Oc’ = p(b). Es folgt also, dass p(b—0b') = 0, d.h. b—0b = i(a)
fiir ein @ € A,,. Dann folgt aber, dass [b] = [b — V'] = [i(a)] € Im(i,).

(C) Es sei [b] € H,(B). Wir miissen zeigen, dass dp.([b]) = 0. In der Bestimmung von

Op.([b]) wéhlen wir b € B. Nachdem 0b = 0 folgt sofort, dass dp.([b]) = 0.
Zum Abschluss sei [¢] € Ker(0: H,(C) — H,-1(A)). Wir wihlen b € B, mit
p(b) = c¢. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes a € A,,_; mit i(a) = 0b. Nachdem
[a] = Jlc] = 0 € H,—1(A) gibt es ein ¢’ € A, mit da’ = a. Dann folgt, dass
d(b —i(d)) = 0b— 0i(a') = 0b—i(0d') = Ib —i(a) = 0, d.h. b —i(d’) ist ein
Zykel. Andererseits gilt p(b —i(a’)) = p(b) — (poi)(a’) = p(b). Wir sehen also, dass
p+([b —i(a')]) = [c].

Wir haben damit die Behauptung und damit auch den Satz bewiesen.

Wir bezeichnen im Folgenden

oo Hy(A) S Ho(B) B Ho(C) D Hy 1 (A) — .

als die zu '
05 A, 5B, 5C, -0

zugehorige lange exakte Sequenz. )
Den Beweis vom folgenden Lemma iiberlassen wir als freiwillige Ubungsaufgabe.
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Lemma 4.7. Es sei

0 A —-p . 0
ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, wobei die horizontalen Sequenzen ex-

akt sind. Es seien O, : H,(C) — H,_1(A) und 0,: H,(C") — H,_1(A") die Abbildungen
aus dem Beweis von Satz[{.6} Dann kommutiert folgendes Diagramm:

= Ho(A) = Ho(B) == Hy(C) —2= Hy 1 (A) — -

ek
. Hn(A')LHn(B’)LHn(C’)—a> (A
Im Hinblick auf das Lemma sagt man oft, dass die lange exakte Sequenz von [4.6] natirlich

ist. Die lange exakte Sequenz ist nicht ‘irgendeine’ lange Sequenz, sondern sie verhélt sich
gut unter Abbildungen zwischen kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen.

4.4. Relative Homologiegruppen. In diesem Kapitel werden wir die relativen Homo-
logiegruppen einfiihren, welche eine wichtige Rolle im Beweis von Satz 1] und auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung spielen werden.

Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Wir kénnen dann C,,(A)
als Untergruppe von C,,(X) betrachten und wir definieren

Ch(X,A) = Ch(X)/CL(A).

Wir betrachten nun die Randabbildung
On: Cr(X,A) — C1(X,A)
[c] +—  [Onc].
Diese Abbildung ist wohl-definiert, nachdem fiir alle ¢ € C,(A) C C,(X) der Rand Jc in
Cn-1(A) C C,_1(X) liegt. Nachdem 0,,_1 0 0,: C,(X) — C,_2(X) die Nullabbildung ist
folgt auch, dass 0,1 0 0, : C,(X, A) = C,, (X, A) die Nullabbildung ist. Wir sehen also,
dass
O (X, A) 2 (L, A) 2 0 (X A) 2

ein Kettenkomplex ist. Wir definieren nun die relative Homologie von (X, A) wie folgt:

H,(X,A):= H,(Ci(X, A)).

Wir betrachten nun zwei Spezialfille:

(1) Wenn A = (), dann ist C,,(A) = 0 und C,,(X, A) = C,,(X), d.h. H,(X,0) = H,(X).
Wir werden im Folgenden ohne Kommentar zwischen diesen beiden Gruppen hin-
und herwechseln.
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(2) Wenn A = {a} nur aus einem Punkt a besteht, dann werden wir in den Ubungen
zeigen, dass es dann fiir jedes n einen Isomorphismus

(4.1) 0,X = H,(X,{a})
gibt.

Es sei nun f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren, d.h. eine Abbildung f: X —

Y mit f(A) C B, dann induziert f Abbildungen
for Hy(X,A) — H,(Y,B)
[Zf:l a;o;] — [Zf:l a;(o; o f)].

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Abbildung wohl-definiert ist.

Wir bezeichnen nun mit i: C,(A) — C,(X) die Inklusionsabbildung, und wir bezeich-

nen mit p: Cp(X) — C,(X,A) die Projektionsabbildung. Es folgt dann sofort aus den
Definitionen, dass

0 Cu(A) 5 Cu(X) B Cu(X, 4) =0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen bildet.
Aus dem Beweis von Satz erhalten wir daher folgenden Satz.

Satz 4.8. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Fir jedes n
betrachten wir die Abbildung

O,: H, (X, A)
S aio: A = X

Dann bilden die Abbildungen
o Ho(A) S Hy(X) 25 Hy(X, A) S Hyy(A) > ..

eine exakte Sequenz.

n 1(A)

— H,_
— Zleai[&n].

20Ein topologisches Paar ist ein Paar (X, A), wobei X ein topologischer Raum ist und A ¢ X. Wir

nennen die Kategorie R mit
Ob(P) := alle topologischen Paare (X, A),
Mor((X, o), (Y,90)) := alle stetigen Abbildungen (X, A) — (Y, B)

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen Paare. Dann definieren
fiir jedes n die Abbildungen (X, A) — H,(X,A) und (f: (X, A) = (Y, B)) — (f«: Ho(X,A) = H,(Y, B))
einen Funktor von der Kategorie der topologischen Paare zur Kategorie der Gruppen.

2T Wir sagen, dass zwei Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B) homotop sind, wenn es eine stetige Abbildung

F: X x[0,1]=Y
gibt, so dass
F(z,0) = f(z) und F(z,1) = g(z) fir alle z € X, und f(a) € B fiir allea € A und ¢ € [0, 1].

In Ubungsblatt 3 werden wir sehen, dass homotope Abbildungen die gleichen Abbildungen
fusgs: Hy(X, A) = H, (Y, B) induzieren.

28Man muss sich dabei kurz iiberlegen, warum die Projektionsabbildungen eine Kettenabbildung
C(X) — C.(X, A) definieren.
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Die Aussage von diesem Satz dhnelt nun schon der Aussage von Satz [AIl Wir miissen
nun also ‘nur’ noch den Zusammenhang zwischen den Gruppen H, (X, A) und H,(X/A)
heraus arbeiten. Diese beiden Gruppen werden nicht nur &hnlich bezeichnet sondern auch
ghnlich definiert, in beiden Fiéllen ‘ignoriert man was in A liegt’. Um diese Idee prizise zu
machen, miissen wir allerdings im néchsten Kapitel noch einiges arbeiten.

Bemerkung. (1) Essei X ein topologischer Raum und A C X eine nichtleere Teilmenge.
Dann gibt es auch eine lange exakte Sequenz
(4.2) o Ho(A) 5 Hy(X) 2 Hy(X,A) S Hyi(A) — ..

(2) Die Aussage von Satz 4.8 kann man noch etwas verallgemeinern. Es sei dazu X ein
topologischer Raum und es seien A C B C X Teilmengen. Fiir jedes n betrachten
wir dann die Abbildung

On: Hy(X,B) — H, 1(B,A)
S afoi AT = X] = Y8 4,00,
In Ubungsblatt 3 werden wir dann zeigen, dass
oo Hy(ByA) S Hy (X, A) 2 Hy(X,B) S Hy (B, A) — ...
eine exakte Sequenz bildet. Diese exakte Sequenz wird die exakte Sequenz des Tripels

(X, B, A) genannt.

4.5. Der Ausschneidungssatz. Um einen Zusammenhang zwischen den Gruppen H,, (X, A)
und H,,(X/A) herzustellen benétigen wir den sogenannten Ausschneidungssatz.

Satz 4.9. (Ausschneidungssatz) FEs sei X ein topologischer Raum und es seien Z C
A C X Teilmengen, wober der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Dann
induziert die Inklusion (X \ Z, A\ Z) — (X, A) fir jedes n einen Isomorphismus

H,(X\Z,A\Z) - H,(X, A).

Der Satz besagt also insbesondere, dass wenn wir bei (X, A) im Inneren von A eine
geschlossene Teilmenge Z ausschneiden, dann dndert dies nichts an der relativen Homologie.

Bevor wir uns dem Beweis vom Ausschneidungssatz zu wenden, zeigen wir zuerst, dass
wir nun folgenden Satz beweisen konnen.

29Dies zeigt man wie folgt: fiir einen topologischen Raum X bezeichnen wir mit C, (X) folgenden Ket-
tenkomplex:

S (X)) E 0 (X) D 0o(x) S Z >0,
die Homologie davon ist dann gerade die reduzierte Homologie von X. Fiir A C X nichtleer ist dann
0— Cu(A) = Cu(X) — CX,A)—=0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und erhalten aus Satz die gewiinschte lange exakte
Sequenz.
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X\ Z

H,(X\Z A\ 2)

ABBILDUNG 11. Skizze zum Ausschneidungssatz.

Satz 4.10. FEs sei X ein topologischer Raum und A C X eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge mit folgender Eigenschaft:

(x) Es gibt eine offene Umgebung U von A in X, so dass A ein Deformationsretrakt
von U 1ist.

Dann induziert die Projektionsabbildung p: (X, A) — (X/A, AJA) einen Isomorphismus
H, (X, A) = H,(X/A, AJA).

Dieser Satz, zusammen mit der langen exakten Sequenz in (42)) und der Beobachtung in
(A1), dass H,(X/A, AJA) = H,(X/A), ergibt uns nun einen Beweis fiir Satz .11

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm

(4.3) H,(X, A) H,(X,U) Hy(X\ AU\ A)

lp* lp* lp*

H,(X/A,AJA) — H,(X/A,UJ/A) <— H,(X/A\ AJA,U/A\ A/A),

hierbei sind die horizontalen Abbildungen, welche von Inklusionen von Paaren induziert
sind. Links ist also die Abbildung, welche uns interessiert. Wir haben dann von links
kommend zuerst ‘A auf U vergréfert’” und dann ‘A ausgeschnitten’. Die rechte vertikale
Abbildung ist ein Isomorphismus weil

X\ A=X/A\ A/Aund U\ A=U/JA\ A/A,

d.h. p ist die ein Homéomorphismus im Komplement von A.
Wir wollen nun zeigen, dass auch die linke vertikale Abbildung ein Isomorphismus ist.
Dies folgt nun aus der Kommutativitéit von (43]) und aus der folgenden Behauptung:

Behauptung. Alle horizontalen Abbildungen sind Isomorphismen.
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Es folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass die beiden horizontalen Abbildungen auf der
rechten Seite Isomorphismen sind. Um zu zeigen, dass die horizontale Abbildung links oben
ein Isomorphismus ist betrachten wir folgendes kommutative Diagramm

HH(A) - HH(X) - HN(Xa A) - n—l(A) - n—l(X)

A | | |

Hy(U) — Hp(X) — Ho(X,U) — Hyp i (U) — Hy1(X),

wobei die vertikalen Abbildungen durch die Inklusionen induziert sind, und die horizontalen
Sequenzen die langen exakten Sequenzen der Paare (X, A) und (X, U) sind. Die zweite und
die fiinfte vertikale Abbildung sind offensichtlich Isomorphismen. Die erste und die vierte
Abbildung sind Isomorphismen, weil A ein Deformationsretrakt von U ist. Bd. Es folgt jetzt
aus dem Fiinfer-Lemma , dass auch die mittlere vertikale Abbildung ein Isomorphismus
ist.

Ganz genauso zeigt man nun auch, dass die horizontale Abbildung links unten ein Iso-
morphismus [*] ist. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. O

4.6. Der Beweis vom Ausschneidungssatz: Die Idee. Wir sind immer noch nicht
mit dem Beweis von Satz [Tl fertig, wir miissen noch den Ausschneidungssatz beweisen. In
diesem Kapitel wollen wir kurz die Idee fiir den Beweis vom Ausschneidungssatz erarbeiten.
Wir werden den Beweis dann im darauf folgenden Kapitel ausarbeiten.

Es sei also X ein topologischer Raum und es seien Z C A C X Teilmengen, wobei der
Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Wir wollen dann zeigen, dass die Inklusion
(X\Z,A\ Z) — (X, A) einen Isomorphismus

H,(X\Z A\Z)— H,(X,A)
induziert. Versuchen wir mal zu beweisen, dass die Abbildung H,(X\Z, A\Z) — H,(X, A)
surjektiv ist. Wir nehmen also ein Element in H,,(X, A) und wéhlen einen Représentanten
> aio; wobei 0;: A" — X, i =1,...,r singuldre n-Simplizes in X sind.

Eine erste einfache Beobachtung ist, dass wenn die singuldren n-Simplizes o4, ..., 0, in
X\ Z liegen sollten, dann liegt natiirlich ", a;0; im Bild von H,,(X\Z, A\Z) — H,(X, A).

30T den Ubungen werden wir folgende leichte Aussage beweisen: Es sei B C Y ein Deformationsretrakt,
dann induziert die Inklusion i: B — Y fiir jedes n einen Isomorphismus i.: H,(B) — H,(Y)
31 .
Es sei

A—tep oot .p_t.op

O R (I
A R Ry R

ein kommutatives Diagramm, wobei die horizontalen Sequenzen exakt sind. Das ‘Fiinfer-Lemma’ besagt,
dass wenn a injektiv ist, wenn b und d Isomorphismen sind, und wenn e surjektiv ist, dann ist ¢ ein
Isomorphismus. Dieses Lemma wird in Ubungsblatt 3 bewiesen.

32Hierbei verwenden wir implizit, dass A/A ein Deformationsretrakt von U/A ist. Warum ist dies der
Fall?
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Eine zweite, etwas genauere Beobachtung ist, dass die singuldren n-Simplizes, welche ganz
in A liegen, keine Rolle in C,(X,A) = C,(X)/C,(A) spielen. Fassen wir diese beiden
Beobachtungen zusammen, dann erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 4.11. Es sei ein Zykel ¢ = Y ., a;0; in X gegeben, so dass jedes o; ganz in A

oder ganz in X \ Z liegt. Dann liegt [c] im Bild von H,(X \ Z, A\ Z) — H,(X,A).

Nicht jeder Zykel in C,,(X) ist von der Form wie in dem Lemma gefordert, aber, wenn wir
jeden singuldren Simplex in einer singuldren Kette > . | a;0; geschickt unterteilen, dann

man erreichen, dass jeder singuldre Simplex ganz in A oder ganz in X \ Z liegt.

1-Simplex o in X

\\\\\
§N@$

Unterteilung von o, so dass jeder
Teilsimplex ganz in A oder
in X\ Z liegt

ABBILDUNG 12. Idee vom Beweis vom Ausschneidungssatz.

4.7. Der Beweis vom Ausschneidungssatz: Die Ausfiihrung. In diesem Kapitel wer-
den wir nun die vage Idee vom letzten Kapitel in einen sauberen Beweis vom Ausschnei-
dungssatz umarbeiten.

Es sei also wiederum X ein topologischer Raum. Eine Uberdeckung von X ist eine Familie
U = {U;}ier von Teilmengen von X, so dass

X = Jnt(Uy).
el

Wir betrachten nun folgende Untergruppe von C,,(X):

k
CY(X):= {Z ajo; | fir jedes j gibt es ein U; € U, so dass Im(o;: A" — X)) in Uj; liegt} :

j=1
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Es ist nun einfach zu sehen, dass die Einschrinkung der Randabbildung 0, : C,,(X) 9,

Cp_1(X) auf CY(X) eine Abbildung 9,: CY(X) & CY_(X) definiert. Nachdem diese
Abbildung die Einschrankung der iiblichen Randabbildung ist, folgt insbesondere, dass die
Verkniipfung 9, 0 0p41: CY, (X)) RN CY | (X) die Nullabbildung ist. Wir schreiben nun

HY(X) = H,((C¥(X),0.))
= Ker{d,: C4(X) 5 CY (X)}/ In{0,ea: CY,, (X) 5 CH(X)}.

Die Homologiegruppen HY(X) sind also definiert durch singulire Ketten, welche ‘klein’
sind, in dem Sinne, dass das Bild von jedem singuldren Simplex in einem U; liegt.

Der folgende Satz besagt nun, dass wir die Homologie eines topologischen Raums auch
durch solche ‘kleine’ singulidre Ketten bestimmen kénnen. Dies ist die Grundlage fiir die
‘divide et impera’ Verfahren, welche die Berechnung von Homologiegruppen moglich ma-
chen.

Satz 4.12. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {U;}icr eine Uberdeckung von
X. Dann ist die Inklusionsabbildung

C%(X) — C.(X)

eine Kettenhomotopiedquivalenz, insbesondere induziert diese Abbildung fiir jedes n einen
Isomorphismus

HY(X) S H,(X).

Die Idee vom Beweis von Satz [£.12] ist wie im schon vorherigen Kapitel beschrieben:
Wir wollen jeden singuldren Simplex o: A™ — X systematisch so in kleinere Simplizes
AL, ..., A} zerlegen, dass das Bild von jedem singuldren Simplex A; in einem U; € U liegt

(siche Abbildung [[3 fiir den Fall n = 2.)
Um diese Idee auszufiithren miissen wir allerdings noch einige Begriffe einfiihren.

(1) Wir bezeichnen mit By, := (;15,..., 717) € A" den Schwerpunkt, oder das Bary-
zentrum vom Standard n-Simplex A”.
(2) Fiir einen singuliiren (I)-Simplex p : Al — AP betrachten wir den singuliiren (I +1)-

Simplex K (1), welcher wie folgt definiert ist:

K(u): AR AF
(to, .., tigr) = plto,...,t) - (L —ti41) + B - tigr.

Der k-Simplex K (u) entspricht also dem ‘Kegel’, welcher von dem singuléren [-
Simplex g und dem Punkt By gebildet wird. Wir setzen dann K linear fort als
Abbildung Cj(A*) — Cp1(AF). Wir bezeichnen dies Fortsetzung ebenfalls mit K
und nennen K die Kegelabbildung.

(3) Wir definieren nun induktiv eine Abbildung u,: C,(A¥F) — C,(AF) wie folgt:
(a) ug: Co(AF) — Co(AF) ist die Identitéit.
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)
AN

A

Summe von sechs

singulédrer Simplex singuléiren Simplizes

ABBILDUNG 13. Baryzentrische Zerlegung eines singuldren Simplex.

(b) Wenn w,_; : C,_1(A*) — C,_1(A¥) schon gegeben ist, dann definieren wir
U Cp(AF) — C,(A*) wie folgt:

Co(AF) —  C,(AF)

Sao = (1Y K| o
=1

Wir bezeichnen dann w,, als Unterteilungsabbildung.
(4) Wir wollen nun die Unterteilungsabbildung auch fiir singuldre n-Simplizes in einem
beliebigen topologische Raum definieren. Wir machen dazu zuerst die Beobachtung,
dass ein singuldrer n-Simplex o: A™ — X auch gegeben ist durch o oidan: A" d,



50 STEFAN FRIEDL

Baryzentrum B, von A2

ABBILDUNG 14. Hlustration der Kegelabbildung.

A" — X. Anders ausgedriickt, 0 = 0,(idan). Wir betrachten daher nun

un: Cr(X) — Cu(X)
Yag-(op: A" =5 X) = > ar- (07)s(up(idan)).
=1 =1 ET(,A—")/

7

ECn(X)

Die Abbildung uy wird in Abbildung [T fiir den Fall n = 1 und in Abbildung
fiir den Fall n = 2 illustriert, allerdings ohne auf die Orientierungen und Vorzeichen

einzugehen.
Etwas vereinfacht sind die Unterteilungsabbildungen also wie folgt gegeben:

(1) Die singuldren 0-Simplizes bleiben unveréndert.

(2) Die singulédren 1-Simplizes werden halbiert in zwei 1-Simplizes mit ‘entgegengesetz-
ter Orientierung’ und entgegengesetztem Vorzeichen.

(3) Der Rand des Standard 2-Simplizes A? besteht aus drei 1-Simplizes, diese werden
in jeweils zwei 1-Simplizes unterteilt, und wir setzen diese Unterteilung vom Rand
von A? durch ‘Kegelbildung” auf eine Unterteilung von A? in sechs 2-Simplizes fort.
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c Jc — K (up(0c))
ABBILDUNG 15. Illustration der Unterteilungsabbildung.

(4) Induktiv gibt uns eine Zerlegung des Randes vom Standard n-Simplex A™ in kleinere
(n — 1)-Simplizes durch Kegelbildung auch eine Unterteilung von A™ in kleinere n-
Simplizes.
Wir erhalten jetzt folgendes Lemma.

Lemma 4.13. Es sei X ein topologischer Raum, dann bilden die Abbildungen
U Cp(X) = Cp(X)
eine Kettenabbildung, welche kettenhomotop zur Identitdt ist.

Beweis. Die Tatsache, dass die Abbildungen u,,: C,(X) — C,(X) eine Kettenabbildung
bilden zeigt man durch nachrechnen. Nachdem dies wenig erhellend ist, verweisen wir auf
den Beweis von Lemma 31.1 in Munkres: Elements of Algebraic Topology. Die Aussage folgt
aus der geschickten induktiven Definition der Unterteilungsabbildungen und wird auch in
Abbildung ([I3)) illustriert.

Wir wollen nun noch zeigen, dass die Kettenabbildung (u,),en kettenhomotop zur Iden-
titdt ist. Wir miissen also Abbildungen P,: C,,(X) — C,11(X) finden, so dass fiir jedes n
gilt:

0n+1OPn+Pn_108n:un—id.
Wir betrachten dazu wiederum zuerst den Fall X = AF. Wir verwenden dabei die Konven-
tion, dass C_;(X) = 0, und dass P_; : C_1(AF) — Cy(A*) die Nullabbildung ist. Nehmen
wir an, wir hdatten schon Abbildungen P_q,..., P,_; mit den gewiinschten Eigenschaften
gefunden. Es sei nun o: A" — AF ein singulérer n-Simplex. Wir wollen nun einen singulire
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(n 4+ 1)-Kette E, mit 0E, = (u, —id—P,_; 0 0)(¢) finden, um dann spater P, durch
o+~ P,(0) := E, zu definieren.
(1) Wenn n = 0, dann folgt aus uy = id, dass
(P10, — uy, —id) (0) = (ug — id)(0) = 0 € Co(A*)

und wir setzen E, :=0 € C;(AF).
(2) Wenn n > 0, dann ist (P,_,0, — u, — id) (¢) € C,(AF) ein Zykel. In der Tat, denn
0(Pp-10y —u, —id) (o) = 0P,_100 — up_100 — do =
= (0Py1 —uy_1 —0)(0o) = P, 2000 = 0.

=Pp—20

Hierbei haben wir verwendet, dass die Unterteilungsabbildungen Kettenabbildungen
sind. Aus H,(A¥) = 0 folgt dann, dass es ein E, € C,,1(A*) mit d(E,) = (P,_10,—
Up—1 — id) (o) gibt.
Wir bezeichnen jetzt mit P,: C,(A*) — C,,1(AF) die Abbildung, welche jedem singuliren
n-Simplex o das Element E, € C,1(AF) zuordnet. Es folgt dann aus der Wahl der E,,
dass
Ops10P,+ P, 100, =u, —id

als Abbildungen C,(A*) — C,(AF).

Wir verwenden nun den gleichen Trick wie zuvor, um aus diesen Kettenhomotopien
P,: Ch(AF) = Cpyi(A*) auch Kettenhomotopien B, : C,,(X) — C,11(X) zu konstruieren.
Genauer gesagt, wir betrachten nun

Py Co(X) = Copr(X)
l:z:lal : (O'l AT — X) — l:zjlal : (O’l)*(Pn(idAn)).

Man sieht nun leicht, dass diese Abbildungen eine Kettenhomotopie von den Unterteilungs-
abbildungen zur Identitét definiert. O

Wir bezeichnen nun mit u]' die m-fache Verkniipfung von w,: C,(X) — C,(X). In
Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass die Kettenabbildungen (u/") fiir m > 1 ebenfalls
kettenhomotop zur Identitét sind.

Wenn o: A" — X ein singulidrer n-Simplex ist, dann sind die Bilder der singulédren
n-Simplizes, welche in u, (o) auftauchen offensichtlich ‘kleiner’, und durch mehrfaches an-
wenden von der Unterteilungsabbildung kann man diese Bilder ‘beliebig klein’ machen.
Eine prizise Aussage davon, was ‘beliebig klein’ heiflen soll, ist hierbei in folgendem Lem-
ma gegeben:

3310 Ubungsblatt 4 zeigen wir folgende Aussage: Wenn f,g: Cy — D, kettenhomotope Abbildungen
und z,y : D, — X, kettenhomotope Abbildungen sind, dann sind auch z o f und y o g kettenhomotope
Abbildungen sind. Wir wenden diese Aussage nun induktiv auf den Spezialfall f = u,,, * = u* sowie g = id,

y =id an.
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Lemma 4.14. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {U;}Yier eine Uberdeckung
von X. Zu jedem singuldren n-Simplex o: A™ — X g¢ibt es ein m, so dass fiir

N
uzl(o’) - Z a;oyj,
j=1

gilt, dass das Bild von jedem o im Inneren einer der Mengen U; liegt, d.h. so dass u'(o) €

CU(X).

Beweis. Das Lemma wird explizit als Theorem 31.3 von Munkres: Elements in Algebraic
Topology bewiesen oder auch implizit in Hatcher: Algebraic Topology Seite 119-123 gezeigt.
Wir wollen nur kurz die zwei Hauptschritte im Beweis von Lemma E.14] skizzieren:

(1) Fiir eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge A C R™ bezeichnen wir mit d(A)
den Durchmesser von A, d.h. die kleinste [’] reelle Zahl d, so dass es ein z € R"
gibt, so dass A im d-Ball um x enthalten ist. Der Durchmesser ist also der kleinste
Radius einer Kugel, in welche A reinpasst. Man kann nun leicht zeigen, dass wenn
wir den Standardsimplex A™ baryzentrisch m-fach unterteilen, dann gilt fiir jeden

Teilsimplex AI', dass
n m
AT) = ~d(A"™).
aan = (1) aan

Der Durchmesser der Teilsimplizes schrumpft also gegen Null.
(2) Es sei K C R eine kompakte Teilmenge und {V;};cy eine Uberdeckung von K. In
Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass es ein A > 0 gibt, so dass es fiir jedes z € K
ein i € I gibt, so dass By(z) C V;.
Es geniigt offensichtlich die Aussage von Lemma T4 fiir einen singuldren n-Simplex
o: A" — X zu beweisen. Wir wenden dazu (2) auf K = A" und V; := o }(U;),i € I
an und erhalten ein A > 0. Aus (1) folgt nun, dass es ein m gibt, so dass der Durchmes-
ser eines Simplizes in der m-baryzentrischen Unterteilung von A™ einen Durchmesser < A
besitzt. Dieses m hat dann die gewiinschte Eigenschaft. O

Wir konnen nun Satz 4.12] beweisen.

Beweis von Satz[{.13 Es sei X ein topologischer Raum und es sei U = {U}icr eine
Uberdeckung von X. Wir zeigen nun nur die etwas einfachere Aussage, dass die Inklu-
sionsabbildung CY%(X) — C,(X) fiir jedes n einen Isomorphismus

i HY(X) S H,(X)
induziert.

34 Warum gibt es eine kleinste solche Zahl?
35Der Beweis der Aussage, dass die Inklusionsabbildung

i: C%(X) = C.(X)
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o

Wir zeigen zuerst, dass i,: HY(X) — H,(X) surjektiv ist. Es sei dazu a € H,(X)
gegeben. Wir wihlen einen Zykel ¢ = >""_ a,0; € C,(X), welcher a € H,(X) représentiert.
Es folgt aus Lemma [£.14], angewandt auf die singuldren n-Simplizes oy, ..., 0., dass es ein

m € N gibt, so dass u™(c) € C¥(X).
Es folgt aus Lemma .13 dass es eine Kettenhomotopie Py: Cx(X) — Cry1(X), k € N
gibt, so dass
8Pk+Pk_18k :u? —id.
Wir erhalten also, dass
uy'(c) = c+ P,_10,(c) + 0P, (c) = ¢+ 0P, (c),

d.h. i, ([u™(c)]) = [u™(c)] = [c] = a. Wir haben also gezeigt, dass i,: HY(X) = Hy(X)
surjektiv ist.

Ganz dhnlich zeigt man nun auch, dass i,: H4(X) — H,(X) injektiv ist. In der Tat,
es sei [c] € HY(X) ein Element, so dass [c] = 0 € H,(X). Dann gibt es ein e € Cp,41(X)
mit de = c. Aus Lemma E.14] folgt dann wiederum, dass es ein m € N gibt mit ), ,(e) €
CY,_,(X). Wir wiihlen dann wieder eine Kettenhomotopie P, zwischen den u}" und id. Dann
gilt, dass

c=0e=0(uy,,(e) — 0P,y1(e) — P,0e) = u,'0e — 0P, 0e.
(Hier haben wir verwendet, dass die Unterteilungsabbildungen Kettenabbildungen sind.)
Hierbei ist
(0P,)(0e) = (Pp—10 — id —u;' {)(0e) = —0e — u,'0e = O(—e — u,', ).
Wir sehen also, dass ¢ in der Tat der Rand eines (n + 1)-Simplizes in C¥, | (X) ist, d.h.
[c] =0 € HY(X). Wir haben also bewiesen, dass i,: HY(X) = H,(X) injektiv ist. O

Mithilfe von Satz [£.12] kénnen wir nun den Ausschneidungssatz beweisen.

Beweis vom Ausschneidungssatz. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Z C A C
X Teilmengen, wobei der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Wir setzen
B:=X\Z. Esistalso ANB = A\ Z. Dann ist U := {A, B} eine Uberdeckung von X,
d.h. X ist die Vereinigung von int(A) und int(B).

Wir betrachten nun folgendes kommutative Diagramm von Kettenabbildungen:

0 — Co(A) — PN X) — P (x) /0 (A) — 0

| l l

0 —— O(A) —— C(X) Co(X, A)

0.

eine Kettenhomotopiesiquivalenz ist wird in Ubungsblatt 4 teilweise ausgefithrt. Mithilfe der Unterteilungs-
abbildungen u', angewandt auf singuldre n-Simplizes anwendet, konstruiert man induktiv fir n =0,1,...
geeignete Abbildungen f,: Cp,(X) — CY(X). Hier kann das m von Simplex zu Simplex variieren. Das
schwierige dabei ist, die Abbildungen induktiv so zu wéhlen, dass man eine Kettenabbildung erhilt.
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Die horizontalen Sequenzen sind zudem kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen. Wir
machen zuerst die Beobachtung, dass die Inklusionsabbildungen

Cn(B,AN B) — CIABY(X)/C,(A)

Kettenabbildungen sind und zudem offensichtlichPq [somorphismen sind. Wir kénnen also
im obigen Diagramm den Kettenkomplex CA*?Y(X)/C,,(A) durch C, (B, AN B) ersetzen.

Wir betrachten nun die langen exakten Sequenz von Homologiegruppen, welche wir den
obigen kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen zuordnen kénnen. Aus Lemma [4.7]
erhalten wir dann folgendes kommutatives Diagramm

o Ho(A) — HMPYN(X) — Ho(B, AN B) > H,_(A) — Hy g (X) — -+

| | | | |

Aus Satz folgt, dass die zweite und fiinfte vertikale Abbildung ein Isomorphismus ist.
Nachdem die erste und vierte Abbildung offensichtlich ein Isomorphismus ist, folgt nun aus
dem Fiinfer-Lemma, dass die mittlere Abbildung ebenfalls ein Isomorphismus ist. O

Zum Abschlu formulieren wir noch eine Variation vom Ausschneidungssatz.

Satz 4.15. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Z C A C X Teilmengen. Wir
nehmen an, dass es eine Teilmenge U C Z ¢ibt, so dass der Abschluss von U im Inneren
von A enthalten ist, und so dass folgende Aussagen gelten:

(1) X\ Z ist ein Deformationsretrakt von X \ U
(2) A\ Z ist ein Deformationsretrakt von A\ U.

Dann induziert die Inklusion (X \ Z, A\ Z) — (X, A) fir jedes n einen Isomorphismus
H.(X\Z, A\ Z) = H,(X, A).

Beweis. Es folgt aus Satz .9, dass die Inklusion (X \ U, A\ U) — (X, A) fiir jedes n einen
Isomorphismus

H,(X\UA\U) = H,(X,A)

induziert. Es geniigt nun also zu zeigen, dass die Inklusion (X \ Z, A\ Z) — (X \U, A\ U)
auch fiir jedes n einen Isomorphismus

Ho (X \ Z, A\ Z) = H, (X \ U A\ U)

induziert.

36Warum?
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Wir betrachten dazu folgendes kommutative Diagramm:

Hy(A\ Z) — Ho(X\ Z) —= Hy(X \ Z, A\ Z) —= H,1(A\ Z) —= H, (X \ Z)

l l | | |

Hy (AN Z) — H\ (X \U) — Ho(X \U, A\ Z) — Hp 1 (A\ Z) — H, 1 (X \U)

| l | | l

Hy(A\U) — Hy (X \U) —= Hp (X \U, A\U) —= Hy 1 (A\U) — H, 1 (X \U)

Hierbei sind die horizontalen Sequenzen die langen exakten Sequenzen von den jeweiligen
Paaren von topologischen Rdumen und die vertikalen Abbildungen werden jeweils durch die
Inklusionen induziert. Im oberen Falle sind die erste und die vierte vertikalen Abbildungen
die Identitdt und die zweite und fiinfte vertikale Abbildung ist ein Isomorphismus, weil
X \ Z ein Deformationsretrakt von X \ U ist. Es folgt jetzt aus dem Fiinfer-Lemma, dass
die obere dritte vertikale Abbildung auch ein Isomorphismus ist.

Unter Verwendung der Voraussetzung, dass A\ Z ein Deformationsretrakt von A\ U ist
zeigt man nun auch ganz analog, dass die untere dritte vertikale Abbildung ein Isomorphis-
mus ist. U

Die Voraussetzungen klingen dabei umstédndlich, aber in ‘der Praxis’ sind diese in den
meisten ‘verniinftigen’ Féllen erfiillt. Ein typisches Beispiel ist dabei wie folgt gegeben:

X = 5",

A = {(S(Il, e ,S(Zn_H) e s | | < 0},
J = {(S(Il, L ,S(Zn_H) e s | Tpy1 < 0},
U = {(ZL’l, L ,ZL'n_H) e s | Tpy1 < —%}

Dann kann man leicht {iberpriifen, dass U die gewiinschte Eigenschaft besitzt, und es folgt
dann, dass
H,(X\Z,A\Z) = H,(X,A)

ein Isomorphismus ist.

4.8. Explizite Erzeuger von Homologiegruppen. Wir haben nun also den Ausschnei-
dungssatz bewiesen, damit auch Satz[.Il und daher insbesondere auch den Beweis geliefert,

dass
Z, wenn k =mn, und

Hy(5") = { 0, wenn k # n.
Wir haben also die Homologiegruppen der Sphéren bestimmt. In diesem Kapitel wollen wir
nun eine explizite singulire Kette bestimmen, welche ein Erzeuger von H,,(S™) ist.
Wir beweisen dazu als erstes ein Hilfs-Lemma. In dem Lemma bezeichnen wir mit 9A™
die Vereinigung aller Seitensimplizes von A", d.h.

OA™ := | J(to, ... ta) € A" [t; =0},
=0
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Wir kénnen nun also folgendes Lemma formulieren.

Lemma 4.16. Die Identititsabbildung id: A™ — A™ reprdsentiert einen Erzeuger von
H,(A" 0A™).

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach n. Die Aussage ist offensichtlich
richtig fiir n = 0 (siehe die Bemerkung nach Lemma 23)). Nehmen wir nun an, wir haben
die Aussage schon fiir n — 1 bewiesen.

Wir wollen nun also einen Zusammenhang zwischen den Gruppen

Hy (A", 0A™) und H,_, (A", 9A™ 1)

herstellen. Wir betrachten dazu
A= J{(to, ... . ta) € A" | t; = 0},
i=1

d.h. A ist die Vereinigung von allen Seitensimplizes von A™ bis auf den ‘untersten’ Seiten-
komplex. Wir fassen zudem im Folgenden auch R™ als Teilmenge von R"*! auf und damit
auch A" ! als Teilmenge von A™.

Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Wir betrachten die Abbildungen
(4.4) Ho (A", 0A™) S H,_{(0A™, N) &= H,_ (A", 0A™ ).

Hierbei ist die linke Abbildung die Randabbildung in der langen exakten Sequenz des
Tripels 9 (A", 0A™ A) und die rechte Abbildung ist durch die Inklusion induziert. Dann
gilt:

(1) Beide Abbildungen sind Isomorphismen.
(2) Esist O([idan]) = ix([idan—1]).

Wir betrachten zuerst die linke Abbildung. Es folgt aus der exakten Sequenz des Tripels
(A™, OA™ A), siehe Aufgabe 2 von Ubungsblatt 3, dass folgende Sequenz exakt ist:

Ho (A", A) 2 Hy(A",0A™) S H,_((0A™, A) 25 H, (A", A),

hierbei folgt leicht aus der Definition der Randabbildung, dass ([idan»]) = [idan-1]. In der
exakten Sequenz sind die relativen Homologiegruppen von (A” A) trivial, nachdem A ein

37Es ist offensichtlich, dass id ein Zykel in C, (A", dA™) ist. Zudem ist H, (A", dA™) = Z. In der Tat,
betrachten wir beispielsweise die langen exakten Sequens des Paares A™, 9A™):

H,(A") = H, (A", 0A™) & [, (0A™) — H,(A") —

Dann ist H,(A™) = 0 weil A" homotopiefiquivalent zu einem Punkt ist, und es ist H, (JA™) = Z, weil
OA"™ homoomorph zu S™ ist.

38Siche Aufgabe 2 von Ubungsblatt 3 fiir die Definition der langen exakten Sequenz eines Triples Z C
AcCX.
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OA?

IA?

ABBILDUNG 16. Die Inklusionsabbildungen (A", dA™) — (0A™, A) < (A" A" ).

Deformationsretrakt von A” ist. Wir sehen also, dass H,(A™, OA™) RN H,_1(0A", A) ein
[somorphismus ist.
Wir wenden uns nun der rechten Abbildung zu. Wir betrachten dazu

k
A= J{(to, .- tn) € A|t; =0 und to > 0},
=1

die Menge A ist also das ‘Innere’ von A. Es folgt nun aus Satz BT, angewandt auf
X =0A", A=A und Z = A, P dass

Hy (A" OA™ ) = H, (DA™ \ A, A\ A™) 25 H,_1 (DA™, A)

ein Isomorphismus ist. Zudem gilt offensichtlich, dass i, ([idan-1]) = [idan-1].
Wir haben also bewiesen, dass beide Abbildungen in (4.4]) Isomorphismen sind, und dass

B([idan]) = [idan-1] = . ([idan-1]).
O

Indem wir den Standardhomdomorphismus von A!/9A! = S betrachten, erhalten wir
insbesondere aus Satz [4.10 und aus Lemma (.16 folgendes Korollar:

Korollar 4.17. Der singuldre 1-Zykel

o: Al — St
(t,1 —1t) > 2™

ist ein Erzeuger von Hy(S') = Z.

39Die Menge U ist dabei gegeben durch den Punkt (0,...,0,1). Man kann leicht zeigen, dass U die
gewiinschten Eigenschaften besitzt.
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Wir nennen im Folgenden den Erzeuger aus Korollar .17 den Standarderzeuger von
H,(S";Z). Etwas allgemeiner, wenn [ ein Intervall ist, dann ist die Inklusion S' x {z} —
St x I eine Homotopieiquivalenz und wir bezeichnen dann

o: A — StxIT
(t,1—1) — (e*™ 1)
als einen Standarderzeuger von Hy(S* x I; 7).
Wir wollen nun noch einen expliziten Erzeuger von H, (S™) fiir n > 1 finden. Wir be-
trachten dazu S™ als Vereinigung
ST=A"x1 U A" x 2,
SN—— S———
=:Aq =:Ao
wobei wir auf der rechten Seite fiir jedes © € OA™ jeweils den Punkt z x 1 mit z x 2
identifizieren. ] Wir bezeichnen nun mit A; auch die Abbildung
A" = A =A" x4
T = T X1

Wir kénnen nun folgendes Lemma formulieren.
Lemma 4.18. Die singulire n-Kette Ay — Ay ist ein Erzeuger von H,(A; U Ay).

Beweis. Wir stellen zuerst fest, dass aus dem Verkleben der Simplizes A; und A, folgt, dass
die Kette A; — Ay in der Tat ein Zykel ist, d.h. ein Element in H,(A; U Ay) repréisentiert.

Wir haben in Lemma gezeigt, dass die Identitatsabbildung A;: A" — A; einen
Erzeuger von H, (A1, 0A;) reprisentiert. Wir miissen also die Gruppen

Hn(Al U Ag) und Hn(Al, 8A1)

in Verbindung bringen.
Wir betrachten dazu die durch die Inklusionen induzierten Abbildungen

(4.5) H, (AU A 2 Hn(Ay U Ay, Ay) & Hy (A, OA,).

Es folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (A; U Ay, Ay) und aus ﬁk(Al) =0,
dass die erste Abbildung ein Isomorphismus ist. Die zweite Abbildung ist ebenfalls ein
Isomorphismus, denn es folgt aus dem Ausschneidungssatz in der Formulierung von Satz
T3], dass mit Ay = Ay \ OA, die Abbildung

H (AU Ao, Ay) = Hy (A U\ Ao, Ay \ Ay) &5 H, (A, 0A)

ein Isomorphismus ist.

40Der n-Simplex A™ ist natiirlich homdomorph zur n-dimensionalen Scheibe D™. Die n-Sphire erhilt
man dadurch, dass man die untere Hemisphére mit der oberen Hemisphére verklebt entlang des Randes,
oder eben, in dem man zwei Simplizes entlang dem Rand verklebt.
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Die durch die Inklusionen induzierten Abbildungen in (.3 sind also Isomorphismen.
Anderseits folgt leicht aus den Definitionen, dass

i([Ar = Ao]) = [Aq] =i ([[Ar — As]].
——— ———
eCn(A1UA2) eCn (A1)

Nachdem das Element auf der rechten Seite nach Lemma[ZT0 ein Erzeuger von H,, (A, 0A;)
ist, ist auch das Element auf der linken Seite ein Erzeuger von H, (A; U Ay).
O

5. DER ABBILDUNGSGRAD

Wir wissen nun, dass fiir n > 0 die Homologiegruppe H, (S™) isomorph zu Z ist. Wenn
f: 8™ — S™ eine Abbildung ist, dann ist die induzierte Abbildung f.: H,(S™) — H,(S™)
notwendigerweise die Multiplikation mit einem eindeutig bestimmten d € 7Z, welches wir
den Abbildungsgrad deg(f) von f (oder kurz, Grad von f) nennen.

In den Ubungsblatt 5 werden wir sehen, dass beispielsweise der Abbildungsgrad der
Abbildung

st St
z = 2"
gerade n betragt.
Wir fassen einige Eigenschaften vom Abbildungsgrad in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 5.1. Es seien f,g: S™ — S™ Abbildungen. Dann gilt:
(1) deg(idg) =1,
(2) wenn f nicht surjektw ist, dann gilt deg(f) =0,
(3) wenn f homotop zu g ist, dann folgt deg(f) = deg(g),
(4) deg(f og) = deg(f) - deg(g),
(5) wenn f die Spiegelung in einer Hyperebene ist, dann gilt deg(f) -1,
(6)

wenn f die Spiegelung im Ursprung ist, d.h. wenn f(x) = —f(x) fir alle z € S,
dann gilt deg(f) = (=1)"T1,

Beuweis. (1) Nachdem (idg»). = idpy,(sn(x)) erhalten wir, dass deg(idgn) = 1.
(2) Wenn f: S™ — S™ den Punkt P € S™ verpasst, dann betrachten wir

s s\ {P} 5 5"

wobei die letzte Abbildung die Inklusion ist. Die Abbildung H,(S™) — H,(S™)
faktorisiert dann durch H,(S™ \ {P}), aber diese Gruppe ist die triviale Gruppe,
nachdem S™ \ {P} = D" zusammenziehbar ist.

(3) Wenn f homotop zu g ist, dann folgt aus Satz B3], dass deg(f) = deg(g).

(4) Es gilt (fog)s = f«0gs, und daraus folgt sofor. dass deg(fog) = deg(f)-deg(g).

U Warum?
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(5) Wir konnen einen Homoomorphismus

STE YN AT X1 U A" x 2
A A
=147 =:A2

wéhlen, so dass die Spiegelung f gerade der Vertauschung h der beiden Kopien von
A" entspricht. In Lemma .18 hatten wir gesehen, dass x := [A; — As] ein Erzeuger
von H,(X") ist. Es gilt nun aber, dass

ho(@) = ha([Ar = Ao) = [R(A) = h(Aa)] = [Ag — Ay] = —a.

Die Abbildung h,, und damit auch f, ist also gerade die Multiplikation mit —1.
(6) Die Spiegelung im Ursprung ist die Verkniipfung von den Spiegelungen in den (n+1)-
Hyperebenen H; := {(t1,...,tps1) € R"™|t; =0},i=1,...,n+1. Die gewiinschte
Aussage folgt also aus (4) und (5).
0

Lemma 5.2. Es sei f: S™ — S" eine Abbildung, welche keinen Fixpunkt besitzt, dann gilt
deg(f) = (—=1)"*.

Beweis. Es sei f: S™ — S™ eine Abbildung, welche keinen Fixpunkt besitzt, d.h. fiir alle
x € S gilt f(z) # 2. Dann gl auch (1 —¢)f(z) # tx fiir alle ¢ € [0,1] und alle z € S™.
Wir kénnen daher die Abbildung

F:S"x[0,1] — &n

1=t/ (@)t
(@,8) = [ tal

einfithren. Diese Abbildung ist eine Homotopie zwischen den Abbildungen x +— f(z) und
x — —x. Es folgt also aus Lemma [5.1] (3) und (6), dass deg(g) = deg(—id) = (=1)"*1. O

Wir erinnern nun an mehrere Definitionen aus der Analysis IT und III. Es sei M C R"
eine Untermannigfaltigkeit und a € M. Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M
im Punkt P, wenn es eine stetig differenzierbare Kurve

v:(—g,e) = M
t — ()

gibt, so dass v(0) = P und 7/(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird
mit TpM bezeichnet. Wir nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P. Ein Vektorfeld
auf M ist eine Abbildung v : M — R", so dass v(P) € TpM fiir alle P € M. Wir sagen v
ist stetig, wenn die Koordinatenfunktionen von v stetig sind.

Beispielsweise hatten wir gesehen, dass der Tangentialraum einer Sphére wie folgt gege-
ben ist:

TpS" ={veR"™|P-v =0}

2Warum?
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Wir betrachten nun folgendes stetiges Vektorfeld auf den ungerad-dimensionalen Sphéren
S2k—1:
v: S R
(T1, 9, o, Top—1, W) > (=T, Ty, ., —Top, Topi1)-

Es gilt fiir alle P € S*71 dass P-v(P), d.h. v(P) liegt in der Tat im Tangentialraum
TpS?~1. Dieses Vektorfeld hat zudem die Eigenschaft, dass es iiberall nicht null ist. Im
Fall der 1-Sphire S! ist dies gerade das Vektorfeld, welches immer Linge 1 besitzt und
‘gegen den Uhrzeigersinn zeigt’.

Man kann sich nun fragen, ob es auch auf gerad-dimensionalen Sphéren stetige Vektor-
felder gibt, welche iiberall nicht null sind. Der folgende Satz besagt nun, dass dies nicht
moglich ist.

Satz 5.3. Jedes stetige Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit S** besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Es sei v ein stetiges Vektorfeld auf einer Sphére S™, welches iiberall nicht null ist.
Wir miissen zeigen, dass n geradzahlig ist. Wir betrachten dann das Vektorfeld
1
= v(x),
[o(z)]]
welches die Eigenschaft hat, dass zudem ||w(z)|| = 1 fiir alle x € S™. Wir betrachten zudem
folgende Abbildung

x = w(x):

F:8"x[0,1] — S"
(x,t) +— cos(mt)r + sin(mt)w(x).

Diese Abbildung nimmt in der Tat Werte in S™ an, denn aus w(z) -z = 0 und ||z| =
|w(z)|| =1 folgt, dass
(cos(mt)x + sin(mt)w(x)) - (cos(mt)z + sin(wt)w(z)) = cos(nt)?||z||* + sin(wt)?||w(z)||* = 1.
Die Abbildung F ist also eine Homotopie zwischen id und —id. Es folgt nun aus Lemma
B (1), (3) und (6), dass

1 = deg(id) = deg(—id) = (—1)"*,
d.h. n ist ungerade. l

Wenn n = 2, dann kann man die Aussage des Satzes gut veranschaulichen. Beispielswei-
se besagt der Satz, dass es auf der Erde immer einen Ort gibt, an dem kein Wind wehtf.
Zudem besagt der Satz, dass jeder stetig gekdmmte Igel (welcher sich zu einer Kugel zu-
sammengerollt hat) hat mindestens einen Glatzpunkt besitzt. Der Satz heifit deswegen
manchmal auch der ‘Satz vom Igel’.

43Hierbei gehen wir natiirlich davon aus, dass das Vektorfeld, welches durch die Windrichtung definiert
ist, in der Tat stetig ist.
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6. DIE MAYER—VIETORIS SEQUENZ UND IHRE ANWENDUNGEN

In diesem Kapitel werden wir die Mayer—Vietoris Sequenz einfithren. Diese spielt fiir die
Homologiegruppen die Rolle des Satzes von Seifert-van Kampen fiir Fundamentalgruppen.
Mithilfe der exakten Sequenz von Mayer—Vietoris kann man die Homologiegruppen von den
meisten topologischen Rdumen bestimmen.

6.1. Die Mayer—Vietoris Sequenz. Im folgenden Satz bezeichnen wir fiir eine Inklusion
C' C D von topologischen Rdumen die Inklusionsabbildung C' — D immer mit i¢.

Satz 6.1. (Mayer—Vietoris) Es sei X ein topologischer Raum und es seien A, B C X
Teilmengen, so dass X = int(A)Uint(B). Dann gibt es zu jedem n einen Homomorphismus
On: Hy(X) — H,_1(AN B), so dass

— H,(AN B) A28, i1 Ay & H,(B) 222 H(X) S H, ((ANB) = ...

eine lange exakte Sequenz bildet.

Die lange exakte Sequenz in Satz wird {iblicherweise die Mayer—Vietoris Sequenz
genannt.

Beweis. Die Aussage die wir beweisen miissen ist ganz analog zur Aussage von Satz[L.6l Wir
miissen also versuchen, diesen Satz geschickt anzuwenden. Zur Erinnerung, wir schreiben

CIABYX) :={a+Db|a € Cy(A) und b € C,,(B)}.
Die Inklusionen geben uns dann folgende Sequenz von Kettenabbildungen:
(6.1) 0 — C. (AN B) 4028108, o (A) g C,(B) 222, ciABY(X) - 0.
Behauptung. Die Sequenz (G.I]) von Kettenabbildungen ist exakt.

Es ist offensichtlich, dass die Abbildung i snp®—i4np injektiv ist, und dass die Abbildung
14+1ip surjektiv ist. Zudem ist die Verkniipfung dieser beiden Abbildung die Nullabbildung,
d.h. Im(ianp®—ianp) C Ker(ia+ip). Es verbleibt zu zeigen, dass Ker(ig+ig) C Im(isnp®
—iang). Es seien also

k !
D ai(fir A" — A) € C(A) und Y bi(gi: A" — B) € Cu(B)
i=1 =1
singulére Ketten, so dass das Bild unter 74 + ¢p verschwindet. Wir kénnen dabei ausge-

hen, dass die singuldren n-Simplizes fi,..., fr paarweise verschieden sind, und dass die
singuldren n-Simplizes g, ..., g, paarweise verschieden sind, und dass alle a; und b; von
null verschieden sind. Nachdem

k

1
i=1 1=1
muss sich jeder Term in der linken Summe mit einem Term in der rechten Summe wegheben.
Dies ist nur moglich, wenn (méglicherweise nach einer Umordnung der b;), firi =1,...,k
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gilt: a; = —b; und f; = g;, sowie k = [. Dann liegt das Bild von den f; unter anderem in
AN B, und es gilt

1 i=1

J J

k . z
(ianB ® —ianB) <Z a;(fi: A" — A)) =

i=1 i

~~ -~

€Cn(A) €Cn(B)

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Aus Satz erhalten wir nun fiir jedes n einen Homomorphismus

po: HYPHX) = H, (AN B),
so dass
— H,(AN B) 0282008, i1 (A) @ H,(B) 222 giABY(X) 2% H, (ANB) = ...
eine exakte Sequenz bildet. In Satz hatten wir zudem gesehen, dass die Inklusion
CIPHX) = Cu(X)
einen Isomorphismus
®,: HAPHX) S H,(X)

induziert. Fiir jedes n schreiben wir nun 9, := p, o ®-! und wir erhalten die gewiinschte

lange exakte Sequenz. U

Wenn man den Beweis von Satz genau studiert, dann kann man auch explizit sehen,
wie der Randoperator 0,,: H,(X) — H,(A N B) definiert ist. Wir fassen dies in einem
Lemma zusammen, den Beweis davon iiberlassen wir als freiwillige Ubungsaufgabe.

Lemma 6.2. Es sei X ein topologischer Raum und es seien A, B C X Teilmengen, so
dass X = int(A)Uint(B). Es sei x € H,(AN B). Dann gibt es a € C,,(A) und b € C,(B),
so dass a+ b ein Zykel ist mit x = [a + b]. Dann ist Ox = 0a = —0b.

Wir kénnen ganz dhnlich auch einen analogen Satz fiir die reduzierte Homologie beweisen
und erhalten folgenden Satz. Wir verweisen auf Seite 150 von Hatcher fiir Details.

Satz 6.3. (Mayer—Vietoris) Es sei X ein topologischer Raum und es seien A, B C X
Teilmengen, so dass X = int(A)Uint(B). Dann gibt es zu jedem n einen Homomorphismus
On: Hy(X) — H,_1(AN B), so dass

— H, (AN B) A28, 7 Ay & H,(B) 228 7,(X) S H, ((ANB) = ...

eine lange exakte Sequenz bildet.
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6.2. Die Homologiegruppen von RP% Wir wollen zuerst die Homologiegruppen des
2-dimensionalen projektiven Raums RP? bestimmen. Zur Erinnerung, der n-dimensionale
projektive Raum ist definiert als der Quotientenraum S™/{£1}, d.h. wir identifizieren x €
S™ mit —z. In der Topologievorlesung hatten wir gesehen, dass RP™ eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit 7 (RP™) = Z/2 ist. Wir wollen jetzt die Homologiegruppen im Fall
n = 2 bestimmen. Wir verwenden dabei die Beschreibung von R P2 als@

D?/ ~ wobei x ~y wenn x,y € S* und x = —y.

Wir bezeichnen im Folgenden mit p die Projektion D? — D?/ ~. Wir betrachten dann die
offenen Teilmengen

A:=p({veD*||jv]>1/4) und B:=p ({ve D*||jv] <3/4}).
Offensichtlich ist dann A U B = RP2. Hierbei ist Hy(A) = Hy(AN B) = Hy(B) = Hy(AU

A - a / a
v ! / !
x , X
i
B) = 0, nachdem alle Riume wegzusammenhingend sind. Zudem gilt [, (B) = 0, nachdem

B eine Scheibe ist. Die lange exakte Sequenz auf Satz ist also in unserem Fall von
folgender Form:

Hy(AN B) 5 Hy(A) S HyRP?) S H(AN B) 5 Hy(A) 5 Hi(RP?) — 0.

Um die Abbildungen zu verstehen betrachten wir nun noch folgende zwei singulédre 1-
Simplizes:

T Al — D?*/~ q @ Al — D?/~
(t,1—t) = Lermt UH (t,1—1t) — e

Der Simplex x durchlauft also einen vollen Kreis mit Radius % wéihrend der Simplex
a nur den oberen Halbkreis von Radius 1 durchlduft. Die Schnittmenge A N B ist ho-
motopiedquivalent zu S und es folgt nun aus Korollar L7, dass [z] ein Erzeuger von

“Die  Abbildung D? — 5% gegeben durch (z,y) ~— (z,y,/1— 22 —y?2) induziert einen
Homoomorphismus D?/ ~— S/ ~.
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H,(AN B) = Z ist. Man kann zudem leicht zeigen, dass A homotopiedquivalent zum ‘obe-
ren Kreisbogen’ ist , und dass daher [a] ein Erzeuger von H;(A) = Z ist. Die obere lange
exakte Sequenz ist also von folgender Form:

0 = Hy(RP?) = Z-[2] % Z - [a] — H (RP?) — 0.

Es verbleibt i,([x]) € Hi(A) = Z-[a] zu bestimmen. Der 1-Zykel z ist homolog zum 1-Zykel
', aber dieser ‘durchlduft’ zweimal a, d.h. [z] = [2'] = 2[a]. Wir erhalten nun also folgende
exakte Sequenz

0 — Hy(RP?) = Z % 7 — H(RP?) — 0.

Es folgt, dass Ho(RP?) = Ker{Z -3 7} = 0 und H,(RP?) = Coker{Z 3 7} = 7./2.

6.3. Die Homologiegruppen vom Torus und der Kleinschen Flasche. Versuchen

wir nun die Homologiegruppen des 2-dimensionalen Torus 71" auszurechnen. Wir identifizie-

ren dabei T mit S' x R/6Z. Wir schreiben jetzt A := S' x ([0,2) U (4,6]) C S* x R/6Z

und B := S! x (1,5). Dann iiberdeckt das Innere von A und B natiirlich den ganzen Torus.

Zudem schreiben wir C; := S x (1,2) und Cy := S' x (4,5). Es gilt also AN B = C; UC,.
Wir erhalten dann die folgende Mayer—Vietoris Sequenz

—~  HT) 2

5 1)
Hl(Cl) i, ey . Hl(A) ia+ip

0
— Hy(Cy) H(B) H(T) =
o
—1 1 —1 2 ia+i
_ Ho(Cl) C C . Ho(A> At+iB H(](T) Y

Hi(Cs) H,(B)

Fiir jedes Interval I und jeden Punkt x € I definiert nun (¢, 1 —t) — (e*™, z) einen Er-
zeuger von H;(S* x I). Wir verwenden jetzt diesen Erzeuger um die Gruppen H,(A), H,(B),
H,(Cy) und Hy(Cy) diese jeweils mit Z zu identifizieren. Fiir einen zusammenhéngenden
Raum definiert ein Punkt einen Erzeuger der nullten Homologiegruppe. Wir kénnen also die
nullten-Homologiegruppen von A, B, C} und C5 jeweils mit Z identifizieren. Wir erhalten

45Man kann zudem zeigen, dass A homdomorph zum Mébiusband M = [0,1] x [~1,1]/(0,y) ~ (1, —y)
ist, wobei der obere Kreisbogen gerade dem ‘Mittelkreis’ [0, 1] x 0 € M entspricht.
46Wir schreiben dabei

H;(Ch)

Hy(Cy) anstatt von H;(C) @ H;(C2) und Hi(4) anstatt von H;(A) @ H;(B).
i(C2

H;(B)

Der Grund ist, dass wir uns die direkten Summen als Spaltenvektoren vorstellen wollen, welche sich fiir die
Matrix-Schreibweise von Abbildungen anbieten.
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also dann die folgende Mayer—Vietoris Sequenz

0 = H(T) 2

Z _ch _ZCQ Z ta+ip
S

F)
- 7 H(T) =
(5 )
Z _ch _ZCQ Z ta+ip
— 7 7 - Z — 0.

Um Hy(T) und H,(T) zu bestimmen miissen nun also auch noch die Abbildungen verstehen.
Es folgt aus der Wahl der Identifikationen mit von den nullten und ersten Homologiegruppen
Z sofort, dass die Inklusionsabbildungen alle die Identitéit darstellen. D.h. wir erhalten
folgende lange exakte Sequenz:

0 — T 3

(1)
7, -1 -1 7 (11

-, ", > H(T) S
(1 1)
1 -1

’ % ’ % L =0

Es ist nun

)

HT)=Ker | 7 ~——5 2=z, -n=z

Wir erhalten dann folgende kurze exakte Sequenz F

54

0 — Coker g g — H{(T) — Ker

4TGanz allgemein gilt: wenn
e = Chp1 = Cp = Chg — ..

eine exakte Sequenz ist, dann sind auch
0 — Coker(Cpq41 — Cp) = Cp, = Cp—q ... sowie -+ — Cpi1 — Ker(C,, » Cp1) = 0

exakte Sequenzen. Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen.
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Hierbei ist sowohl die linke als auch die rechte Gruppe isomorph zu Z. Wir erhalten also
eine kurze exakte Sequenz

0—Z— H(T)—Z—0.

Es folgt@, dass H,(T) = Z?. Wir kénnen das Ergebnis nun in folgendem Lemma zusam-
menfassen.

Lemma 6.4. Es sei T' der 2-dimensionale Torus, dann gilt
Ho(T) = 7, H\(T) 2 Z* und Hy(T) = Z.

Wir wollen jetzt auch noch zwei Elemente von H;(7T) finden, welche Erzeuger der freien
abelschen Gruppe H,(T) = Z? sind. Es sei nun zum einen ¢ der Standarderzeuger von
H{(B) und es seien a und b die in Abbildung 7 angedeuteten singuldren 1-Simplizes in

¢ d
N\
7
/N A /N
N
/ )
N .
7
d wobei [d] = [a + b] c

ABBILDUNG 17. Der Torus mit der Uberdeckung A U B.

A und B. Dann ist a + b ein Zykel in X, und es folgt aus Lemma [6.2] dass das Bild von
[a + b] unter der Abbildung 9: H,(X) — Hy(A N B) = Z? gerade dem Element (1,—1)
entspricht. Man kann sich nun davon tiberzeugen, dass [¢] und [a + b] in der Tat die freie
abelsche Gruppe H,(T) = Z? erzeugen.

Wir betrachten nun auch die singuldren 2-Simplizes z; € C2(A) und y; € Cy(B), welche
in Abbildung[18 angedeutet werden. Die singuldren 2-Simplizes sollen dabei kohérent orien-
tiert sein, d.h. der Rand von ) ; und von ) y; soll jeweils aus den vertikalen 1-Simplizes
in den zwei Komponenten von A N B besteht. Es folgt aus Lemma [6.2] dass das Bild von
> @i + 3, y;] unter der Abbildung 0: Hy(X) — Hy(A N B) = Z* wieder gerade dem
Element (1, —1) entspricht. Insbesondere ist Y, z; + >, y;] ein Erzeuger von Hy(T') = Z.

ABWarum?
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B L

)
(@)

X

XX

?0 v‘oﬂ
RN\

A Yj

ABBILDUNG 18. Der Torus mit Simplizes x; und y;.

In Ubungsblatt 6 werden wir die Homologiegruppen der Kleinschen Flasche K bestim-
men. Ein Mayer-Vietoris Argument wie oben beim Torus zeigt, dass

Zudem konnen wir auch die Erzeuger von H;(K') explizit bestimmen. Betrachten wir Ab-

> Kleinsche Flasche K

d/ N /\/

\
7/

A\ 4

ABBILDUNG 19. Die Kleinsche Flasche.

bildung [[9, dann erzeugt der 1-Simplex d den Z-Summanden und der 1-Simplex ¢ erzeugt
den Z/2-Summanden.

6.4. Die erste Homologiegruppe vom Komplement eines Knotens. Zur Erinne-
rung, ein Knoten K C S? ist das Bild einer injektiven C'*°-Abbildung ¢: S* — S3. Wir
wollen jetzt folgendes Lemma beweisen:

Lemma 6.5. Es sei K C S® ein Knoten. Dann gilt
H(S*\K)=7Z.

Wir hatten dieses Lemma schon in Korollar bewiesen, allerdings unter Verwendung
von Satz B.7, dessen Beweis wir bestenfalls skizziert hatten. Wir werden dann spéter auch
die weiteren Homologiegruppen von S? \ K bestimmen.
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Beweis. Es sei also K C S® ein Knoten. Es gibt dann eine injektive C*°-Abbildung ¢: St —
S3 mit p(S') = K. Man kann nun zeigen, [ dass es auch eine injektive C*°-Abbildung
P: St x D? — S? mit p(2) = ®(z,0) fiir alle z € S* gibt.

Wir schreiben X := S*\ K und Y := ®(S' x D?). Wir kiénnen dann Satz auf
S3 = X UY anwenden. Wir erhalten dann folgende exakte Sequenz

-0 =0
Es folgt, dass die durch die Inklusionen induzierte Abbildung Hy(XNY') — H(X)® H,(Y)
ein Isomorphismus ist. Die Schnittmenge X NY = ®(S! x D?\ {0}) ist homotopiedquivalent
zum 2-Torus ®(S! x S'), d.h. H{(X NY) = Z% Zudem ist Y = ®(S' x D?) homoto-
piefiquivalent zum Kreis ®(S* x 0), d.h. H,(X) = Z. Wir erhalten also eine exakte Sequenz
von folgender Form
0725 Hi(X)®Z —0,

und es folgtPd, dass H(X)=Z. O

Wenn K C S? ein Knoten ist, dann haben wir gerade gezeigt, dass H,(S*\ K) = Z. Wenn
man den Beweis dieser Aussage genauer studiert, dann sieht man, dass jeder Meridian von
K ein Erzeuger von H,(S®\ K) = Z ist. Ein Meridian von K ist hierbei eine Kurve,
welche eine Scheibe D berandet, welche den Knoten K in genau einem Punkt schneidet.
Wir werden diese Aussage in Ubungsblatt 6 beweisen.

Y Knoten K

A
E

———— Meridian

ABBILDUNG 20. Ein Meridian vom Kleeblattknoten.

19 gibt ganz allgemein folgenden Satz von der ‘Existenz der Tubenumgebung’.

Satz. FEs sei M eine kompakte m-dimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit einer geschlossenen mn-
dimensionalen Mannigfaltigkeit N. Dann gibt es eine injektive C°°-Abbildung ®: M x D"~ — N, so
dass ®(x,0) =z fir alle x € M.

Dieser Satz wird beispielsweise in Kapitel I1.11 von
Bredon: Geometry and Topology

bewiesen.
S0Warum?
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6.5. Die Hurewicz-Abbildung. Essei (X, z() ein punktierter topologischer Raum. In der
Topologievorlesung hatten wir die hoheren Homotopiegruppen 7, (X, ), n > 2 eingefiihrt.
Diese sind definiert als Homotopieklassen von Abbildungen (S™, ) — (X, zo) wobei * € S™
ein festgewéhlter Basispunkt ist. Diese Gruppen haben die folgende Eigenschaften:

(1) Wenn p: (X,20) — (B,by) eine Uberlagerung von punktierten topologischen

Réumen ist, dann ist m,(X, z9) — m,(B, by) ein Isomorphismus.

(2) m(S™) =0 fiir i < n und m,(S") = Z.

(3) Es ist m3(S?) = Z.

Wir wenden uns nun dem Zusammenhang zwischen den héheren Homologie- und Homo-
topiegruppen zu. Wir hatten gezeigt, dass H,,(S™) = Z und wir wihlen nun einen Erzeuger
[S™] von H,(S™). Es sei (X, xg) ein punktierter topologischer Raum. Es folgt aus Satz [B.3]
dass die Abbildung

O m, (X, 29) — Hp(X)

[f: 5" = X] = f[5"])
wohl-definiert ist. Man kann zudem zeigen, dass dies ein Gruppenhomomorphismus ist (Sie-
he Proposition 4.36 in Hatcher: Algebraic Topology). Diese Abbildung wird die Hurewicz-
Abbildung genannt. Im Fall n = 1 ist dies natiirlich nichts anderes als die Abbildung
m1 (X, z9) — Hy(X), welche wir schon in Kapitel B3] betrachtet hatten.

Es stellt sich nun die Frage, ob der Homomorphismus ®: ,, (X, z¢) — H,(X) zwischen
abelschen Gruppen ein Isomorphismus ist, wenn X wegzusammenhéngend ist. Dies ist
allerdings nicht der Fall:

(1) Es sei X = S3, dann ist 73(S?) = Z aber H3(S?) = 0. Wir sehen also, dass
O m, (X, x9) — H,(X) im Allgemeinen nicht injektiv ist.

(2) Es sei X = R?/Z* der 2-Torus. dann ist mo(X) = m(R?/Z?) = my(R?) = 0 aber
Hy(X) = Z. Wir sehen also, dass ®: 7,(X,z9) — H,(X) im Allgemeinen nicht
surjektiv ist.

Etwas iiberraschenderweise gibt es allerdings doch einen Zusammenhang. Genauer gesagt
hat Hurewicz folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.6. Es sei (X,xg) ein punktierter topologischer Raum und es sei k > 2, so dass
m:(X) =0 fir allei=0,...,k—1. Dann ist

D : Wk(X,ZL’()) — Hk(X)

SlUm genau zu sein muss p: (X,z9) — (B, by) eine Uberlagerung von wegzusammenhiingenden, lokal
wegzusammenhéngenden und semilokal einfach zusammenhéngenden topologischen Raumen sein.
92Ein Erzeuger von s (S?) kann dabei explizit beschrieben werden. Es sei

CP' = {[20: 21]| 20, 21 € C mit 2z # 0 oder z; # 0}
der 1-dimensionale komplexe projektive Raum. Dieser ist homéomorph zu S?. Dann repriisentiert
H: 8% ={(z1,20) €C? |2+ 25 =1} — S*=CP!
(21,22) +—  [21: 29]

einen Erzeuger von m3(S5?).
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ein Isomorphismus.

Der Beweis fiihrt natiirlich weit iiber die Vorlesung hinaus. Wir verweisen daher auf Seite
371 von Hatcher: Algebraic Topology fiir einen Beweis.

7. CW-KOMPLEXE

In diesem Kapitel werden wir die CW-Komplexe einfithren. Diese geben uns eine hilfrei-
che Methode um die meisten ‘géngigen’ topologischen Réaume zu beschreiben. Wir werden
zudem zeigen, dass sich die Homologiegruppen von CW-Komplexen relativ leicht bestim-
men lassen.

7.1. Definition von CW-Komplexen und Beispiele. Wir fithren nun induktiv den
Begriff eines CW-Komplexes und seiner topologischen Realisierung ein. Die Definition ist
auf den ersten Blick vielleicht verwirrend, aber wir werden dann in den Beispielen sehen,
dass der Begriff eines CW-Komplexes schnell seinen Schrecken verliert.

Fangen wir also mit der Definition an:

(a) Ein 0-dimensionaler CW-Kompler X° besteht aus einer Menge von Punkten. Die
topologische Realisierung |X°| von einem 0O-dimensionalen X° ist der topologische
Raum, welcher gegeben ist durch die Menge X zusammen mit der diskreten Topo-
logie.

(b) Wir definieren nun induktiv héher dimensionale CW-Komplexe: Ein n-dimensionaler
CW-Komplex X™ besteht aus einem (n — 1)-dimensionalen CW-Komplex X"~ zu-
sammen mit Abbildungen ¢, : S*1 = S"7! — | X"7!| wobei die a Elemente einer
Indexmenge sind. Die topologische Realisierung |X™| von X™ ist der topologische
Raum

X" = (X u (Y Da/ o~
wobei wir fiir jedes @ den Rand S"~! = 9D mithilfe von ¢, mit den entsprechenden
Teilmengen von | X"~!| identifizieren.

In der Notation unterscheiden wir normalerweise nicht zwischen dem CW-Komplex und
seiner topologischen Realisierung, d.h. wir bezeichnen normalerweise die topologische Rea-
lisierung von X" ebenfalls mit X".

Wir fithren noch folgende Sprechweisen ein:

(1) Die Punkte in X° heilen die 0-dimensionalen Zellen von X™.

(2) Die Bilder von den D¥ in X* C X™ heifien die k-dimensionalen Zellen von X™.

(3) Die Abbildungen ¢, : S"~' — X heilen die Anklebeabbildungen und die Abbildun-
gen D} — X heilen die charakteristischen Abbildungen der Zellen.

53Man kénnte die beiden Definitionen zusammenfassen wenn man bei der induktiven Definition eines
CW-Komplexes als erstes den —1-dimensionalen CW-Komplex als die leere Menge definiert, und dann wie
oben induktiv die hoher dimensionalen CW-Komplexe einfiihrt. Dann wiirde die Definition von Zellen in
(2) auch die Definition in (1) abdecken.
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(4) Die Vereinigung der Zellen der Dimension < k heifit das k-Geriist von X, welches
mit X* bezeichnet wird.

(5) Eine CW-Struktur fiir einen gegebenen topologischer Raum Y ist ein CW-Komplex
X zusammen mit einem Homoomorphismus f: X — Y.

Wir werden im Folgenden sehen, dass die meisten topologischen Réume, welche wir
kennen, CW-Komplexe sind.

(1) Wir betrachten als erstes folgenden Raum, welcher in Abbildung [ skizziert wird:
Vo= [-1L1] x [-L1]U{(z,y) eR*|a” + (y — 1) = Ly > 1}.

Der Raum Y besteht also einem Quadrat zusammen mit einem Halbkreis.

h/y

Wir wollen jetzt eine CW-Struktur fiir Y find. Wir betrachten dazu erst den 0-
dimensionalen CW-Komplex, welcher aus den 4 Eckpunkten des Quadrats besteht.
Wir kleben dann fiinf 1-dimensionale Zellen an X°. Betrachten wir dazu als erstes
die Abbildung ¢, welche OD' = £ — 1 auf £ — 1 x —1 schickt. Der topologische
Raum

X%y, D!

besteht dann aus den vier Punkten zusammen mit einer Kante, welche die unteren
beiden Punkte verbindet. Dieser Raum wird in Abbildung 21]in der Mitte skizziert.
Ganz analog fithren wir vier weitere 1-dimensionale Zellen ein und erhalten den 1-
dimensionalen CW-Komplex, welcher Abbildung 2I] auf der rechten Seite skizziert
wird. Zum Schluf kleben wir noch eine 2-dimensionale Zelle an X! an und erhalten
einen CW-Komplex X2, wessen topologische Realisierung homéomorph zu Y ist.
wir in Abbildung P2 skizziert.

(2) Wir kénnen den Torus als CW-Komplex mit einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer
2-Zelle betrachten. Man beachte, dass es fiir die 1-Zellen keine Wahlfreiheit fiir
die Anklebeabbildung gibt. Die Anklebeabbildung fiir die 2-Zelle ist in Abbildung
skizziert.

(3) Wir konnen auch die Kleinsche Flasche als CW-Komplex mit einer 0-Zelle, zwei 1-
Zellen und einer 2-Zelle betrachten. Der Unterschied zum Torus ist, dass wir dieses
mal eine andere Anklebeabbildung fiir die 2-Zelle verwenden.

In Abbildung skizzieren wir, wie wir den Torus auf verschiedene Weisen als CW-
Komplex auffassen konnen. In Abbildung 26l skizzieren wir zudem, wie wir den projektiven
Raum RP?, das Mobiusband und die Fliche von Geschlecht 2 als CW-Komplex auffassen

konnen.
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X0 X0 mit einer 1-Zelle

/ \
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° ° \\ ° ° N —e
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einer 1-Zelle aller 1-Zellen
. charakteristische
Anklebeabbildung Abbildung ¢,

@ einer 1-Zelle einer 1-Zelle

° .:Solé °
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ABBILDUNG 21. Der CW-Komplex X!,

Xl'

| >

X2
harakteristich
T Anklebeabbildung ¢, /]\ CA];l;i dtliil;t; ¢

O O

ABBILDUNG 22. Ankleben der 2-Zelle an X!.

* ankleben der 2-Zelle

Zum Abschlufl der Diskussion von Flichen betrachten wir noch die 2-Sphére. Diese
kénnen wir als CW-Komplex X wie folgt beschreiben: wir nehmen einen Punkt P und eine
2-Zelle, wobei die Anklebeabbildung ¢: S' — X° = {P} notwendigerweise den ganzen
Rand S! auf P schickt. Die topologische Realisierung von X ist also gegeben durch

XU, D* = {P} Up_sp: D* = D*/S" = §*.
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TO Tl T2
. —_— _—
+ ", "
ankleben von ankleben von
zwel 1-Zellen einer 2-Zelle

ABBILDUNG 23. Der Torus als CW-Komplex.

TO Tl T2
® —_— _—
+ ", "
ankleben von ankleben von
zwel 1-Zellen einer 2-Zelle

ABBILDUNG 24. Die Kleinsche Flasche als CW-Komplex.

Das Beispiel der 2-Sphére kann man auch auf Sphére beliebiger Dimensionen iibertragen:
wir konnen S™ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle und einer n-Zelle betrachten. Wir sehen
also, dass viele von den topologischen Raumen, welche uns interessieren, als CW-Komplex
aufgefasst werden kénnen.

4 Allerdings kann nicht jeder topologische Raum als CW-Komplex beschrieben werden. Betrachten wir
beispielsweise den topologischen Raum X, welcher aus genau 2 Punkten P und @ besteht und mit der
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»

Torus als Torus als Torus als
CW-Komplex mit CW-Komplex mit CW-Komplex mit
einer 0-Zelle einer 0-Zelle drei 0-Zellen

zwel 1-Zellen drei 1-Zellen finf 1-Zellen
einer 2-Zelle zwel 2-Zellen zwel 2-Zellen

ABBILDUNG 25. Der Torus mit drei verschiedenen CW-Strukturen.

Zum Abschlufl wollen wir die Definition eines CW-Komplexes noch etwas verallgemei-
nern. Wir sagen, ein topologischer Raum X ist ein CW-Komplex wenn folgende zwei Ei-
genschaften gelten:

(1) Es gibt eine Folge von CW-Komplexen
X'=0cX'cX'cXx? .

do dass X = UX", und so dass fiir jedes m < n der CW-Komplex X gerade das
m-Geriist von X" ist.
(2) Eine Menge U C X ist offen, genau dann, wenn U N X™ offen ist fiir alle n.

Wir definieren die Dimension dim(X) € N U {co} eines CW-Komplexes X dann als die
maximale Dimension einer Zelle.

trivialen Topologie. D.h. die einzigen offenen Mengen sind die leere Menge und ganz X. Dann kénnen wir
X nicht als CW-Komplex auffassen, den ein CW-Komplex mit endlich vielen Punkten besteht nur aus
0-dimensionalen Zellen zusammen mit der diskreten Topologie.

%Hierbei definieren wir natiirlich dim(X) = oo, wenn X Zellen beliebig grosser Dimensionen besitzt.
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4
N
[

Der RP? als Das Mobiusband als Flache von Geschlecht 2
CW-Komplex mit CW-Komplex mit als CW-Komplex mit
einer 0-Zelle zwel 0-Zellen einer 0-Zelle
einer 1-Zellen drei 1-Zellen vier 1-Zellen
einer 2-Zelle einer 2-Zelle einer 2-Zelle

ABBILDUNG 26. Der projektive Raum RP?, das Mobiusband und die Fliche
von Geschlecht 2 mit jeweils einer CW-Struktur.

Betrachten wir beispielsweise

S = {('Tbx?v"') EROO‘ fo = 1}

Wir fassen nun R" als Teilmenge von R*> auf. Wir betrachten dann iterative S™ als CW-
Komplex, wobei S° aus zwei 0-Zellen besteht und S™ aus S™ ! durch ankleben von zwei
n-Zellen (‘obere Hemisphére und untere Hemisphére’) hervorgeht. Wir erhalten dann eine
aufsteigende Folge

SPcstcsr...

von CW-Komplexen, welche genau die oben geforderten Eigenschaften besitzt.

7.2. Die Homologiegruppen von CW-Komplexen. Wir werden nun eine relativ ein-
fache Methode kennenlernen um Homologiegruppen von CW-Komplexen zu bestimmen.

°6Zur Erinnerung, R ist die Menge der reellen Folgen (21, 7, . .. ), so dass nur endlich viele Folgenglieder
ungleich null sind. Dies ist ein metrischer Raum beziiglich der Metrik

d((z1,22,...), (Y1,92,--.)) = Z(%‘ —yi)?.

i
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SY Sl S?
ABBILDUNG 27. Eine aufsteigende Folge von CW-Komplexen S° ¢ St c 52....

Im Folgenden identifizieren wir durchgehend H, (D™, dD,,) mit Z mithilfe der Wahl eines
Isomorphismus.

Lemma 7.1. Es sei X ein CW-Komplex. Dann gilt:
(1) Fir k # n ist H (X", X" 1) = 0. Wenn wir mit Z, die Menge der n-Zellen be-
zeichnen, dann induzieren die charakteristischen Abbildungen ®,: D} — X, z € Z,
einen Isomorphz’smus

Po.: Pz H(X" X,).
ZGZn ZGZn
(2) Firk >n gilt H,(X™) =0.
(3) Die Inklusioni: X™ — X induziert einen Isomorphismus i,: Hy(X"™) — Hp(X) fir
alle k < n.

Die erste Aussage sagt also insbesondere, dass H, (X", X,,_1) die freie abelsche Gruppe
ist, welche von der Menge der n-Zellen aufgespannt wird.

Beweis. (1) Man kann leicht zeigen, dass die Bedingung () in Satz 10 fiir X"~ ¢ X"
erfiillt ist. [’ Es folgt also aus Satz [A.10], dass

Hp (X" X" = B (X"/ X" fiir alle k.

Es ist
Xn/Xn—l _ (Xn—l Ugoa UDZ>/Xn_17

wobei wir die Randsphiiren S"! jeweils mit einer Teilmenge von X"~ ! identifizieren.
Wenn wir alle Punkte in X"~ ! zu einem einzigen Punkt zusammenfassen, dann ist
das Bild von jedem D" gegeben durch D?/S"~! = §" Nachdem wir zudem in allen
Sphéren je einen Punkt mit den anderen Punkten identifizieren, erhalten wir, dass

57Jede charakteristischen Abbildung ®,: D? — X induziert eine Abbildung H, (D", 0D,) —
H, (X", X" 1). Nachdem wir H, (D",dD,) mit Z identifiziert hatten erhalten wir also eine Abbildung
Z— Hy(X X, 1).

%In der Tat, wir nehmen aus jeder n-Zelle von X" einen Punkt im Inneren heraus und bezeichnen
die resultierende Menge mit U. Dann ist U eine offene Umgebung X"~ ! in X™, so dass X"~ ! ein Defor-
mationsretrakt von U ist.
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X"/ X"t homdomorph zur Einpunktvereinigung 4 von n-dimensionalen Sphiren
ist, wobei die Sphéren in ein-eindeutiger Beziehung den n-dimensionalen Zellen von
X %entsprechen. Die erste Aussage folgt nun aus Ubungsaufgabe 1 von Ubungsblatt
6.

(2) Wir betrachten die lange exakte Sequenz des Paares (X™ X" '):

o Hp (X XY = Hy (XY — Hy(X™) = Hi(X™ X" — .

Insbesondere, wenn k > n, dann folgt aus (1), dass Hy (X" X"') = 0. Wir
erhalten also, dass Hy(X"™!) = Hy(X™"). Iterieren wir dieses Argument, dann sehen
wir, dass

Hy(X™) = Hy (X" 2. 2 H(X°) =0.

Die letzte Aussage folgt hierbei daraus, dass X° eine Vereinigung von Punkten mit
der diskreten Topologie ist.

(3) Das gleiche Argument wie in (2) zeigt nun auch, dass die Inklusionsabbildungen
fiir jedes k& < n Isomorphismen Hy(X") — Hy(X"™™) induzieren. Wenn X endlich
dimensional ist, dann folgt die Behauptung (3) sofort aus dieser Beobachtung.

Fiir den Beweis von (3) im Falle, dass X ein unendlich dimensionaler CW-
Komplex ist verweise ich auf Seite 138 von Hatcher.
O

Wir bezeichnen im Folgenden mit d = d,, die Abbildung

Hn(Xn,Xn_l) a_n> Hn_l(Xn—l) Jn—1 Hn_l(Xn_l,Xn_2>

wobei 0, die Randabbildung in der langen exakten Sequenz des Paares (X™, X"!) ist und
Jn_1 ist die durch die Projektion C,,_1(X"™1) — C,,_;(X™"!, X"~?) induzierte Abbildung.
Diese Abbildung d hat folgende Eigenschaft:

Lemma 7.2. Fiir allen gilt d,, o d,, 1 = 0.

9Es seien (X, z0) und (Y, 1) zwei punktierte topologische Riiume. Die Einpunktvereinigung von (X, o)
und (Y, yo) ist der topologische Raum

XVY :=(XUY)/xo ~ yo.

Wenn X und Y zusammenhéingende Mannigfaltigkeiten sind, dann hingt der Homdomorphietyp von X VY
nicht von der Wahl von den Punkten zy und yq ab.

60Ein Punkt  in einem topologischen Raum X heifit im folgenden einfach, wenn es eine offene Umgebung
U von z gibt, so dass x ein Deformationsretrakt von U ist. Beispielsweise ist jeder Punkt in einer Mannigfal-
tigkeit einfach. Wenn zy € X und yp € Y einfache Punkte sind, dann induzieren die Inklusionsabbildungen
1: X - XVYund j: Y — X VY fiir jedes n einen Isomorphismus

b ®Jy: Ho(X) @ Hy(Y) = Hy(X VY).
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Beweis. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm von Abbildungen
H,(X™)

Hn+1(Xn+1a Xn) dnt1 Hn(Xn, Xn—l) Hn—l(Xn_1> Xn—2)

On
Jn—1

Hn—l(Xn_l)

dn

Die Abbildung 9, 0 j,: H,(X") — H,_ (X" ') ist jedoch die Verkniipfung von zwei suk-
zessiven Abbildungen in der langen exakten Sequenz des Paares (X™, X"~1), d.h. die Ab-
bildung 0, o j, ist die Nullabbildung. O

Das Lemma besagt also, dass (H,(X™ X" '), d,) einen Kettenkomplex definiert. Wir
bezeichnen diesen Kettenkomplex im Folgenden mit C¢" (X)) und bezeichnen dessen Ho-
mologiegruppen mit HSW (X). Wir nennen CWV(X) = (H,(X™, X"1),d,) den zelluliren
Kettenkomplex vom CW-Komplex X.

Beispiel. Betrachten wir die n-Sphéire S™ fiir n > 2. Im vorherigen Kapitel hatten wir
gesehen, dass S™ homéomorph zu einem CW-Komplex X mit einer 0-Zelle und einer n-
Zelle ist. Der zellulire Kettenkomplex C" (X)) ist dann von der Form

0— Z, -0—=---=0—= _Z, 6 —0.
=CIW(X) =C§" (X)

Nachdem n > 2 sind die beiden Z’s durch mindestens eine Null getrentt. Die Randabbil-
dungen sind daher zwangsldufig die Nullabbildungen und wir erhalten, dass

Z, wenni1=0,n
cwW ~ ) s 10y
a7 (X) = { 0, ansonsten.

Dies sind natiirlich die ‘iiblichen” Homologiegruppen von S™. Wir jetzt sehen, dass dies kein
Zufall ist.

Wir konnen jetzt folgenden Satz formulieren und beweisen:
Satz 7.3. Fir jeden CW-Komplex X qibt es einen P Isomorphismus

o

H,(X) = HY(X).

61)Man kann den Satz noch etwas genauer formulieren. Es gibt hier nicht nur ‘irgendeinen Isomorphismus’,
sondern es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus
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Beweis. Wir ergianzen das kommutative Diagramm aus dem Beweis von Lemma noch
um ein paar Abbildungen:

/0
0\ Hn(Xn+1)
H,(X™)

n+1 n dni1 n n—1 dn n—1 n—2

Hypir (X7, X7 Hy (X7, X1 H,y (X771, X772)
6’”
jnfl
Hn_l(Xn—l)

0.

Mithilfe von Lemma [[.I] sehen wir, dass die diagonalen Sequenzen von Abbildungen gerade
die langen exakten Sequenzen von den jeweiligen Paaren sind. Insbesondere sind alle dia-
gonalen Sequenzen exakt. Aus Lemma [[.]] wissen wir, dass die Inklusion X"*! — X einen
Isomorphismus H, (X"™') = H,(X) induziert. Die linke diagonale exakte Sequenz erlaubt
es nun folgende Identifikation durchzufiihren:

Ho(X) = Ho(X")/ Tn(9ps).
Es geniigt nun zu zeigen, dass j,: H,(X") — H,(X", X"!) einen Isomorphismus
H,(X) = Ho(X")/Im(0n41) — Ker(dn)/Im(dnsr) = H™(X)
induziert. Diese Behauptung zeigt man wiederum durch ‘Diagrammjagd’. &

(1) Nachdem 9, o j, = 0 folgt, dass j,(H,(X™)) C Ker(d,).

mit der Eigenschaft, dass folgendes Diagramm kommutiert:

H, (X)
/
(

H,(X™)

I

Ker(d,)

o
-

52Wenn A — B — C — 0 eine exakte Sequenz ist, dann ist C' isomorph zu B/Im(A — B).
63Es ist am besten jetzt den Beweis nicht mehr zu lesen, sondern sich selber auf die Jagd zu machen.
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(2) Die Abbildung j,—1 ist injektiv, d.h. Ker(d,) = Ker(d,) = Im(j,), d.h. die Abbil-
dung j, induziert einen Epimorphismus

H,(X") — Ker(d,)
und offensichtlich auch einen Epimorphismus
H,(X"™)/Im(0,41) — Ker(d,)/ Im(d,,41).

(3) Wenn ein Element j,(c) € H,(X™, X" ') im Bild von d, 1 = j, 0 On41 liegt, dann
ist jn(c) = Jn(Ony1(d)) fiir ein d € H, (X", X™). Nachdem j, injektiv ist folgt
dann aber, dass ¢ = 0,,41(d). Wir haben damit nun auch gezeigt, dass die Abbildung

H,(X")/Im(0,41) — Ker(d,)/Im(d,, 1)
injektiv ist.
O

Satz ist schon hilfreich, selbst wenn wir die Randabbildungen d,, nicht bestimmen
konnen. Beispielsweise, wenn X ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen ist, dann sind
die Kettengruppen C“"(X) im zelluliren Kettenkomplex endlich erzeugte freie abelsche
Gruppen. Dies ist ein grosser Fortschritt gegeniiber den singuldren Kettengruppen C,(X),
welche im Allgemeinen freie abelsche Gruppen von iiberabzéhlbarem Rang sind.

Wir kénnen nun auch leicht folgendes Korollar beweisen.

Korollar 7.4. FEs sei X ein topologischer Raum, welcher homotopiedquivalent zu einem
CW-Komplex Y ist. Dann gilt:

(1) Wenn'Y genau d Zellen der Dimension n besitzt, dann wird H,(X) von hichstens
d Elementen erzeugt.

(2) Wenn Y nur aus endlich vielen Zellen besteht, dann sind alle Homologiegruppen
endlich erzeugte Gruppen.

(3) Wenn'Y ein n-dimensionaler CW-Komplex ist, dann gilt Hi(X) = 0 fir k > n und
zudem ist H,(X) torsion-frei.

Beweis. Nachdem die Homotopiegruppen nicht vom Homotopietyp abhéngen, miissen wir
die Aussagen nur fiir die Homologiegruppen von Y beweisen. Wenn Y genau d Zellen der
Dimension n besitzt, dann ist C¢" (X)) = Z4. Jede Untergruppe U von Z? ist ebenfalls eine
freie abelsche Gruppe mit Rang Rang(U) < d. 1 Es folgt also, dass

H,(Y) = Hy(X) = Kex(dy: CF"(X) = CF(X)/ Tm(dpgr s G (X) = O (X))

von hochstens d Elementen erzeugt wird, nachdem Ker(d,: C"(X) — O (X)) eine
freie abelsche Gruppe von Rang < d ist.

64Warum?



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 83

Die zweite Aussage des Korollars folgt sofort aus der ersten Aussage. Es verbleibt nur
noch zu zeigen, dass fiir einen n-dimensionalen CW-Komplex Y die n-te Homologiegruppe
H,(Y) torsions-frei ist. Aus Satz [L.3] folgt nun aber, dass

H,(Y) = HY(Y) = Ker{d,,: CEV(Y) — C" (Y)},

d.h. H,(Y) ist eine Untergruppe der freien abelschen Gruppe CS"W(Y'), insbesondere ist
auch H, (Y") torsion-frei. O

Wir haben also jetzt gezeigt, dass die singuldren Homologiegruppen mit den zelluldren
Homologiegruppen iibereinstimmen. Man kann sich nun fragen, ob man diese Aussage noch
etwas verallgemeinern kann, ndmlich, ob die singuldren Kettenkomplexe und die zelluldren
Kettenkomplexe kettenhomotop sind. Dies ist in der Tat der Fall wenn wir uns ein kleines
bisschen bei den CW-Komplexen einschréanken.

Satz 7.5. Es sei X ein CW-Komplex X, welcher in jeder Dimension nur endlich viele
Zellen besitzt. Dann ist der singulire Kettenkomplex C.(X) kettenhomotop zum zelluldren
Kettenkomplex CEW (X).

Dieser Satz folgt sofort aus Satz und folgendem rein algebraischen Satz, welchen wir
in Ubungsblatt 6 beweisen werden.

Satz 7.6. Es seien C und C' zwei freie@ Kettenkomplexe, so dass die Homologiegruppen
endlich erzeugt sind. Wenn es fir jedes n einen Isomorphismus f,: H,(C) — H,(C") gibt,
dann gibt es auch eine Kettenabbildung C — C', welche die Abbildungen f, induziert, und
welche eine Kettenhomotopiedquivalenz ist.

7.3. Bestimmung der Randabbildungen im zellulidren Kettenkomplex. Damit wir
Satz fiir Berechnungen von Homologiegruppen verwenden kénnen miissen wir noch Me-
thoden entwickeln um die Randabbildungen d,, im zelluldren Kettenkomplex zu bestimmen.

Es sei im Folgenden X ein CW-Komplex. Wir betrachten zuerst die Randabbildung
di: Hi (XY X% — Hy(X"). Fiir eine 1-Zelle f mit charakteristischer Abbildung ®. : D' —
X0 folgt dann sofort aus den Definitionen, dass

di([e]) = Pc(1) — 2.(0).
Insbesondere, wenn X genau eine 0-Zelle besitzt, dann ist die Randabbildung dy die Nul-

labbildung.
Es sei nun n > 1. Wir wollen die Randabbildung

dp: Hy (X", X" — H, (X" X"7?)

bestimmen. Wir bezeichnen dazu im Folgenden die n-Zellen mit e} und die (n — 1)-Zellen
mit e?_l, wobei die 7 und j in geeigneten Indexmengen I und J liegen. Wir haben dann
folgende Isomorphismen

P H.(Dr. 0D} = @) H,(D!/OD!) = H, (VD! /OD!) = H,(X"/X" 1) = H, (X", X1,

i€l iel

65Ein Kettenkomplex C ist frei, wenn alle Gruppen C,, freie abelsche Gruppen sind.
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hierbei wird die dritte Abbildung durch die charakteristische Abbildungen ®;: D! — X"
induziert. Es folgt aus Satz[4.10, dass die erste und letzte Abbildung ein Isomorphismus ist.
Wir hatten zudem in Ubungsblatt 6 gezeigt, dass die zweite Abbildung ein Isomorphismus
ist. Die dritte Abbildung ist durch den Homéomorphismus

fo: Wy DPJODY) S X7/ X"

induziert. Wir konnen auch die Umkehrabbildung der zweiten Abbildung explizit hinschrei-
ben: Es sei zuerst j € I gegeben, dann betrachten wir die Abbildung

p;: Vier DI'/OD} — DI /oD,

welche die Identitit auf D7 ist, und welche fiir j # k die Punkte in Dy auf den gemeinsamen
Punkt der Einpunktvereinigung schickt. Dann ist

B r;: Hi(VieD}/OD}) — €D Ho (D} /DY),

jel jel

die Umkehrabbildung der zweiten Abbildung. Genau die gleichen Argumente konnen wir
natiirlich auch in Dimension n — 1 anwenden.

Die Zellen e? bilden also insbesondere auf natiirliche Weise eine Basis von CSW(X) =
H,(X™, X" 1) und die Zellen e;-‘_l bilden analog eine Basis von CS" (X)) = H,, (X!, X"72).
Wir wollen jetzt die Randabbildung d,,: CSY(X) — CY" (X) beziiglich dieser Basen be-
stimmen.

Fiir jedes a € I und jedes 8 € J betrachten wir dazu die Abbildung

Sa”

«

= gDt F xnt et Ty Ve DD T DDt = 5,

wobei ¢, die Anklebeabbildung der Zelle e” ist, und wobei ¢: X" ! — X"71/X"2 die
Quotientenabbildung ist. Nachdem wir S"~! und Sg_l Kopien von S™~! sind kénnen wir
jetzt insbesondere den Grad dieser Abbildung betrachten. Wir werden jetzt sehen, dass
dieser Grad gerade der 5 x a-Eintrag der Matrix der Randabbildung d,, beziiglich der
Basen {e'};c;r und {eg‘_l}je 7 ist. Genauer gesagt haben wir folgenden Satz:

Satz 7.7. Fiir jede n-Zelle €], gilt

wobei wir hier iber die Menge der (n — 1)-Zellen summieren, und wobei

dus = Grad der Abbildung S"~' L5 X1 % xn=1/xn=2 Sy
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Anklebeabbildung der 2-Zelle im CW-Komplex fiir den Torus

Shv st s

“ CE
\/
.

Grad der Abbildung S}, — S} ist Null
ABBILDUNG 28. Illustration der Abbildung Si~' — S5~

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives®] Diagramm

el el 7 7
H, (D!, oD?Y) 9
E R
f{n—l(SZ_l) ﬁ[n_l(Xn—l)
dop
Hy 1 (S5 g dn

Hyoo (D, 0) <= Hyea (D™ /0) < Hya (VD)™ /0) <= Hyoy (X771 X"2) < Hyg (X071, X772),
Die Verkniipfung der rechten vertikalen Abbildungen ist dann gerade die Randabbildung
dp: Hi(X™, X" — H, (X" X"72).

Der Satz folgt nun direkt aus den Definitionen und der Kommutativitit des obigen Dia-
gramims. U

66Warum ist das Diagramm kommutativ?
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Beispiel. Es sei F' = Fy, die geschlossene Fldche von Geschlecht g. Wie in Abbildung
angedeutet, konnen wir I’ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle a, 2g 1-Zellen by, . .., by und
einer 2-Zelle ¢ auffassen. Der zelluldre Kettenkomplex ist also von der Form

027272 % 7 0.

Wir miissen also noch die Randabbildungen d; und ds bestimmen. Nachdem dieser CW-
Komplex nur eine 0-Zelle besitzt folgt aus der Diskussion im vorherigen Kapitel, dass
di(b;)) =0firi=1,...,2¢. Die 2-Zelle ¢ ist so angeklebt, dass jede 1-Zelle jeweils zweimal,
aber mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen wird (dhnlich wie in Abbildung [7.3)).
Es folgt also, dass ds(c) = 0. Die Randabbildungen d; und ds sind also null, d.h. die
Kettengruppen sind schon die Homologiegruppen, d.h.

Hy(Fay) = 7, Hy(Fay) = 7% und Ho(F) = Z.

7.4. Der lokale Abbildungsgrad. Um die Homologiegruppen von komplizierteren Rdumen
bestimmen zu konnen werden wir jetzt eine Methode zur Bestimmung des Grads einer
Abbildung f: S™ — S™ einfiihren, welche in den meisten Fillen des normalen Mathemati-
kerlebens angewendet werden kann.

Es sei also f: " — S™ eine Abbildung wobei n > 0. Fiir einen Punkt x € S™ fithren
wir jetzt den Grad von f am Punkt x ein. Es sei dazu U eine offene Umgebung von x und
es sei V eine offene Umgebung V' von y := f(z), so dass f(U) C V. Wir betrachten dann
folgendes Diagramm

(7.1) H,(S™) I H,(S™)
H,(S™, 8™\ z) H, (5™, 5™\ y)
H,(U,U\ z) & H,(V,V\ y).

Hierbei stammen die beiden oberen vertikalen Abbildung von den langen exakten Sequenzen
der Paare (S, 5™\ z) und (S™, 5™ \ y). F1 Die unteren vertikalen Abbildungen sind durch
die Inklusionen gegeben. Es folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass diese Isomorphismen
sind. Wir wihlen nun einen Erzeuger von H,(S™) = Z. Mithilfe der Isomorphismen im
Diagramm gibt uns dieser dann auch Erzeuger von H,(U,U \ z) und H,(V,V \ y). Wir
definieren nun den Grad deg f|, von f am Punkt x als die natiirliche Zahl, welche folgende
Gleichheit erfiillt:

f«(Erzeuger von H,(U,U \ x)) = deg f|, - Erzeuger von H,(V,V \ y).

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass dieser Grad nicht von den Wahlen von
U, V und dem Erzeuger von H,(S™) abhéngt.

6TWarum sind diese Abbildungen Isomorphismen? Insbesondere warum ist dies der Fall wenn n = 17
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Die folgenden beiden Lemmas werden in Ubungsblatt 8 beweisen:

Lemma 7.8. Fs sei f: S* — S™, n > 0, ein Homéomorphismus, dann gilt fir jedes
x € S", dass

deg f|, = deg f.

Lemma 7.9. Fs sei f: S — 5™, n > 0, eine Abbildung und x € S™. Wenn f bei x ein
lokaler Homé'omorphismus@ ist, dann ist

deg fl, = £1.

Bemerkung. Es gibt verschiedene dquivalente Moglichkeiten die Begriffe ‘orientierte Man-
nigfaltigkeit’ und ‘orientierungserhaltende Abbildung’ einzufl'jhren. In allen Féllen gilt
unter den Voraussetzungen des vorherigen Lemmas, dass

1,

wenn f im Punkt x lokal orientierungserhaltend,
wenn f im Punkt x lokal orientierungsumkehrend ist.

Mithilfe von folgendem Satz konnen wir jetzt den Grad einer Abbildung mithilfe von
lokalen Abbildungsgraden bestimmen.

Satz 7.10. Es sei f: S™ — S™ eine Abbildung wobei n > 0 und es sei y € S", so dass
f~Yy) aus endlich vielen Punkten x1, ..., x,, besteht. |1 Dann ist

Ty

deg f = Zdegf
i=1

Beweis. Wir wahlen disjunkte offene Umgebungen Uy, ..., U,, von x1,...,x,, und eine of-
fene Umgebung V von y, so dass f(U;) C V fir i = 1,...,m. Wir betrachten folgende

68Wir sagen f: X — Y ist ein lokaler Homdomorphismus im Punkt # € X, wenn es eine offene Umgebung
U von z gibt, so dass f|y : U — f(U) ein Homéomorphismus ist.
69Eine Moglichkeit ist hierbei wie folgt:

(1) Eine n-Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum M, so dass jeder Punkt € M eine offene
Umgebung besitzt, welche homdomorph zu D™ ist.

(2) Wenn M eine n-Mannigfaltigkeit ist, dann folgt aus dem Ausschneidungssatz, dass fiir jedes x € M
gilt: H,,—1 (M, M\ x) = Z.

(3) Eine Orientierung von M ist eine Wahl von einem Erzeuger ¢, von H,,_1(M, M \ x) fir jedes
x € M, so dass es fiir alle Teilmengen V- C M mit H, (M, M \' V) = Z einen Erzeuger ¢y von
H,(M,M\ V) gibt, so dass fiir jedes = € V das Bild von ¢y unter dem Isomorphismus

H,(M,M\V)— H,(M,M\ x)

gerade ¢, ist. Fiir x € M nennen wir dann ¢, einen positiven Erzeuger und wir nennen —¢, einen
negativen Erzeuger von H,, (M, M \ z).

(4) Ein Diffeomorphismus f: M — N heifit dann orientierungserhaltend, wenn das Bild von einem
positiven Erzeuger wiederum ein positiver Erzeuger ist.

"0Gibt es immer solch ein y?



88 STEFAN FRIEDL

Modifikation von Diagramm (Z.I]):

H,(S") & H,(5")

D Ha(S", 5"\ ) < Hy(S", S\ [ () —— Ha(S", 5"\ y)

i=1
=] % =|¢
m f.

Hierbei werden die Abbildungen k; und p; durch Inklusionen induziert. |1 Man sieht leicht,
dass dieses Diagramm kommutativ ist[] Der Ausschneidungssatz [1 besagt, dass die Inklu-
sionen (U;, U; \ x;) — (S™, 5™\ f~'(y)) einen Isomorphismus

P ki: @ H(U:, Ui\ ) = Hu(S™, 5"\ f7(y))
i=1 i=1
induzieren. Aus der Kommutativitdt des unteren Dreiecks folgt dann auch, dass

Dri: Ha(5™, 5"\ f7(y) = P HalS", 5™\ @)
i=1 =1
ein Isomorphismus ist.

Wir identifizieren nun H,(S™) mit Z. Wie in der Definition vom lokalen Graden ver-
wenden wir dann die angegebenen Isomorphismen um H,,(S™, S™\ z;), H,(U;, U; \ x;) und
H,(V,V \ y) ebenfalls mit Z zu identifizieren. (Wir bezeichnen die 1 manchmal mit 1z, (gn)
etc. um die Gruppen zu unterscheiden.) Die Kommutativitat der Dreiecke und die Wahl
der Identifikationen mit Z besagt nun, dass (p; 0 j)(1) = (p; o k;)(1) fir i = 1,...,m. Wir

sehen also, dass
m m

S o)1) = (ko )(L).

i=1 i=1
Insbesondere erhalten wir, dass

((prog)(1), - (pm 0 J)(1) = ((prok)(D), - -, (Pm © k) (1))

"'Warum ist k; wirklich durch Inklusionen gegeben?
Die Kommutativitit gilt dabei nur in der Richtung der Pfeile der Abbildungen.
"Zusammen mit dem durch die Inklusionen induzierten Isomorphismus

P H. (Ui, Ui\ 2:) = H, (WU, iU \ ).
i=1
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m
Nachdem €P p; ein Isomorphismus ist, erhalten wir nun, dass
i=1

Wir sehen nun, dass

deg f = (¢ o f)0 (1Hn(Sn )
= (¢ 1o fu) (L ki(1))
= Y i(g o fu Ok)(lHn Ui Un\z2))
= Y ks (1HnU Ui\e:))
= Zi:l
Hierbei folgt die erste Gleichheit aus der Definition von deg f und aus den Identifikationen

mit Z. Die vierte Gleichheit ist gerade die Kommutativitit des unteren Vierecks. Die letzt
Gleichheit folgt aus den Definitionen von deg f|,, und aus den Identifikationen mit Z. [

Beispiel. (1) In Abbildung () skizzieren wir eine Abbildung f: S — S! und wihlen

7%

1 952 / \L o

o

Y
deg flo; =1 deg fl., = 1 deg flz, =0
degflwz = -1 deg f‘xz =1
deg fl:z:s =1

verschiedene Punkte y € S*'. Wir sehen, dass die Anzahl der Urbilder und die Grade
bei den Urbildern |1 variieren kann, aber in allen drei Féllen bleibt die Summe der
Grade an den Urbildern gleich.

"Warum ist im dritten Beispiel der Grad deg f|., gleich null?
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(2) Betrachten wir nun die Abbildung

sto— St
z = 2"
Wenn m # 0, dann wéhlen wir y = 1. Die Urbilder von y sind dann gegeben durch
z; = e2™I/™ wobei j = 1,...,m. Dann gilt fiir jedes i, dass
1, wenn k > 0,
deg flz, = { —1, wenn k < 0.
Es folgt also, dass deg f = |k| - sign(k) = k. Wenn k& = 0, dann gilt deg f = 0,
dies sieht man daraus, dass man beispielsweise y = —1 wihlt, denn dann ist die

Urbildmenge die leere Menge.

Wir kehren jetzt zu der Bestimmung von Homologiegruppen von topologischen Rdumen
zuriick. Betrachten wir nun den projektiven Raum RP". Zur Erinnerung

RP" = S"/ ~ wobel & ~ —z fur alle z € S™.

Wir fassen jetzt fiir jedes n den Raum R™ als den Unterraum von R"*! auf, welcher durch
die Bedingung z,,; = 0 beschrieben ist. Insbesondere konnen wir jetzt S™ als Teilmenge
von S™*! und dementsprechend auch RP™ als Teilmenge von RP"*! auffassen. Dann ist
Sl =9p" — RP*!
(X1, xn) = (g, )]
Wir sehen also induktiv, dass wir RP" als CW-Komplex mit je einer Zelle in den Dimen-
sionen 0, ..., n auffassen konnen.

Mithilfe von Satz und Lemma [5.1] (6) werden wir in Ubungsblatt 8 zeigen, dass die
Abbildung d,, geradie die Multiplikation mit 14 (—1)" ist. Wir sehen also, dass der zelluldre
Kettenkomplex von RP™ von folgender Form ist:

14+(=1)"
—

RP" = RP" U, D" mit *

07 7..72372%7 0.

Es folgt, dass

7, wenn k = 0,

Z/2, wenn k ungerade und k < n,
0, wenn k gerade und k < n,
7, wenn k = n und n ungerade.

Hi(RP") =

Fiir n = 2 erhalten wir also, wie erhofft, das gleiche Ergebnis wie in Kapitel

7.5. Zellulare Abbildungen. Eine Abbildung f: X — Y zwischen CW-Komplexen heifit
zelluldr, wenn fir jedes n gilt, dass f(X™) C Y. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass
eine zelluldre Abbildung eine Kettenabbildung

fo CEM(X) = CEV(Y)
induziert.

"SWarum ist die induzierte Abbildung in der Tat eine Kettenabbildung?
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Im allgemeinen sind Abbildungen zwischen CW-Komplexen jedoch nicht zelluldr. Be-
trachten wir beispielsweise den CW-Komplex X = S* = [0,1]/0 ~ 1 mit einer 0-Zelle und
einer 1-Zelle und betrachten wir den CW-Komplex ¥ = S* x S' = [0,1] x [0,1]/ ~ mit
einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle. Dann ist die Diagonalabbildung

FX =001/~ — Y=[0,1x[01]/~
t o= (1)

keine zellulare Abbildung. Diesem Problem kann allerdings mithilfe vom n#chsten Satz
abhilfe geschafft werden.

Wir benétigen dafiir noch eine weitere Definition: ein Unterkomplex A von einem CW-
Komplex X ist eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass die CW-Struktur auf X eine
CW-Struktur auf A induziert. Beispielsweise ist jedes n-Geriist ein Unterkomplex von X.
Ein Paar von CW-Komplezen ist ein Paar (X, A) wobei X ein CW-Komplex und A ein
Unterkomplex von X ist. Wir kénnen jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 7.11. (Zelluldarer Approximationsatz) Es sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung
von Paaren von CW-Komplexen, so dass die Einschrinkung von f auf A eine zelluldre
Abbildung ist. Dann gibt es eine zelluldre Abbildung g: X — Y und eine Homotopie F': X X
0,1] =Y zwischen f und g, so dass F(a,t) = f(a) fir allea € A und t € [0, 1].

Der Satz wird auf Seite 348ff in Hatcher: Algebraic Topology bewiesen. Wir wollen zum
Abschlufl noch zwei Beispiele dazu betrachten.

(1) Betrachten wir die obige Diagonalabbildung

f: X=1[0,1]/~ — Y =[0,1] x[0,1]/ ~
t o (1),

dann ist f homotop zu der zelluliren Abbildung

f:X=[0,1/~ — Y =][0,1] x[0,1]/ ~
y (0,2t), wenn t € [(1], 3]
(1,2t = 1), wennt € [5,1]

(2) Wir betrachten die n-Sphére S™ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle P, = (1,0,...,0)
und einer n-Zelle. Es sei (S*, P,) — (S™, P,) eine Abbildung. Wenn k < n, dann
folgt aus dem Zelluldren Approximationsatz, dass es eine Homotopie F' von der
Abbildung f zur konstanten Abbildung ¢(z) = P, gibt, wobei diese Homotopie
zudem den Basispunkt Py fixiert. Es folgt also, dass m(S™, P,) = 0.

7.6. Simpliziale Komplexe. Ein Seitensimpler von Kodimension r vom Standard n-
Simplex ist eine Teilmenge von der Form

{(to,...,tn)EAanl:tdz:-'-:th:O},

wobei dy < dy < --- < d, €{0,...,n} festgewihlt sind. Wir erinnern auch daran, dass wir
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A3

/

N

Seitensimplizes

mit A" die Vereinigung aller Seitensimplizes von A" bezeichnen, d.h.
oA = | J{(to, ... tn) € A”[1; = 0}.
i=0

Wir bezeichnen zudem mit

A" = A"\ DA™

das Innere von A”".

Ein simplizialer Vor-Komplex ist ein topologischer Raum zusammen mit injektiven Ab-
bildungen

it A" — X i el

Wir bezeichnen dabei das Bild einer Abbildung ¢;: A™ — X als n;-dimensionaler Simplex
von X. Wir definieren dann auf offensichtliche Weise auch ‘Unterkomplex’ und ‘das Innere’
von einem Simplex von X.

Ein simplizialer Komplez ist ein simplizialer Vor-Komplex, wobei die Simplizes folgende
Eigenschaften besitzen:

(1) zu jedem x € X gibt es genau einen Simplex, so dass x im Inneren des Simplex
liegt,

(2) fiir jeden Simplex von X ist auch jeder Seitensimplex wiederum ein Simplex von X,

(3) zwei Simplizes in X sind entweder disjunkt oder sie schneiden sich in genau einem
Seitensimplex,

(4) eine Teilmenge A C X ist offen genau dann, wenn fiir alle i € I das Urbild ¢, '(A)
offen in A™ ist.

Etwas vereinfacht ausgedriickt ist ein simplizialer Komplex also ein topologischer Raum,
welcher daraus entsteht, dass man Simplizes entlang Seitensimplizes verklebt.

Nachdem der Standard n-Simplex homéomorph zum n-dimensionalen Ball ist, sieht man
nun leicht, dass ein simplizialer Komplex auch als CW-Komplex aufgefasst werden kann,

"Aus der Stetigkeit der Abbildungen ¢;,i € I folgt, dass wenn A C X offen ist, dann ist fiir alle i € I
auch das Urbild ¢; '(A) offen in A™. Die Aussage von (4) ist also, dass auch der Umkehrschluss gilt.
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Simplizes schneiden
sich nicht in einem
Seitensimplex

Simplizes schneiden
sich in mehr als einem
Seitensimplex

Simplex nicht
/ injektiv

~/

y

A

Y

.

’/////

Simplizialer Komplex keine simplizialen Komplexe

\\
N\

AN

AN

7

>

N

wobei die n-Simplizes des simplizialen Komplexes gerade den n-Zellen des CW-Komplexes
entsprechen.

7.7. Homologiegruppen von Mannigfaltigkeiten. Eine simpliziale Struktur (oder auch
Triangulisierung) fiir einen topologischen Raum X ist ein simplizialer Komplex S zusam-
men mit einem Homoomorphismus f: S — X. Folgender Satz wird beispielsweise in

Milnor: Morse theory

bewiesen. Der Beweis geht weit iiber das hinaus, was wir in dieser Vorlesung schaffen
konnen.

Satz 7.12. Es sei M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Dann besitzt M eine sim-
pliziale Struktur, so dass OM ein Unterkomplex ist.

In Ubungsblatt 9 werden wir sehen, dass ein CW-Komplex, welcher kompakt und endlich-
dimensional ist, nur endlich viele Zellen besitzt. Wenn M eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit ist, und wenn wir eine CW-Struktur fiir M gegeben haben, dann ist n die maximale
Dimension einer Zelle. Wir erhalten also nun zusammen mit [4] folgendes Korollar zu Satz

[C12

Korollar 7.13. Es sei M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Hp(M) =0 firk > n.
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N\ N\

T a0

/7 Vd

Vd
IV
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keine simplizialen Komplexe Simplizialer Komplex

ABBILDUNG 29. Der Torus als simplizialer Komplex.
(2) Wenn M kompakt ist, dann sind alle Homologiegruppen endlich erzeugte abelsche
Gruppen.

Es sei X ein endlicher simplizialer Komplex und es sei ¢ ein k-Simplex von X . Wir sagen
¢ hat Ordnung r, wenn es genau r Simplizes der Dimension k + 1 gibt, welche ¢ im Rand
enthalten. Wir iberlassen den Beweis des folgenden Lemmas als freiwillige Ubungsaufgabe.

Simplex der Ordnung 3

ABBILDUNG 30. Ein Simplex der Ordnung 3.

Lemma 7.14. Es sei M ein n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer fest gewdhliten
simplizialen Struktur und es sei ¢ ein (n — 1)-dimensionaler Simplex von M. Wenn ¢ im
Rand von M liegt, dann ist die Ordnung von c gleich eins, andernfalls ist die Ordnung
gleich zwe.

Wir kénnen nun auch folgenden Satz beweisen.

Satz 7.15. Es sei M eine zusammenhdngende n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Dann
gilt
Z., wenn M orientierbar, kompakt und ohne Rand,

Hn (M) = { 0, sonst.

Beweisskizze. Es sei M eine zusammenhéngende n-dimensionale C'>°-Mannigfaltigkeit. Aus
Satz[[.12 folgt, dass M eine simpliziale Struktur besitzt. Wir fassen damit auch M als CW-
Komplex auf, wobei die Zellen gerade den Simplizes entsprechen. Aus Satz [[.3] folgt, dass

H,(M) = Ker{CV (M) & COW (M)} = Zykel in C,,(M).
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Wir bezeichnen im Folgenden mit ¢;: A" — M die n-Simplizes von M.

Nehmen wir nun an, dass M eine orientierbare, kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand
ist. Wir wéhlen eine Orientierung fiir M und wir wéhlen eine Orientierung fiir den Standard
n-Simplex A", Wir kénnen und werden annehmen, dass die Abbildungen ¢; alle orientie-
rungserhaltend ['] sind. Nachdem M kompakt ist, gibt es nur endlich viele n-dimensionale
Simplizes, d.h. wir konnen annehmen, dass I = {1,...,k}. Wir betrachten dann folgende
n-dimensionale Kette in C,,(x):

k
ci= Z‘Pi € Ch(X).
i=1

Nachdem M eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand ist taucht jede (n—1)-dimensionale
Zelle im Rand von ¢ bei genau zwei benachbarten n-Zellen auftaucht. Die Wahl der Ori-
entierungen fiihrt zudem dazu, dass jede (n — 1)-dimensionale Zelle im Rand von ¢ einmal
mit dem Koeffizienten 1 und ein andermal mit dem Koeffizienten —1 aufgefiihrt wird. Es
folgt also, dass dc = 0, d.h. ¢ ist ein Zykel.

Andererseits, wenn ein Element

k
Zai c; € Cp(X).
i=1

ein Zykel ist, dann miissen nach der obigen Diskussion die Koeffizienten fiir benachbarte
n-Zellen iibereinstimmen. Nachdem M zusammenhéingend ist, folgt nun, dass alle Koeffi-
zienten iibereinstimmen miissen, d.h. der Zykel ist gerade ac fiir ein a € Z.

Ahnliche Argumente zeigen nun, dass H,(M) = 0 wenn M nicht orientierbar ist, oder
nicht kompakt ist, oder einen nichtleeren Rand besitzt. 0

Es sei M eine kompakte n-dimensionale zusammenhéngende C°°-Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Im Beweis von Satz haben wir gesehen, dass eine Orientierung einen Erzeuger
von H, (M) festlegt. Wir schreiben diesen als [M] und bezeichnen diesen als die Funda-
mentalklasse von M. Wenn —M die gleiche Mannigfaltigkeit aber mit entgegengesetzter
Orientierung ist, dann gilt [-M] = —[M] € H,(M).

Ganz dhnlich zu Satz kann man auch folgenden Satz beweisen:

Satz 7.16. Es sei M eine kompakte orientierte n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit mit
Randkomponenten Ny, ..., Np. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) H,(M,0M) = Z.

(2) Die Orientierung von M legt auf kanonische Weise einen Erzeuger [M] von H,,(M,0M)

fest.
(3) Die Randkomponenten Ny, ..., Ny sind kompakte (n — 1)-dimensionale C*°-Man-
nigfaltigkeiten. Die Orientierung von M legt eine Orientierung von Ny, ..., Ny fest,

" Genauer gesagt nehmen wir an, dass die Abbildungen ;: A; — M orientierungserhaltend sind.
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so dass bei der Randabbildung
k
0: H,(M) — H,_1(0M) = @5 H,_1(N)
i=1
das Bild von [M] gerade [Ni| + - -- + [Ny] betrigt.

In Abbildung Bl betrachten wir die Flache F' von Geschlecht eins mit einer Randkom-
ponente als simplizialer Komplex. Man sieht dann, dass der Rand der Summe ), ¢; von

orientierungserhaltende
2-Simplizes ¢;

/

A
%
A7

/ /

S
N\
N
/

Flidche von Geschlecht
eins mit einer Randkomponente
als Simplizialer Komplex

ABBILDUNG 31. Die Fliche von Geschlecht eins mit einer Randkomponente
als simplizialer Komplex.

den orientierten 2-Simplizes gerade ein Erzeuger von H;(OF) ist.
Wir beschliessen das Kapitel mit folgendem Satz:

Satz 7.17. Es sei M eine kompakte n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit nichtleerem
Rand. Dann ist M homotopiedquivalent zu einem (n—1)-dimensionalen simplizialen Kom-
plex mit endlich vielen Zellen. Insbesondere ist H,,_1(M) eine freie abelsche Gruppe.

"8Beispielsweise konnen wir eine Orientierung auf M wie folgt definieren: Es sei P € OM. Wir bezeich-
nen mit w € TpM den Normalenvektor zu OM, welcher ins ‘Innere’ von M zeigt. Es sei nun vy, ...,v,_1
eine Basis von Tp(0M). Wir sagen dann, dass vi,...,v,—1 eine positive Basis von Tp(0M) ist, wenn
Vl,...,Un—1,w eine positive Basis von TpM bildet. Dies definiert dann in der Tat eine Orientierung auf
oM.
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Beweisskizze. Es sei also M eine kompakte n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand. Es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fiir jedes k gibt es einen simplizialen Komplex U in M mit k Simplizes der
Dimension n, so dass U ein Deformationsretrakt von M ist, und so dass U einen (n — 1)-
Simplex der Ordnung eins enthélt.

Aus Satz folgt, dass M eine simpliziale Struktur besitzt, so dass OM ein Unterkom-
plex ist. Aus Lemma [T.14] folgt, dass M einen (n — 1)-Simplex der Ordnung eins enthélt.
Wir haben also beweisen, dass die Behauptung fiir zumindest ein k£ € N gilt.

Nehmen wir nun an, dass U ein Unterkomplex von M mit k& Simplizes der Dimension n
ist, wobei U ein Deformationsretrakt von M ist, und wobei U einen (n — 1)-Simplex ¢ der
Ordnung eins enthélt. Es sei d der n-dimensionalen Simplex mit ¢ C 9d.

Wir bezeichnen mit ¢’ die Vereinigung aller Seitensimplizes von d bis auf ¢. Dann ist ¢ ein
Deformationsretrakt von d. Wir bezeichnen mit U’ die Vereinigung von allen Simplizes von
U bis auf d. Dann ist U’ auch ein Deformationsretrakt von U, und damit auch von M. Der
simpliziale Komplex U’ besitzt k — 1 Simplizes der Dimension n und die (n — 1)-Simplizes
in ¢ C U’ besitzen alle Ordnung eins.

Retraktion auf die anderen Seitensimplizes

>

QA
\\,\\ : E % A
AN
/

/ 7
Simpliziale Struktur fiir die

Flache von Geschlecht eins
mit einer Randkomponente

1-dimensionaler
simplizialer Komplex

ABBILDUNG 32. Retraktion auf Unterkomplex mit weniger n-dimensionalen Simplizes.

In dem wir dieses Verfahren iterativ fortfithren konnen wir die Behauptung beweisen. [

8. DIE EULERCHARAKTERISTIK VON EINEM ENDLICHEN CW-KOMPLEX

8.1. Die Definition der Eulercharakteristik. Essei X ein endlicher CW-Komplex, d.h.
ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen. Wir definieren dann die Eulercharakteristik
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x(X) als die alternierende Summe von der Zahl der Zellen. Genauer gesagt, definieren wir
X(X) wie folgt:

X(X) = Z(—l)” - Zahl der n-dimensionalen Zellen.

n

Ein kurzer Blick auf die Beispiele in Kapitel [ T]zeigt, dass die verschiedenen CW-Strukturen
vom Torus die gleiche Eulercharakteristik besitzen.

Der folgende Satz besagt, dass dies kein Zufall ist, denn die Eulercharakteristik ist eine
topologische Invariante.

Satz 8.1. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, dann gz’l

X(X) =) (=1)" Rang(H,(X)).

n

Wir nennen
b,(X) := Rang(H,(X))
die n-te Bettizahl von X. Der Name geht auf den italienischen Mathematiker Betti

zuriick, welcher die Vorlaufer von den Homologiegruppen studiert hat. Mit dieser Definition
konnen wir also Satz umformulieren und erhalten

X(X) =D (=1)ba(X).

n

Beweis. Wenn wir mit (C,,, ) den zelluldren Kettenkomplex von X bezeichnen, dann ent-
spricht Rang C), gerade der Anzahl der n-Zellen in X. Es geniigt also folgende Behauptung
zu beweisen:

Behauptung. Es sei

0= Cy ™ o 20 0% 0y =0

ein Kettenkomplex von endlich erzeugten Gruppen. Dann gilt
Z(—l)” Rang C,, = Z(—l)" Rang H,(C.).

Im Beweis der Behauptung werden wir mehrmals folgende Tatsache verwenden, welche
wir in Ubungsblatt 9 beweisen werden: wenn

0—-A—B—-C—0

7ur Erinnerung, wenn G eine endlich erzeugten abelschen Gruppe ist, dann ist G isomorph zu Z" &
T, wobei T endlich ist. Wir nennen dann r den Rang von G. Anders ausgedriickt, es sei T' C G die
Torsionsuntergruppe, dann ist 7'/G isomorph zu Z" fiir ein r, und dieses 7 ist gerade der Rang von G.
80http ://de.wikipedia.org/wiki/Enrico Betti
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eine exakte Sequenz von endlich erzeugten abelschen Gruppen, dann gilt
Rang B = Rang A + Rang C.
Fiir den Kettenkomplex schreiben wir nun fiir jedes n
Z, = Ker(d,), B, :=Im(d,41) und H, = Z,,/B,,.
Diese Gruppen bilden kurze exakte Sequenzen

0O —» 42, —» C, —» B,y — 0, und
0O - B, —» 4, — H, — 0

Es folgt also, dass
Rang C,, = RangZ, + Rang B,,_{, und
Rang Z,, = RangB, + Rang H,,.
Wir sehen nun, dass
> (=1)"RangC,, = > (—1)"(Rang(Z, + Rang B,,_1)
>, (=1)"(Rang B,, + Rang H,, + Rang B,,_1)
= > (-1)"RangH, + >, (—1)"Rang B, + >, (—1)"Rang B,,_;
>o.(=1)"RangH, + > (—1)"Rang B, — >, (—1)"RangB,,
> (—=1)"Rang H,,.

n

n

Bemerkung. Es sei

0—-H,—H,_1—>H — Hy—0
eine lange exakte Sequenz von Gruppen. Dies bedeutet, dass die Homologiegruppen dieses
Komplexes verschwinden. Es folgt also aus der Behauptung im Beweis vom vorherigen Satz,
dass

Z(—l)” Rang H,, = 0.

n

8.2. Eigenschaften der Eulercharakteristik. Die Eulercharakteristik ist also eine In-
variante, welcher ‘weniger’ als die Homologiegruppen misst. Andererseits verhélt sich die
Homologiegruppe besser unter verschiedenen Operationen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Lemma 8.2. FEs seien X und Y zwei endliche CW-Komplexe, dann gilt
X(X xY) =x(X) - x(Y).
81Die Aussage ist analog zur Dimensionsformel fiir Vektorriume, welche besagt, dass wenn 0 — A —

B — C — 0 eine exakte Sequenz von endlich dimensionalen Vektorrdumen ist, dann gilt dim(B) =
dim(A) + dim(C).
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Beweis. Es seien e, die charakteristischen Abbildungen von X und es seien fz die charak-
teristischen Abbildungen von Y. Wir identifizieren im Folgenden fiir jede Wahl von £, [ den
Raum D* x D' mit D**!. Man kann nun X x Y als CW-Komplex auffassen, wobei fiir jedes
n gilt:
(X xY), = |J X xV,
k+l=n

und wobei die Zellen in X x Y gerade die Produkte der Zellen in X und Y sind. Ge-
nauer gesagt, fiir eine k-Zelle von X mit charakteristischer Abbildung e, und eine [-Zelle
von Y mit charakteristischer Abbildung eg erhalten wir eine & + [-Zelle von X x Y mit
charakteristischer Abbildung

DMl =DFx DI - XxY
(,y) = (eal®), f5(¥)).
Dariiber hinaus ist jede Zelle in X x Y von dieser Form. Es gilt also, dass
#n-Zellen von X xY = Z #k-Zellen von X - #l[-Zellen von Y.
k+l=n
In Ubungsblatt 9 werden wir daraus die gewiinschte Aussage x(X x Y) = x(X) - x(Y)
herleiten. 0

Folgendes Lemma erlaubt es uns auch die Eulercharakteristik von Vereinigungen von
Teilkomplexen zu bestimmen.

Lemma 8.3. Es sei X =Y UZ eine Zerleqgung von einem endlichen CW-Komplex in zwet
Unterkompleze Y und Z. Dann gilt

X(X) =x(Y) +x(2) —=x(Y N 2).

Dieses Lemma folgt aus Bemerkung nach Satz angewandt auf die Mayer-Vietoris
Sequenz angewandt auf X =Y U Z. Wir kénnen das Lemma aber auch ganz ‘elementar’
beweisen.

Beweis. Fiir einen endlichen CW-Komplex W bezeichnen wir mit n(W) die Anzahl der
n-Zellen. In unserem Fall gilt dann, dass

n(X) = nY\YNZ)+nZ\Y NZ)+nlYNZ)
= (nY)=n(YNZ)+n(Z)—nYNZ)+nlYNZ)
= nY)+n(Z)—nlYNZ).

Durch ‘alternierendes’ Aufsummieren erhalten wir dann sofort, dass
X(X) =x(Y) +U(Z) —x(Y N 2).
O

Wir konnen mithilfe von Lemma R3] nun endgiiltig die Homologiegruppen eines Knoten-
komplements bestimmen.
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Lemma 8.4. Es sei K C S? ein Knoten. Dann gilt
Hy(S*\K) =7, H\(S*\ K) = Z und Hy(S*\ K) =0 fiiri > 2.

Beweis. Es sei also K C S? ein Knoten. Nachdem S% \ K wegzusammenhiingend ist folgt
natiirlich, dass Hy(S®\ K) = Z. In Lemma [6.35] (oder auch Korollar B.8)) hatten wir zudem
gezeigt, dass H (S®\ K) 2 Z.

Wie im Beweis von Lemma withlen wir eine injektive C°°-Abbildung ®: S' x D? —
S3 mit K = ®(S' x 0). Wir schreiben X := S\ ®(S* x int(D?)). Offensichtlich ist X
homotopiedquivalent zu S\ K. Es geniigt also die Homologiegruppen von X zu bestimmen.

Nachdem X eine kompakte orientierte n-dimensionale C>°-Mannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand ist, folgt aus Satz [ 17 dass Hy(X) torsions-frei ist.

Es geniigt also nun zu zeigen, dass Rang(H2(X)) = 0 ist. Dies ist nun dquivalent zu
folgender Behauptung.

Behauptung. Es ist x(X) = 0.

Wir setzen Z := ®(S! x D?). Dann ist XUZ = S% und X N7 ist der 2-Torus ®(S* x S1).
Es folgt nun aus Lemmas B2 und B3] dass

0= x(5%) = x(X) + x(Z) — x(2-Torus) = x(X) + x(5" x D?) = x(8' x §') = x(X).

J

=0 =0
Die beschlieit den Beweis der Behauptung und damit auch von Lemma [8.4] O

Es sei p: X — X eine k-fache Uberlagerung 7 von zusammenhéngenden topologischen
Réiumen, dann hatten wir in der Topologievorlesung gesehen, dass p, (m (X)) eine Unter-
gruppe von Index k von (X)) ist. Diese Aussage gilt nicht fiir Homologiegruppen. Bei-
spielsweise ist p: S92 — 92/ ~= RP? eine 2-fache Uberlagerung aber H,(S?) = 7Z und
H,y(RP?) = 0. [

Es ist daher iiberraschend im folgenden Satz zu sehen, dass sich die Eulercharakteristik
mit Uberlagerungen gut vertrigt.

Satz 8.5. Es seip: X — X eine k-fache Uberlagerung von einem CW-Komplex. Dann ist
X ebenfalls ein CW-Komplex und es gilt

(X) = k- (X).

82Um ganz genau zu sein, muss p: (X ,Zo) — (X, x0) eine k-fache Uberlagerung von wegzusam-
menhingenden, lokal wegzusammenhéingenden und semilokal einfach zusammenhéngenden punktierten
topologischen Rédumen sein.

83Dje Aussage gilt auch nicht fiir die erste Homologiegruppe. Beispielsweise gibt es eine 3-dimensionale
Mannigfaltigkeit P, mit der Eigenschaften, dass H;(P) = 0, dass 71 (P) eine nicht abelsche Gruppe der
Ordnung 120 ist, und so dass die universelle Uberlagerung von P ist S3. Diese Mannigfaltigkeit wir die Poin-
caré-Homologiesphire genannt. Poincaré hatte zuerst vermutet, dass eine geschlossene 3-Mannigfaltigkeit
mit trivialer Homologiegruppe von homéomorph zu S3 ist. Nachdem er die Mannigfaltigkeit P gefunden
hatte, hat Poincaré seine berithmte Vermutung umformuliert.
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Beispielsweise gilt

Ho(S?) = Z, Ho(RP?) = 7,
H\(S%) = 0, . H\(RP?) = 7)2,
Hy(5%) =~ Z, SOWIC HL,(RP?) =~ 0,
H;(S?*) = 0,i>2, H;(RP?*) = 0,i>2.

Wir sehen also, dass x(5%) = 2 in der Tat das zweifache von x(RP?) =1 ist.

Beweis. Es sei nun p: X — X eine k-fache Uberlagerung von einem CW-Komplex. Es sei
®,: D — X die charakteristische Abbildung einer n-Zelle von X. Wir schreiben z :=
®,(0). Dann besteht p~'(z) aus genau k Punkten #1,...,#, in X. Nachdem 7 (D") trivial
ist folgt aus dem Hochhebungssatz aus der Topologievorlesung, dass es fiir © = 1,...,k
genau eine Hochhebung @ : D — X mit &’ (0) = Z; gibt.

Man kann nun zeigen, dass diese Abbildungen definieren eine CW-Struktur auf X defi-
nieren. Hierbei ist jede Zelle in X von genau k Zellen in X iiberlagert, d.h. es gilt

#{n-Zellen von X} = k - #{n-Zellen von X}.
Insbesondere folgt also, dass
X(X) = k- x(X).
O

Beispiel. Es sei F' eine geschlossene Fliache von Geschlecht g. Dann folgt aus den Berech-
nungen von Kapitel und aus Satz B, dass

X(F)=2-2g.
Es sei nun p: [ — F eine k-fache Uberlagerung, dann folgt aus Satz B, dass
X(F) = k- x(F).

Losen wir nun die obigen Formel fiir die Eulercharakteristik nach dem Geschlecht von F
auf, dann erhalten wir, dass

Geschlecht von F' = g - Geschlecht von FF' 4+ 1 — g

Wir erinnern daran, dass eine Gruppe G diskret auf einem topologischen Raum X ope-
riert, wenn es fiir jedes x € X eine offene Umgebung U gibt, so dass

U # gU fiir alle g # e.

Beispielsweise operiert fiir jedes k die Gruppe Z/k auf S' indem wir [ € Z/k die Multipli-
kation mit e?™ zuordnen. Man kann dieses Beispiel leicht verallgmeinern. Es sei S?"~! eine
ungerad-dimensionale Sphire. Wir fassen S?"~! dann als Teilmenge von C" auf, d.h.

ST =Lz, 2) €EC || + -+ |z = 1)

Dann definiert
Z/k x S*=1 — g2l

(1 (21, .. 2n) = (¥ Wk, . 2millky )
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eine diskrete Operation von Z/k auf S,

Man kann sich nun fragen, ob zyklischen Gruppen auch diskret auf gerad-dimensionalen
Sphéren operieren kénnen. Offensichtlich operiert die trivial Gruppe auf S** und auch Z/2
mithilfe der Abbildung x — —x. Das folgende Lemma besagt nun, dass es keine weiteren
diskreten Operation gibt.

Satz 8.6. Wenn eine Gruppe G diskret auf S** operiert, dann ist G entweder trivial oder

G=17/2.

Beweis. Wir hatten in der Topologievorlesung gesehen, dass wenn eine Gruppe G diskret
auf einer Mannigfaltigkeit M operiert, dann ist die Projektionsabbildung M — M /G eine
|G|-fache Uberlagerung.

Es sei nun G eine Gruppe, welche diskret auf S?* operiert. Dann ist S?* — S?"/G eine
|G|-fache Uberlagerung. Aus Satz B3] dass

2=x(5") =G| - x(5™/G),

d.h. |G| =1 oder |G| = 2. Im ersten Fall ist G die triviale Gruppe und im zweiten Fall ist
G=~17/2. O

8.3. Graphen. Wir definieren einen Graphen als einen 1-dimensionalen CW-Komplex G
mit endlich vielen Zellen. Wir bezeichnen die 0-Zellen als die Eckpunkte von G und wir
bezeichnen die 1-Zellen als die Kanten von G. Mithilfe der Ergebnisse von diesem Kapitel

A e

N

ABBILDUNG 33. Beispiel fiir einen Graph in R3.

kénnen wir jetzt leicht folgendes Lemma beweisen:

Lemma 8.7. FEs sei G ein zusammenhdngender Graph mit e Eckpunkten und k Kanten
ist, dann gilt
Hy(G) =2 7, H\(G) = ZFT und H;(G) =0 fiiri > 2.

Beweis. Aus Lemma folgt natiirlich, dass Ho(G) = Z. Aus Korollar [74] folgt zudem,
dass H;(G) = 0 fiir i > 2 und es folgt zudem, dass H;(G) torsions-frei ist.
Aus Satz folgt auBlerdem, dass

X(X) =) (=1)' Rang(H,(X)).

%
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In unserem Fall erhalten wir also, dass
1 — Rang(H,(G)) = x(X) = #0-Zellen — #1-Zellen = e — k.
Nachdem H;(G) aber torsion-frei ist erhalten wir dann, dass H,(G) = ZF=¢*+1, O

In der Topologievorlesung hatten wir Graphen etwas abstrakter eingefithrt und dann de-
ren topologische Realisierung betrachtet. Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass
Graphen wie oben eingefiihrt gerade den topologischen Realisierungen von abstrakten Gra-
phen aus der Topologievorlesung entspricht. In der Topologievorlesung hatten wir zudem
bewiesen, dass wenn G ein zusammenhédngender Graph mit e Eckpunkten und k& Kanten
ist, dann gilt

m1(G) = freie Gruppe mit k — e + 1 Erzeugern.
Mithilfe von Satz B.7 gibt das dann einen alternativen Beweis dafiir, dass H,(G) = ZF~¢*1,

9. HOMOLOGIE MIT KOEFFIZIENTEN

9.1. Kettenkomplexe iiber Ringen. Es sei R ein kommutativer Rin. Ein Kettenkom-
plez (C., 0,) von R-Moduln ist eine Folge

On On— 9]
—>C’n—>Cn_1—1>Cl—1>C’0—>O

von Homomorphismen zwischen R-Moduln, so dass fiir alle ¢ gilt 0;_100; = 0. Wir definieren
dann wie iiblich die n-te Homologie des Kettenkomplexes:

H,(C):=Ker{0d,: C,, —» C,_1} / Ker{0,11: Crs1 — Cy,}.

Dabei ist H,(C) als Quotient von zwei R-Moduln ebenfalls selber ein R-Modul.

Die Sétze, welche wir {iber Kettenkomplexen von freien abelschen Gruppen bewiesen
haben, gelten (mit den offensichtlichen Abénderungen) auch fiir Kettenkomplexen von R-
Moduln. Insbesondere kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass Lemma 2.5 Lemma
B.1l Korollar 3.2, Satz und [4.7] auch in diesem allgemeineren Kontext gelten.

9.2. Das Tensorprodukt von abelschen Gruppen. Es seien A und B abelsche Grup-
pen. Wir definieren dann das Tensorprodukt A @ B wie folgt:

A® B = { freie abelsche Gruppe, welche von } /

Symbolen a ® b, a € A, b € B erzeugt wird
wobei fiir alle a,a’ € A und b,V € B gilt

(a+d)®@b ~ a®b+d Db,
a@b+V) ~ a®b+a®l.

Fiir a € A und b € B bezeichnen wir das Bild von ¢ ® b in A ® B ebenfalls mit ¢ ® b. Ein
Element in A ® B ist also von der Form )" | a; ® b;.

840 it Ring meinen wir in der Vorlesung eine abelsche Gruppe mit einer Verkniipfung, welche assoziativ
und distributiv ist, und welche zudem ein multiplikativ neutrales Element besitzt. Wir setzen nicht voraus,
dass ein Ring kommutativ ist.
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Wir beweisen als erstes folgendes Lemma.

Lemma 9.1. Die Abbildung
P ZRA — A
Zle n; @a; Zle n;a;
1st wohl-definiert und ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist leicht zu {iberpriifen, dass ® ein wohl-definierter Gruppenhomomorphismus
ist. Wir betrachten die Abbildung

UV: A = ZRA
a — 1®a.

Es geniigt nun zu zeigen, dass ® und ¥ zueinander inverse Abbildungen sind. Es ist offen-
sichtlich, dass ® o ¥ = id4. Es verbleibt zu zeigen, dass ¥ o ® = idzg 4. Nachdem Z ® A
von Elementen der Form n ® a erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass

(Tod)(n®a)=n®a€ZRA

fiir alle n € Z und a € A. Es sei also n € Z und a € A. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass n > 0. Dann gilt

n

(\Ifo<1>)(n®a):1®na:1®Za=21®a:(21)®a:n®a.
i=1 i=1

i=1

O

Fiir abelsche Gruppen A, B, C'und A;,7 € I kann man nun auch leicht folgende Aussagen
beweisen:

(1) Die Zuweisung a ® b — b ® a induziert einen Isomorphismus
A®B = B® A
(2) Die Zuweisung (>, a;) ® b — Y. a; ® b induziert einen Isomorphismus
(EBAl) ©B = PAeB
iel i€l
(3) Die Zuweisung (a ® b) ® ¢ — a ® (b ® ¢) induziert einen Isomorphismus
(A9B)®C = A® (B C).
(4) Fiir jedes k € N induziert die Zuweisung n ® a — na einen Isomorphismus
Z/k® A AJKA.
(Diese Aussage wird in Ubungsblatt 10 bewiesen.)

85Etwas genauer gesagt, die Abbildung 2521 a; ® b; — Z?Zl b; ® a; definiert einen solchen
Isomorphismus.
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Wenn f: A — A’ und ¢g: B — B’ Homomorphismen zwischen abelschen Gruppen sind,
dann definiert

a®b— fla)® f(b)

einen Homomorphismus A® B+— A’ ® B'.

Ein wichtiger Spezialfall ist dabei der Fall, dass B = R ein kommutativer Ring ist. Dann
definiert

(A R)x R —» A®R
i@ ®bi,r) = 3L a; @b

eine R-Modulstruktur auf A ® R. Beispielsweise, wenn A eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe ist, dann ist A ® Q ein rationaler Vektorraum und es gilt

dimg(A4A ® Q) = Rang(A).

Diese Aussage wird in Ubungsblatt 10 bewiesen.
Zudem, wenn f: A — B ein Homomorphismus von abelschen Gruppen ist, dann ist
f®id: AR — B®R
Yuai®r = > fla)@r
ein Homomorphismus von R-Moduln. Man kann nun leicht zeigen, dass

A= A®R
(ftA=DB) — (f®id: A®R— B®R)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppe zur Kategorie der R-Module defi-
niert.

Bemerkung. Man kann das Tensorprodukt auch allgemeiner fiir Moduln iiber einem belie-
bigen kommutativen Ring einfiithren. Es sei also R ein kommutativer Ring und es seien V'
und W zwei R-Moduln. Wir sagen, dass ein R-Homomorphismus f: V x W — X bilinear
ist, wenn fiir alle v,v" € V, w,w’ € W und r € R gilt:

flo+vw) = flo,w) + f(w), o Flo,wt+w) = f(o,w) + fo,w)
flro,w) = rf(v,w) florw) = rf(v,w).
Wir sagen eine bilineare Abbildung f: V' x W — X besitzt die universelle bilineare

Figenschaft, wenn es zu jeder bilinearen Abbildung ¢g: V x W — Y genau einen R-
Homomorphismus ¢: X — Y gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

VWl x

x \Lgo eindeutig

Y.

In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass folgende Aussagen gelten:

(a) Es gibt eine bilineare Abbildung f: V x W — X welche die universelle bilineare
Eigenschaft besitzt.
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(b) Wenn f: V xW — X und f: V x W — X’ die universelle bilineare Eigenschaft
besitzen, dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢: X — X', so dass ¢(f(v,w)) =
f'(v,w) fir allev € V und w € W.

Wir bezeichnen den durch (a) und (b) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten R-Modul
mit V ®r W und bezeichnen die eindeutig bestimmte Abbildung V x W — V ®z W mit
(v,w) — v ®w. Wenn R = Z, dann erhalten wir das oben eingefiihrte Tensorprodukt von
abelschen Gruppen und wir schreiben V' @ W anstatt V &z W.

9.3. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen mit abelschen Gruppen. Es sei

nun

87L7 1

SN MNTo BN NN AN

ein algebraischer Kettenkomplex und R ein kommutativer Ring. Dann koénnen wir den
Kettenkomplex mit R tensorieren, d.h. wir betrachten die folgende Sequenz von R-Moduln
und R-Modulhomomorphismen:

S0, @R2 0 gRr2E oo R2EY 0 o R 0.

Es ist offensichtlich, dass fiir alle 7 gilt
(0,-_1 X ld) o (& X ld) = (8i_1 o 0,) & id = O,

d.h. die obige Sequenz von Abbildungen ist ein Kettenkomplex von R-Moduln.

Es sei nun X ein topologischer Raum. Fiir einen kommutativen Ring R definieren wir
dann

Ci(X;R) =Cy(X)®R

und wir bezeichnen mit
die zugehorigen Homologiegruppen. Wir nennen dann Hy(X; R) die k-te Homologiegruppe
von X mit R-Koeffizienten.

Aus Eigenschaft (4) des Tensorproduktes folgt, dass wir kanonische Isomorphismen C, (X ;Z) =
Cu(X) und H.(X;Z) = H,(X) haben. Wir werden im Folgenden diese Gruppen identifi-
zieren und zwischen diesen Schreibweisen beliebig hin- und herwechseln.

Bemerkung. Warum will man die Homologiegruppen eines topologischen Raums mit R-
Koeffizienten studieren? Es gibt dazu mehrere Antworten:

(1) Es ist manchmal leichter mit einem Koérper als mit dem Ring Z zu arbeiten.

(2) Die Berechnungen vereinfachen sich wenn wir mit einem endlichen Kérper arbeiten.
Beispielsweise kénnten wir den Fall R = 5 betrachten, in diesem Fall miissen wir
uns um Vorzeichen keine Gedanken mehr machen.

(3) Wenn M eine geschlossene C'*°-Mannigfaltigkeit ist, dann kann man mithilfe von
Differentialformen fiir jedes k die k-te de Rham Kohomologiegruppe H¥, (M) einfiihren.
(Siehe die Analysis ITI-Vorlesung.) Man kann nun zeigen, dass fiir jedes k die re-
elle Homologiegruppe Hy(M;R) isomorph zur k-ten de Rham Kohomologiegruppe



108 STEFAN FRIEDL

HE. (M) ist. Wir werden darauf spéter in der Vorlesung noch etwas genauer einge-
hen.

Die meisten Sétze iiber Homologiegruppen von topologischen Rdumen iibertragen sich,
mit den offensichtlichen Abdnderungen, auch zu den Homologiegruppen mit R-Koeffizienten.
Beispielsweise gilt:

(1) Eine Abbildung f: X — Y induziert fiir jedes k einen R-Homomorphismus f,: H(X; R) —
H(Y; R). Die k-de Homologiegruppe mit R-Koeffizienten definiert zudem einen
Funktor von der Kategorie der topologischen Rdumen zur Kategorie der R-Moduln.

(2) Wenn X wegzusammenhéngend ist, dann ist Hy(X; R) = R.

(3) Homotope Abbildungen f,g: X — Y induzieren die gleichen Abbildungen

(4) Fiir Paare (X, A) konnen wir analog die Homologiegruppen Hy (X, A; R) einfiihren,
und es gibt dann wiederum eine lange exakte Sequenz der Homologiegruppen mit
R-Koeffizienten.

(5) Es gilt der Ausschneidungssatz und der Satz von Mayer-Vietoris fiir Homologie-
gruppen mit R-Koeffizienten.

(6) Fiir einen CW-Komplexes X betrachten wir C°V(X; R) := C"(X) ® R und die
dazugehérigen zelluldren Homologiegruppen HEW (X; R). Dann gilt wiederum, dass
HEW (X, R) = H.(X).

(7) Wenn X ein endlicher CW-Komplex ist und F ein Korper, dann werden wir in
Ubungsblatt 10 sehen, dass

(9.1) X(X) = (—1)" dimg(H;(X;F)).

Es stellt sich nun die Frage, ob es eine Verbindung zwischen den verschiedenen Homo-
logiegruppen gibt. Beispielsweise kann man sich fragen, ob Hy(X; R) = Hy(X) ® R. Dies
ist jedoch nicht der Fall. Betrachten wir beispielsweise den RP? mit der CW-Struktur mit
einer 0-Zelle, einer 1-Zelle und einer 2-Zelle. Dann erhalten wir folgenden Kettenkomplex

052372570,
d.h. Hy(RP?) = 0, H;(RP?) = Z/2 und Hy(RP?) = Z. Andererseits, wenn wir den Ket-
tenkomplex mit Fy tensorieren, dann erhalten wir den Kettenkomplex
O%Fgﬂ)FggFgﬁo,
d.h. Hy(RP?%Fy) = Fy, H (RP?%*TFy) = Fy und Ho(RP?%Fy) = Fy. Wir sehen also, dass
FQ == HQ(X;IFQ) 7£ HQ(X) ®F2 =0.
In diesem Beispiel sieht man auch schon das SatzRIund (@) beide die Eulercharakteristik
ergeben, obwohl die einzelnen Gruppen verschieden sind: In der Tat, es ist

Rang(Hy (X)) — Rang(H, (X)) + Rang(Hy(X)) = 1—-0+0 = 1, und
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Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dass man trotz dieses Beispiels die Homologie-
gruppen H,(X; R) aus den Homologiegruppen H,(X) bestimmen kann. Allerdings ist der
Zusammenhang nicht ganz so naiv, wie man sich das am Anfang erhoffen wiirde.

9.4. Freie Aufl6sungen und die G-Torsion einer abelschen Gruppe. Zur Erinne-
rung, wir bezeichnen mit K die Kategorie der Kettenkomplexe, hierbei ist

Ob(K) := alle Kettenkomplexe,
Mor(C,, D,) := alle Kettenabbildungen von C, nach D,.
Es sei F': I — K ein Funktor.

(1) Wir sagen, F' ist exakt, wenn fiir alle exakten Sequenzen

O—>Ai>Bi>C—>O

auch

(i)

0— F(4) 29 pp) L9

—> F(C)—0
exakt ist.
(2) Wir sagen, F'ist links-exakt, wenn fiir alle exakten Sequenzen

0+AL%BLC
auch
0— F(A) 29 pB) 19 peo)
exakt ist.
(3) Wir sagen, F ist rechts-exakt, wenn fiir alle exakten Sequenzen
AL BL 00
auch
F(j)
— F(B) — F(C)—0
exakt ist.

Wenn ein Funktor links-exakt und rechts-exakt ist, dann ist der Funktor natiirlich auch
exakt.

Wir hatten im vorherigen Kapitel implizit schon gesehen, dass tensorieren mit einer
abelschen Gruppe G im Allgemeinen nicht links-exakt ist. Beispielsweise ist

052572 57/k
exakt, aber das Tensorprodukt mit ®Z/k fithrt dies in die nicht exakte Sequenz
0 Z/k > 7k — Z/k

iiber. Wir werden jetzt sehen, dass tensorieren mit einer abelschen Gruppe G immerhin
rechts-exakt ist.
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Lemma 9.2. Es sei ' '
A5 B5HC—0
eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, dann ist fiir jede abelsche Gruppe auch
AG ¥ Bea Y co G —0
exakt.
Beweis. Es gilt (i®id)o (j®id) = (ioj)®id = 0, d.h. die Verkniipfung der Abbildungen in
der unteren Sequenz ist die Nullabbildung. Nachdem j: B — C surjektiv ist, ist auch die
Abbildung j ® id: B ® G — C ® G offensichtlich [ surjektiv. Es verbleibt also zu zeigen,
dass die induzierte Abbildung
j®id: BG/Im{i®id: A®G—-BG} —-CG

ein Isomorphismus ist. Nachdem die Abbildung, wie oben gesehen, surjektiv ist, geniigt es
nun eine Umkehrabbildung anzugeben.
Wir betrachten dazu die Abbildung

p:CxG — BG/Im{i®id: A G — B® G}
(c,g) — b® g wobei j(b) =c.
Diese Abbildung ist wohl-definiert, denn wenn j(b) = j(b') = ¢, dann gilt j(b—b') = 0. Aus
der Exaktheit bei B folgt, dass b — b" = i(a) fiir ein a € A. Dann folgt aber, dass
b@g—-bRg=0-V)®g=ila) ®g e Im{i®id: A® G — B® G}.
Wir haben damit bewiesen, dass ¢ wohl-definiert ist.
Nachdem ¢ linear in B und in G ist, induziert ¢ auch eine Abbildung
C®G — BG/Im{i®id: A G — B G}
Zle i QG = Zle o(cis gi)-
Diese Abbildung ist offensichtlich ein Inverses zur Abbildung
jRid: BG/Im{i®id: A®G— BG} - CRG.
O

Wir wollen jetzt auch etwas genauer untersuchen, in wie weit das tensorieren mit G nicht
links exakt ist. Wir fithren dafiir ein paar weitere Definitionen ein.

(1) Eine abelsche Gruppe G heifit frei, wenn es eine Teilmenge B = {b;};c; C X mit
folgender Eigenschaft gibt: Zu jeder abelschen Gruppe A und jeder Wahl von Ele-
menten a; € A,i € I gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : G — A, so dass
@(b;) = a; fiir alle i € I. Wir nennen eine solche Teilmenge B dann eine Basis von
G.

Beispielsweise ist G = Z™ frei mit Basis (1,0,...,0),...,(0,...,0,1).

861n der Tat, wenn EZ ¢ ®¢; € C®G, dann gibt es nach Voraussetzung b; € B mit j(b;) = ¢;, aber
dann gﬂt (j ® ld)(Zz bz ® gi) = Zz ¢ ® gi-
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(2) Eine freie Auflosung von einer abelschen Gruppe H ist eine exakte Sequenz

oL RN SNy - gy
wobei die F; freie abelsche Gruppen sind.
Wir beweisen zuerst folgendes Lemma.

Lemma 9.3. Jede abelsche Gruppe besitzt eine freie Auflosung.

Es folgt aus der Klassifizierung der endlich erzeugten abelschen Gruppen, dass jede end-
lich erzeugte abelsche Gruppe eine freie Auflosung von der Form

0= RIS Lm0

besitzt. Wir werden uns im Folgenden hauptséchlich fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen
interessieren, aber der Beweis vom allgemeinen Fall ist schon alleine deshalb interessant, weil
er leicht fiir weitere Félle (beispielsweise freie Auflésungen von R-Moduln) verallgemeinert
werden kann.

Beweis. Zur Erinnerung, fiir eine Menge M bezeichnen wir mit A(M) die von M erzeugte
freie abelsche Gruppe. Wenn M selber eine Gruppe ist, dann gibt es genau eine Z-lineare
Abbildung a(M): A(M) — M, welche ein m € M C A(M) auf das entsprechende Element
in M schickt.

Es sei nun H eine abelsche Gruppe. Wir betrachten dann

AH) 2 1o,

Die Gruppe A(H) ist frei und «(H) ist ein Epimorphismus. Also ist die Folge exakt. Wir
H)

setzen nun H; := Ker(A(H) RGN H). Dann ist

o= AH) 2 5o

exakt. Wir betrachten dann als néachstes
A(H) 2 acmy 2 g o,

Auch diese Folge ist exakt und die beiden Gruppen A(H;) und A(H) sind frei. Wir fithren
nun dieses Verfahren iterativ fort und erhalten die gewiinschte freie Auflésung. U

Bemerkung. Man diese Definitionen leicht verallgemeinern. Es sei dazu R wiederum ein
kommutativer Ring. Wir definieren einen freien R-Modul ganz analog zur freien abelschen
Gruppe. Eine freie Auflosung von einem R-Modul M ist dann eine exakte Sequenz

R 2SN SR S (N QRN

wobei die F} freie R-Moduln sind. Ganz dhnlich zum Beweis von Lemma 0.3 kann man nun
zeigen, dass jeder R-Modul eine freie Auflosung besitzt.

Wir beweisen nun zuerst folgendes Lemma:
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Lemma 9.4. FEs sei F, eine freie Auflosung einer abelschen Gruppe H und es sei F! eine
freie Auflosung einer abelschen Gruppe H'. Zu jedermn Homomorphismus o: H — H' gibt
es dann Abbildungen «;: F; — F!, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

o) f2 o) fi F, fo H 0

lm lal lao la
/ f! 1!

JoRERy LI o Ry

Dariiber hinaus sind die Abbildungen «;, aufgefasst als Kettenabbildung zwischen den hori-
zontalen Kettenkomplexen , bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir definieren zuerst die Abbildung «g. Wir wihlen dazu eine Basis By von der
freien abelschen Gruppe Fj. Fiir jedes z; € By wihlen wir dann ein 2 € F} mit fi(z}) =
a(fo(x;)). Dies ist moglich, nachdem f{ surjektiv ist. Es gibt nun (genau) eine Abbildung
apg: Fy — F} mit ag(z;) = o fiir alle ¢ € I. Es ist nun offensichtlich, dass das rechte
Quadrat kommutiert.

Wir wenden uns nun der Definition der Abbildung «;. Wir wihlen dazu jetzt eine Basis B,
von der freien abelschen Gruppe F}. Es sei dann z; € B;. Es folgt aus der Kommutativitét
des rechten Quadrats, dass

follao o fi)(2)) = a((fo o fi)(z)) = 0.

Nachdem die untere Sequenz exakt ist, gibt es nun also ein x} € F] mit f](z") = (apo f1)(x).
Es gibt nun (genau) eine Abbildung «;: F; — F| mit a4(x;) = 2 fiir alle 7 € I. Es ist nun
offensichtlich, dass auch das ‘zweite Quadrat von rechts’ kommutiert.

Ganz analog definieren wir nun die weiteren Abbildungen «; fiir i > 2.

Es seien nun oy, o : F; — F! zwei Kettenabbildungen, welche ov: H — H' fortsetzen. Wir
miissen eine Kettenhomotopie von «; zu o finden. Die Abbildungen f3; = a; — o/ sind eine
Fortsetzung der Nullabbildung f = 0: H — H'. Es geniigt daher, eine Kettenhomotopie \
von f3; = a; — o} zu den Nullabbildungen finden. Die Konstruktion der Kettenhomotopie
erfolgt dhnlich zur Konstruktion der Abbildungen «; im ersten Teil des Beweises.

Wir erinnern im folgenden Diagramm an die Art der Abbildungen, welche wir konstru-
leren miissen:

o j23 f2 o) fi F, fo H 0
ﬁ o N A A e
L0 F/ F/ F/ /

Wir setzen A_; = 0. Wir benétigen dann als erstes eine Abbildung A\g: Fy — FY, so dass
Bo = f10Ao. Fiir jedes x € By wéhlen wir jetzt ein 2/ € F] mit f{(2’) = fy(x). Die Existenz

87Eine exakte Sequenz ist insbesondere auch ein Kettenkomplex
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eines solchen 2’ folgt aus der Beobachtung, dass f(Bo(z)) = B(fo(x)) = 0 und aus der
Exaktheit der unteren Sequenz.

Nehmen wir jetzt an, wir hiatten schon Ag, ..., \;_1 gefunden, welche die Eigenschaft
besitzen, dass
(92) fj/ e} )\j_l -+ )\j—2 0] fj—l = Bj—l fir j = 0, N ,i.

Wir wihlen nun wieder eine Basis B; von der freien abelschen Gruppe F;. Wir miissen nun
x ein Element 2" € F] | zuordnen, welches die Gleichung

fin (@) = Bi(z) = Aiea(fi(2))
erfilllt. Aus der Exaktheit der unteren Sequenz folgt, dass Im(f/ ;) = Ker(f;). Es gentigt

also zu zeigen, dass f! o (8; — A\i_1 o f;) = 0. Es gilt nun aber in der Tat, dass

fi/o(ﬁi_)\i—lofi) = f{oﬁz’—f{O)\i—lofi
= 5i—10fi—fi/o)\z‘—10fi
= (51'—1 — fio )\i—l) o f;
= N0 fiiof;=0.

Hierbei haben wir in der zweiten Gleichheit verwendet, dass die 3;’s eine Kettenabbildung
bilden, d.h., dass f/o5; = ;_1 0 f;. In der vierten Gleichheit haben wir dann (@.2]) beniitzt,
und die letzte Gleichheit folgt aus f;_1 o f; = 0. O

Mithilfe von Lemma kénnen wir nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 9.5. Es seien
R RNE Do
und
F/ fé f{ f()
LB, =S R = —H—=0

freie Auflosungen von einer abelschen Gruppe H. Dann gibt es fiir jede abelsche Gruppe G
einen kanonischen Isomorphismus

H,(F.®G) > H,(F' @ G).

Beweis. Es folgt aus Lemma[0.4] dass es Abbildungen «;: F; — F/ gibt, so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

Ey F Ey H 0

l [e%) l [eT} lid
! f(l)

f
JQ——




114 STEFAN FRIEDL

wobei die Abbildungen «;, aufgefasst als Kettenabbildung zwischen den horizontalen Ket-
tenkomplexen bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt sind. Wir kénnen dieses kom-
mutative Diagramm nun mit G tensorieren und erhalten folgendes kommutative Diagramm:

id 1®id id
"—>F2®Gf2;®>F1®Gf;®>FQ®Gﬁ);®>H®G—>O

laz J/oq lao lid
! ®id 1 ®id b @id
”_%@®G@LH®GBL%®GELH®G—+Q

Diese Abbildungen induzieren dann Abbildungen
a,: H,(F, ® G) = H,(F. ® G).

Diese Abbildung sind zum eindeutig bestimmt, nachdem die Kettenabbildung bis auf Ket-
tenhomotopie eindeutig bestimmt ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Abbildungen «.: H,(F, ® G) — H,(F, ® G)
[somorphismen sind. Wir miissen also Umkehrabbildungen zu den «, konstruieren. Wir
wenden dazu Lemma [0.4] auf die Auflésungen F) und F, an (d.h. wir vertauschen die Rollen
der Auflésungen) und erhalten die untere Hilfte des folgenden Kommutativen Diagramms.

J LIy A Ly R LIy 0

- bR

g g

l52 lﬁl lﬁo lid
P fi fi

F, F Fy——"sH 0.

Die Abbildungen ;oq; fiigen sich also zusammen zum folgenden kommutativen Diagramm:

23 f2 ) fi F, fo I 0
lﬁwaz l& oai lﬁooao lid
f2 1 fo

Fy Fy Fy H 0.

Andererseits ergeben die Abbildungen id: F; — F; ebenfalls ein kommutatives Diagramm.
Aus Lemma folgt nun, dass die Abbildungen f; o ; kettenhomotop zur Identitéit sind.
Dann sind aber auch die Abbildungen (§; o ;) ® id: F; @ G — F; ® G kettenhomotop zur
Identitét. Es folgt also, dass S, o a,: H,(F, ® G) — H,(F. ® G) die Identitét ist. Ganz
analog zeigt man auch, dass a, o 5, die Identitéat ist. Wir haben also bewiesen, dass die
Abbildungen «, Isomorphismen sind.

O

Es seien nun G und H abelsche Gruppen. Wir wahlen eine freie Auflésung

N 2NN SR AN S (N N
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und wir definieren die n-te G-Torsionsgruppe von H als
Tor,(H,G) := H,(F, ® G).

Es folgt aus Lemma [05] dass diese Definition (bis auf einen kanonischen Isomorphismus)
nicht von der Wahl der Auflésung von H abhéangt.

Wenn zudem a: H — H' ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen ist, dann
folgt aus Lemma [0.4] dass « fiir jedes n einen Homomorphismus

a,: Tor,(H,G) — Tor,(H',G)
induziert. Man kann sich nun leicht davon vergewissern, dass
H — Tor,(H,G)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der abelschen Grup-
pen definiert B

Das folgende Lemma besagt, dass man zumindest die 0-te Torsionsgruppen leicht be-
stimmen kann.

Lemma 9.6. Es seien G und H abelsche Gruppen, dann gibt es einen kanonischen Iso-
morphismus

Torg(H,G) = H ® G.

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung nun die Gruppen Torg(H,G) und H @ G
identifizieren.

Beweis. Wir wahlen also eine freie Auflésung
N DECNY LN o RELNY - )

88Wir nehmen also eine freie Auflssung fiir H, vergessen H, tensorieren mit G, und nehmen dann die
Homologie.

89Um genau zu sein, stimmt die Aussage so nicht, den Tor, (H, @) ist nicht wohl-definiert als Gruppe,
sondern nur wohl-definiert bis auf einen kanonischen Isomorphismus. Wir kénnen das Problem wie folgt

beheben: wir betrachten
Tor, (H,G)’ <@H ) JU

wobei wir die direkte Summe iiber alle freien Auflésungen von H nehmen und wobei U die Untergruppe
ist, welche erzeugt wird von allen

a — p(a) wobei a € H,(F, ® G) und ¢: H,(F, ® G) — H,(F, ® G) der kanonische Isomorphismus.

Dann ist Tor, (H,G)" wohl-definiert (und nicht nur bis auf einen kanonischen Isomorphismus), und man
kann zeigen, dass fiir jedes F' die kanonische Abbildung H, (F. ® G) — Tor, (H, @)’ ein Isomorphismus ist.
Dann definiert

H v Tor,(H,G)

einen Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der abelschen Gruppen.
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Dann ist per Definition
TOI'()(H,G> = Ho(F1®GﬂF0®G—>O)
= Coker(F; ® G Jieid, Fy® Q).

Andererseits, wenn wir nun die obige exakte Sequenz mit G tensorieren, dann folgt aus
Lemma [@.2] dass der ‘rechte Teil’ der Sequenz immer noch exakt ist, d.h. die Sequenz

F1®G%FO®GW>H®G—>O

ist exakt. Dies besagt aber dann gerade, dass es kanonische Isomorphismen

HoG>m(fyoid: oG - HeoG) =2 (FeG)/Ke(fy®id)
= (Fy®G)/Im(f; ®id)
= Coker(Fy ® G 2% £y 2 @)

gibt. U

Bemerkung. Die bisherige Diskussion kann man fast ohne Abénderungen fiir Module iiber
einem kommutativen Ring R durchfiithren. In der Tat, wenn M und N Moduln iiber R
sind, dann wéahlen wir eine freie Auflésung exakte Sequenz

I 2NN SR AN SR (N /SN

und wir definieren
Tor(M, N) := H,(F, ®z N).

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der freien Auflosung ab. Fiir jedes n ist dann
Torf (M, —) ein Funktor und es gilt Tory(M, N) = M ®g N.

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, dass H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Die
Klassifikation von endlich erzeugten abelschen Gruppen besagt unter anderem, dass

H27m g é 7/k;,
=1

wobei k; # 0 fiir i = 1,...,m. Es folgt, dass es eine exakte Sequenz von der Form
0
D
02" —=7Z"" - H

gibt, wobei D die Diagonalmatrix mit den Eintrdagen ki, ..., k, ist. Die Gruppe H besitzt
also insbesondere eine freie Auflosung der Lange 2. Es folgt sofort, dass in diesem Fall

Tor,(H,G) =0 fiir n > 2.
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Wir schreiben jetzt Tor(H, G) := Tor; (H, G) und bezeichnen die Gruppe als die G-Torsion
von H.PJIm Hinblick auf Lemma@5kann man sagen, dass die G-Torsionsgruppen ‘messen’,
inwieweit der Tensorfunktor — ® G nicht links-exakt ist.

Wir kénnen nun einige Eigenschaften von Tor(H,G) in folgendem Lemma zusammen-
fassen:

Lemma 9.7. Es seien G, H und H;,i € I sowie G}, j € J abelsche Gruppen. Dann gilt:
(1) TOI'(EBZ‘HZ', G) = D; TOI'(HZ', G),
2) Tor(H,®;G;) = @, Tor(H, Gj),
) Tor(H,G) =0, wenn H eine torsionsfreie abelsche Gruppe@ ist,
) Tor(H,G) =0, wenn G eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist,
) wennT' die Torsionsuntergrupp von H bezeichnet, dann gilt Tor(H, G) = Tor(T, G),
) fiir alle n haben wir einen Isomorphismus Tor(Z,,G) = Ker{G % G},
) fiir n,m # 0 gilt Tor(Zy,, Zy,) = Zggr(nm)-

Mithilfe dieses Lemmas kann man die G-Torsion von einer abelschen Gruppe H normaler-
weise problemlos bestimmen. Aus (3) folgt beispielsweise, dass Tor(H, Q) = Tor(H,R) =0
fiir alle abelschen Gruppen H. Wir werden zudem in Ubungsblatt 11 zeigen, dass wenn
G und H endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, dann ist die Torsionsgruppe Tor(H, )
endlich. [

Beweis. (1) Wir wihlen fiir jedes i eine freie Auflssung F* von H;. Dann ist &;F" eine
freie Auflosung von @; H;, und die Aussage folgt aus Lemma 2,10
(2) Diese Aussage folgt leicht aus den kanonischen Isomorphismen

F,® @;G; =2 o, F;, ® Gj.

(

(3
(4
(5
(6
(7

(3) Wenn H eine freie abelsche Gruppe ist, dann ist 0 — Fy := H 4 H — 0 schon
eine freie Auflésung, und es ist dann offensichtlich, dass Tor(H,G) = 0. Wenn H
eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist, welche nicht frei ist, dann ist der Beweis
schwieriger und wir verweisen auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.

(4) Wenn G eine freie abelsche Gruppe ist, dann ist G = @;Z fiir eine Indexmenge 1.
Es folgt nun aus (2), dass es geniigt zu zeigen, dass Tor(H,Z) = 0. Wir wihlen also
eine freie Auflosung F, fiir H. Wenn wir diese mit Z tensorieren, erhalten wir (bis

90Fiir eine freie Auflssung 0 — Fy AN oy L H =0 gilt also, dass

Tor(H,G) = Ker{F, ® G “24% F,  G}.

91Eine Gruppe H heifit torsionfrei wenn H kein Element endlicher Ordnung besitzt. Jede freie abelsche
Gruppe ist torsions-frei (siche Ubungsblatt 11), aber nicht jede torsionsfreie abelsche Gruppe ist eine freie
abelsche Gruppe. Beispielsweise ist Q eine torsionsfreie abelsche Gruppe, aber wir werden in Ubungsblatt
11 sehen, dass Q nicht frei ist.

92Dje Torsionsuntergruppe einer abelschen Gruppe ist definiert als die Untergruppe aller Elemente end-
licher Ordnung.

9Daher riithrt auch der Name ‘Torsionsgruppe’.
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auf einen kanonischen Isomorphismus), die gleiche exakte Sequenz. Insbesondere
verschwindet die erste Homologiegruppe von F, ® Z = Fi.
Wenn G eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist, welche nicht frei ist, dann verweisen
wir wiederum auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.

(5) Wenn H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, dann konnen wir H als als
direkte Summe F @ T schreiben, wobei GG die Torsionsuntergruppe ist und wobei F’
eine freie abelsche Gruppe ist. Dann folgt aus (1) und (2), dass

Tor(H,G) = Tor(F & T,G) = Tor(F,G) & Tor(T,G) = Tor(T, G).

Fiir den Beweis im Falle, dass H keine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist verwei-
sen wir auf Seite 265 von Hatcher: Algebraic Topology.
(6) Diese Aussage folgt leicht aus den Definitionen, wenn wir die freie Auflésung

05723572 —7,—0

fir H = Z/n wéhlen.
(7) Die letzte Aussage folgt sofort aus (5).
U

9.5. Spaltende kurze exakte Sequenzen. Wir sagen nun, dass eine kurze exakte Se-
quenz

05ALBLCS0

spaltet (oder zerfdllt), wenn es eine Spaltung s : C' — B gibt, d.h. eine Abbildung s, so
dass p o s = id¢. Beispielsweise spaltet die kurze exakte Sequenz

k—(k,0) (k)1

0—~2Z ——7Z¢s 7%, —— Z, — 0

aber die kurze exakte Sequenze

0=z 7 o7 0.

spaltet nicht.

Lemma 9.8. FEs sei .
0=ASBLC—0

eine kurze exakte Sequenz. Wenn C' eine freie abelsche Gruppe ist, dann spaltet die kurze
exakte Sequenz.

Beweis. Es sei {c;}ic; eine Basis der freien abelschen Gruppe C. Fiir jedes ¢; € C' wihlen
wir ein b; € B mit p(b;) = ¢;. Dann gibt es genau eine Abbildung s: C'— B mit ¢(¢;) = b;
fiir alle 4. Es ist dann also (p o s)(¢) = ¢ fiir jedes ¢, welches eine Linearkombination
der ¢;’s ist. In Ubungsblatt 11 werden wir zeigen, dass jedes Element in ¢ eindeutig als
Linearkombination der ¢;’s geschrieben werden kann. Die Abbildung s ist also in der Tat
eine Spaltung. O

Folgendes Lemma werden wir in Ubungsblatt 11 beweisen:



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE - SOMMERSEMESTER 2013 119

Lemma 9.9. Es sei

0A5BE 00

eine kurze exakte Sequenz. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) die kurze exakte Sequenz spaltet,

(2) es gibt eine Abbildungt: B — A, so dass toi =1idy,

(3) es gibt einen Isomorphismus ® : B — A® C, so dass folgendes Diagramm kommu-
tiert:

/
\

Ao C

wobei die unteren beiden diagonalen Abbildungen die offensichtliche Inklusion und
die offensichtliche Projektion sind.

Wir beschlieen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 9.10. Es sei

0ALBECS0

eine kurze exakte Sequenz und es sei G eine abelsche Gruppe. Wenn die kurze exakte Se-
quenz spaltet, dann ist auch

1®id pRid

0 ARG —BRG—(CG—=0

exakt.

Bewers. Nach Lemma kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die kurze exakte Sequenz
von der Form

a—(a,0)

0—-A—— A@C 5C =0

ist. Wenn wir diese kurze exakte Sequenz mit GG tensorieren, dann erhalten wir unter der
Verwendung von (A®C)®G=A®G® C® G die Sequenz

(Z a;i®9gi,> cj ®9]> "’Z ¢ @9

J

0 Ao ;ai@Qi'—) (le ai®g¢,0)

PARGECRG ¢ —0,

welche offensichtlich exakt ist. O
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9.6. Das universelle Koeffiziententheorem. Wir kénnen jetzt das folgende Theorem
formulieren und beweisen:

Theorem 9.11. (Das universelle Koeffiziententheorem) Es sei (C,,0,) ein Ketten-
komplex von freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche Gruppe. Dann gibt es fiir
jedes n eine kurze exakte Sequenz

0— H,(C)® G % H,(C;G) 2 Tor(H,_1(C),G) — 0.
Hierbei ist die ic die Abbildung
H,(C)®G — H,(C;G)
Zf:l[ci] ®gi — 2?:1[01' ® gi-

Im Beweis vom universellen Koeffiziententheorem werden wir folgendes Lemma verwen-
den.

Lemma 9.12. FEs sei H eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppen, dann ist auch
H auch eine freie abelsche Gruppe.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass F' eine endliche erzeugte freie abelsche Gruppe
ist.

Wir beweisen dann das Lemma per Induktion nach dem Rang von F'. Es gibt offensicht-
lich nichts zu beweisen, wenn Rang(F") = 0. Wir nehmen nun also an, dass wir die Aussage
schon fiir alle freie abelschen Gruppen von Rang kleiner m beweisen haben. Es sei nun
I eine freie abelsche Gruppe von Rang m. Wir kénnen dann F' mit Z™ identifizieren. Es
sei vy,...,v, € Z™ ein Erzeugendensystem von H. Fiir ¢ = 1,...,m bezeichnen wir mit
pi: Z™ — 7 die Projektion auf die i-te Koordinate.

Nach eventuellem vertauschen von Koordinaten kénnen wir annehmen, dass p;(v;) # 0
fiir ein 7. Wir setzen

g :=ggT(pi(v1),...,pi1(vn)).
Dann gibt es a4, ..., a, € Z, so dass

Z aip1(vi) =g
i=1

Wir betrachten dann das Erzeugendensystem

n

p1(v p1(v
Zaipl(vi)avl_ l(gl)woa---,vn— 1( n>wn-

i=1 N A —_——
E/_/ . —.
—wp =:w1 =:wn
Die ersten Koordinaten von wy, ..., w, sind also null, d.h. wir kénnen diese Vektoren als
Vektoren in Z™~ ! auffassen.
Nach Induktionsvoraussetzung erzeugen wy, . .., w, dann also eine freie abelsche Gruppe

in Z™~! auf. Es ist dann leicht zu sehen, dass wg, w1, ..., w, ebenfalls eine freie abelsche
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Gruppe erzeugen.

Mit leichten Abénderungen kann man mit dem gleichen Argument auch zeigen, dass
wenn [ eine freie abelsche Gruppe mit abzdhlbarer Basis ist, dann ist jede Untergruppe
wiederum eine freie abelsche Gruppe.

Der allgemeine Fall wird mit etwas mehr Aufwand als Theorem 9.3 in

Rotman: An introduction to algebraic topology
bewiesen. U

Beweis. Es sei (C),,d,) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen. Fiir jedes n
betrachten wir Z,, :== Ker(d,) und B,, := Im(0,,41). Wir erhalten dann folgendes Diagramm

Man sieht leicht, dass dieses Diagramm kommutativ ist, und dass die horizontalen Sequen-
zen exakt sind. Wir konnen die linke und die rechte vertikale Spalte auch als Kettenkomplex
auffassen. In anderen Worten, das obige Diagramm ist eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen.

Es sei nun G eine abelsche Gruppe. Wir tensorieren nun die obige kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen mit G und erhalten das folgende Diagramm:

On®id

0 Zy® G C, G——B, 1®G 0
0 On®id 0
On—1®id
0 Zn—l ® G Cn—l ® G ¢ Bn—2 ® G O

Dies ist wiederum eine Sequenz von Kettenkomplexen.

Die Gruppen B,, als Untergruppen von freien abelschen Gruppen, sind nach Lemma
wiederum freie abelsche Gruppen. Es folgt nun aus Lemmas und @.10, dass die
horizontalen Sequenzen ebenfalls exakt sind. Wir kénnen daher Satz anwenden. Nach-
dem die vertikalen Randabbildungen links und rechts die Nullabbildungen sind, erhalten
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wir folgende lange exakte Sequenz

—>Bn®G—>Zn®G—>Hn(C;G)3>Bn_1®G—>Zn_1®G—>...

Es folgt leicht aus der Definition der Randabbildung der langen exakten Sequenz, dass die
Randabbildung B, ® G — Z,, ® GG gerade die durch die Inklusion i,,: B, — Z,, induzierte
Abbildung ist [’

Wir erhalten jetzt folgende kurze exakte Sequenz

0 — Coker (i, ® id) — H,(C; G) — Ker(i,—1 ®id) — 0.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass die Ausdriicke links und rechts mit den gewiinschten
Ausdriicken iibereinstimmen.
Wir betrachten nun die exakte Sequenz

0— B, ™ Z, — H,(C) — 0.

Es folgt wiederum aus Lemma [0.12] dass B,, und Z,, freie Gruppen sind, d.h. dies ist eine
freie Auflosung von H,,(C'). Es folgt aus der Definition von Tor(H,(C'), G) und aus Lemma
0.6 dass
Coker(i ® id) = Torg(H,(C),G) = H,(C) ® G.
Andererseits ist auch '
0— B,_1 ﬂ) L1 — Hn_l(C) — 0
eine freie Auflésung von H, 1(C). Es folgt also aus der Definition der G-Torsion von
H, 1(C), dass
Ker(i,—1 ®id) = Tor(H,-1(C), G).
O

Bemerkung. Es sei nun R ein kommutativer Ring und es sei (Cl, 0,) ein Kettenkomplex
von R-Moduln. Es sei zudem M ein weiterer R-Modul. Wir kénnen dann den Kettenkom-
plex C, ® g M von R-Moduln betrachten. Es stellt sich dann wiederum die Frage, ob man
die Homologiegruppen von C, ®x M aus den Torsionsgruppen Torj (H;(C'), M) bestimmen
kann. Dies ist in der Tat der Fall, aber nachdem es im Allgemeinen nicht nur die Torsi-
onsgruppen fiir £ = 0 und k£ = 1 gibt, ist der Zusammenhang deutlich subtiler. Um genau
zu sein, gibt es eine ‘Spektralsequenz’ von den Gruppen Tors (H;(C), M), welche gegen die
Homologiegruppen von C, ®g M konvergiert.

Bemerkung. Wir konnen also jedem Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen, jedem
G und jedem n eine kurze exakte Sequenz

0— H,(C)® G S Hy(C;G) 2 Tor(H,_1(C),G) — 0

zuordnen. Es stellt sich nun die Frage, ob dies ebenfalls ein Funktor mit geeignet gewéahlten
Kategorien ist. Dies ist in der Tat der Fall: Es sei K die Kategorie der Kettenkomplexe und
es sei S die Kategorie der kurzen exakten Sequenzen, wobei die Objekte die kurzen exakten

M Warum ist dies in der Tat der Fall?
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Sequenzen sind und die Funktoren sind die Kettenabbildungen. Dann definiert G und n
einen Funktor K — § indem wir einem C in K die kurze exakte Sequenz

0— H,(C)® G — H,(C;G) — Tor(H,_1(C),G) =0
zuordnen, und indem wir einer Kettenabbildung f: C'— D das Diagramn@

0—— H,(C)® G S~ H,(C;G) — Tor(H,_,(C),G) —0

| | |

0——> H,(D)® G 2~ H,(D; G) —2Tor(H,_,(D),G) —=0

zuordnen. Die vertikalen Abbildungen sind dabei durch die Kettenabbildung f: C' — D
induziert. Es folgt nun direkt aus den Definitionen, dass dieses Diagramm kommutiert. Die
Verifikation dieser Aussage iiberlassen wir als freiwillige Ubungsaufgabe.

Das universelle Koeffiziententheorem ist in gewisser Weise auch etwas enttauschend, denn
es besagt unter anderem, dass die Homologiegruppen von C' ® G nicht mehr Informatio-
nen enthalten, also sowie schon in den Homologiegruppen von C' enthalten sind. Dies ist
allerdings nicht mehr {iberraschend, nachdem wir schon in Satz gesehen hatten, dass
in den meisten Féllen die Homologiegruppen schon den Kettenhomotopietyp eines Ket-
tenkomplexes C, festlegen, und also insbesondere auch die Gruppen H, (C;G) festlegen.

Unser Ziel war es, die Homologiegruppen H,,(C'; G) nur mithilfe der urspriinglichen Grup-
pen Hy(C) zu bestimmen. Allerdings ist es im Allgemeinen nicht moglich die ‘mittlere
Gruppe’ einer kurzen exakten Sequenz eindeutig aus den ‘Randgruppen’ links und rechts
zu bestimmen. Beispielsweise konnte eine exakte Sequenz

0—+%Z—B—~7%Z,—0

gegeben sein durch

k—(k,0) (k,l)—1

00—~ Z 7&® 1y, —— Ly — 0

oder auch durch@

0=z 7 o7 0.

Andererseits hatten wir in Lemma gesehen, dass in einer kurzen exakten Sequenz

0-ASBEC0,

welche spaltet, die mittlerere Gruppe B die Summe der dufleren Gruppen A und C ist. Es
stellt sich daher nun die Frage, ob die kurze exakte Sequenz im universellen Koeffizienten-
theorem spaltet. Dies ist zum Gliick der Fall:

9Die vertikalen Abbildungen werden alle mit f, bezeichnet, aber wie sind diese eigentlich definiert?
96Gibt es noch weitere Moglichkeiten fir B?
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Satz 9.13. FEs sei (C,,0,) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen und es sei G
eine abelsche Gruppe. Dann spaltet die kurze exakte Sequenz

0— H,(C)® G5 H,(C;G) — Tor(H,_1(C),G) — 0.
Insbesondere gibt es also einen Isomorphismus
H,(C;G) = H,(C)® G & Tor(H,_1(C),G).

Beweis. Nach Lemma[0.9 gentigt es eine Abbildung t: H,(C;G) — H,(C') ® G zu konstru-
ieren, so dass t o = idg, ().
Wir betrachten dazu zuerst die kurze exakte Sequenz

0—-2,—C,— B,_.1—0

Die Gruppe B,_1 C C,_; ist als Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ebenfalls
eine freie abelsche Gruppe. Es folgt also aus Lemma [0.8 dass die obige Sequenz spaltet.
Insbesondere gibt es nach Lemma eine Abbildung p: C,, — Z,, so dass p auf Z,, C C,
die Identitéat ist. Wir bezeichnen die Komposition von p mit der Projektion Z, — H,(C) =
Z,/ By, ebenfalls mit p,,. Wir erhalten nun folgendes Diagramm:

Ont1 On On—1
= U4l On Cn—1—>"'
lpn+1 lpn lpnl
0 0 0
T dp Hn Hn—le”’

Die untere Sequenz ist natiirlich auch ein Kettenkomplex. Die Abbildungen ergeben zudem
eine Kettenabbildung: in der Tat, denn sei ¢ € C,,. Die ‘runter-dann-rechts’ Abbildung
ist offensichtlich die Nullabbildung. Andererseits ist d,(c¢,) C B,-1 C Z,-1 C C,_1, d.h.
Pn(0n(c)) =0n(c) =0€ Z,_1/Bp_1.

Wir tensorieren nun das obige Diagramm mit G und erhalten folgendes kommutative
Diagramm von Kettenkomplexen.

On+1®id On,®id n—1®id

Cr1 ®G C,®G Crha1 ® G@

| | |

Hypyy ©G—">H,®G—>>H, 1 ®G—

Die induzierten Abbildungen auf den Homologien dieser zwei Kettenkomplexe geben uns
nun eine Abbildung

t: H,(C;G) = H,(C, ® G) = H,(untere Sequenz) = H, ® G.
Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass t o i = idg,, (). O

Bemerkung. Wenn eine kurze exakte Sequenz

0ALBEL S0
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spaltet, dann gibt es im Allgemeinen nicht nur eine Spaltung sondern viele Spaltungen.
Betrachten wir beispielsweise die kurze exakte Sequenz

(a,0)

0 7 220, 7o @Ie 57 g

Dann ist fir jedes a € Z die Abbildung ¢ — (ac, c) eine Spaltung der exakten Sequenz.
Insbesondere hatten wir zwar in Satz [0.13] gesehen, dass die Sequenz

0 — Ho(C)® G 5 H,(C;G) — Tor(H, 1(C),G) — 0,
spaltet, aber es gibt keinen kanonischen Isomorphismus
H,(C;:G) = H,(C)® G & Tor(H,_1(C),G).

Wir verweisen auf die Bemerkung am unteren Ende von Seite 264 von Hatcher: Algebraic
Topology fiir mehr Informationen.

9.7. Anwendung auf topologische Rdume. Wenn (X, A) ein Paar von topologischen
Réumen ist, dann konnen wir jetzt die Ergebnisse der vorherigen Kapitel auf den Ketten-
komplex C,(X, A) anwenden und erhalten aus dem universellen Koeffiziententheorem und
aus Satz sofort folgenden Satz:

Satz 9.14. Es sei (X, A) ein Paar von topologischen Réiumen und es sei G eine abelsche
Gruppe. Dann gibt es fir jedes n eine kurze exakte Sequenz

0— H,(X,A)®G— H,(X,A;G) — Tor(H,_1(X,A),G) = 0,
und diese kurze exakte Sequenz spaltet. Insbesondere gibt es einen Isomorphismus
H,(X,A;G) =2 H,(X,A) ® G Tor(H,_1(X, A),G).

Beispiel. Betrachten wir noch einmal den RP? mit der CW-Struktur mit einer 0-Zelle, einer
1-Zelle und einer 2-Zelle. Wir hatten schon gesehen, dass Hy(RP?) = 0, H,(RP?) = Z/2
und Hy(RP?) = Z. Es folgt nun aus Satz und Lemma [0.7] dass

HQ(RPZ, Fg) = HQ(RP2) (029 ]Fg D TOI'(Hl(RP2>, Fg) = 0 X FQ @D TOI'(]FQ, ]Fg) = ]Fg
Hl(RPZ, Fg) = Hl(RP2) & ]Fg D TOI'(H()(RP2>, Fg) = ]Fg X FQ @D TOI'(Z, ]Fg) = ]Fg
Hy(RP*Fy) = Hy(RP?) @, ~ 7@, = F,.

Aber dies deckt sich zum Gliick mit der Berechnung in Kapitel
Zusammen mit Lemma (4) erhalten wir zudem folgendes Korollar aus Satz

Korollar 9.15. FEs sei (X, A) ein Paar von topologischen Riumen und es sei R ein Teilring
von C. Dann ist fir jedes n die Abbildung

H,(X,A,Z)® R — H,(X,A;R)
Yulaler = [ cer]

ein Isomorphismus.
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Nachdem die Abbildung H,(X,A;Z) ® R — H,(X, A; R) funktoriell ist, kénnen und
werden wir im Folgenden fiir einen Unterring R von C die Gruppen H, (X, A;Z) ® R und
H, (X, A; R) identifizieren.

Aus der Bemerkung in Kapitel nach dem universellen Koeffiziententheorem folgt zu-
dem, dass sich die kurzen exakten Sequenzen in Satz und der Isomorphismus in Korol-
lar mit induzierten Abbildungen von topologischen Rdumen vertragen. Beispielsweise
gilt fiir jede Abbildung f: (X, A) — (Y, B) zwischen topologischen Raumen, dass sich die
induzierten Abbildungen und die kurzen exakten Sequenzen zu folgendem kommutativen
Diagramm zusammenfiigen:

0—— H.(X,A) ® G —— H,(X,A;G) —— Tor(H,_1(X, A),G) ——0

| | |

0——= H,(Y,B)® G —= H,(Y,B;G) —= Tor(H,_,(Y,B),G) — 0.

10. DIE HOMOLOGIEGRUPPEN VON PRODUKTEN

Es seien X und Y zwei topologische Rdume. In diesem Kapitel wollen wir der Frage
nachgehen, was denn der Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von X und Y
sowie den Homologiegruppen des Produktraums X x Y ist.

10.1. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen. Wir wollen zuerst die Kettenkom-
plexe von X, Y und X x Y in Verbindung setzen. Wir brauchen dazu den Begriff des
Tensorproduktes von Kettenkomplexen. Wir beginnen also mit einem kurzen Ausflug in
die homologische Algebra, d.h. in das Studium von Kettenkomplexen.

Es seien C = (C4, 0,) und C" = (C, 0,) zwei Kettenkomplexe. Wir definieren dann das
Tensorprodukt C ® C’ der Kettenkomplexe wie folgt: Die n-te Kettengruppe ist

Ccac), = ¢ec,

ptq=n

und wir betrachten die lineare Abbildungen 9: (C ® C'),, — (C ® C'),,_1, welche eindeutig
bestimmt ist durch

e, ® ) =0c, @ ¢+ (—1)Pe, @ Ic,
fiir ¢, € €, und c; = C'[’]. Dann ist
9(0(c, ® c)) = d( dc, @ c,) + A((=1)Pc, ® d'c))
——

ECpfl

= 90c, @ ¢+ (=1)P7'dc, @ 0'c,) + (—=1)PDc, @ I'c, 4 (—1)Pc, ® D'V c,
= (1)1, @ O, — (—=1)P"'dc, ®@ ',
= 0.
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Wir sehen also, dass (C ®(C’,0) ein Kettenkomplex ist. P Wir skizzieren die Definition des
Tensorprodukt von Kettenkomplexen in Abbildung [341

01 ®id 0y ®id
Co®Ch, «——— C10C, «— Ch®C}

id ®), l_ id ®, lid ®0)

01 ®id Or ® id -
CorC] «——C100C] <— G (]

id @04 l —id®0] l id ®0;
01 ®@id 0y ®id -

C()@C(l) %CH@C(/) %CQ(X)C(I)

ABBILDUNG 34. Das Tensorprodukt von Kettenkomplexen.

Es ist auch zum Abschlufl auch leicht zu sehen, dass zwei Kettenabbildungen f: C — D
und g: C" — D’ eine Kettenabbildung f ® g: C ® C' — D ® D’ induzieren.

10.2. Das Produkt von CW-Komplexen. Wir betrachten jetzt zuerst den Spezialfall,
dass X und Y CW-Komplexe sind. Um gewisse topologische Spitzfindigkeiten zu vermeiden
nehmen wir im Folgenden an, dass X und Y in jeder Dimension nur endlich viele Zellen
besitzen.

Wir wollen nun auch das Produkt X xY als CW-Komplex auffassen. Wir identifizieren im
Folgenden die n-dimensionale Scheibe D™ durchgehend mit dem n-dimensionalen Quadrat
Q" = [0, 1]™. Fiir p4q = n gilt dann, dass Q" = QP x Q7. Die Idee ist nun eine CW-Struktur
auf X x Y so einzufiihren, so dass das Produkt einer p-Zelle in X mit einer g-Zelle in Y
eine (p + q)-Zelle in X x Y entspricht.

Wir wollen diese Idee nun etwas genauer ausfithren. Wir machen dazu zuerst die Beob-
achtung, dass

Q") =0Q" x QTU QP x 9Q.
Wir definieren nun die CW-Struktur auf X x Y induktiv wie folgt:
(1) Wir setzen (X x Y)? = X% x YO,
(2) Nehmen wir nun an, dass das (n — 1)-Gertist (X X Y)("_l) schon definiert ist. Wir

betrachten nun eine p-Zelle e in X, welche gegeben ist durch eine charakteristische
Abbildung ¢: Q? — X" und eine (n — p)-Zelle f in Y, welche gegeben ist durch

9"Man beachte, dass dafiir der Extra-Term (—1)? in der Randabbildung nétig ist. Wenn wir die Randab-
bildung ‘naiv’ als d(c, @ ¢;) = dc, @ ¢+ ¢, @ 0'cy, definiert hitten, dann wiirden wir keinen Kettenkomplex
erhalten.
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eine charakteristische Abbildung ¢ : Q7 — Y. Dann bezeichnen wir mit e x f die
n-Zelle in X x Y, welche gegeben ist durch die Anklebeabbildung

AQ") = 0" x QTUQP x 9QT — (X x Y
(z,y) = (p(z),¥(y)).

Wir bezeichnen dann mit (X xY)" die Vereinigung von (X x Y)"~! mit allen solchen
n-dimensionalen Produktzellen.

Wir kénnen nun also X x Y als CW-Komplex auffassen, wobei jede Zelle in X x Y das
Produkt, im obigen Sinne, von einer Zelle in X und einer Zelle in Y ist. Es folgt, dass wir
fiir jedes n einen kanonischen Isomorphismus

CM(X xY) = {ECW’ )@ CEN(Y)

haben.

Wir wollen allerdings nicht nur Isomorphismen von den Gruppen in den jeweiligen Ket-
tenkomplexen, sondern wir miissen auch die Randabbildungen in Verbindung setzen. Es sei
nun e eine p-dimensionale Zelle in X und f eine ¢g-dimensionale Zelle in Y. Rein als Menge
betrachtet haben wir gesehen, dass

AQ") = IQP x QTU Q" x Q.

Allerdings miissen wir die Randabbildungen wirklich als Abbildungen betrachten, und es
zeigt sich dann, dass

dex f) = de x f + (—1)P ex df
N—— N—— N——
€CEW_(XxY)  eCIN(X)CEW(Y) eCSW (X)RCEN (V)

Diese Aussage kann man durch sorgfiltiges bestimmen der Vorzeichen beweisen. Die Aus-
sage wird in Abbildung 3% skizziert.
Wir haben also folgenden Satz ‘bewiesen’:

Satz 10.1. Es seien X und Y zwei CW-Komplexe mit endlich vielen Zellen in jeder Di-
mension. Dann gibt es einen Isomorphismus

Dyy: C(X) 0 C(Y) S (X x Y)

von zelluldren Kettenkomplezen.

98Warum liegt das Bild dieser Anklebeabbildung in (X x Y)"~1?
99Hierbei haben wir folgende einfache algebraische Tatsache verwendet: wenn M und N zwei Mengen
sind, dann haben wir einen kanonischen Isomorphismus

A(M x M) = AM) @ AN),

wobei wir fiir eine Menge W mit A(W) die von W aufgespannte freie abelsche Gruppe bezeichnen.
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=0dexf — exdf
ABBILDUNG 35. Der Rand vom Produkt von zwei 1-Zellen.

10.3. Der Satz von Eilenberg-Zilber. Der Satz von Eilenberg-Zilber ist das Analogon
von Satz [[0.1] fiir die singuldren Kettenkomplexen von beliebigen topologischen Réumen.

Satz 10.2. (Eilenberg-Zilber) Es seien X und Y zwei topologische Riume. Dann gibt
es Kettenabbildungen

CAX)RC.(Y) L C (X xY) und C.(X xY) S C(X)® C(Y),

welche Kettenhomotopie-Inverse zueinander sind. Die Abbildungen p und v sind dariber
hinaus natirlich. Insbesondere gilt also, dass

H(X xY) 2 H(C.(X) @ C.(Y)).

Beweis. Wenn X und Y Kettenkomplexe sind, dann folgt die Behauptung aus Satz
zusammen mit Satz Im allgemeinen Fall beruht der Beweis vom Satz von Eilenberg-
Zilber auf dem Satz von den ‘azyklischen Modellen’ und ist nicht besonders anschaulich.
Wir verweisen auf Kapitel 59 von

Munkres: Elements of algebraic topology

fiir den Beweis. O

10.4. Die Kiinneth-Formel fiir Kettenkomplexe. Aus dem vorherigen Kapitel folgt,
dass wir einen Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von den Kettenkomplexen

100Hjer ‘natiirlich’ bedeutet, dass wir fiir Abbildungen f: X — X’ und ¢g: Y — Y’ kommutative Dia-
gramme

Ci(X) @ CL(Y)
lf@fi l(fo/)* l(fo’)* lf*®fi
Co(X) @ C(Y) —2 Cu (X! x V) Co( X' xY'") —= C(X") @ C(Y")

Ci(X xY) und Cu(X xY) —"—= Cu(X)® Cu(Y)

erhalten.
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C, C' und C ® C' finden miissen. Wir betrachten dabei folgende Abbildung:
©: Hy(C) ® Hy(C') — Hpig(CRC)
;[Ci] ® ] = ;[Ci ® ¢l

Wir konnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 10.3. (Die Kiinneth-Formel fiir Kettenkomplexe) Es seien C und C' Ketten-
komplex. Wenn C frei ist, d.h. wenn alle Gruppen C,, freie abelsche Gruppen sind, dann
qibt es eine kurze exakte Sequenz

0 P Hy(C) @ H(C) 2 H(CRC)— P Tor(H,(C), Hy(C)) — 0.

pt+g=n p+q=n—1

Wenn C’ ein Kettenkomplex ist, welcher gerade aus einer Gruppe G besteht, dann erhal-
ten wir als Spezialfall der Kiinneth-Formel gerade das Universelle Koeffiziententheorem. In
der Tat ist der Beweis der Kiinneth-Formel dhnlich dem Beweis des Universellen Koeffizi-
ententheorems.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass alle Randabbildungen C,, — C,,_; die
Nullabbildung sind. In diesem gilt Fall insbesondere, dass H,(C) = C,, fiir alle n. Es folgt
zudem, dass dc, ® d, = (—1)P¢,®9c),. Der Kettenkomplex C®C’ ist also die direkte Summe
der Kettenkomplexe C, ® C'. Nachdem C frei ist, folgt zudem, dass jeder Kettenkomplex
C, ® C" dann einfach die mehrfache direkte Summe vom Kettenkomplex C’ ist. Es folgt,
dass

H,(Cp @ C') = Cp® Hn—p(cl) = H,(C) ® Hn—p(cl>-
Insbesondere gilt dann, dass
(Col)= P Hy(C) e H,/(C).
pH+gq=n

In Lemma [0.7 hatten wir gesehen, dass die Torsionsgruppen Tor(A, B) verschwinden, wenn
A eine torsionsfreie Gruppe ist. Wir erhalten also die gewiinschte kurze exakte Sequenz.

01Djese Abbildung ist wohl-definiert. Zum einen, wenn ¢; und ¢; Zykel sind, dann gilt
0(c; @ch) = 0c; @ ¢ + (—=1)Pe; ® D¢ = 0
dh. ¢;®@c € CC ®@C ist ein Zykel. Zum anderen, wenn ¢; + dd; ein anderer Représentant von [¢;] ist,
dann gilt
(ci +0d) @c=c;@c; +0(d; ® ),
und ganz analog, wenn ¢ + dd; ein anderer Reprisentant von [c ;] ist, dann gilt

® (¢ +0d;) = ¢; ® ¢, + (—1)P(c; ® dj).
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Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu, d.h. wir nehmen nicht mehr an, dass die
Randabbildungen C,, — C),—1 Nullabbildungen sind. Der folgende Beweis weifit jetzt grofie
Ahnlichkeiten zum Beweis vom Universellen Koeffiziententheorem auf.

Wir betrachten wiederum

Z, = Ker{0,: C, = Cp_1}, und

Bp = Im{8p+1: Cp+1 — Cp}
Wir bezeichnen dann mit Z den Kettenkomplex, welcher durch die Z, gegeben ist, wobei
die Randabbildungen gerade die Nullabbildungen sind. Ganz analog bilden die B, einen

Kettenkomplex B. Wie im Beweis vom Universellen Koeffiziententheorem erhalten wir jetzt
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen

0—>Z—>CQ>B—>0.

Zudem sehen wir wiederum, dass die Gruppen B,,_; freie abelsche Gruppen sind, und dass
daher fiir jedes C, das Tensorprodukt der obigen exakten Sequenz mit Cj wiederum eine
exakte Sequenz ist. Es folgt dann auch, dass

05 2Z2RC -CxC -BxC =0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen ist.
Aus Satz erhalten wir also folgende lange exakte Sequenz

= H(Z2®C)—> H,(Cx(C')— H, «(Be(C)— H, (ZxC") — ...

Die ‘Randabbildung’ H,,_1(B ® C’) N H,_1(Z ® (') aus Satz [0l ist dabei, wie im Beweis
vom Universellen Koeffizientheorem, gegeben durch die Inklusion B — Z.

Nachdem die Randabbildungen in B und Z die Nullabbildungen sind folgt aus dem zu
Anfang betrachteten Spezialfall, dass wir folgende lange exakte Sequenz erhalten:

n n—1 n—1
2 P Z.®H,;(C') = Ho(CaC') — @D B;oH,—;—1(C') = P Z;0H,—;—1(C') — ...
j=0 j=0 Jj=0

Wir erhalten also eine kurze exakte Sequenz
0 — Coker(i,) — H,(C ® ") — Ker(i,_1) — 0.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Ausdriicke links und rechts den gewiinschten Ausdriicken
entsprechen. Der Beweis davon ist ganz analog zum Beweis der entsprechenden Aussage im
Beweis vom Universellen Koeffizientheorem.

Wir fithren jetzt das Argument etwas genau aus. Wie im Beweis vom Universellen Koef-
fizientheorem sehen wir, dass fiir jedes j € {0,...,n — 1} die Sequenz

0—B;,—Z;—H;(C)—=0

102Der Index reduziert sich dabei im Schritt von H, (C ® C') — H,_1(B ® C'), weil diese Abbildung
induziert wird durch 0 — 2, = C, — B,_1 — 0.
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eine freie Auflésung von H;(C) ist. Insbesondere folgt aus den Definitionen und aus [0.6]
dass fiir jedes [ gilt

Coker(i;: B; ® H/(C') > Z; @ H\(C")) = H,;(C)® H/(C'), und
Ker(i;: B; ® H/(C') & Z; ® H)(C")) = Tory(H;(C), H,(C")).

Wir sehen also, dass

Coker(i,) = Coker (@ B; ® H,_;(C") —
=0

Jj=0 J

Z; ® Hn_j(C’)>
= @ Coker (iji Bj X Hn_j(C’) Z—]> Zj & Hn_j(C’)>
j=0
= E|9(]Hj(C) ® H,_;(C").
j=

Ganz analog zeigt man, dass

n—1 n—1
Ker(in_l) = Coker (@ Bj &® Hn_j_l(C’) — @ Zj & Hn_j_l(C’)>
=0 =0

J J

|
—

n

= Ker (ijl Bj (029 Hn_j_l(C’) Z—J> Zj X Hn_j_l(C'))

3 <.
|l
- o

= Toro(H;(C), H,—(C")).

<.
Il
o

U

Bemerkung. Die kurze exakte Sequenz im Kiinneth-Theorem ist natiirlich. D.h. wenn
f:C — Dund f': " — D' Kettenabbildungen sind, dann erhalten wir ein kommutati-
ves Diagramm von kurzen exakten Sequenzen:

0 - @ HQeHC) S HCoc) — @ To(H/(C),H,QC) — 0
p+q=n p+q=n
@ fl F(f® f). } Tor(f., f2)
0 - @ HMDeHMD) S H,.DoD) — @ Tor(H,(D),H,(D)) — 0.
p+q=n p+q=n

Wir kehren jetzt zu der Ausgangsfrage zuriick, was denn die Homologiegruppen von den
topologischen Radumen X, Y und X x Y miteinander zu tun haben. Der Satz von Eilenberg-
Zilber zusammen mit der Kiinneth-Formel fiir Kettenkomplexe gibt uns folgenden Satz:

103Dje Torsionsgruppe Tor(—, —) ist ‘funktoriell in beiden Eintriigen’, d.h. wenn ¢ : A — B und ) :
C' — D Abbildungen sind, dann gibt es eine induzierte Abbildung Tor(p, ) : Tor(A, B) — Tor(C, D).
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Satz 10.4. (Die Kiinneth-Formel fiir topologische Ridume) Es seien X und Y zwei
topologische Rdume. Dann gibt es eine kurze exakte Sequenz

0= P H(X)@ H(Y) S Hi(X xY) > @ Tor(H,(X), Hy(Y)) =0,
pt+qg=n p+qg=n—1
und diese kurze exakte Sequenz ist natirlich beziiglich der topologischen Rdume X und Y .

Bemerkung. Die kurze exakte Sequenz in Satz [[0.4] spaltet, aber diese Spaltung ist nicht
natiirlich. Siehe auch Theorem 59.3 von Munkres: Elements of algebraic topology.

Beispiel. Es sei X ein topologischer Raum. Wir wollen die Homologiegruppen von S* x X
bestimmen. Die Homologiegruppen von S! sind natiirlich Z in der Dimension 0 und 1.
Nachdem fiir jede abelsche Gruppe A gilt, dass Z ® A = A und Tor(Z, A) = 0 folgt nun

aus der Kiinneth-Formel, dass es einen Isomorphismus
H, 1(X)® H,(X) — H,(S" x X)
gibt.

11. DIE KOHOMOLOGIEGRUPPEN EINES TOPOLOGISCHEN RAUMS

11.1. Duale Kokettenkomplexe. In diesem Kapitel sei G durchgehend eine abelsche
Gruppe. Es sei nun f: A — B ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert f eine Ab-
bildung
f*: Hom(B,G) — Hom(A,G)
A - G
w o6 = (%2 S, )

Wir bezeichnen f*: Hom(B,G) — Hom(A, GG) als die durch f induzierte Abbildung,.

Wenn A beispielsweise eine Untergruppe von B ist, und wenn i: A — B die Inklusions-
abbildung ist, dann ist fiir jeden Homomorphismus ¢: B — G die Abbildung i*¢: A — G
gerade die Einschrinkung von ¢ auf A C B.

Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

(idA)* = idHom(A,G)a und
(gof)* = frog*firalle f: A— Bundg: B— C.

Diese Eigenschaften dhneln den Eigenschaften eines Funktors, mit der Ausnahme, dass in
der Gleichheit (go f)* = f* o g* die Reihenfolge von f und g wechselt.

Wir erinnern im Folgenden an eine Definition aus der Topologievorlesung. Es seien C
und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor F: C — D besteht aus einer Abbildung

F: Ob(C) — Ob(D)
und fiir alle X, Y € Ob(C') gibt es zudem eine Abbildung™™
Mor(X,Y) — Mor(F(Y), F(X))

104\ [an beachte, dass sich die ‘Richtung umkehrt’, d.h. wir ordnen einem Morphismus in Mor(X,Y)
einen Morphismus in Mor(F(Y), F(X)) zu.
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so dass folgende Axiome erfiillt sind

(F2) fiir ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z), gilt

F(pop)=F(p)o F(y).

Zur Unterscheidung bezeichnen wir die Funktor, welche wir ihn in Kapitel eingefiihrt
hatten, manchmal auch als kovariante Funktoren.
Mit dieser Definition kénnen wir also jetzt die obige Diskussion wie folgt zusammenfassen:

Die Abbildungen
A +— Hom(A4,G)
(f: A= B) — (f*: Hom(B,G) — Hom(A,G))
definieren einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur
Kategorie der abelschen Gruppen.

Es sei nun ein Kettenkomplex

87L7 1

(C,d): —=Cp 20 225 .0 B = 0

gegeben. Wir betrachten dann folgende Sequenz von Abbildungen

*

< Hom(C,, G) & Hom(C,—1,G) Jn ...Hom(C4, G) s Hom(Cy, G) < 0.

Wir nennen diese Sequenz von Abbildungen einen zu (C\, d,) dualen Kokettenkomplex.
Wir definieren nun die n-te Kohomologiegruppe des Kettenkomplezes (C., d,) mit G-Koef-
fizienten wie folgt:

H"(C; Q) == Ker{0;_,:Hom(C,, G) -Hom(C\11,G)} / Im{0; : Hom(C,,_1, G) — Hom(C,,, G)}.

Wenn G ein kommutativer Ring ist, beispielsweise G = F,,G = Z,G = Q oder G =
R, dann sind die Randabbildungen Modulhomomorphismen, insbesondere sind dann die
Kohomologiegruppen H™(C'; G) Moduln iiber dem kommutativen Ring G.

Viele von den Aussagen iiber Kettenkomplexe und deren Homologiegruppen gelten in
leicht abgewandelter Form auch fiir Kohomologiegruppen. Wenn beispielsweise f: C, — D,

105Ein Kokettenkomplex ist eine Folge

5 O 5
= Dy Dy .. D1 < Dy — 0

von Abbildungen zwischen abelschen Gruppen, so dass fiir alle 4 gilt §; 1 0d; = 0. Viele von den Definitionen
fiir Kettenkomplexe iibertragen sich auf offensichtliche Weise zu Kokettenkomplexen. Beispielsweise sagen
wir, dass der Kokettenkomplex ezakt ist, wenn fiir jedes n gilt:

Ker(6,,) = Im(d,—1).

Zudem haben wir auch den offensichtlichen Begriff einer Kokettenabbildung, und die Kokettenkomplexe
zusammen mit den Kokettenabbildungen bilden die Kategorie der Kokettenkomplexe.
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eine Kettenabbildung zwischen Kettenkomplexen C, und D, ist, dann ist fiir jedes n die
Abbildung

f* H,(C;G) — H"(D;q)

[p: C, = G] — [po fi: D, — G
wohl-definiert. Fiir jedes n definiert dann

C, — H"(C;Q)
fo=f
einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Kettenkomplexe zur Kategorie der

abelschen Gruppen.
Analog zu Satz kann man zudem zeigen, dass wenn

0 A, 5B 5C =0

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen ist, dann existiert fiir jedes n eine Abbil-
dung
6ot H'(A;G) — H"HC; @),
so dass
s HYCG) S BB G) S HY(AG) S BN Q) D Hy(B:G) S
eine exakte Sequenz bildet /%9

11.2. Die singuldren Kohomologiegruppen eines topologischen Raums. Es sei nun
X ein topologischer Raum und es sei wiederum durchgehend G eine abelsche Gruppe. Wir
schreiben dann
C"(X;G) := Hom(C,,(X), G) und 0, :== 0,
und erhalten einen Kokettenkomplex
& ol @) & on(x @) A ortLXG G) & L8 00X G) 0.
Wir definieren nun die n-te singuldre Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in G
als
H"(X;G) == H"(C.(X);G)
= Ker{0,11:C"(X;G) - C""(X; @)}/ Ker{d,:C"1(X;G) — C"(X;G)}.

Wenn G = Z, dann schreiben wir einfach H"(X) = H"(X;Z). Wenn f: X — Y eine
Abbildung zwischen topologischen Réumen ist, dann hatten wir schon gesehen, dass f
eine Kettenabbildung f.: Ci(X) — C,(Y) induziert. Es folgt nun aus der Diskussion vom

106Dje Tatsache, dass die Abbildungen in die ‘falsche Richtung laufen’, ist eine nie versiegende Quelle
der Verwirrung.

107Normalerweise lassen wir das Adjektiv ‘singuldre’ weg, und reden einfach von der n-ten Kohomolo-
giegruppe von X mit Koeffizienten in G.
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vorherigen Kapitel, dass f eine Abbildung f*: H™(Y;G) — H"(X;G) induziert. Dariiber
hinaus definieren die Abbildungen

X s HYX;G)
(f: X=Y) — (f~H'(Y;G) - H"(X;Q))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der topologischen Rdume zur Kategorie
der abelschen Gruppen. (Oder im Falle, dass G ein kommutativer Ring ist, zur Kategorie
der G-Moduln.)

Bevor wir die Theorie der Kohomologiegruppen ausfiihren wollen wir erst uns einmal ein
ganz explizites Beispiel erarbeiten:

Beispiel. Essei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum. Was ist dann Hy(X; G)?
Betrachten wir dazu das ‘rechte Ende’ vom Kettenkomplex von C,(X) und vom Koketten-
komplex Hom(C,(X), G).

Cu(X) 2 Co(X) = 0 und Hom(Cy(X), &) <& Hom(Co(X), @) « 0.
Es folgt also, dass

0/ v Hom(Cy(X),G) — Hom(C1(X), Q)
1 <X7G>—Ker{ (f: Co(X) > G) = (fody: C1(X)=G) [
Nachdem die singuldren 1-Simplizes eine Basis von C;(X) bilden kénnen wir H°(X; Q)

auch wie folgt schreiben:
H(X;G)={f: Co(X) = G| f(o) = 0 fiir alle singuldren 1-Simplizes o: A! — X}.

Zur Erinnerung, wir identifizieren die singuldren 0-Simplizes in X mit den Punkten in
X. Ein Element in Hom(Cy, G) ist eindeutig durch die Bildwerte auf den singuldren 0-
Simplizes festgelegt, dass heifit, wir konnen ein Element in Hom(Cjy, G) als Funktion von X
nach G auffassen. Fiir einen singuliiren 1-Simplex o: A' — X ist dann f(do) die Differenz
zwischen den Werten am Anfangspunkt und am Endpunkt von ¢. Nachdem wir fordern,
dass f(do) = 0 fiir alle 0: A! — X, und nachdem X wegzusammenhingend ist, folgt, dass
f allen Punkten in X den gleichen Wert zuweisen muss. Wir sehen also, dass H°(X; G) = G.

Viele von den Aussagen iiber Homologiegruppen kann man auch ganz analog fiir Koho-
mologiegruppen beweisen.
(1) Homotope Abbildungen f,g: X — Y induzieren die gleichen Abbildungen
ff=g":H'(Y;G) - H'(X;G).
(2) Essei X ein topologischer Raum mit endlich vielen Wegzusammenhangskomponen-

ten Xi,..., X}, dann gilt

k
H"(X:G) = P H"(Xi: G).

=1
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Wenn X unendlich viele Wegzusammenhangskomponenten besitzt, dann ist die La-
ge diffiziler. Dies wird in Ubungsblatt 12 behandelt.

(3) Wenn (X, A) ein Paar von topologischen Réumen ist, dann definieren wir die rela-
tiven Kohomologiegruppen als

H"(X,A;G) .= H'(C\(X, A); G)
und wir erhalten eine lange exakte Sequenz
LHY X AG) D HY X G) D HYAG) S HHX,AG) .
hierbei ist
(a) p* die durch die Projektion C,(X) — C.(X, A) induzierte Abbildung.
(b) ¢* die durch die Inklusion C,(A) — C,(X) induzierte Abbildung.
(c) Die ‘Korand-Abbildung’ 6: H"(A; G) — H"" (X, A; G) ist gegeben durch die
Abbildung
H"(A;G) — H"™(X, A;G)
[f: Ch(A) = G] — [fod: Cri(X,A) = G]
(4) (Ausschneidungssatz fiir Kohomologiegruppen) Es seien Z C A C X Teilmengen,

wobel der Abschluss von Z im Inneren von A enthalten ist. Dann induziert die
Inklusion i: (X \ Z, A\ Z;G) — (X, A; G) Isomorphismen

HY(X, A4;G) 5 HMX\ Z,A\ Z:G).

(5) (Mayer—Vietoris Sequenz fiir Kohomologiegruppen) Es sei X ein topologischer Raum
und es seien A, B C X Teilmengen, so dass X = int(A) Uint(B). Dann gibt es eine
lange exakte Sequenz

o HY(X;G) B2 HY(A;G) @ HY(B;G) “225 H" (AN B;G) —» H™(X:G) — . ..
wobei die Abbildungen i* jeweils durch die Einschréankungen auf den Teilraum in-
duziert werden.

(6) Wenn X ein wegzusammenhéngender Raum ist, dann haben wir oben schon gesehen,
dass H(X;G) =2 G.

(7) Es sei X ein CW-Komplex. Zur Erinnerung, wir nennen dann

COW(X): Ly L (xm X B (X X S22
den zelluldren Kettenkomplex. Wir bezeichnen dann
Hey (X:G) = H"(CS(X), G))

als die n-te zelluldre Kohomologiegruppe von X mit G-Koeffizienten. Es gibt dann
wiederum einen kanonischen Isomorphismus

Hew (X;G) = H'(X;G).
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Fiir Details zu den Beweisen verweisen wir auf die Seiten 199 bis 204 von Hatcher: Algebraic
Topology.

Die letzte Aussage besagt also, dass wir die Kohomologiegruppen eines topologischen
Raums mithilfe des zellularen Kettenkomplexes bestimmen kénnen. Wir werden dies im
néchsten Kapitel ausniitzen um mehrere Kohomologiegruppen zu bestimmen.

11.3. Beispiel von Kohomologiegruppen. Betrachten wir zuerst die n-Sphére mit n >
0. Wir kénnen S™ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle und einer weiteren Zelle der Dimension
n auffassen, und die Randabbildungen sind die Nullabbildungen. Wir betrachten also den
zelluldren Kettenkomplex

05225z 0.
Der duale Kokettenkomplex ist dann
0 < Hom(Z, G) UL Hom(Z, G) « 0.
Die Evaluations-Abbildung

e:Hom(Z,G) — G
fo=

gibt uns einen kanonischen Isomorphismus zwischen G und Hom(Z, G). Der obige duale
Kokettenkomplex ist also von der Form

0«a&...La«o

Wir sehen also, dass
G, wenn k=0,n,
0, sonst.

H*(S™; G) = {

Wenden wir uns nun F' = Fj,, der geschlossenen Fliache von Geschlecht g zu. In Ka-
pitel hatten wir gesehen, dass es eine CW-Struktur auf F' gibt, so dass der zellulire
Kettenkomplex von folgender Form ist:

0257229 %7 40

Es folgt dann wie oben, dass

H2(F2g§ G) =G, Hl(Fzg; G) = G* und HO(Fzg; G)~G.

In den bisherigen Beispielen stimmen also die Homologie- und die Kohomologiegruppen
mit G-Koeffizienten iiber ein. Betrachten wir nun den 2-dimensionalen projektiven Raum
RP?. In Kapitel hatten wir gesehen, dass es eine CW-Struktur auf RP? gibt, so dass
der zugehorige zelluldre Kettenkomplex von folgender Form ist:

0-2372%7 50
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Der zugehorige duale Kokettenkomplex ist dann also
0 < Hom(Z, G) L2 Hom(Z, G) 5 Hom(Z,G) — 0.

Mithilfe der Evaluations-Abbildung ¢: Hom(Z, G) = @ sehen wir, dass dieser Koketten-
komplex isomorph ist zu folgendem Kokettenkomplex:

0+ G205 G 0.
Im Fall G = Z erhalten wir also, dass
H*(RP?*) =~ 7Z/2, H'(RP?) = 0 und H(RP?) = Z.
Andererseits hatten wir in Kapitel gesehen, dass
H,(RP?) = 0, H;(RP?) = Z/2 und Hy(RP?) = Z.

In diesem Fall stimmen also die Homologie- und die Kohomologiegruppen von RP? mit
Z-Koeftizienten nicht iiber ein.

Um die Verwirrung komplett zu machen betrachten wir noch die Kohomologie von RP?
mit Fo-Koeffizienten. Der zugehorige duale Kokettenkomplex ist dann

O(—Fg <—.2:0 FQE)FQ%O
und wir sehen, dass
H*(RP?%*Fy) 2 Fy, H(RP*Fy) 2 Fy und H(RP% Fy) = Fy.

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit den Berechnung in Kapitel sehen wir also, dass die
Homologie- und die Kohomologiegruppen von RP? mit Fy-Koeffizienten dann doch wieder
iibereinstimmen.

12. DAS UNIVERSELLE KOEFFIZIENTEN THEOREM FUR KOHOMOLOGIEGRUPPEN

12.1. Die Extgruppen. Es stellt sich nun die Frage, wie man das Beispiel von der Koho-
mologie des 2-dimensionalen projektiven Raum RP? mit den verschiedenen Koeffizienten
erkldren kann. Zudem wére es auch wieder interessant zu wissen, ob man die Kohomologie
mit G-Koeffizienten aus der Homologie mit Z-Koeffizienten bestimmen kann.

Diese Fragestellungen sind wieder rein algebraischer Natur. Es sei also (C\, d,) ein Ket-
tenkomplex und G eine abelsche Gruppe. Wir wollen einen Zusammenhang zwischen den
Kohomologiegruppen H"(C'; G) und den Homologiegruppen H,(C') herstellen. Diese Pro-
blemstellung, und die Losung dazu, dhnelt der Situation in Kapitel @

Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit IC die Kategorie der Kettenkomplexe. Wir bezeichnen
nun mit £* die Kategorie der Kokettenkomplexe. Wir hatten definiert, wann ein kovarianter
Funktor F': K — K exakt, links-exakt und rechts-exakt ist. Ganz analog kénnen wir diese
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Begriffe jetzt auch fiir kontravariante Funktoren F': K — K* einfiihren. Beispielsweise heif3t
ein kontravarianter Funktor F: K — IC* links-exakt , wenn fiir alle exakten Sequenzen
AL BLC =0

auch ' '

0— F(C) 22 p(B) 19 pra)
exakt ist. Zudem heiflt ein kontravarianter Funktor F': KU — K* rechts-exakt, wenn fiir alle
exakten Sequenzen

0+A5BSC

auch .
PO, pa)y =0
exakt ist.

Wir hatten gesehen, dass der kovariante Funktor — ® G rechts-exakt ist aber nicht
links-exakt. Beim kontravarianten Funktor Hom(—, G) ist die Lage genau umgekehrt. In
Ubungsblatt 13 werden wir zeigen, dass dieser Funktor link-exakt ist. Andererseits wenn
wir den Kettenkomplex

0-Z 372257/

zusammen mit G = Fy betrachten, dann ist der zugehorige Kokettenkomplex von der Form
Fg % Fg % FQ — 0.

Nachdem dieser Kokettenkomplex nicht exakt ist, folgt, dass Hom(—, GG) kein recht-exakter
Funktor ist.

In Kapitel hatten wir die Torsions-Gruppen Tor(G, H) eingefiihrt, welche ‘messen’,
wie weit der Funktor — ® G von einem links-exakten Funktor entfernt ist. Ganz analog
fithren wir jetzt die sogenannten Extgruppen Ext(G, H) ein, welche ‘messen’, wie weit der
Funktor Hom(—, G) von einem links-exakten Funktor entfernt ist.

Es seien nun G und H abelsche Gruppen. Wir wihlen eine freie Auflésung
L REBRL RS HE S0
der abelschen Gruppe H und wir definieren die n-te G-Extgruppe von H als
Ext,(H,G) := H"(F; G).

Wie in Kapitel kann man nun zeigen, dass diese Gruppe nicht von der Wahl der freien
Auflésung abhéngt. Die Null-te Extgruppe ist wie auch bei der Null-ten Torgruppe ein
‘alter Bekannter’: In Ubungsblatt 13 werden wir zeigen, dass

Exto(H,G) = Hom(H, G).

1080h man solche Funktoren nun links-exakt oder rechts-exakt nennen ist von der Definition nicht
unbedingt klar, aber die Definition wie sie hier gegeben ist, ist die iibliche Definition.
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Wenn H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, dann kénnen wir wiederum eine freie
Auflosung der Lénge 2 wihlen:

(I RN LNy ()
Insbesondere ist Ext,(H,G) = 0 fiir n > 2. Wir bezeichnen
Ext(H,G) = Ext1(H, G)

als die G-Extgruppe von H. Die Eigenschaften von Extgruppen sind den Eigenschaften
von den Torsionsgruppen sehr dhnlich. Ganz analog zu Lemma kann man zeigen, dass
wenn G, H und H,, ..., Hj sowie G;,j € J abelsche Gruppen sind, dann gilt

(1) Ext(®fH;, G) 2 oF_, Ext(H;, G),

(2) Ext(H,®,G;) = &, Ext(H, G)),
(3) Ext(H,G) =0, wenn H eine freie abelsche Gruppe ist,
(4) fiir alle n haben wir einen Isomorphismus Ext(Z,,G) = G/nG,

(5) fiir n,m # 0 gilt Ext(Zy,, Zy,) = Zggt (n,m)-
Zudem kann man auch noch folgende Aussage beweisen:

(5) Wenn G = Q oder H = R, dann gilt Ext(H,G) = 0.

Wir hatten gesehen, dass Tor(H,G) = 0 wenn immer G eine torsionsfreie abelsche Grup-
pe ist. Fiir die Extgruppen gilt diese Aussage nun nicht mehr. In der Tat kann man mithilfe
der Klassifikation von endlich erzeugten abelschen Gruppen, sowie den Eigenschaften (1),
(3) und (4) leicht folgendes Lemma beweisen.

Lemma 12.1. Es sei H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist 19
Ext(H,Z) = Torsions-Untergruppe von H.

Es sei nun a: H — H' ein Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen und es sei
G eine abelsche Gruppe. Es folgt dann aus Lemma und aus der Definition von der
G-Torsion, dass a einen Homomorphismus

a*: Ext(H',G) — Ext(H, G)
induziert. Man kann sich nun leicht davon vergewissern, dass
H — Ext(H,G)
(a: H— H') — (a*: Ext(H',G) — Ext(H,Q))
einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie

der abelschen Gruppen definiert. Andererseits, wenn f: G — G’ ein Homomorphismus
zwischen abelschen Gruppen ist, dann sieht man leicht, dass a einen Homomorphismus

B.: Ext(H,G) — Ext(H,G)

109%enn wir unendlich viele abelsche Gruppen H;,i € I gegeben sind, was ist dann der Zusammen-
hang zwischen der Gruppe Ext(®;H;,G) und den Gruppen Ext(H;,G),i € I? Insbesondere, was ist der
Zusammenhang zwischen der Gruppe Hom(&; H;, G) und den Gruppen Hom(H;, G),i € I?

HODjeser Isomorphism ist allerdings nicht kanonisch.
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induziert. Man kann zudem leicht beweisen, dass

G — Ext(H,G)
(6:G—G) — (Bs: Ext(H,G) — Ext(H,G"))

einen kovarianten Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen zur Kategorie der
abelschen Gruppen definiert.

12.2. Das universelle Koeffiziententheorem. Es sei (C,,, 0,) ein Kettenkomplex von
freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche Gruppe. Man kann sich nun wiederum
die Frage stellen, was ist der Zusammenhang zwischen den Kohomologiegruppen von C'
und den normalen Homologiegruppen. Beispielsweise haben wir die Evaluationsabbildung,
welche gegeben ist durch

ev: H"(C;G) — Hom(H,(C),G)

roel o (MG 2 )

Anhand der Beispiele im vorherigen Kapitel sieht man leicht, dass dies im Allgemeinen kein
[somorphismus ist.

Der Zusammenhang zwischen Homologie- und Kohomologiegruppen ist nun durch das
folgende Theorem gegeben.

Theorem 12.2. (Das universelle Koeffiziententheorem fiir Kohomologiegruppen)
Es sei (C,,0,) ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen und es sei G eine abelsche
Gruppe. Dann gibt es fiir jedes n eine kurze exakte Sequenz

0 — Ext(H,_1(0),G) = H"(C;G) = Hom(H,(C),G) — 0.
Diese exakte Sequenz spaltet, und es gibt daher einen Isomorphismus
H"(C;G) =2 Ext(H,1(C),G) @ Hom(H,(C), G).

Der Beweis des Theorems ist analog zum Beweis von Theorem [12.21 Wir verweisen auf
Kapitel 3.1 von Hatcher: Algebraic Topology fiir die Details vom Beweis.

Bemerkung. (1) Die kurze exakte Sequenz ist ‘natiirlich’, indem Sinne, dass wenn f: C' —
D eine Kettenabbildung ist, dann ergeben die induzierten Abbildungen

0 ——= Ext(H,_,(D),G) —= H"(D; G) —~~ Hom(H,(D),G) — 0

| |s K

0 —— Ext(H, 1(C),G) —— H"(C;G) —=~ Hom(H,(C), G) — 0
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ein kommutatives Diagramm. Insbesondere, wenn (X, A) ein Paar von topologischen
Réumen ist, dann erhalten wir folgendes kommutative Diagramm

0 — Ext(H, 2(A),G) —— H" ' (A; G) — Hom(H,,_,(A),G) —=0

0 —— Ext(H,_,(X, A),G) — H"(X, A; G) —*~ Hom(H, (X, A),G) — 0

0— Ext(H,_1(X),G) H'(X;G) Hom(H,(X),G) — 0

0 — Bxt(H,_1(A),G) Hom(H,(A),G) —0

H"(A;G)
(2) Es gibt keinen ‘kanonischen’ Isomorphismus
H"(C;G) =2 Ext(H,-1(C),G) ® Hom(H,(C),G)
indem Sinne, dass man Kettenkomplexen und Gruppen nicht durchgehend solch

einen Isomorphismus zuordnen kann, so dass eine Kettenabbildung f: C — D
immer ein kommutatives Diagramm ergeben wiirde.

Beispiel. Betrachten wir noch einmal den projektiven Raum P := RP2. Zur Erinnerung,
es ist Hy(P) =0, H,(P) = Z/2 und Hy(P) = Z. Es folgt nun aus Theorem und aus

den Eigenschaften der Extgruppen, dass

H2(P;Z) = Hom(H(P),Z) & Ext(H,(P),Z) = Hom(0,Z) ® Ext(Zs, Z) = 0 Zy = Zy
H'(P;Z) = Hom(H,(P),Z) ® Ext(Ho(P),Z) = Hom(Zy, Z) & Ext(Z,Z) = 060 =0
H°(P;7Z) = Hom(Hy(P),Z) ~ Hom(Z,7Z) = 7.

und

H2(P;F2) (0 Fg) o) EXt(FQ,FQ) =0pF, =T,

Hl(P, Fg) = H (Hl(P),Fg) D EXt(H 2) H (FQ,FQ) D EXt(FQ,Z) == Fg D 0= Fg
HO(P,FQ) = HOHI(HQ(P),FQ) HOHI(Z, Fg) = FQ.

Gliicklicherweise deckt sich das mit den Berechnungen aus Kapitel [1.3]

o(P), F

1111

Beispiel. Es sei nun R = Q oder R = R. Im vorherigen Kapitel hatten wir gesehen, dass
die Extgruppen fiir G = R verschwinden. Es folgt also, dass

H"(X; R) = Hom(H,(X); R) = Hom(H,(X)/torsion; R) = Hom(Z"X); R) = R
Es folgt zudem aus Theorem [0.11 und aus Lemma [0.7], dass
H,(X;R) = H,(X)® R = (H,(X)/torsion) ® R = Z"%) @ R 2 Rh1(¥)

Wir sehen also, dass fiir R = Q oder R = R die Homologie- und die Kohomologiegruppen
mit R-Koeffizienten isomorph sind. Allerdings gibt es keinen kanonischen Isomorphismus.

HlZur Erinnerung, die i-Bettizahl von X ist definiert als b;(X) := Rang(H;(X)).
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12.3. Die Kohomologiegruppen von Produktriumen. In diesem Kapitel wollen wir
folgender Frage nachgehen:

Frage. Es seien X und Y zwei topologische Rdume. Was ist der Zusammenhang zwischen
den Kohomologiegruppen von X, Y sowie von X X Y.

Zur Erinnerung, der Satz von Eilenberg-Zilber, d.h. Satz[[0.2besagt, dass es eine natiirliche
Kettenhomotopiedquivalenz

Co(X) @ CL(Y) = CL(X X Y)

gibt. Um die obige Frage zu beantworten miissen wir also jetzt folgende rein algebraische
Frage beantworten: was ist der Zusammenhang zwischen den Kohomologiegruppen von zwei
Kettenkomplexen C, C' und dem Tensorprodukt C ® C’'? Wir betrachten dazu die lineare
Abbildung:
©: Hom(C), Z) x Hom(Cy,Z) — Hom(C® (', Z)
e - C,oC — R

B = | SEEe ) 5 Sde @ » Sald) al@)

Man kann nun sich nun leicht davon vergewissern, dass diese Abbildungen wohl-definierte
Abbildungen auf den Kohomologiegruppen definieren, d.h. dass die Abbildung
©: HP(C)® HY(C') — HPM(C®()
(lepl, [eg]) = [O©(ep, #))]
wohl-definiert ist. Zudem kann man leicht zeigen, dass © natiirlich 29 beziiglich C und C’

1t.
Wir koénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 12.3. (Die Kiinneth-Formel fiir Kokettenkomplexe) Es seien C und C' Ket-
tenkomplexe. Wenn C frei ist und wenn alle Homologiegruppen von C endlich erzeugt sind,
dann gibt es eine kurze exakte Sequen

0 P H'(C)®HUC) S H'(C®C) - @ Tor(H(C), HU(C)) — 0,
pt+g=n ptg=n+1

welche natiirlich beziiglich C und C' ist.

1211 diesem Fall heiBt das, dass fiir Kettenabbildungen f: C — D und f': ¢’ — D’ folgendes Diagramm
kommutiert:

HP(D) @ H(D') 2~ HP*4(D @ D')
lf*@(f’)* l(f@f/)*
HP(C) ® HI(C') —2— HP(C ().

H3Dpjie Tatsache, dass in der kurzen exakten Sequenz die Torsionsgruppen auftauchen ist kein Tippfehler.
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Der Beweis dieses Satzes ist dhnlich zum Beweis von Satz [[0.3] und wir iiberspringen
daher den Beweis aus Zeitgriinden. Der Beweis wird beispielsweise in Kapitel 60 von

Munkres: Elements of algebraic topology

ausgefiihrt.

Fiir uns von Interesse ist dabei natiirlich die Anwendung auf Kohomologiegruppen von
Produkten von topologischen Rdumen. Der folgende Satz folgt sofort aus Satz und
Satz

Satz 12.4. (Die Kiinneth-Formel fiir Kohomologiegruppen) FEs seien X und Y zwei
topologische Riume. Wenn alle Homologiegruppen von X endlich erzeugt sind, dann gibt
es eine kurze evakte Sequenz

0 P H(X)@ HU(Y) S H'(X xY) = @) Tor(H"(X), H(Y)) — 0,

welche natiirlich beziiglich der topologischen Rdaume X und 'Y ist.

13. DiE DE RHAM-KOHOMOLOGIE UND DIE SINGULARE KOHOMOLOGIE

In diesem Kapitel wollen wir den Zusammenhang zwischen der de Rham-Kohomologie
und den singuldren Kohomologiegruppen herausarbeiten. Wir erinnern dazu zuerst an die
Definition und die Eigenschaften von alternierenden Formen und dem Dachprodukt, und
danach an die Definition der de Rham-Kohomologie einer C'*°-Untermannigfaltigkeit.

13.1. Alternierende Formen und das Dach-Produkt. Eine alternierende k—Form auf
einem Vektorraum V ist eine Abbildung

w:VF - R
(U1, ..., 08) = w(vy,..., V)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) w ist linear in jedem Argument, d.h. fiir alle v,0" € V und A € R gilt

wl..,o+0,...) = wl..,v,...)Fw(.. 0, ...)
Wi, v,.00) = Aw(.o,v,.00),

(ii) vertauscht man zwei Argumente, so dndert sich das Vorzeichen, d.h. fiir alle v,v" € V
gilt

wlooou, v ) =—w( 0 e, ).

Wir bezeichnen den Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V mit A*V*. Eine 0-Form
auf V ist per Definition zudem eine reelle Zahl, d.h. A°V* = R.

Beispiel. (1) Eine alternierende 1-Form ist einfach eine lineare Abbildung V' — R. Es ist
also A'V* = V* := Hom(V,R) der zu V duale Raum. Wir bezeichnen alternierende
1-Formen manchmal auch als Linearformen.
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(2) Fiir V= R" bezeichnen wir mit dz; die Linearform, welche gegeben ist durch

d:):i(vl, c. ,’Un) = ;.
Anders ausgedriickt, dxq,...,dz, ist die duale Basis zur Standardbasis vom R".
(3) Wenn V = R" dann ist fiir jedes A € R die Abbildung
(R — R
(v1,...,0,) — det(vy ... v,)

eine alternierende n-Form und man kann zeigen, dass jede alternierende n-Form auf
R™ von diesem Typ ist, d.h. A"(R™)* = R.

Wir erinnern nun an das Dachprodukt von Linearformen. Im Folgenden sei V' ein n—
dimensionaler reeller Vektorraum und es seien 1, ..., pr € V* Linearformen. Wir betrach-
ten dann

o1 NN VFE - R
ei(v) .. er(ve)
(v1,...,v,) +— det :

ep(vi) - or(vk)
In der Analysis III Vorlesung hatten wir gesehen, dass dies eine alternierende k—Form ist.
Diese bezeichnen wir als das Dachprodukt (oder auch dufiere Produkt) von oy, ..., .

Es sei nun ¢y, ..., ¢, eine Basis fiir V* und es sei k € {0,...,n}. In der Analysis III
Vorlesung hatten wir bewiesen, dass die Dachprodukte

(,Oil/\"'/\QOik mit 17 <19 < --- <1

eine Basis von AFV* bilden.
Wir kénnen nun auch das Dachprodukt von allgemeineren alternierenden Formen einfiihren.
Es sei dazu w € A*V* und o € A'V*. Dann gilt

w = Z Qi ,...iy, Pix ARRRNA Pigs und
i <<y,

g = Z ' bj17---7j190j1 NN pj,.
J1<-<Ji

Wir definieren nun
wANo = Z Z Qig,onir Ot i Pin N N Qi Npjy N Ny
1< <ig J1<<Jy
Man kann leicht zeigen, dass es sich bei w A ¢ um eine alternierende k + [-Form handelt.
Wir fassen einige wichtige Eigenschaften vom Dachprodukt in einem Lemma zusammen.

Lemma 13.1. Es sei V' ein reeller Vektorraum.
(1) Fiir w e AFV* und o € N'V* gilt
who= (-1 Aw.
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(2) Die Abbildung
NVE x AVE — AR

18t bz’linea und distributiv.
(3) Fiirw € AFV*, 0 € A'V* und 7 € N™V* gilt

(WAO)ANT=wA(d AT).

Die Aussagen folgen leicht aus den Definitionen.

13.2. Die de Rham-Kohomologie einer Mannigfaltigkeit. Es stellt sich nun also die
Frage, wofiir sind Kohomologiegruppen eigentlich gut? Das universelle Koeffiziententheo-
rem fiir Kohomologiegruppen besagt, dass die Kohomologiegruppen nicht mehr Informa-
tionen als die Homologiegruppen enthalten. Kohomologiegruppen haben dann auch noch
den ‘Nachteil’, dass die induzierten Abbildungen in die ‘falsche’ Richtung gehen, was zu
heilloser Verwirrung fiihrt.

In diesem Kapitel wollen wir eine Antwort skizzieren: die reellen Kohomologiegruppen
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeiten entsprechen den de Rham-Kohomologiegruppen,
welche mithilfe von Differentialformen definiert sind.

Wir erinnern dazu an einige Definitionen und Ergebnisse aus der Analysis I11-Vorlesung.
Es sei im Folgenden M eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von RF. Eine
Differentialform k—ter Ordnung w auf M (oder auch kurz k—Form w auf M) ordnet jedem
Punkt P € M eine alternierende k—Form auf TpM zu. Mithilfe von Karten kann man den
Begriff der Stetigkeit, Differenzierbarkeit usw. von Differentialformen einfiihren.

Wir schreiben dann

QF(M) = {C>=-Differentialformen k-ter Ordnung auf M}.

Hipine Abbildung © : U x V. — W zwischen R-Moduln heifit bilinear, wenn fiir alle w,u’ € U und
v,v' € V und r € R gilt, dass

O(u+ u',v)
O(u,v + ")

O(u,v) + O(uv/,v) und  O(ru,v) = rO(u,v), sowie
O(u,v) + O(u,v’) und O(u,rv) = 10 (u,v).

H5Eine Untermannigfaltigkeit von R ist eine C°°-Untermannigfaltigkeit, wenn es einen Atlas gibt, so
dass alle Kartenwechsel C>°-Abbildungen sind.
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Wir hatten zudem eine Abbildung
dy: QF(M) — QFFY (M)
eingefiihrt.

Wir hatten Differentialformen in der Analysis III-Vorlesung eingefiihrt, weil dies die
‘richtigen’” Objekte zum integrieren auf Mannigfaltigkeiten sind. Etwas genauer gesagt,
wenn M eine kompakte orientierte k-dimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit ist, und wenn
w € QF(M), dann hatten wir das Integral

/weR
M

eingefiihrt. Der wichtigste Satz in diesem Zusammenhang ist dabei der Satz von Stokes, wel-
cher besagt, dass wenn M eine kompakte orientierte k-dimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit
mit Rand ['1] M ist, und wenn w € QF¥~1(M), dann gilt

/dw:/ w.
M oM

Man kann relativ leicht nachrechnen, dass die Abbildungen dj: Q*(M) — Q¥ (M) die
Eigenschaft besitzen, dass d; ;1 o d; = 0. Wir erhalten also einen Kokettenkomplex

0— QM) & Q' (M) & (M) & .

Die k—te de Rham Kohomologiegruppe von M ist nun definiert als
HEL(M) = Ker{dy, : Q"(M) — Q" (M)} / Im{dp_,: QM) — QF(M)}.

Man beachte, dass H¥, (M) der Quotient von reellen Vektorrdumen sind, d.h. H¥, (M) ist
selber ein reeller Vektorraum.
Wenn f: M — N eine C*°-Abbildungen zwischen C'*°-Untermannigfaltigkeiten ist, dann
induziert f fiir jedes k eine Abbildung
[ QF(N) — QF(M)
w = ((v1,..,08) € TpM = wypy(df (v1), - .., df (vg)).

167,r Erinnerung: mithilfe von Karten geniigt es das Differential fiir k-Formen auf einer offenen Menge
U C R"™ einzufiithren. Wir betrachten dazu eine k-Form

w = Z fi1~~~iz dl‘il JANCIIVAY dl‘lk
i< <lp
wobei f;, i, reellwertige C'°°~Funktionen auf U sind. Das Differential von w ist dann definiert als die
Differentialform
dw = Z dfllzk A\ d:vil VANREIRWAN d,Tik.

i1 <o <,

HTDer Satz von Stokes gilt auch, wenn der Rand OM leer ist, d.h. wenn M eine geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall ist dann [, w =0
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In der Analysis III-Vorlesung hatten wir zudem bewiesen, dass f* eine Kokettenabbildung
ist (nattirlich hatten wir das damals so nicht genannt). Es folgt also, dass f* fiir jedes k
eine Abbildung f*: H%.(N) — HEo (M) induziert.

Wir bezeichnen nun mit M> die Kategorie der C*°-Untermannigfaltigkeiten, welche
gegeben ist durch

Ob(M™>) alle C*°-Untermannigfaltigkeiten,
Mor(M, N) := alle C*°-Abbildungen von M nach N.

Dann definiert
M - HQ“R(M)
(f: M= N) = (f*: Hjp(N) = Hjp(M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der C'*°-Untermannigfaltigkeiten zur
Kategorie V der reellen Vektorrdume.

13.3. Der Zusammenhang zwischen den Kohomologie-Theorien. Die reelle sin-
guldire Kohomologie H™(M;R) und die de Rham-Kohomologie H},(M) definieren also
kontravariante Funktoren von der Kategorie M* der C'°°-Mannigfaltigkeiten zur Kate-
gorie der reellen Vektorrdume. Die Notation legt nahe, dass die beiden Funktoren etwas
miteinander zu tun haben.

Es sei also M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Wie kénnen wir {iberhaupt einen Zusammen-
hang zwischen H}n(M) und H"(M;R) erkennen? Wir werden jetzt sehen, dass sowohl ein
Element in H},(M) als auch ein Element H"(M;R) einer geschlossenen n-dimensionalen
orientierten Untermannigfaltigkeit N von M eine reelle Zahl zuordnen.

(1) Es sei zuerst eine de Rham-Kohomologicklasse [w] gegeben. Dann kénnen wir die n-
Form w auf der orientierten n-Untermannigfaltigkeit /N integrieren LZ] und erhalten
die reelle Zahl [ yw € R.Es folgt aus dem Satz von Stokes, dass diese Zahl nicht
von der Wahl des Représentanten w abhéngt.

H8pje Beschrinkung auf Untermannigfaltigkeiten ist hierbei véllig irrelevant. Fiir (abstrakte) C°°-
Mannigfaltigkeiten, welche wir in der Topologievorlesung eingefiihrt hatten, kann man ebenfalls Tan-
gentialrdume, und damit auch Differentialformen usw. einfithren. Dies ermoglicht es dann die de Rham-
Kohomologie auf C°>°-Mannigfaltigkeiten einzufiithren. Fiir jedes n erhalten wir dann einen kontravarianten
Funktor von der Kategorie der C'*°~-Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der reellen Vektorrdume.

974y Erinnerung, eine Untermannigfaltigkeit heifit geschlossen, wenn sie kompakt ist und keinen Rand
besitzt.

120Genauer gesagt, wir betrachten die Einschrinkung von w auf NN, dies ist eine n-Form auf einer
orientierten geschlossenen n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit. Aus der Analysis III wissen wir, dass
wir eine solche Form integrieren kénnen und erhalten eine reelle Zahl.

1211y der Tat, denn wenn w = 7 + do, dann ist

/NWZ/N(T+dU)=/NT+/Nda=/NT+ /Ma :/NT.
=~

=0 da ON=0
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(2) Es sei nun eine singulére Kohomologieklasse [¢: C, (M) — R] gegeben. Wir bezeich-

nen mit [N]| € H,(N) die Fundamentalklasse von N und wir betrachten die reelle

Zahl ¢([N]). Man kann zeigen, dass dies nicht von der Wahl des Repriisentanten ¢
abhéngt.

Man kann diese Analogie noch etwas erweitern: Sei dazu N eine orientierte n-dimensionale

C*-Mannigfaltigkeit. Wenn f: N — M eine C*°-Abbildung ist, dann konnen wir sowohl

f*w auf N integrieren oder f*¢ auf [N] anwenden. In beiden Féllen erhalten wir also eine
reelle Zahl.

Diese Diskussion macht es vielleicht weniger abwegig, dass ein Zusammenhang bestehen
konnte. In der Tat kann man folgenden Satz beweisen:

Satz 13.2. Es sei M eine C*-Untermannigfaltigkeit. Dann ist fir jedes n die de Rham-
Kohomologiegruppe Hjjp(M) isomorph zur singuldren Kohomologiegruppe H™(M;R).

Ein solcher Satz ist zwar gut, aber eigentlich will man mehr, man will nicht nur ‘ir-
gendeinen Isomorphismus’, sondern man will jeder C'°°-Mannigfaltigkeit Isomorphismen
zuordnen, welche mit C'°°-Abbildungen vertriglich sind.

Wir erinnern dazu an einen Begriff aus Kapitel Es seien C und D Kategorien und es
seien F,G : C — D Funktoren. Eine natirliche Transformation zwischen F' und G ordnet
jedem X € Ob(C) einen Morphismus ®x : F(X) — G(X) zu, so dass fiir jeden Morphismus
f: X =Y in C folgendes Diagramm kommutiert:

FX) 2 piyy

G(lX;( G-u) Gif)y.

Mit dieser Definition kénnen wir nun folgenden Satz formulieren.

Satz 13.3. Es gibt eine natirliche Transformation zwischen den Funktoren
M= =Y
M — HJ,(M)
und
M= =Y
M — H"(M;R)
Der Beweis von den Sétzen [[3.2] und [[3.3] fithrt weit iiber diese Vorlesung hinaus. Wir
verweisen auf das Buch

Warner: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups

fiir einen Beweis. In diesem Buch werden die Sétze dadurch bewiesen, dass man zeigt, dass
beide Kohomologietheorien dquivalent zu einer dritten Kohomologietheorie ist, ndmlich der
Kohomologietheorie von Garben.
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13.4. Das Dachprodukt von Differentialformen. Wenn V' ein Vektorraum ist, dann
hatten wir schon das Dachprodukt

NV* x AV — ARHY
eingefiihrt. Mithilfe von Karten konnen wir fiir jede C'*°-Untermannigfaltigkeit M nun auch
eine Abbildung
A QF(M) x QY (M) — QM)
einfiihren. Diese hat die folgende wichtige Eigenschaft: fiir w € QF(M) und o € QM) gilt,
dass
dwA o) =dwA o+ (=1)*w A do.
Dies kann man als Verallgemeinerung der {iblichen Produktformel von Ableitungen von
differenzierbaren Funktionen auffassen.
Diese Formel hat folgende iiberraschende Konsequenz: Die Abbildung
At Hip(M) x Hig(M) —  Hyt'(M)
(W], [o]) = [wAlo] = wAd]
ist wohl-definiert. Es folgt aus Lemma [I3.]], dass diese Abbildung bilinear und distributiv
ist. Wir schreiben jetzt

Hyp(M) = @ Hip(M).

Wenn a € Hyr(M) in einem Summanden HY,(M) liegt, dann nennen wir a homogen und
wir nennen dim(a) := d die Dimension von a. Wir betrachten dann folgende Abbildung

(Eizo @i, ijo bj) = Zi,j:o a; A\ b;.

Es folgt aus Lemma [I3.7], dass diese Abbildung assoziativ ist. Die konstante Funktion
f: M — R, x — 1, ist zudem ein multiplikativ neutrales Element. Wir sehen also, dass
Hyr(M) mit dieser Produktabbildung einen Ring bildet. Das Nullelement in dem Ring ist
dabei gegeben durch die Nullfunktion auf M.

Wenn f: M — N eine Abbildung zwischen C*°-Untermannigfaltigkeiten ist, dann kann
man nun zeigen, dass fiir alle w € QF(N) und o € Q!(N) folgende Gleichheit gilt:

(ffwnfio)=fwho)
Die Abbildung f induziert also einen Ringhomomorphismus f*: Hqp(N) — Har(M). In
der Tat definiert
M +— HE (M)
(f+ M= N) = (f*: Hip(N) — Hip(M))

122Fiir einen Beweis verweise ich auf Forster: Analysis III, fiinfte Auflage, Seite 223.
12345 Vorzeichen sollte Thnen auch bekannt vorkommen.

12474y Erinnerung: null-dimensionale alternierende Formen auf M sind nichts anderes als Funktionen
auf M.
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einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Ringe.

Beispiel. Wir betrachten die 1-Formen do und dy auf R?, welche gegeben sind durcH'
dx(v,w) = v und dy(v,w) = w. Wir betrachten zudem den 2-Torus T wiederum als Quo-
tientenraum R?/Z? und wir bezeichnen die Projektion R? — T = R?/Z? mit p. Dann
definieren dx und dy auch eine 1-Form auf 7', welche wir ebenfalls mit dz und dy bezeich-
nen. Die 1-Formen dx und dy sind geschlossen, d.h. ddz = ddy = 0. Es folgt zudem aus
dem Satz von Stokes, dass diese nicht-trivial in Hj,(T) sind. ] Wenn wir dz A dy auf T
mit der Standardorientierung integrieren, dann erhalten wir 1. Es folgt nun insbesondere
aus dem Satz von Stokes, dass dx A dy nicht exakt ist, d.h. es gibt keine 1-Form w, so dass
dz A\ dy = dw. Es folgt also, dass dz A dy ein nicht-triviales Element in HZ5(T') ist.

Es folgt insbesondere, dass dr und dy nicht-triviale Elemente in H!,(T) definieren und
es ist

[dx] A [dy] = [dz A\ dy] # —[dx A dy] = [dy A dx] = [dy] A [dz].

Wir sehen also, dass Hyr(T') ein nicht kommutativer Ring ist.

Wir haben gerade im Beispiel gesehen, dass der de Rham Kohomologiering im Allgemei-
nen nicht kommutativ ist. Wir wollen die Frage der (nicht-) Kommutativitit etwas genauer
beleuchten. Es sei dazu ¢ eine alternierende k-Form und es sei v eine alternierende /-Form.
Es folgt dann aus der Definition vom Dachprodukt, und wir werden es in Ubungsblatt 13
beweisen, dass

e A= (=) Ap.
Es folgt dann direkt aus den Definitionen, dass fiir homogene Elemente a und b in Hyr(M)
folgende Gleichheit gilt:
alNb= (_1)dim(a) dim(b)b A a.

Diese Entdeckung der Ringstruktur auf der de Rham Kohomologie wirft nun die Frage
auf, ob man diese Ringstruktur auch mithilfe der singuléiren Kohomologie einfiihren kann,
und ob es diese vielleicht auch fiir allgemeinere topologische Raume gibt. Wir werden dieser
Frage im néchsten Kapitel nachgehen.

14. DAS cuprP-PRODUKT

14.1. Die Definition des cup-Produkts. Die Diskussion in Kapitel [3.4] legt nahe, dass
es auf den Kohomologiegruppen einer Untermannigfaltigkeit eine Ringstruktur gibt. Es sei
nun X ein topologischer Raum und es sei R ein kommutativer Ring. Wir betrachten

H*(X;R) := éHi(X;R).

125Wir identifizieren hierbei TpR2 wie immer mit R2.

126Genauer gesagt, es gibt genau eine 1-Form dz auf T, so dass fiir jeden Punkt P € R? und v € TpR?
gilt, dass drp(v) = dryp)(p«(v)).

127 der Tat, denn integrieren wir beispielsweise dx auf der geschlossenen orientierten Untermannig-
faltigkeit X := R/Z x 0 € T = R?/Z? dann erhalten wir [, dz = 1. Anderseits, wenn dz = dw fiir eine
0-Form auf T', dann miisste gelten, dass [, dz = [y dw = [, w, aber dies ist null, weil X = (.
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Wir wollen also eine Abbildung
H*(X;R)x H'(X;R) = R

finden, welche eine Ringstruktur definiert.
In Kapitel [2.3] hatten wir gesehen, dass es fiir jedes p, q eine natiirliche [ Abbildung

©: H*(X;R)® HY(X; R) - H""(X x X;R)
gibt. Wir kénnen diese Abbildungen fiir alle p, ¢ ‘aufaddieren” und erhalten eine natiirliche
Abbildung

©: H'(X;R)® H*(X;R) —» H(X x X; R),
welche bilinear 2% ist. Das ist zwar nett, aber wir mochten gerne in der Kohomologie von

X landen, und nicht in der Kohomologie von X x X. Zudem kénnten wir ganz analog
Homologiegruppen betrachten und wir erhalten eine bilineare Abbildung

O: H(X;R)® H.(X;R) - H.(X x X;R).

Wir miissen also jetzt auf der rechten Seite der Abbildungen vom Raum X x X zuriick
zu X kommen. Es gibt im allgemeinen keine ‘interessanten Abbildungen X x X — X.
Es gibt allerdings eine interessante Abbildung in die entgegengesetzte Richtung, nédmlich
die Diagonalabbildung
d: X — XxX
r — (z,x).
Diese induziert eine Abbildung d.: H.(X; R) — H.(X x X; R) und, viel interessanter, eine
Abbildung d*: H*(X x X; R) - H.(X;R).
Wir definieren nun das cup—Pmduk auf der Kohomologie als die Verkniipfung

HP(X:R)® HY(X; R) 2 H" (X x X;R) L HP'(X; R).

Fir a € HP(X;R) und b € HYX; R) bezeichnen wir das Bild von (a,b) mit a Ub €
HPT(X; R) und nennen aUb das cup-Produkt von a und b. Wir kénnen diese Abbildungen
wieder zusammenfassen und erhalten eine Abbildung

U: H*(X;R)® H*(X; R) — H"(X; R),
12811 diesem Fall heifit natiirlich, dass fiir eine Abbildung f: X — Y das folgende Diagramm kommutiert:

HP(Y;R)® HY(Y;R) —2= HP*4(Y x Y} R)

lf*Xf* l(fo)*

HP(X;R)® HY(X; R) —>> HP*4(X x X;R).

129 Es folgt leicht aus der Definition von ©: H*(X; R)®H*(X; R) — H*(X x X; R), dass diese Abbildung
bilinear ist.

130Dje Projektionen von X x X auf eine der beiden Faktoren zéhlen hierbei als ‘uninteressant’, den sie
geben keine neuen Informationen.

BIDer Name ‘cup-Produkt’ kommt von der Notation ‘a U b’ fiir die Verkniipfung.
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welche offensichtlich bilinear ist.

Bemerkung. Wenn X ein CW-Komplex ist, welcher in jeder Dimension nur endlich viele Zel-
len besitzt, dann kénnen wir das cup-Produkt auch auf der zelluldren Homologie einfiihren.
In der Tat, es sei d“": X — X x X eine zelluldre Approximation der Diagonalabbildung
d: X — X x X. In Satz [0 hatten wir gesehen, dass es einen kanonischen Isomorphismus

Dyy: CV(X) @ CWV(X) S V(X x X)
von Kettenkomplexen gibt. Wir bezeichnen dann mit
O: Hiw (X;G) @ Hiy (X5 G) — Hi (X x X5G).

Das cup-Produkt auf der zelluldren Kohomologie ist dann definiert als die Verkniipfung

Hey (X G) © Hog (X5 G) S Ho (X x X5 G) % Hey (X3 G).
Diese Abbildung héngt nicht von der Wahl der zellularen Approximation von d ab.

Wir fassen jetzt einige wichtige Eigenschaften vom cup-Produkt im folgenden Satz zu-
sammen.

Satz 14.1. Es sei X ein topologischer Raum und R ein kommutativer Ring. Dann ist die
abelsche Gruppe H*(X; R) zusammen mit der Verknipfung

U: H*(X;R)® H(X; R) — H*(X; R)
ein Ring. Zudem gilt fiir homogene Elemente[®] a und b in H*(M; R), dass
aUb = (_1)dim(a) dim(b)b U a.

Beweis. Es sei X ein topologischer Raum. Um die Notation zu vereinfachen behandeln wir
nur den Fall, dass R = Z.

(1) Es folgt aus der Bilinearitéit von H?(X) ® HY(X) N HP(X x X), dass das cup-
Produkt distributiv ist.

(2) Es folgt leicht aus den Definitionen, dass die Abbildung f: Co(X) — R, welche
jedem Punkt in X den Wert 1 zuordnet, ein Element in H°(X; R) reprisentiert,
welches ein neutrales Element beziiglich des cup-Produkts ist.

(3) Wir beweisen die Assoziativitdt des cup-Produkts nur in dem Spezialfall, dass X
ein CW-Komplex ist, welcher in jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.
Im Folgenden meinen wir mit CW-Komplex immer einen CW-Komplex, welcher in
jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.

Zur Erinnerung, fiir zwei CW-Komplexe U und V hatten wir in Kapitel [0.2]einen
Isomorphismus

Oy CV(U) 0 CEV (V) S V(U x V)

132Homogene Elemente in H *(M; R) werden natiirlich genauso definiert wie homogene Elemente in der
de Rham-Kohomologie einer C'*°-Mannigfaltigkeit.
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eingefiihrt. Es seien nun X, Y und Z CW-Komplexe. Es folgt leicht aus den Defini-
tionen, dass folgendes Diagramm kommutiert:

idX ®¢yz
- >

CEW (X) & COW(Y) & OV (2)
l@xy@idz

COW(X x Y) @ CW(Z)

COW(X) @ CO (Y x Z)
l‘i’x,sz

CV(X xY x Z).

Pxxy,z

Wenden wir nun diese Beobachtung auf X =Y = Z an, dann erhélt man relativ
leicht aus der Definition des zelluldren cup-Produkts, dass dieses assoziativ ist.
(4) Wir betrachten die Abbildungen

Wpy: Cp(X) @ Cy(Y) = Cu(YV) @ Cp(X)
Yora®d, — Y di®c.

Diese Abbildungen sind offensichtlich Isomorphismen von abelschen Gruppen. An-
dererseits folgt aus der Definition des Differentials im Tensorprodukt von Ketten-
komplexe das die wy, keine Kettenabbildung von C,(X) ® C.(Y) — C.(Y) ®
C.(X) bilden. Man kann nun aber leicht zeigen, dass die Abbildungen (—1)P%w,,
eine Kettenabbildung C,(X) ® Ci(Y) — Ci(Y) ® C,(X) definieren.

O

Aus den Definitionen und der Natiirlichkeit der Abbildungen in der Definition des cup-

Produkts folgt nun auch leicht folgendes Lemma.

Lemma 14.2. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und es
sei R ein kommutativer Ring. Dann ist

[ H(Y;R) — H(X; R)
ein Ringhomomorphismus.
Es sei R ein kommutativer Ring. Es ist nun auch leicht nachzuweisen, dass
X — H*X;R)
([ X—=Y) — (f:HY;R)— H*(X;R))
13374y Brinnerung, fiir ¢, € C, und ¢, € €' ist die Randabbildung gegeben durch

ey ® ) = e, @ ) + (—1)Pe, ® D',
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ein kontravarianter Funktor von der Kategorie 7 der topologischen Rdume zur Katego-
rie R der Ringe ist. Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit M die Kategorie der C'*°-
Untermannigfaltigkeiten und mit V' die Kategorie der reellen Vektorrdume. Dann ist

M Hbg(M)
(f+ M= N) = (f*Hip(N) — Hip(M))

ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der C'*°-Untermannigfaltigkeiten zur Kate-
gorie der Ringe.

Wenn wir einer Mannigfaltigkeit die reellen Kohomologiegruppen zuordnen, dann hatten
wir in Satz schon gesehen, dass diese isomorph zu den de Rham-Kohomologiegruppen
sind. Wir konnen jetzt Satz verallgemeinern:

Satz 14.3. Es gibt eine natirliche Transformation zwischen den Funktoren
M= = R
M~ Hjp(M)
und
M= = R
M +— H*(M;R)

Der Beweis von den Sétzen [13.2] geht natiirlich auch weit {iber diese Vorlesung hinaus,
und wir verweisen wiederum auf das Buch

Warner: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups

fiir einen Beweis.

14.2. Das cup-Produkt vom Torus. In diesem Kapitel wollen wir explizit das cup-
Produkt vom 2-Torus bestimmen. Es sei also T = S! x S} der 2-Torus. Wir betrachten
St =S'=10,1]/ ~ als CW-Komplex mit einer 0-Zelle * und einer 1-Zelle a, ganz analog
betrachten wir S} = S' als CW-Komplex mit einer 0-Zelle x und einer 1-Zelle b. Wir
betrachten dann S} x S} als CW-Komplex mit der Produkt CW-Struktur, d.h. S! x S}
hat eine 0-Zelle x x %, zwei 1-Zellen a X * und * X b, sowie einer 2-Zelle a x b. Wenn keine
Verwechslungsgefahr besteht, dann bezeichnen wir der Einfachheit halber * x % mit %, sowie
a X % mit a und * x b mit b. Die Randabbildung im zugehérigen zelluldren Kettenkomplex
sind die Nullabbildungen, d.h. der zelluldren Kettenkomplex ist von folgender Form:

C(SExSH: 05Z (axb) DZ-adZ b5 7 x—0.

134Dje Kategorie R der Ringe ist natiirlich wie folgt gegeben:

Ob(R) := alle Ringe,
Mor(R,S) := alle Ringhomomorphismen von R nach S.

13510 diesem Kapitel arbeiten wir durchgehend mit den zelluldren Kettenkomplexen, der Einfachheit
halber bezeichnen wir diese mit C,(7") anstatt mit CS"W (7).
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Wir bezeichnen jetzt mit a*, b* € Hom(C1(T'),Z) die zu a,b € C1(T) duale Basis. Anders
ausgedriickt, es ist

a*(a) =1 und a*(b) = 0 sowie b*(a) = 0 und b*(b) = 1.

Nachdem die Randabbildungen im zelluldren Kettenkomplex die Nullabbildungen sind,
sind auch die Randabbildungen im dualen Komplex Hom(C,(7),Z) die Nullabbildungen.
Insbesondere sind a* und b* Kozykel, und a* und b* bilden eine Basis von H'(T).

Ganz analog bezeichnen wir mit (a x b)*: Cy(T) — Z die Abbildung, welche durch
(a x b)*(a x b) = 1 eindeutig festgelegt ist. Dann ist wie oben (a x b)* ein Erzeuger von
H?*(T) = Z. Wenn wir das cup-Produkt x Uy fiir x,y € H,(T) bestimmen wollen geniigt
es also (z Uy)(a x b) zu bestimmen. Wir wollen also jetzt folgende Matrix bestimmen:

((a* Ua*)(a xb) (a*Ub")(a x b))
(b*Ua*)(axb) (b*Ub)(axb))’

Wir betrachten nun
Ty=T=25, x5, sowieTh,=T=25, xS,

und verwenden die gleiche Notation wie oben fiir die Zellen von S} und S} .

Die Diagonalabbildung d: T"— T xT" = T x T} ist keine zellulére Abblldung, wir miissen
diese also durch eine zellulare Abbildung g ersetzen, welche zu d homotop ist. In Kapitel
hatten wir schon gesehen, dass die Diagonalabbildung d,: S} — S} x S;, homotop ist
zu der zelluldren Abbildung

dSW. S =100,1]/ ~ — Si xS =[0,1]/ ~ x[0,1]/ ~
PN { (0,2t) wenn t € [0 3]
(1,2t —1), wennt € [3,1]

Wir definieren d{"" ganz analog. Dann ist " = dSW x d{"': T'— T x T eine zellulire
Approximation der Diagonalabbildung d: T"— T x T'. Man sieht nun, dass

(.fa X fb)(a X b) = (a1 + ag) X (bl + bg)
Es folgt nun aus den Definitionen, dass

(a*Ua*)(axb) = ®pp(a*®a*)(d“V(a x b)
= (a1 X az)*((a; +az) x (by +by)) =1x0=0.
Ganz analog sieht man, dass
(b*Ub*)(axb) = Ppp(b* @b%)(d°V(a x b)
= (bl X bg)*((al + CLQ) (bl + bg)) = O, und
(a*Ub*)(axb) = Opp(a* @b*)(dY(a xb)
= (a1 x ba)"((a1 +az) x (b +b2)) =0
Zudem ist
(b*Ua*)(axb) = Ppp(b*®a*)(d“V(a x b)
= (b1 x a2)"((a1 + az) x (b + b)) = —1.
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Beziiglich den Basen {a,b} fiir H,(T) sowie {a x b} fiir Hy(T') ist das cup-Produkt also
durch die Matrix
0 1
(5 0)
reprasentiert.

Wir haben damit also gezeigt, dass das cup-Produkt im allgemeinen nicht-trivial ist,
und, dass es im allgemeinen nicht kommutativ ist. Wir sehen auch, dass die Kohomologie-
ringe mehr Informationen enthalten als die Homologie- oder auch die Kohomologiegruppen
alleine. Beispielsweise haben der 2-Torus und S' A S* A S? die gleichen Homologie- und

Kohomologiegruppen. Das cup-Produkt im ersten Fall ist dabei nicht-null, man kann aber
zeigen, dass es im zweiten Fall immer verschwindet.

Als Anwendung konnen wir jetzt Abbildungen zwischen der 2-Sphére und dem 2-Torus
studieren. Es gibt beispielsweise eine Abbildung f: T? — S?, so dass f. einen Isomor-
phismus Hy(T?) — H(S?) induziert. In der Tat, wenn D? C T? eine Scheibe ist, dann
hat

T? = T?/T?\ D? = D?/S" = §*
diese Eigenschaft. Wir werden nun sehen, dass es hingegend keine Abbildung f: S% — T2
gibt, so dass f,([S?]) € Ho(T?) nicht-trivial ist.

Lemma 14.4. Es gibt keine Abbildung f: S? — T2, so dass f.([S?]) € Ha(T?) nicht-trivial
15t.

Beweis. Es sei also f: S? — T? eine Abbildung. Wir hatten gerade bewiesen, dass es
Elemente a,b € H*(T?) gibt, so dass aUb ein Erzeuger von H?(T?) ist. Nachdem H'(S5?%) =0
folgt nun, dass f*(a) = f*(b) = 0. Nachdem f* ein Ringhomomorphismus ist, erhalten wir,
dass Es folgt nun, dass

fAaUb) = f*(a)U f*(b) =0U0=0.

Nachdem a U b ein Erzeuger von H?(T?) ist, folgt also, f* : H*(T?) € H?*(T?) die triviale
Abbildung ist.

Dann folgt aber aus der Natiirlichkeit der kurzen exakten Sequenz im Universellen Ko-
effiziententheorem, dass dann auch die induzierte Abbildung f* : H(T?) € H*(T?) trivial
ist. U

15. DIE POINCARE-DUALITAT UND DIE SCHNITTFORM EINER MANNIGFALTIGKEIT

15.1. Die Poincaré-Dualitiat. Zum Abschlu3 dieser Vorlesung wollen wir nun noch fol-
genden Satz beweisen und dessen Bedeutung diskutieren.

Satz 15.1. (Poincaré-Dualitét) Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes k und jeden kommutativen Ring R einen Isomor-
phismus

o

PD: Hy(M;R) — H™*(M;R).
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Beispiel. Es sei M eine zusammenhéngende geschlossene orientierte 3-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Dann gilt Ho(M) = Z und es gilt nach Satz [[.15 dass H3(M) = Z. Zudem
folgt aus der Poincaré-Dualitdt und aus dem Universellen Koeffiziententheorem, dass

Hy(M) = H'(M) = Hom(Hy(M), Z) ® Ext(Ho(M), Z) = Hom(H, (M), Z).

=0 da Ho(M)=Z

Wir koénnen also Ho(M) aus Hy(M) bestimmen. Es folgt iibrigens insbesondere, dass
ba(M) = by(M) und wir erhalten, dass x(M) = 0.

Beweisskizze. Wir skizzieren den Beweis fiir den Fall, dass M eine geschlossene orientierbare
m-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit ist. Nach Satz[[. 12 besitzt M eine simpliziale Struktur
X .Y Zur Erinnerung, dies bedeutet unter anderem, dass M die Vereinigung von Simplizes
ist (d.h. von Bildern von injektiven Abbildungen o: A™ — M).

Wir erinnern zuerst an verschiedene Definitionen fiir den Standard-Simplex A™:

(1) Ein Seitensimplex von Kodimension r vom Standard n-Simplex ist eine Teilmenge
von der Form

{(to,...,tn)EAanl:tdz:-'-:th:O},

wobei d; < dy < ---<d, €{0,...,n} festgewéhlt sind.
(2) Wir bezeichnen mit By, := (5,...,717) € A" den Schwerpunkt, oder das Bary-
zentrum vom Standard n-Simplex A”.

(3) Wenn P, ..., P, Punkte im Simplex A" sind, dann bezeichnen wir mit

k k
(Py,...,P) = {Ztim Ztizlundtizoﬁirizo,...,}
i=0 =0

die konvexe Hiille von Py, ..., P, in A". Anders ausgedriickt, (P, ..., Py) ist die
kleinste konvexe Teilmenge von A", welche die Punkte Fy, ..., P, enthahlt.

Wir verwenden jetzt die Bezeichnungen fiir die Standard-Simplizes ganz analog fiir die
Simplizes von M. Wir fithren zudem noch ein paar weitere Definitionen ein.

(1) Wenn o ein Seitensimplex von einem Simplex o von M ist, dann schreiben wir
o < 7. Wenn o # 7, dann schreiben wir o < 7. Es folgt dabei aus der Definition
eines simplizialen Komplexes, dass ein Seitensimplex von einem Simplex ¢ C M
wiederum ein Simplex von M ist.

(2) Wir bezeichnen das Baryzentrum von einem Simplex ¢ im Folgenden mit o.

(3) Fiir eine Folge o9 < 01 < --+ < oy von Seitensimplizes von o ist (oy,...,0;) ein
k-dimensionaler Simplex in o.

1367y Erinnerung, dies bedeutet, dass X ein simplizialer Komplex ist, und dass es einen
Homoomorphismus X — M gibt. Der Homdomorphismus wird in der Notation oft unterschlagen.

137Beispielsweise bezeichnen wir fiir einen Simplex o: A™ — M den Punkt o(By,) als das Baryzentrum
vom Simplex o.
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Behauptung. Es sei o ein Simplex in M. Die Menge aller Simplizes von der Form
(0gy.-.,05) WObel 0g <0y < -+ <o, <0
bilden eine Triangulisierung von o.

Wir bezeichnen diese Zerlegung von o als die baryzentrische Zerlegung von o. Der Beweis
der Behauptung ist elementar, und wir iiberlassen ihn als freiwillige Ubungsaufgabe. Die
Aussage der Behauptung wird in Abbildung B4 illustriert.

o ol (00,01,05)
/ o1 baryzentrische
// / Zerlegung

g2

— (g1,0)

(@h,01,09)

2-dimensionaler Simplex oy mit
drei O-dimensionalen Seitensimplizes oy, oy, o)
drei 1-dimensionalen Seitensimplizes oy, 0}, of

~

ABBILDUNG 36. Baryzentrische Zerlegung von einem 2-Simplex os.

Wir wenden nun die baryzentrische Zerlegung auf jeden Simplex von M an und erhalten
einen neuen simplizialen Komplex, welchen wir die baryzentrische Zerlequng von M nennen.
Fiir einen k-Simplex o von M betrachten wir jetzt

d.__
ot = U (g, Opy vy Op)-
0=00<01<:-<0k
Wir nennen ¢ die zu o duale Zelle. Wir betrachten zudem
d._ d
Jo® = U (09,04, ...,0,) C o
o<01<--<0k

Wir illustrieren ¢ und 9o in Abbildung B7l Wir sehen in der Abbildung, dass in beiden
Beispielen die duale Zelle eine Scheibe ist, und dass in der do¢ der Rand von ¢¢ ist. Die
folgende Behauptung besagt nun, dass dies kein Zufall ist.

Behauptung. Das Paar (0, 00?) ist homdomorph zu (D™ F, Sm=F),
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0-Simplex o

ool Lol
L N

\

(‘)O_d

zu o duale Zelle o¢
baryzentrische Zerlegung von M

Simpliziale Struktur fiir M

1-Simplex 7

7
LN

\>

. 7T X 7 7
AV

T N

W

y

(N
7N\

Va4

TN

L

(A

Q

/

zu 7 duale Zelle 7¢

or?

ABBILDUNG 37. Duale Zellen fiir einen 0-Simplex und einen 1-Simplex.

Fiir den Beweis dieser Behauptung benétigt man nun, dass M eine geschlossene n-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Ein Beweis der Behauptung wird beispielsweise in Ka-
pitel 2 von

Rourke und Sanderson, Introduction to piecewise-linear topology

gegeben.

In Abbildung B7 sehen wir zwei Simplizes o und 7, wobei 0 C 07. Bei den dualen Zellen
dreht sich das Verhéltnis um und wir erhalten, dass 7¢ C do?. Auch diese ist kein Zufall
sondern gilt ganz allgemein.
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Behauptung. Es seien o und 7 zwei Simplizes von M. Dann gilt
o C 01 von Kodimension ¢ < 7% ¢ 9o von Kodimension c.

Es sei o ein Simplex im Rand von 7, d.h. ¢ ist ein Seitensimplex von 7. Dann kann jede
Folge 7 = 19 < 71 --- < 7 fortgesetzt werden zu einer Folge 0 < 7 =719 < 74+ < Tp.
Insbesondere gilt dann (g, ...,0,) C (g,0,...,0;), also 74 C do?. Wir sehen also, dass
7% eine Zelle im Rand von o ist. Die Aussage iiber die Kodimensionen folgt ebenso leicht
aus dem Argument. Die umgekehrte Aussage wird ganz analog bewiesen. Wir haben damit
also die Behauptung bewiesen.

Zur Erinnerung, wenn o ein k-dimensionaler Simplex von M ist, dann bezeichnen wir
mit o nicht nur die Teilmenge von M, sondern auch die zugehorige Abbildung o: A¥ — M.
Wir bezeichnen nun auch mit ¢%: D™* — M die charakteristische Abbildung fiir o¢ C M,
wobei wir die Abbildung so wihlen, dass am Punkt ¢ die positive Basis von ¢ zusammen
mit einer positiven Basis von o gerade eine positive Basis von M ergeben. Man kann nun
leicht zeigen, dass diese Zellen eine CW-Struktur fiir M bilden. Wir bezeichnen mit Y diesen
CW-Komplex und nennen ihn den zum simplizialen Komplex X dualen CW-Komplex.

Wenn oy, . .., 0; die k-Simplizes von X sind, dann sind also o¢, ..., of gerade die (n — k)-
Zellen von Y. Die Zellen of, ... of bilden eine Basis von C¢™ (Y). Wir bezeichnen nun
die dazu duale Basis von Hom(CS"W (Y), Z) mit PD(0y), ..., PD(0;). Anders ausgedriickt,
PD(o;) ist die Abbildung

PD(o;): CEW(Y) — Z
23':1 ajaf = a;.
Behauptung. Die Abbildungen
PD: C¢W(X) — Hom(CSW.(Y),7Z)
doimyaio; = ot aiPD(0y)

sind Isomorphismen, so dass fiir jedes k das folgende Diagramm kommutiert:
O (X) ——"— Hom(C(Y), Z)

| |

CEW(X) —2— Hom(CSY, ., (Y), Z).

m

Wenn o1, . . ., 0; die k-Simplizes von X sind, dann bilden per Definition PD(04), ..., PD(0;)
eine Basis fiir Hom(CS% (Y),Z). Es folgt also, dass die Abbildungen

PD: CS"(X) — Hom(CSW.(Y),Z)
Yo ao; o aPD(0y)

Isomorphismen sind. Wir miissen nun also noch zeigen, dass das Diagramm kommutiert.
Zur Erinnerung, wir hatten gezeigt, dass fiir Simplizes o und 7 von M gilt

o C Ot von Kodimension 1 < 7¢ ¢ 90 von Kodimension 1.
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Es folgt nun relativ leicht aus den Definitionen, dass das gewiinschte Diagramm mit [Fo-
Koeffizienten kommutiert, d.h. es kommutiert

CI?W (X7 F2) PD HOHI(C,%%(Y; F2)> IF?)

|7 |
CEM(X;Fy) —L2— Hom(CCW, , (Y TFy), y).

m

Man kann nun aber auch zeigen, dass die konsistente Orientierungen der Simplizes von
X und der Zellen von Y dafiir sorgen, dass das Diagramm wie gewiinscht auch fiir Z-
Koeffizienten kommutiert. Dieser Beweis wird beispielsweise auf Seite 73 von

Turaev: Introduction to combinatorial torsion

ausgefiithrt. Wir beschlielen damit den Beweis der Behauptung.
Es folgt nun aus der Behauptung und den Definitionen, dass PD einen Isomorphismus

H™(X) = Heg (V)

induziert. Nachdem wir die Homologie- und Kohomologiegruppen von M auch mit den
zelluldren Kettenkomplexen von den CW-Komplexen X und Y bestimmen konnen erhalten
wir nun folgende Isomorphismen:

Hy(M) = H™(X) =2 He (V) = Heg" (M),
O
Bemerkung. Es sei M eine orientierbare kompakte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es sei

OM = AU B eine disjunkte Zerlegung von M in Komponenten. Dann kann man ganz
analog zeigen, dass es fiir jeden kommutativen Ring R und jedes k einen Isomorphismus

Hy(M, A; R) — H™ (M, B; R)
gibt.

Bemerkung. Wenn M eine geschlossene nicht orientierbare C'°°-Mannigfaltigkeit ist, dann
gilt die Poincaré-Dualitdt nicht mehr. Beispielsweise hatten wir schon gesehen, dass fiir
zusammenhéngende nicht orientierbare m-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeiten gilt, dass
H,,(M) = 0 aber H°(M) = Z. Im nicht orientierbaren Fall zeigt Wort-fiir-Wort der glei-
che Beweis wie zuvor das wir eine Dualitat erhalten, wenn wir uns auf Fy-Koeflizienten
einschrinken. Das heif3t fiir jedes k gibt es einen Isomorphismus

—k
Hy(M;Fy) — H™"(M;TFy),
mit den offensichtlichen Verallgemeinerungen, wenn M nichtleeren Rand besitzt.
I38Fiir die nicht-orientierbare 2-Mannigfaltigkeit RP? hatten wir gesehen, dass H;(RP?;Fy) = Fy fiir

i = 0,1,2 und zudem auch H*(RP?;Fy) = Fy fiir i = 0,1,2. Dies entspricht also gerade der Poincaré-
Dualitét fiir nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten.
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Bemerkung. Wir nennen einen topologischer Raum X eine n-dimensionale Homologie-
Mannigfaltigkeit, wenn fiir jedes x die Gruppe Hy(X, X \ ) isomorph zu H(R"™ R™\0) ist.
Eine Homologie-Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, wenn es ein Element [X] € H,(X) gibt,
so dass fiir jedes # € X das Bild von [X] unter der Abbildung H,(X) — H,(X, X \ x) ein
Erzeuger ist. Es ist offensichtlich, dass eine (orientierbare) C*°-Mannigfaltigkeit insbesonde-
re eine (orientierbare) Homologie-Mannigfaltigkeit ist. Man kann nun die Poincaré-Dualitét
auch fiir orientierbare Homologie-Mannigfaltigkeiten beweisen. Dies ist der Zugang, welcher
in Hatcher: Algebraic Topology gewéhlt wird. Dieser Beweis ist moderner und allgemeiner,
allerdings vielleicht weniger anschaulich.

Bemerkung. Der Isomorphismus, welchen wir im Beweis der Poincaré-Dualitéit konstruiert
hatten ist natiirlich in dem Sinne, dass wenn f: M — N eine stetige Abbildung zwischen
geschlossenen orientierbaren m-dimensionalen C'*°-Mannigfaltigkeiten ist, dann kommutiert
fiir jedes k das Diagramm

Hy(M; R) — X2 gm=k(M; R) .
E /]
Hy(N; R) —2—= H™*(N; R)

Es ist von unserem Zugang zur Poincaré-Dualitéit nicht unbedingt ersichtlich, dass dieses
Diagramm kommutiert. Der abstraktere Zugang, welcher in Hatcher: Algebraic Topology
gewahlt wird, ist dafiir deutlich besser geeignet.

15.2. Die Schnittform einer Mannigfaltigkeit. Es sei M eine geschlossene orientierte
m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wenn wir den Isomorphismus

PD: Hy(M; R) — H™*(M; R)
mit der Evaluationsabbildung
ev: H™*(M; R) — Hom(H,,_,(M, R), R)
kombinieren, dann erhalten wir eine Abbildung

Iny: Hy(M;R) x Hy 1 (M;R) — R
(a,b) — ev(PD(a))(b),

welche offensichtlich bilinear ist. Zudem gilt fiir alle a € Hx(M; R) und b € H,, x(M; R),
dass

Iv(a,b) = (=DF=B 1, (b, a).

B39Djese Aussage wird beispielsweise in Kapitel VI.11 von
Bredon: Geometry and Topology

bewiesen.
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Von besonderem Interesse ist dabei der Fall, dass m = 2k eine gerad-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist. Wir erhalten dann eine Abbildung

In: H(M; R) x Hp(M; R) — R,
welche die Schnittform genannt wird. Diese dann die wichtige Eigenschaft, dass fiir alle
a,b € Hi(M) gilt
L(a,b) = (=1)* I (b, a).
Insbesondere, wenn m = 4l, dann ist die Schnittform also eine symmetrische bilineare Form.

Bemerkung. Die Schnittform von Mannigfaltigkeiten ist eine der wichtigsten Invarianten
von Mannigfaltigkeiten {iberhaupt:

(1) Mike Freedman hat 1981 bewiesen, dass jede symmetrische bilineare Form die
Schnittform einer topologischen geschlossenen 4-Mannigfaltigkeit ist. Dariiber
hinaus hat er bewiesen, dass wenn M und N zwei einfach zusammenhéngende ge-
schlossene topologische 4-Mannigfaltigkeiten sind, dann gilt

M ist homéomorph zu N < I, ist isometrisch zu Iy.

(2) Simon Donaldson hat 1982 bewiesen, dass die Aussagen von Freedman nicht fiir
differenzierbare 4-Mannigfaltigkeiten gelten. Beispielsweise ist die bilineare Form,
welche gegeben ist durch die Matrix

21000000
12100000
01210000

P 00121000

87100012101
00001210
000O0O0T1Z20
00001002

nach Freedman die Schnittform einer geschlossenen topologischen 4-Mannigfaltig-
keit aber nach Donaldson ist sie nicht die Schnittform einer differenzierbaren 4-Man-
nigfaltigkeit. Zudem ist der Diffeomorphietyp einer einfach zusammenhéingenden
geschlossenen differenzierbaren 4-Mannigfaltigkeit nicht durch die Schnittform fest-
gelegt.

Fiir diese Ergebnisse erhielten Freedman und Donaldson 1986 jeweils die Fields-Medaille.

Die Abbildung Hy (M) x Hp,—(M) — Z und insbesondere die Schnittform hat in vielen
Féllen eine anschauliche Interpretation. Es sei dazu U C M eine orientierte geschlossene

140Bine topologische Mannigfaltigkeit ist einfach eine Mannigfaltigkeit im bisherigen Sinne, d.h. wir
nehmen nur an, dass es lokale Homdomorphismen gibt. Nachdem der Begriff ‘Mannigfaltigkeit’ von vielen
als C'°°-Mannigfaltigkeit eingefiihrt wird, schreibt man manchmal ‘topologische Mannigfaltigkeit’ um diese
von den C*°-Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden.
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Untermannigfaltigkeit der Dimension k& und es sei V' eine orientierte geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit V' C M der Dimension n — k. Wir nehmen an, dass sich U und V trans-
versal schneiden, d.h. fiir jeden Schnittpunkt P € U NV gilt TpU & TpV = TpM. Jedem
Schnittpunkt P von U und V ordnen wir jetzt das Vorzeichen ep = 1 zu, wenn

{positive Basis von TpU, positive Basis von TpV'} = positive Basis von TpM.

Andernfalls setzen wir ep = —1. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese Defini-
tion nicht von der Wahl der positiven Basen von TpU und TpV abhéngt. Wir bezeichnen
dann

als die algebraische Schnittzahl von U und V.
Wir konnen jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 15.2. FEs sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit.
Es sei zudem U C M eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit der Dimension k
und es sei V eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit V-C M der Dimension n—
k. Wir bezeichnen mit [U] € Hi(M) und [V] € H,_x(M) die Bilder der Fundamentalklassen
der orientierten Mannigfaltigkeiten U und V' unter den Inklusionsabbildungen. Wenn U und
V' sich transversal schneiden, dann gilt

(UL VD) =U-V.

Zudem, wenn U’ aus U durch eine Homotopie vorgeht, und wenn U und U’ sich transversal
schneiden, dann gilt
Iu(U)LIU) = U - U".

Fiir den Beweis des Satzes haben wir keine Zeit mehr. Fiir den Beweis des Satzes verweise
ich auf Theorem VI.11.9 von

Bredon: Geometry and Topology.

Betrachten wir beispielsweise die geschlossene Fliche F' von Geschlecht g = 3, welche
in Abbildung B8 zusammen mit einer Orientierung und einer Basis ay, by, as, bo, as, b3 fiir
H,(F) skizziert wird. Dann ist beziiglich dieser Basis die Matrix fiir die Schnittform gegeben
durch die Matrix

01 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 O
0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 —-120

Bemerkung. Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale C>°-Mannigfaltigkeit.
Wir sagen eine Klasse a € Hy(M) ist durch eine Untermannigfaltigkeit reprisentiert, wenn
es eine orientierte geschlossene Untermannigfaltigkeit U der Dimension k£ gibt, so dass
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Orientierte Flache von Geschlecht 3

/

a b
ay by as by 3 3

ABBILDUNG 38. Die orientierte Flache I von Geschlecht 3 zusammen mit
einer Basis fir H,(F).

U] = a. Es folgt aus den Arbeiten von Thom, dass jede Klasse in Hp(M) fir k < 6
und k£ > m — 2 durch Untermannigfaltigkeiten représentiert werden kann. Fiir die anderen
Dimensionen gilt dies im Allgemeinen jedoch nicht.

15.3. Die Schnittform und das cup-Produkt. Wir kennen jetzt also zwei verschiedene
Arten von ‘Produkten’. Zum einen, wenn X ein topologischer Raum und R ein kommuta-
tiver Ring ist, dann gibt uns das cup-Produkt fiir jedes p, ¢ eine bilineare Abbildung

H?(X;R)® HY(X; R) — H"*(X; R),
mit der Eigenschaft, dass fiir « € H?(X; R) und b € HY(X; R) gilt, dass
alUb= (_1)dim(a) dim(b)b U a.

Andererseits, im deutlich eingeschrankteren Fall, dass M eine geschlossene orientierte
m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, dann gibt uns die Schnittform eine Abbildung

Iy Hk(M7 R) X Hm_k(M; R) — R,

welche ebenfalls die Eigenschaft besitzt, dass fiir alle a € Hy(M; R) und b € H,,_+(M; R)
gilt, dass
Iu(a,b) = (=) (b, a).
Wir haben das cup-Produkt und die Schnittform fiir den 2-Torus bestimmt, und wir

haben gesehen, dass in beiden Fille, fiir geeignete Basen, das bilineare Produkt représentiert
wird durch die Matrix
0 1
-1 0)°

Der folgende Satz besagt nun, dass das cup-Produkt in der Tat die Schnittform bestimmt.
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Satz 15.3. Es sei M eine geschlossene orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es
seien a € H,(M; R) und b € H,,_x(M; R). Dann gilt
In(a,b) = (PD(a) U PD(b))(" [M] ).
~~

- -

eH™ (M) € Hon (M)
FEtwas ausfiihrlicher gesagt, die Schnittform von a und b ist also gegeben dadurch, dass wir
das cup-Produkt PD(a)JUPD(b) € H™(M; R) mithilfe der Evaluationsabbildung H™(M; R) —
Hom(H,,(M), R) auf der Fundamentalklasse [M] auswerten.

Dieser Satz zusammen mit Satz [15.2] erlaubt es uns in vielen Féllen das cup-Produkt
einer Mannigfaltigkeit geometrisch zu bestimmen.
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16. WEITERFUHRENDE LITERATUR

Es gibt nun natiirlich viele weiterfithrende Biicher. Wenn man sich fiir das Studium von
Mannigfaltigkeiten als topologische Objekte interessiert, dann ist man vielleicht am besten
mit den Klassikern von John Milnor bedient:

Milnor: Topology from the Differentiable Viewpoint
Milnor: Morse Theory
Milnor: Characteristic Classes

Sehr viel weiterfithrender, etwas moderner allerdings auch weniger leicht zu lesen ist
Bredon: Geometry and Topology
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