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EINLEITUNG

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist, vereinfacht gesprochen, eine , k-
dimensionale Teilmenge von R™”. Beispielsweise ist die Sphire S? eine 2-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R3. In der Analysis IV Vorlesung wollen wir folgende Themen
behandeln:

(1) Das Integral von reellwertigen Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten.

(2) Die klassischen Sétze der Vektoranalysis, z.B. der Satz von Gauf}, der Satz von Sto-
kes, und die Verallgemeinerungen auf héher dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

(3) Die Erweiterung des Begriffs von Untermannigfaltigkeiten von R™ zu Mannigfaltig-
keiten.

(4) Wir wollen beweisen, dass die Sphére S? nicht diffeomorph zu einem Torus ist.



1. TOPOLOGISCHE RAUME 1

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff des topologischen Raumes ein. Diese Rédume
abstrahieren den Begriff von ,offenen” und ,abgeschlossenen” Teilmengen. Insbesondere
iibertragen sich die meisten Definitionen und Aussagen aus der Analysis II {iber metrische
Réume, welche nur mithilfe von offenen Teilmengen eingefithrt wurden, auf topologische
Réume. Beispielsweise macht es Sinn von kompakten topologischen Rdumen und von ste-
tigen Abbildungen zwischen topologischen Rdumen zu sprechen.

1.1. Mengentheoretische Begriffe. Bevor wir die topologischen Rdume einfiihren erin-
nern wir an ein paar grundlegende Definitionen und Aussagen aus der Mengentheorie.

Definition.

(1) Wir bezeichnen mit @ die leere Menge.
(2) Es seien X und Y Mengen, dann bezeichnen wir mit

XxY = {(z,y)|lreX,yeY}

die Menge aller angeordneter Paare.

(3) Es sei X eine Menge. Eine Familie A;,7 € I von Teilmengen von X besteht aus einer
Indexmenge I (z.B. I = {1,...,k} oder I = Z), und einer Teilmenge A; C X fiir
jedes i € I.

(4) Es seien A, B C X zwei Teilmengen. Wir sagen A und B sind disjunkt, wenn sich A
und B nicht schneiden, d.h. wenn AN B = @.

Das folgende Lemma fasst einige elementare mengentheoretische Aussagen zusammen,

welche wir implizit immer wieder verwenden werden.

Lemma 1.1.
(1) Es sei A;,i € I eine Familie von Teilmengen einer Menge X, dann gilt
X\N4 = UK \A4) wd X\UJA = NAX\A).
iel iel i€l iel
Diese Aussagen werden manchmal die ,,de Morgansche Gesetze” genannt.
(2) Es sei f: X — Y eine Abbildung, dann gilt:

(a) V. D> f(f7/%V)) fiir jede Teilmenge V C Y
(b) V = f(f7%V)) fiir jede Teilmenge V C Y, wenn f surjektiv
(c) U c fYf(U)) fiir jede Teilmenge U C X
(d)  fFHY\V) = X\ fYV) fiir jede Teilmenge V C Y
(e) f_1< U Vi) = U S YV, fiir Teilmengen V; € Y,i € [
aeu =
(f) f( U U,~> = UFfU,)  fir Teilmengen U; € X,i € I.
el i€l
Beweis. Das Lemma folgt aus den Definitionen und elementarer Logik. |

1.2. Metrische Raume. Wir hatten die metrischen Rdume schon in Analysis II eingefiihrt
und behandelt. Wir erinnern noch einmal kurz an die Definition:
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Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — Ryy:={zxeR|z >0},

(z,y) = d(z,y),
mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(z,y) =0 <<= x=y (positive Definitheit)
(2) fiir alle 2,y € X gilt d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(3) fiir alle z,y, z€ X gilt d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Beispiel. Das vielleicht wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist gegeben durch
X = R"™ mit der euklidischen Metrik, d.h. mit der Metrik, welche definiert ist durch

dw,y) = o=yl = /Sl — )2

wie iiblich bezeichnen wir fiir ¢ € R™ mit aq,...,a, die Koordinaten von a
Wenn wir nichts anderes schreiben, dann betrachten wir R™ als metrischen Raum beziiglich
der euklidischen Metrik.

Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Es sei x € X und r € R. Wir bezeichen

B.(z) = {y€ X|d(z,y) <r}

als die offene r-Kugel um x.

(2) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0 gibt, so dass
B, (x) noch in U enthalten ist.

(3) Wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Lemma 1.2. Es sei X ein metrischer Raum[] Dann gilt

(1) @ und X sind offen,
(2) der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist wiederum offen, d.h. es gilt

Uy,...,U,offen =— U;N---NU, ist offen,

(3) die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wiederum offen, d.h. es gilt
Uy,i € I offen = |J U; ist offen.
i€l
Beweis. Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen. Wir hatten den Beweis in [Fr2)
Lemma 1.6 und Satz 1.9] ausgefiihrt. |

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Wir definie-

renf] f: X = VYiststetig «<— V V d v d(f(x), f(y)) <e

z€X €>0 6>0 yeBs(x)

Mit der Definition von offenen Mengen kénnen wir nun folgenden Satz formulieren:

Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d bezeichnet, d.h. ,Es sei X ein
metrischer Raum” ist kurz fiir ,,Es sei (X, d) ein metrischer Raum”.

2Diese Definition der Stetigkeit ist eine Verallgemeinerung der e — §”-Definition von Stetigkeit fiir
Funktionen auf R.
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Satz 1.3. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Raumen. Die folgen-
den Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig,

(2) fiir jede offene Menge U in Y ist das Urbild f~(U) offen in X,

(3) fiir jede abgeschlossene Menge A in Y ist das Urbild f~!(A) abgeschlossen in X.

Beweis. Wir hatten den Satz als [Fr2, Satz 2.15] bewiesen. Die Aquivalenz der Aussagen
(2) und (3) kann man auch leicht mit Lemma (2d) zeigen. [

Die Formulierung von Stetigkeit mit offenen Mengen kann man sich nicht nur leichter
merken als die ,,e —”-Definition, diese Umformulierung erleichtert auch das Beweisen vieler
Aussagen. Beispielsweise 1af3t sich folgendes Lemma jetzt ganz einfach beweisen:

Lemma 1.4. Esseien f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen
R&aumen. Dann ist die Verkniipfung g o f: X — Z ebenfalls stetig.

Beweis. Aus Satz|1.3|folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge U C Z
auch das Urbild (go )~ (U) C X offen ist. Es sei also U C Z offen. Dann gilt

((go HY™HU) = g HU)) T f~Y(der offenen Menge (¢~(U)) T offen.

denn g ist stetig und U ist offen denn f ist stetig. W
gof
X — — 7
—U

1.3. Topologische Riaume. Wir fithren jetzt die sogenannten topologischen Raume ein.
Diese kann man als eine Verallgemeinerung des Begriffes des metrischen Raumes auffassen.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7), wobei X eine Menge ist und
T eine Topologie auf X, d.h. 7 ist eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden
Eigenschaften:

(1) die leere Menge und die ganze Menge X sind in T enthalten,
(2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in 7T,
(3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in 7.

Die Mengen in 7 werden offen genannt.

In der folgenden Definition fithren wir viele Topologien ein, welchen wir immer wieder
begegnen werden.
Definition.

(A) Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann folgt aus Lemma dass

T := alle offenen Teilmengen von (X, d)

eine Topologie auf X ist. Wir bezeichnen dies als die Standardtopologie auf einem
metrischen Raum. Insbesondere betrachten wir den metrischen Raum R™ mit dieser
Standardtopologie, aufler wir geben explizit eine andere Topologie anE|
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(B) Es sei X eine Menge, dann ist 7 = {&, X} eine Topologie auf X. Diese Topologie
wird die triviale Topologie auf X genannt.

(C) Es sei X eine Menge und T die Menge aller Teilmengen von X. Dann ist T eine
Topologie auf X. Die Topologie wird als die diskrete Topologie auf X bezeichnet.

(D) Es sei X =R und es sei T wie folgt definiert:

entweder ist U = &, oder
U ist das Komplement von endlich vielen Punkten in R.

Beispielsweise liegen @, R\ {7},R\ {—1,v/2} aber auch R (als Komplement von
null Punkten) in 7. Es folgt leicht aus den de Morganschen Gesetzen dass T
eine Topologie auf X = R ist.

(E) Wir betrachten die Menge

UeT

X = RU{x},

d.h. X besteht wiederum aus R und einem weiteren Punkt . Wir sagen U C X ist
offerﬁ, wenn gilt:
(a) zu jedem Punkt x € U N R existiert ein € > 0, so dass (z — €,z +¢€) C U,
(b) wenn * € U, dann gibt es ein € > 0, so dass (—¢,0) U (0,¢) C U.
Man leicht zeigen, dass dies in der Tat eine Topologie auf X definiert. Wir bezeich-
nen diesen topologischen Raum als Gerade mit zwei Nullenﬂ
(F) Wir betrachten die Menge
X = RU{oo},

d.h. X besteht aus R und einem weiteren Punkt co. Wir sagen U C X ist offen,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) zu jedem Punkt x € U N R existiert ein € > 0, so dass (r — e,z +¢) C U,

(b) wenn oo € U, dann gibt es ein C' > 0, so dass (—oo, —C) U (C,00) C U.

Man kann wiederum leicht zeigen, dass dies in der Tat eine Topologie auf X definiert.
Wir bezeichnen diesen topologischen Raum als die Gerade mit einem Punkt im Un-

endlichen.
: _ .
Gerade mit zwei Nullen —_ :
(e, O o
O O o
o0——0—°0
zusammen mit dem Punkt * sind dies offene Teilmengen
Gerade mit Punkt 50
im Unendlichen S - S
D ———— o2
2 o—>

zusammen mit dem Punkt oo sind dies offene Teilmengen

Definition.

3Dieses Beispiel ist wohl das urspriingliche Beispiel fiir einen topologischen Raum und erkldrt auch,
warum Mengen in einer Topologie ,offen” genannt werden.

“Wenn wir eine Topologie spezifizieren wollen, miissen wir also festlegen, welche Teilmengen , offen”
genannt werden sollen.

"Der etwas eigenwillige Name , Gerade mit zwei Nullen” riihrt daher, dass 0 und * die gleiche Rolle
spielen. Formaler ausgedriickt, die Abbildung, welche 0 und * vertauscht, ist ein Homéomorphismus.
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(G) Es sei K ein Kérper (z.B. K = R, K = C oder K = F,, d.h. der Kérper mit p
Elementen, wobei p eine Primzahl ist). Wir betrachten

K* = {(z,9)|zyeK}.
Fiir eine Menge F = {fi(z,y),..., fe(z,y)} von Polynomen definieren wir die Ver-
schwindungsmenge
V(fl: 000 afk) = {(l’,y) € K> ’ fl(may) == fk(xay) = O}

Wir definieren nun eine Topologie of K? wie folgt:

es gibt Polynome fi(x,y),..., fe(z,y), so
dass U = K2\ V(fi(z,y),- .., fr(z,y))-

Dann ist 7 eine Topologie auf X = K2. Wir iiberlassen den Beweis dieser Aussage
als freiwillige Ubungsaufgabeﬁ Diese Topologie wird die Zariski-Topologie auf K
genannt, und ist ein zentrales Objekt der ,algebraischen Geometrie”. Die Mengen in
der Zariski-Topologie werden oft Zariski-offen genannt.

Fiir K = R ist jede Zariski-offene Menge auch offen im {iblichen Sinne, aber die
Umkehrung gilt nicht. Fiir K = [, erhalten wir nun einen Begriff von Offenheit,
welcher wenig mit Anschauung zu tun hat, aber trotzdem sehr hilfreich ist.

U cC K?ist offen <=

Definition. Es sei (X, 7)) ein topologischer Raum und es sei A C X eine Teilmenge. Wir
sagen U C X ist ein offene Umgebung von A, falls U offen ist und falls A C U.

X % //W , / U ist eine offene Umgebung von A
////////////’/777////// %

(1) Es sei X ein metrischer Raum und zy € X. Fiir jedes r > 0 ist die offene Kugel
B,.(xg) eine offene Umgebung von .

(2) Es sei X die Gerade mit einem Punkt im Unendlichen. Dann ist fiir jedes C' > 0 die
Menge {oo0} U (=00, —C') U (C, 00) eine offene Umgebung von oo.

Beispiele.

Definition. Ein topologischer Raum X heiit Hausdorff, wenn es zu zwei verschiedenen
Punkten z # y immer disjunkte offene Umgebungen U von z und V von y gibt. Ein
topologischer Raum, welcher Hausdorff ist, wird auch als Hausdorft-Raum bezeichnet.

X -

U Vv

Beispiel. Wir wollen nun iiberpriifen, ob die obigen Beispiele Hausdorff sind:

(A) Wir hatten schon in [Fr2, Satz 1.11] gesehen, dass der einem metrischen Raum
(X, d) zugeordnete topologische Raum Hausdorff ist. In der Tat, denn fir z # y

Tn dem Beweis bendtigt man, dass der Ring K[z, 3] noethersch ist, d.h. dass jedes Ideal in K[z, y] schon
von endlich vielen Polynomen erzeugt wird. Diese Aussage wird in der (kommutativen) Algebra-Vorlesung
bewiesen.

"Oskar Zariski (1899-1986) war ein amerikanischer Mathematiker.



11

setzen wir r = d(z,y), dann sind Br(z) und B:(y) disjunkte offene Umgebungen
von x und y.

(B) Wenn X mindestens zwei Elemente besitzt, dann ist (X, 7") nicht Hausdorff.

(C) Diese Topologie ist Hausdorff, denn, fiir gegebene = # y konnen wir U = {z} und
V = {y} wihlen.

(D) Diese Topologie ist nicht Hausdorff, denn die Schnittmenge von zwei nichtleeren
offenen Mengen in (X, 7)) ist nichtleer, es gibt also keine disjunkten nichtleeren
offenen Teilmengen in (X, 7).

(E) Dies ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 1.

(F) Dies ist ebenfalls eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 1.

(G) Wenn K = R, dann ist der topologische Raum nicht Hausdorff. Wir werden diese
Aussage nicht verwenden und skizzieren daher nur einen Beweis. Fiir jedes Polynom
f # 0ist V(f) eine Nullmenge in R?. Es folgt nun leicht, dass jede nichtleere Zariski-
offene Teilmenge U C R? die Eigenschaft besitzt, dass R? \ U eine Nullmenge ist.
Insbesondere schneiden sich je zwei nichtleere Zariski-offene Teilmengen von R2.
Insbesondere kann R? mit der Zariski-Topologie kein Hausdorff-Raum sein.

1.4. Die Teilraumtopologie.

Definition. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Wir be-

trachten dann S ={YnU|UeT}

Es ist vollig elementar sich davon zu iiberzeugen, dass S in der Tat eine Topologie auf Y
definiert. Wir nennen S die Teilraumtopologie auf Y. Die Definition besagt also, dass eine
Teilmenge U offen in Y ist, genau dann, wenn es eine Menge V' C X gibt, welche offen in
Xist,sodassU =Y NV.

X — —F

X 7= — U offen in X
—YNUist offen in Y

Y

Konvention. Wir betrachten jede Teilmenge Y von R™ immer als topologischen Raum
beziiglich der durch R™ induzierten Teilraumtopologie.
Beispiel.
(1) Wir betrachten Y = (—1,2] mit der durch R induzierten Teilraumtopologie. Dann
ist V' = (0,2] eine offene Teilmenge von Y, denn V =Y N (0,4) und (0,4) ist eine
offene Teilmenge von R.

N I ——
[e; N O
(0,2] ist offen in Y = (—1, 2] — (0,4)

2) Es sei
(2) Es sei Yy = S§! — {zECZRzHZ‘:l}'

Es seien a, 8 € R. In Ubungsblatt 1 zeigen wir, dass das ,,offene Kreisstiick”
U = {?eC=R*|pe(a,p)}

eine offene Teilmenge von Y = St ist.
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Yy =5 — — U = {ei@ € C=R? ‘ v € (a, 8)} ist offen in S*

1.5. Abgeschlossene Teilmengen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raumﬁ Wir sagen A C X ist abgeschlossen, wenn
X \ A offen ist.

Beispiel. Wir betrachten den topologischen Raum X = (—1,2]. Dann ist A = (—1,0] eine
abgeschlossene Teilmenge, denn X \ A = (0, 2] ist eine offene Teilmenge von X.

Lemma 1.5. Es sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:
(1) @ und X sind abgeschlossen,
(2) die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen Teilmengen ist abgeschlossen,
(3) der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist wiederum ab-
geschlossen.

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus den Axiomen von offenen Mengen und den de Morgan-
schen Gesetzen aus Lemma[1.1] (1). Wir hatten den Beweis in [F¥2, Lemma 1.10] fiir metri-
sche Réaume ausgefiihrt. Der Beweis fiir topologische Réume ist wort-wortlich der Gleiche.

[ |

In [Fr2, Kapitel 11] hatten wir den Begriff des Inneren und des Randes einer Teilmenge
eines metrischen Raumes definiert. Wir verallgemeinern nun diese Begriffe zu Teilmengen
von topologischen Réumen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Wir definieren:

Tnnere von A == A = {z € X |es gibt eine offene Teilmenge U mit z € U C A}
Abschluss von A .= A := {x € X |fiir jede offene Umgebung von = € U gilt UNA # @}
Rand von A :=0A := A\ A.

Innere fci Abschluss A Rand 0A

Satz 1.6. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann gilt:

(1) Das Innere A ist eine offene Teilmenge von X.
(2) Der Abschluss A und der Rand 0A sind abgeschlossene Teilmengen von X.

Beweis. Wir beweisen Aussage (2) in Ubungsblatt 1. Der Beweis von Aussage (1) verlauft
ganz dhnlich. [ |

8Wenn wir schreiben ,es sei X ein topologischer Raum”, dann meinen wir das X eine Menge ist mit einer
Topologie. Im Normalfall erwidhnen wir die Topologie nicht in der Notation. Diese Konvention ist gang und
gibe in der Mathematik, beispielsweise schreiben wir in Linearer Algebra, ,sei V' ein Vektorraum”, wenn
wir wirklich schreiben miissten, “sei (V,+,-) ein Vektorraum”.
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1.6. Stetige Abbildungen.

Definition. Es seien X und Y topologische Rdume und es sei f: X — Y eine Abbildung.
Wir definieren

f ist stetig  :<= fiir jede offene Menge U in Y ist f~(U) offen in X.
Beispiele.

(1) Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Radumen. Dann folgt aus
Satz [1.3], dass f stetig ist als Abbildung zwischen metrischen Rédumen genau dann,
wenn [ stetig ist als Abbildung zwischen den entsprechenden topologischen Rdumen.

(2) Es sei Y eine Menge, welche mit der trivialen Topology {@,Y} versehen ist. Dann
ist jede Abbildung f: X — Y von einem topologischen Raum nach Y stetig, denn
fiir jede Abbildung gilt f~(@) = @ und f~1(Y) = X.

Folgender Satz ist nun das Analogon zu Satz

Satz 1.7. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei topologischen Réumen. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig,
(2) fiir jede abgeschlossene Menge A in Y ist das Urbild f~!(A) abgeschlossen in X.

Beweis. Ganz analog zum Beweis der Aquivalenz der Aussagen (2) und (3) von Satz
kann man auch diesen Satz leicht mit Lemma [1.1] (2d) zeigen. [
Beispiel. Wir betrachten die stetige Abbildung

Rn+1 - R
2 2
(xlv"wxn—i-l) = x1+'.'+$n+1‘

Da {1} C R abgeschlossen ist, ist nach Satz die Sphére
§" = Y = (o dan) €RP R a2, = 1)
eine abgeschlossene Teilmenge von R,

Satz 1.8. Es seien f: X — Y und ¢g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen
Réaumen, dann ist auch go f: X — Z stetig.

Beweis. Der Beweis ist wort-wortlich der gleiche, wie der Beweis von Lemma [I.4] [

1.7. Homdomorphismen. Folgende Definition hatten wir in [Fr2, Kapitel 2.6] schon fiir
metrische Rdume eingefiihrt.

Definition. Es seien X und Y topologischen Réume und es sei f: X — Y eine Abbildung.
Wir sagen f ist ein Hom6omorphismus, wenn f folgende drei Eigenschaften besitzt:

(1) f ist stetig,

(2) f ist bijektiv,

(3) die Umkehrabbildung f=': Y — X ist stetig.
Es seien X und Y topologische Rdume. Wir sagen X und Y sind hom&omorph, wenn es
einen Homoomorphismus f: X — Y gibt.
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Beispiele.
(1) Die Abbildungen

R — (-1,1)

xr — %-arctan

g: (-1,1) — R
r +— tan(fz)

und
()
sind stetig und invers zueinander. Also sind beide Abbildungen Homéomorphismen.
(2) Die Abbildung 0,27) = S
t +— (cos(t),sin(t))

ist eine stetige Bijektion, aber kein Homéomorphismus, nachdem die Umkehrabbil-
dung f=': S — [0,27) im Punkt (1,0) nicht stetig ist.

X =10,2m) Y ={(z,y) eR?*| 22 +y?=1}
\\\ t +— (cos(t),sin(t))
———

f — die Umkehrabbildung
) 1Y — X ist im
f Punkt (1,0) nicht stetig

(3) In Ubungsblatt 1 werden wir zeigen, dass die Gerade mit einem Punkt im Unendlichen
hom6omorph zu S* ist.

1.8. Kompakte topologische Riume. In [Fr2, Kapitel 3.1] hatten wir den Begriff von
kompakten Teilmengen fiir metrische Rdume eingefiihrt. Die Definition kann man, wie wir
gleich sehen werden, problemlos auf topologische Raume verallgemeinern. Viele von den
Satzen, welche wir in Analysis II iiber kompakte metrische Raume bewiesen hatten, gelten
mit minimalen Abénderungen der Aussagen und Beweise auch fiir kompakte topologische
Réume.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie {U; };c; von offenen Teilmengen von
X, so dass X = U
1€l
(2) Wir sagen X ist kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {U;}ic; von X
endlich viele Indizes i1, ...,4; € I gibt, so dass

X = U, UUyU---UU,,.

(3) Wir sagen eine Teilmenge A C X ist kompakt, wenn A beziiglich der Teilraumtopo-
logie kompakt ist.

Beispiele. Wir betrachten wiederum die obigen Beispiele.

(A) Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann erhalten wir den gleichen Kompaktheits-
begriff wie in Analysis II.

(B) Es sei X eine beliebige Menge mit der trivialen Topologie. Dann ist X offensichtlich
kompakt.

(C) Es sei X eine beliebige Menge mit der diskreten Topologie. Wenn X endlich ist, dann
ist X offensichtlich kompakt. Wenn X unendlich ist, dann ist X nicht kompakt, denn
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{x},ex ist nun eine offene Uberdeckung von X, aber X wird nicht von endlich vielen
dieser offenen Menge iiberdeckt.

(D) Wir werden in Prasenziibungsblatt 1 zeigen, dass dieser topologische Raum kompakt
ist.

(E) und (F) Wir werden in Ubungsblatt 1 der Frage nachgehen, ob diese topologischen
Réaume kompakt sind.

Der folgende Satz von Heine-Borel gibt uns viele Beispiele von kompakten Mengen.
Satz 1.9. (Satz von Heine—Borel) Es sei A eine Teilmenge von R". Dann gilt:
A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen in R™.
Beweis. Dies ist gerade die Aussage von [Fr2, Satz 3.7]. [ |
Beispiel. Wir betrachten die Sphére
S o= {(w1,. . T) ERMH 2T+ 422, = 1)

Diese ist, wie wir gerade auf Seite[I1]gesehen hatten, abgeschlossen und zudem offensichtlich
beschréankt. Also ist S™ nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

Viele der Aussagen, welche wir in Analysis II iiber kompakte metrische Rdume bewiesen
haben, gelten auch allgemeiner im Kontext von topologischen Réumen.

Satz 1.10. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X eine abgeschlossene
Teilmenge. Dann ist auch A kompaktﬂ

Beweis. Der Beweis ist ganz dhnlich zum Beweis von [Er2, Satz 3.3]. Es sei {U,};cr eine
offene Uberdeckung des topologischen Raums A. Per Definition der Teilraumtopologie auf
A gibt es zu jedem i € [ eine offene Teilmenge V; von X mit U; = AN V,. Nachdem A
abgeschlossen in X ist, folgt, dass X \ A offen ist. Also ist

(X' \ A) zusammen mit {V;}ie;

eine offene Uberdeckung von X. Nachdem X kompakt ist, kénnen wir X durch endlich
viele dieser Mengen X \ A und V;,i € I iberdecken. Es gibt also iy, ..., i, so dass

X = (X\A4) U V,U---UV,.
Nachdem AN (X \ A) = @ und U; = V,; N A erhalten wir, dass

Wir haben also gezeigt, dass A durch endlich viele der U;’s iiberdeckt wird, d.h. A ist in
der Tat kompakt. [ |

{Ui}iel

Satz 1.11. Essei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Wenn
X kompakt ist, dann ist auch das Bild f(X) kompakt.

9Wir fassen dabei A als topologischen Raum beziiglich der Teilraumtopologie auf.
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Beweis. Der Beweis ist fast identisch zum Beweis von [Fr2, Satz 3.9]. Der Vollstéindigkeit
halber wiederholen wir das Argument. Wir nehmen also an, dass X kompakt ist. Wir wollen
beweisen, dass f(X) wiederum kompakt ist. Es sei also {U; }sc; eine offene Uberdeckung von
f(X). Wir miissen zeigen, dass f(X) in der Vereinigung von endlich vielen U;’s enthalten

ist. Es gilt: . . .
X o< ) < Y (Un) = Ui,
N el 4 icl
Lemma (2¢) Lemma (2e)
Behauptung. Jedes Urbild f~!(U;) ist eine offene Teilmenge von X.

Beweis. Es sei i € I. Da U; eine offene Teilmenge von f(X) ist, existiert nach Definition
der Teilraumtopologie auf f(X) eine offene Menge V; von Y mit U; = f(X)NV;. Nun sehen
wir, dass

) = )NV = (Vi) = offenin XL
+ +
elementare Logik da f: X =Y stetig und V; CY offen H
Wir sehen also, dass {f~!(U;) }ier eine offene Uberdeckung von X ist. Nachdem X kom-
pakt ist, existieren endlich viele Indizes i1, ..., 1, so dass

X C f71<Uil> U---uU fﬁl(Ulk)
Dann folgt aber:

f(X) c f§f‘1(Uil)U-~Uf‘1(Uik))
= FFYUY)) UL U F(FUU)) c Uy U...U U,.

Lemma (2f) Lemma (2b) angewandt auf jedes f(f~(U;,)) [}

X I //Zg/;;;;;//j {Ubier

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und es sei f: X — R eine Funktion.

(1) Wir sagen, f nimmt in P € X das globale Minimum an, wenn

f(P) < f(Q) fiir alle @ € X.

(2) Wir sagen, f nimmt in P € X ein lokales Minimum an, wenn es eine offene Umge-

bung V' von P gibt, so dass
f(P) < f(Q) fiir alle @ € V.

Ganz analog definieren wir globales Maximum und lokales Maximum.

Satz 1.12. Es sei f: X — R eine stetige Abbildung auf einem kompakten nichtleeren
topologischen Raum. Dann nimmt f ein globales Minimum und ein globales Maximum an,
d.h. es existieren zg, x; € X, so dass

flzo) < f(x) < f(x1) fir alle z € X.

Beweis. Da X kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz [1.11] dass das Bild f(X) C R
kompakt ist. Es folgt aus dem Satz von Heine-Borel, dass f(X) beschrankt und ab-
geschlossen in R ist. Da f(X) beschriankt und nichtleer ist existieren y, = inf(f(X)) und
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_— Graphvon f: S* - R

bei z; nimmt f: S' — R ein globales Maximum an
J—— hier nimmt f: S' — R ein lokales Maximum an

y1 = sup(f(X)). Da f(X) abgeschlossen in R ist, gilt yo, 1 € f(X). Also folgt, dass

Yo < ¥y = fiir alle y € f(X).
Da yo,y1 € f(X) gibt es g € X mit f(z9) = yo und 2y € X mit f(x;) = y;. Dann gilt
flzo) < flz) < f() fiir alle z € X. [ |

Der Satz von Heine-Borel besagt insbesondere, dass eine kompakte Teilmenge von R"”
abgeschlossen in R" ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass diese Aussage im Allgemeinen nicht
fiir topologische Rédume gibt, d.h. eine kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes X
ist nicht notwendigerweise abgeschlossen in X.

Beispiel. Es sei X eine beliebige Menge mit mindestens zwei Elementen und es sei T die
triviale Topologie auf X, d.h. 7 = {@, X}. Es sei nun A C X eine beliebige Teilmenge
mit A # @ und A # X. Dann ist die Teilraumtopologie von A gegeben durch {&, A},
d.h. die Teilraumtopologie auf A ist die triviale Topologie. Insbesondere ist A kompakt.
Andererseits ist A keine abgeschlossene Teilmenge von X.

Der folgende Satz besagt, dass im Gegenzug kompakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen
abgeschlossen sind.

Satz 1.13. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Wenn
X ein Hausdorff-Raum ist, dann ist A abgeschlossen in X.

Wir miissen in Satz[I.13] also zeigen, dass A abgeschlossen in X ist. Mit anderen Worten,
wir miissen zeigen, dass X \ A offen in X ist. Folgendes Lemma gibt uns eine Kriterium
um zu zeigen, dass eine Teilmenge eines topologischen Raums offen ist.

Hilfslemma 1.14. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U C X eine Teilmenge.
Wenn es zu jedem x € U eine offene Umgebung V' von x gibt, welche in U enthalten ist,
dann ist U offen.

Beweis von Lemma [1.14. Es sei X ein topologischer Raum und es sei U C X eine
Teilmenge. Wir nehmen an, dass es zu jedem x € U eine offene Umgebung V, von = gibt,
welche in U enthalten ist. Wir sehen nun, dass

v = Uf«t ¢ UV < U.
zelU 4 xeU 4
denn x € V, denn V, ist in U enthalten

Es folgt, dass U = U V. Also ist U die Vereinigung von offenen Teilmengen von X, daher
zeU
ist U offen. [ |
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Beweis von Satz [[.13. [ Es sei X ein topologischer Raum, welcher Hausdorff ist. Es sei
A C X eine kompakte Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass X \ A offen ist. Nach Lemmam
geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Zu jedem x € X \ A existiert eine offene Umgebung V' von x, welche in X \ A
enthalten ist.
Beweis. Es sei x € X \ A. Wir wenden die Hausdorff-Eigenschaft auf x und jedes a € A
an. Fiir jedes a € A erhalten wir offene disjunkte Umgebungen U, von a und V, von .
Offensichtlich ist
A= U{a} ¢ U WU, NA) C A
——

acA a€A
offen in A

Es folgt, also dass {U, N A}4ca eine offene Uberdeckung von A ist. Nachdem A kompakt
ist, gibt es aq,...,ax € A, so dass

k
A= U (U, nA.
i=1

Wir betrachten nun k
Vo= V..
i=1

Als Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist V' eine offene Umgebung von .
Zudem ist V von allen U,,, ..., U,, disjunkt, also auch von A C U,, U---UU,,. H [ |

Us Va

S

A CR? c Ve

U(f

Wir hatten auf Seite gesehen, dass eine bijektive stetige Abbildung f: X — VY
zwischen topologischen Raumen nicht notwendigerweise ein Homdomorphismus ist. Wir
miissen also eigentlich noch nachweisen, dass die Umkehrabbildung f=': Y — X ebenfalls
stetig ist. In der Praxis kann es aber sehr schwierig sein, die Umkehrabbildung f~!: ¥ — X
explizit zu bestimmen, geschweige denn zu zeigen, dass diese stetig ist. Der folgende brilli-
ante Satz ermdglicht es uns oft diesen unangenehmen Schritt zu umgehen.

Satz 1.15. Es sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen topologischen
Réaumen. Wenn X kompakt ist, und wenn Y Hausdorff ist, dann ist f ein Homéomorph-
ismus.

Bemerkung. Wir werden in Présenziibungsblatt 1 sehen, dass die zusétzliche Vorausset-
zung, dass Y Hausdorff ist, notwendig ist.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass die Umkehrabbildung ¢g := f=!: Y — X stetig ist.
Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C X auch
das Urbild g7'(A) abgeschlossen ist.

e Es sei also A C X eine abgeschlossene Menge.

e Nachdem X kompakt ist, ist nach Satz auch A kompakt.

10Der Beweis des Satzes dhnelt dem Beweis von [Fr2 Satz 3.5], in diesem Satz hatten wir gezeigt, dass
kompakte Teilmengen von R™ abgeschlossen sind.



19

e Da f stetig ist folgt aus Satz|1.11], dass g~ '(A) = f(A) kompakt ist.
e Da Y Hausdorff ist, folgt aus Satz dass g1(A) = f(A) eine abgeschlossene
Teilmenge von Y ist. u

f stetig

X ist kompakt

A abgeschlossen - - _
; g=f" ~g71(4) = f(A)

Nach dieser kurzen Einfithrung in die topologischen Rdume werden wir uns die néchsten
Wochen nur auf Teilmengen von R™ mit der Teilraumtopologie konzentrieren. Die allge-
meineren topologischen Rdume werden erst gegen Ende der Vorlesung wieder eine wichtige
Rolle spielen.
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2. DEFINITION UND BEISPIELE VON UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

In diesem Kapitel fithren den Begriff einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit ein.
Grob gesprochen handelt es sich dabei um eine ,, k-dimensionale Teilmenge” von einem R"™.

2.1. Glatte Abbildungen und Diffeomorphismen.

Definition. Es sei U C R" offen und es sei

f=,.fm): U —R™
eine Abbildung.
(1) Wir sagen f ist glatt, wenn die Koordinatenfunktionen fi,..., f,,: U — R beliebig

oft stetig partiell differenzierbar sindEH
(2) Wenn f glatt ist, dann definieren wir fiir P € U das Differential als die m x n—Matrixﬂ

D = (5, (7))

Satz 2.1. (Kettenregel) Es seien U C R! und V C R™ offene Mengen und es seien
f:U—=R™und g: V — R" glatte Abbildungen, so dass f(U) C V. Dann ist die Abbildung
go f: U — R" ebenfalls glatt, und fiir jeden Punkt x € U gilt:

i:1,...,m,j:1,...,n

D(gof): = Dgrwy - Dfe € M(n x I,R).
N——— N—— ~—~—
n X [-Matrix n X m-Matrix m X [-Matrix

U R™

gof

Beweis. Wir hatten die Kettenregel als [Fr2), Satz 6.13] bewiesen. [ |

Definition. Eine Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Teilmengen von R™ heifit
Diffeomorphismus, wenn gilt:

(1) f ist glatt,

(2) f ist bijektiv, und

(3) f~! ist ebenfalls glatt.

Beispiel. Wir bezeichnen mit B" := {x € R"|||z|| < 1} die offene Kugel von Radius 1. In
Préasenziibungsblatt 2 werden wir sehen, dass die Abbildungen

f:B* — R g:R* — B"
S — und S —
1 —[l]]? 14 [

N1 der Literatur werden glatte Abbildungen sehr oft auch als C°°-Abbildungen bezeichnet.

12Wir arbeiten in dieser Vorlesung durchgehend mit glatten Abbildungen, die meisten Ergebnisse und
Konstruktionen kénnen analog auch fiir stetige differenzierbare Abbildungen eingefiihrt werden.

13In Analysis IT hatten wir das Differential anders eingefiihrt, aber wir hatten dann in Satz 6.7 gesehen,
dass fiir glatte Abbildungen das Differential eben durch diese Matrix gegeben ist.
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zueinander invers sind. Beide Abbildungen sind glatt, also sind beide Diffeomorphismen.

Lemma 2.2. Wenn f: U — V ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen
von R" ist, dann ist fiir jedes « € U das Differential D f, € M(n x n,R) eine invertierbare
Matrix.

Beweis. Es sei g: V — U die Umkehrung von f. Dann gilt
id, = Did, = D(gof), = Dgs(z) - Dfa.
/l\
Kettenregel diese koénnen wir anwenden, da g glatt ist

Wir sehen also, dass die n xn-Matrix D f, ein Inverses besitzt, also ist D f,, eine invertierbare
Matrix. |

In der Praxis ist es oft relativ einfach eine glatte bijektive Abbildung anzugeben, aber es
ist oft schwierig das Inverse explizit zu beschreiben und es ist daher oft nicht so einfach zu
zeigen, dass das Inverse auch eine glatte Abbildung ist. Zum Gliick hilft uns der folgende
Satz aus der Patsche, welcher als eine teilweise Umkehrung von Lemma [2.2] aufgefasst
werden kann.

Satz 2.3. (Satz iiber die Umkehrabbildung) Es sei V' C R" offen, ¥: V' — R™ eine
glatte Abbildung und @ € V. Wenn DV, invertierbar ist, dann existieren offene Umge-
bungen Y C V von @ und Z von ¥(Q), so dass U: Y — Z ein Diffeomorphismus ist.

()

Beweis. Die Aussage dieses Satzes ist fast durch den Satz iiber die Umkehrabbildung [Fr2)
Satz 14.4] abgedeckt. Wir hatten allerdings nur gezeigt, dass es offene Umgebungen gibt, so
dass U: Y — Z eine Umkehrabbildung besitzt. Die Tatsache, dass die Umkehrabbildung
dann auch glatt ist folgt aus [K2, Seite 104] oder auch [Br2l Seite 47] und dem Argument
von [Fr2, Satz 14.4 (5)]. |

Wir erhalten folgendes hilfreiche Korollar, welches es erlaubt zu zeigen, dass eine Abbil-
dung ein Diffeomorphismus ist, ohne die Umkehrabbildung zu bestimmen.

Korollar 2.4. Es seien VW C R" offen und es sei ¥: V — W eine glatte Abbildung.
Wenn U bijektiv ist und wenn fiir alle @) € V' das Differential DV, invertierbar ist, dann
ist die Abbildung ¥: V' — W ein Diffeomorphismus.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass U=!': W — V ebenfalls eine glatte Abbildung
ist. Es sei also R € W. Wir miissen zeigen, dass es eine offene Umgebung Z von R gibt, so
dass ™! auf Z glatt ist. Wir setzen @ := U~1(R). Nach dem DV, invertierbar ist kénnen
wir den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden. Wir erhalten eine offene Umgebung
Y von @ und eine offene Umgebung Z von R, so dass V: Y — Z ein Diffeomorphismus ist.
Insbesondere ist also ! auf der offenen Umgebung Z von R glatt. [

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
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\ijl

welche wir aus der Definition der Polarkoordiaten kennen. Es folgt aus dem Satz iiber die
Polarkoordinatendarstellung [Erll Satz 11.11], dass ¥ eine Bijektion ist. Offensichtlich ist
U glatt. Wir wollen nun zeigen, dass ¥ ein Diffeomorphismus ist. Im Prinzip kann man
in diesem Fall eine Umkehrabbildung auch angeben, aber es ist viel einfacher mithilfe von
Korollar 2.4 zu argumentieren. In diesem Fall gilt fiir alle (p,r) € (=7, ) % (0,2), dass

. —r-sin(p) cos(p)) B
det(D\I/(%r)) = det ( r - cos(e) sin(go)) = —r i 0.
dar € (0,2)

Also folgt aus Korollar dass die Abbildung ein Diffeomorphismus ist.

U(p, 1) = (r-cos(p),r - sin(p))

2.2. Die Definition von Untermannigfaltigkeiten.

Notation. Fiir £ < n bezeichnen wir im Folgenden
E, = {(1}1,...,$k,0,...,0) GRn|JZ1,...,Z)§'k GR}
als die k-dimensionale Ebene in R”.

Definition. Es sei M C R” eine Teilmenge.

(1) Es sei P € M. Eine k-dimensionale Karte um P ist ein Diffeomorphismus ®: U — V
zwischen einer offenen Umgebung von P € R™ und einer offenen Teilmenge V' C R",

so dass SUNM) = VNE,.

(2) Wir sagen M C R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
Punkt P € M eine k-dimensionale Karte um P gith|

(3) Ein Atlas fiir M ist eine Familie {®;: U; — V;}icr von k-dimensionalen Karten mit

M c UU..

el

UnM
Karte ¢

H1Dje leere Menge ist per Definition fiir jedes k eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.



23

Beispiel. Wir wollen zeigen, dass der Kreis
St o= {(z,y) eR*|2*+y* =1}

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Es sei P = (z9, o) € S* ein Punkt.
Wir betrachten zuerst den Fall, dass xy € (—1,1), und dass yo > 0. Dann ist

=U =V

@:E(m,y)eRzme(—l,l) undy>0? — r{(a:,y)e]Rz‘xE(—l,l) undy>—\/1—x2?;
(‘ray> = ($7y—v1—552)

eine Karte. In Ubungsblatt 2 werden wir sehen, wie wir diese Karte abwandeln kénnen um
Karten fiir alle anderen Punkte auf S* zu erhalten.

st \ﬁ\/ (70, Y0)

Beispiel. Wir wollen nun noch einen anderen Atlas fiir S angeben, welcher nur aus zwei
Karten besteht. Dieser Atlas wird spéater bei Berechnungen noch sehr hilfreich sein. Die
Idee dazu ist ganz einfach: die Abbildung ¥, welche wir auf Seite betrachtet hatten,
schaut eigentlich fast aus wie die Umkehrung einer Karte, ndmlich sie schickt die Gerade
s = 1 auf den Kreis S'. Wir miissen diese Abbildung also nur leicht abwandeln, um die
Umkehrung einer Karte zu erhalten. Wir betrachten dazu die Abbildung

U:Vi=(—mm7)x(-1,1) — U:=9¥V)cCR?

(14 s) - cos(yp)
CRCE trescienic)

Dies ist eine glatte bijektive Abbildung mit ¥(V N E;) = U N S'. Es folgt leicht aus
Korollar [2.4] dass dies sogar ein Diffeomorphismus ist. Also definiert
=01 U - V

eine Karte. Diese Karte deckt alle Punkte in S*\ {(—1,0)} ab. Wir ben&tigen nun noch

V= (-—mm) x(-1,1)
U(p,s) = ((1+s)cosep, (1+s)sinyp)

¥
¢ = !

eine Karte um (—1,0). Eine solche ist beispielsweise gegeben durch die Umkehrabbildung
®" von UV = (0,27) x (=1,1) — U :=V(V') C R?

(1+s)-cos(p)
(p:5) = ((1+s)-sm(:§)>'

Die beiden Karten ® und @’ bilden also einen Atlas von S!.



24

% V' = (0,27) x (—1,1)

U'(p,s) = ((14s)cosep, (1+ s)singp)

Q= Pt

Beispiel. Fiir jedes r > 0 und C' > 0 betrachten wir nun
7 = {(z,y,2) eR*|2* +¢y* =7 und z € (—C,C)},

anschaulich gesprochen ist Z ist ein Zylinder mit Radius r. Ganz analog zum vorherigen
Beispiel kann man zeigen, dass Z eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Beispiel. Wir wollen nun zeigen, dass die Sphére
S? = {(x,y,2) eR*|2® + > +2° =1}

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3 ist. Der Beweis dieser Aussage lauft ganz
analog zur vorherigen Beispiel von S'. Wir betrachten zuerst folgende, von den sphérischen
Koordinaten inspirierte Abbildung

U:Vi=(—mm) x(0,7)x(-1,1) —» U:=9(V)CR?
(14 s) - cos(yp) - sin(d)
(p,0,8) — | (1+s)-sin(p) -sin(f)
(1+s)-cos(h)
Eine langweilige Rechung zeigt, dass det(DW(,4.)) = (14 s)? - sin(0). Mithilfe von Korol-

lar kann man nun leicht zeigen, dass ¥: V' — U ein Diffeomorphismus ist. Zudem gilt
U(V N Ey) =UnNS? Also definiert

O =v1U - V

eine Karte fiir alle Punkte in U N S?. Mit anderen Worten ® deckt alle Punkte in S?
aulerhalb des Halbkreises K := {(z,y,2) € S?|z < 0 und y = 0} ab. Wir brauchen nun
noch eine Karte, welche die fehlenden Punkte abdeckt. Wir verwenden dazu die vorherige
Abbildung ¥, vertauschen die Rollen der y— und z—Koordinaten und wir spiegeln entlang
der yz-Ebene. Genauer gesagt, wir betrachten die Abbildung

U V= (—mm) x (0,7) x (-1,1) — U =¥ (V') CR?
—(14s) - cos(ip) -sin(0)
(p,0,8) — (14 s) - cos(f)
(1+s) -sin(ep) - sin(0)
Mithilfe von Korollar [2.4] zeigt man wiederum, dass ein Diffeomorphismus ist. Das Inverse
=97 - V
ist eine Karte, welche alle Punkte auBerhalb von L = {(z,9,2) € S?|x > 0 und z = 0}
abdeckt. Nachdem es auf S? keinen Punkt gibt, welcher in den beiden Halbkreisen K und L

liegt, decken die beiden Karten S? ab. Wir haben also insbesondere gezeigt, dass S? einen
Atlas besitzt, welcher aus zwei Karten besteht.
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Beispiel. Wir betrachten noch einmal die 2-dimensionale Sphére
S* = {(z,y.2) | 2*+y*+2* =1}
mit den Punkten
N = (0,0,1) ,Nordpol” und S = (0,0,—1) ,Siidpol”.

Wir geben nun einen anderen Atlas fiir S? an, bei dem wir die Karten explizit hinschreiben
konnen. Genauer gesagt, wir betrachten die Abbildung

Q: {(zr,y,2) |2 <1} — R
('Tay72> = (%7%71_‘%2_2/2_22)'

Eingeschriinkt auf S?\ NV ist dies die stereographische Projektion beziiglich des Nordpol N.

_— Nordpol N = (0,0,1)

P Strahl von N durch P

- stereographische Projektion von P

Wir betrachten auch die Abbildung
U: {(z,y,2)|z>—-1} — R?
(x,y,2) (m,m,l 22—y —22)
Eingeschrénkt auf S 2\ S ist dies die stereographische Projektion beziiglich des Siidpols S. In
Ubungsblatt 2 werden wir sehen, dass Einschrankungen von ® und ¥ auf geeignet gewihlte

offene Mengen Karten fiir S? sind, welche S? iiberdecken. Nachdem die Definitionsbereiche
ganz S? abdecken, bilden diese Einschrinkungen von ® und ¥ einen Atlas fiir S2.

2.3. Untermannigfaltigkeiten und Graphen.

Lemma 2.5. Es sei U C R" eine offene Teilmenge und es sei f: U — RF eine glatte
Abbildung. Dann ist der Graph

Graph(f) = {(=, f(z)) |z € U} C R" x R* =R"**
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, welche einen Atlas mit nur einer Karte besitzt.

Beweis. Wir werden das Lemma in Ubungsblatt 2 beweisen. [ |
Beispiel. Die offene Halbsphére

K = {(z,y, i +V1-22—y?) |2 +y* <1}
ist der Graph der Funktion f(x,y) = % + /1 — 22 — 42 auf der offenen Scheibe B2, also
nach Lemma eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit. Zudem ist die unendliche

Helix H = {(x,cos(x),SiIl(ZE)) |95 € R}
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der Graph der Funktion f(z) = (cos(x),sin(z)) auf R, also nach Lemma [2.5] eine eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Graph der Funktion z Gr aph der Funktion

Jy) — ,sin(x))

1—712_ cos(
o V\ : J@/Q/Q/Q/
i ~ offene Scheibe B2

Der folgende Satz besagt nun, dass jede Untermannigfaltigkeit ,lokal”, bis auf eine Ro-
tation, ein Graph ist.

Satz 2.6. Es sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M.
Dann existiert eine Permutationsmatrix A, eine offene Umgebung Z von P in M, eine
offene Teilmenge X C R™ sowie eine glatte Abbildung f: X — R¥, so dass
A-Z = {( f@)|s € X}.

M Drehung A RF

_p I . A-Z= Graph(f: X — RF)

\ -

Z X~
| — | R"

Beweis. Es sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M.
Wir wihlen eine Karte ®: U — V um P. Wir setzen ¥ := ®~1: V — U und wir schreiben
O(P) = (Q,0), wobei @ € R". Wir betrachten die Abbildung
i: R* — Rntk
x — (x,0).

Es gilt invertierbar da W
Diffeomorphismus  Rang n

—— ~=
D(\Il o i)Q T D\I’(Qp) - Dig € M((TL + ]{?) X n, R)

Kettenregel
Die (n + k) x n-Matrix D(¥ o i)g hat also Rang n. Aus der linearen Algebra, siehe auch
Présenziibungsblatt 2, sehen wir, dass es n Zeilen von D(V o i)g gibt, welche linear un-
abhingig sind. Indem wir die Koordinaten von R"** permutieren, d.h. in dem wir eine
Permutationsmatrix A auf M anwenden, konnen wir annehmen, dass schon die ersten n
Zeilen von D(Woi)g linear unabhéngig sind. Wir betrachten nun noch folgende Projektionen
T RMPE=R"xRF — R 7, RP7F =R" x RF — RF*
und Y
(z,y) = = (z,y) = v
Wir betrachten die Abbildung 7, 0o W oi: i 1(U) — R". Es gilt

D(myoWoi)g = D(my)p-D(Voi)g = ersten n Zeilen von D(V 0i)g = invertierbar.
4 + +

Kettenregel denn D(m,)p = 7, ist die da die ersten n Zeilen
Projektion auf R™ linear unabhéngig sind
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Es folgt also aus dem Satz [2.3] iiber die Umkehrabbildung, dass es offene Umgebungen
W C i (V) von Q und X von 7,(P) gibt, so dass m,0Woi: W — X ein Diffeomorphismus
ist. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung mit ©: X — W.

Ty
—
A~ M
N
k2
7, (P
, < (P) R"
X
Wir setzen Z := (Vo i)(W) = (¥oioO)(X). Fir z € X gilt dann
::ﬁw)
(Foio®)w) = ((moWoio®)) (mo¥oio®)w) = (xfroWoio6)u).
fiir jeden Punkt z € R"t* = R™ x RF gilt denn © ist Umkehrabbildung von 7, o o4

z = (ma(2),my(2))

Die Abbildung f:=m,0Woio®: X — R" hat also die gewiinschten Eigenschaften. M

2.4. Der Satz vom reguliren Wert. Wir erinnern an folgende Definition aus der linea-
ren Algebra [Nall, Seite 39].

Definition. Der Rang einer k x n-Matrix A ist definiert als die Dimension des Vektorraums
A-R"
Beispiel. Eine 1 x n-Matrix (b; ... b, ) hat Rang 1 genau dann, wenn es mindestens einen
Eintrag b; gibt, der nicht Null ist.

Wir erinnern an folgende Definition aus Analysis 1I.

Definition. Es sei X C R" offen und f: X — R” eine glatte Abbildung.
(1) Wir sagen P € X ist ein reguldrer Punkt von f, wenn das Differential D fp den Rang
k besitzt. Ein Punkt, welcher nicht regulér ist, wird singuldr genannt.
(2) Wir sagen w € R" ist ein regulérer Wert von f, wenn alle Punkte im Urbild f~!({w})
regulér sind[7]

Beispiel. Es seien aq,...,a, € R\ {0} reelle Zahlen, welche von 0 verschieden sind.
(1) Wir betrachten die Abbildung
f*R* - R
(T1,...,m,) = a2+ +a, 13

Fiir jeden Punkt = = (z1,...,x,) in R" gilt, dass

Df(xy,...,xn) = (2-a1 -1 ... 2+ a, -x,).
- -
#0 #0

15 Anders ausgedriickt, ein Wert w € R* ist reguliir, wenn dieser nicht das Bild von einem singuléiren
Punkt in X ist.
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Die Matrix hat also Rang = 1, genau dann, wenn gilt (z1,...,z,) # (0,...,0). Mit
anderen Worten, alle P € R\ {(0,...,0)} sind regulér.
(2) Es folgt aus (1), dass alle Zahlen in R \ {0} reguldre Werte sind.

Wir koénnen jetzt folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 2.7. (Satz vom reguliren Wert)[ Es sei X C R" offen und es sei f: X — R*
eine glatte Abbildung. Wenn z € RF ein reguliirer Wert ist, dann ist f~1({z}) C R" eine
(n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit [

Beispiel. Wir fahren mit dem vorherigen Beispiel fort. Es folgt insbesondere aus dem
Satz [2.7] vom reguldren Wert, dass

fﬁl({l}) = {(xl,...,xn) ER"‘al-x%+...+an.$i — 1}

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™ ist. Wenn a4, ...,a, > 0, dann
handelt es sich bei f~'({1}) um eine Ellipse (n = 2) oder Ellipsoid (n > 3).

1

die Ellipse {(x1,z2) € R*|a; - 2% + ay - 23 = 1} ist eine

_\/ 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?

k_/ ~
Jar
Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
f:(r,y,2) eR¥ |22+ >0} — R
(r,9,2) (\/ac2 + 2 — 3)2 + 22

In Ubungsblatt 2 werden wir sehen, dass 1 € R ein regulirer Wert von f ist, also ist
T := f~'({1}) eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?. Die Frage ist, wie soll
man sich T vorstellen? Eine etwas langwierige Rechung zeigt, dass T gerade die Menge
aller Punkte in R? ist, welche geschrieben werden konnen als Produkt

\

B

cosp —sing 0 3 +sinf
sin ¢ cosp 0] - 0 )
0 01 cosf

v~

Drehung um die 2-Achse  hegchreibt Kreis

in xz-Ebene
wobei @, 0 € R. Mit anderen Worten, 7" ist die Menge
T := {((3+sinb) - cosp, (3 +sinh) -singp, cos) |6, € R}.

161y [Fr2, Satz 15.4] hatten wir ebenfalls einen ,Satz vom reguldren Wert” formuliert, welcher die
gleichen Voraussetzungen besitzt, aber eine andere Aussage macht, ndmlich dieser machte eine Aussage
iiber Tangentialrdume. Wenn man sich durch die Definitionen wiihlt, dann sieht man am Ende, dass man
[Er2l Satz 15.4] aus dem jetzigen Satz vom reguldren Wert herleiten kann. Wir werden in einem spéteren
Kapitel das Studium von Tangentialriumen wieder aufnehmen.

1"Wenn z nicht im Bild von f liegt, dann ist f~1({z}) = @ die leere Menge, insbesondere eine (nicht
besonders interessante) Untermannigfaltigkeit beliebiger Dimension.



29

Dies ist also ein Kreis in der xzz-Ebene, welche um die z-Achse gedreht wird. Also ist T" ein
Torus.

(34 sind) - cos p

Q_\D/y / co(; 0 / //1 // (3 +sind) - sing
0

A /’ <INy cosf

TR
Kreis in der zz-Ebene ®

wird um die z-Achse gedreht

TZ 3+ sind

Beweis. Es sei X C R" offen und es sei z ein reguldrer Wert einer glatten Abbildung
f: X — R*. Wir wollen zeigen, dass f~*({z}) eine (n—k)-dimensionale Untermannigfaltig-
keit von R™ ist. Es sei also P € M = f~1({z}). Wir miissen fiir P eine (n — k)-dimensionale
Karte finden.

Die Idee ist nun die Abbildung f: X — R*, zu ciner Abbildung nach R"* = R¥ x R*=*
zu ergidnzen, und dann mithilfe des Satzes iiber die Umkehrabbildung zu zeigen,
dass diese Abbildung in einer Umgebung U von P ein Diffeomorphismus ist.

Nach Voraussetzung ist P ein reguldrer Punkt. Das Differential D fp hat daher den Rang k.
Aus [Nall, Satz 10.13] wissen wir, dass der Zeilenrang gerade der Spaltenrang einer Matrix
ist. In unserem Fall sind also die Zeilen der k& x n-Matrix D fp linear unabhéngig. Nach
dem Basisergénzungssatz gibt es nun eine (n — k) x n-Matrix B, so dass die Zeilen der
n X n-Matrix B

( Dfp )
linear unabhéngig sind, d.h. die Matrix ist invertierbar. Wir betrachten jetzt die Abbildung

d: X — R*=R"* xRk

T = ( B-a )
fle)—=z)"
Am Punkt P ist das Differential von ® gegeben durch die invertierbare Matrix

Dop = (D?P>'

Es folgt nun aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung, dass es eine offene Umgebung
U von P € X und eine offene Umgebung V' von ®(P) € R™ gibt, so dass &: U — V ein
Diffeomorphismus ist.

Es verbleibt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Die Abbildung ®: U — V ist eine Karte um den Punkt P.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

SUNM) = VNE,,
= alle z € V, so dass die letzten (n — k) Koordinaten verschwinden.

Es sei nun x € U. Dann gilt:
reEM <= fr)=2 <+= ®)eR"*"x{0} < &x)eVNE, ;.
4 0

denn M = f~1({z}) folgt aus der Definition von & |
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M~ _ Pe f71({z}) mit
55 (P) #0 :
> > die Abbildung ®: U — V ist

\\|/ U /& / \ ein Diffeomorphismus

| o) = ot 423 | o= (0.5 )

$%+x%fz
k y
R 1%

2 o(P) — |

1 0
D®p = ( 9 9 ) ist invertierbar
sL(p) 2L(p)

\

Bemerkung.
(1) Wir betrachten die Abbildung

f:R” =M(n xn,R) — R
A — det(A).

In Ubungsblatt 2 sehen wir, dass jedes z € R\ {0} ein regulirer Wert ist. Also folgt
aus dem Satz [2.7| vom reguldren Wert, dass SL(n,R) = f~!({1}) eine Untermannig-
faltigkeit von M(n x n,R) der Dimension n? — 1 ist.

(2) Wir betrachten die Abbildung

f:R™ =M(nxn,R) — Sym(n)={AeM(nxn,R)|A=AT} = Rzv(+D)
A — A-AT

Per Definition ist f~'({id}) gerade die Menge der orthogonalen Matrizen O(n). Man

kann nun zeigen, dass id ein reguldrer Wert von f ist. Es folgt aus dem Satz [2.7] vom

reguliren Wert, dass O(n) = f~!({id}) eine Untermannigfaltigkeit von M(n x n,R)
2

der Dimension n? — sn - (n + 1) = in - (n — 1) ist. Die Details werden in [FYT),

Kapitel 25.4] ausgearbeitet.

2.5. Differenzierbare Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten. Es sei M C R"
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wie immer betrachten wir M als topologischen
Raum beziiglich der Teilraumtopologie, d.h. U C M ist offen genau dann, wenn es eine
offene Menge V' C R™ gibt, mit U = M N V. Es sei nun f: M — R™ eine Abbildung.
Nachdem wir M als topologischen Raum auffassen, haben wir schon einen Stetigkeitsbegriff
fiir Funktionen auf M. In der Tat, eine Funktion f: M — R™ heifit stetig, wenn fiir jede
offene Menge X C R™, das Urbild f~*(X) eine offene Teilmenge von M ist.

Andererseits ist es a priori nicht klar, was es heiflen soll, dass eine Funktion f: M — R™
auf einer Untermannigfaltigkeit glatt ist, denn wir konnen keine partiellen Ableitungen
bilden, da fiir P € M die Punkte P + h - ¢; im Allgemeinen nicht mehr in M, d.h. im
Definitionsbereich von f liegen.

Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition.
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(1) Es sei V' C Ej, C R” eine offene Teilmenge. Wir sagen eine Abbildung f: V' — R™
ist glatt, wenn die Abbildung

{z € R*|(z,0) € V}
offenTn Rk

glatt ist im Sinne der Definition auf Seite [I8]

(2) Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M — R™ eine
Abbildung. Wir sagen f ist glatt, wenn es einen Atlas {®;: U; — V; }ier gibt, so dass
fiir alle 7 € I die Abbildung

z—(x,0) v L R™

VinE, - u,nM L r™

glatt ist.
\_/ - . v m
k P; o' - V.NE R™
{z € R*|(x,0) € V}} VinE, ~f L / fo® :ViNnky—
x> (x,0) -
‘ - = Ey
Beispiel.

(1) Es sei f: R® — R™ eine glatte Abbildung. Dann ist die Einschrénkung von f auf
jede Untermannigfaltigkeit M von R"™ ebenfalls glatt. In der Tat, denn fiir eine Karte
$: U — Vist dann fod~1: V — R die Verkniipfung von zwei glatten Abbildungen,
also ebenfalls glatt. Dann ist aber auch die Einschrinkung von f o ®~! auf V N E,
glatt.

(2) Es gibt ,;im realen” Leben viele Funktionen, welche nur auf einer Untermannigfal-
tigkeit definiert sind, und nicht auf dem ,umgebenden” R™. Beispielsweise macht
es Sinn in Physik die elektrische Ladung, also eine reellwertige Funktion, auf einer
Kugeloberflache zu betrachten.

Satz 2.8. Es sei f: M — R™ eine Abbildung auf einer k-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit M. Dann gilt

fiir jede Karte ®: U — V ist

fistglatt <= ¢ -1y A B o R™ glatt.

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M — R™ eine
Abbildung.
Die ,,<=”-Aussage ist offensichtlich. Wir miissen nun noch die ,,=”-Aussage beweisen. Es
sei also {®;: U; = V;}ier ein Atlas, so dass fiir alle ¢ € I die Abbildung
e f
‘/imEk — UZﬂM = R™
glatt ist. Es sei nun ®: U — V eine weitere Karte.

Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes Q € V N Ej, eine offene Umgebung Y gibt, so
dass fo®': Y N E, — R glatt ist. Es sei also Q € V N Ey. Wir setzen P = ®71(Q). Da
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{®;: U; — V;}ies ein Atlas ist gibt es ein ¢ € I, so dass P € U;. Wir setzen X = U NU;
und Y = ®(X). Wir miissen zeigen, dass die Abbildung

o1 !
YNE, — XNM = R™

glatt ist. Dies ist der Fall, denn es ist

fo®' = fo @' o P o L,
—_— —_——
glatt nach glatt, da ® und P,
Voraussetzung Diffeomorphismen sind ]
U P UL'
M ;
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3. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

3.1. Erinnerung: Maf3- und Integrationstheorie. In Analysis III hatten wir das Le-
besgue-Mafl und das Lebesgue-Integral eingefiihrt. Die genauen Definitionen interessieren
uns jetzt nicht weiter. Wir erinnern in diesem kurzen Kapitel jedoch an die wichtigsten
Eigenschaften des Lebesgue-Mafl und des Lebesgue-Integrals.

Satz 3.1. Jede kompakte Teilmenge und jede beschrinkte offene Teilmenge von R™ ist
messbar und besitzt ein endliches Volumen.

Beweis. Der Satz[1.9von Heine-Borel besagt insbesondere, dass kompakte Teilmengen von
R™ beschriankt und abgeschlossen sind. Es folgt aus [Fr3 Satz I1.5.1], dass abgeschlossene
und offene Teilmengen von R™ messbar sind. Es folgt leicht aus [Er3l Satz 11.5.2], dass jede
beschrankte messbare Teilmenge von R"™ ein endliches Volumen besitzt. [ |

Satz 3.2. Fiir alle messbaren Teilmengen B von R" und alle 7' € M(n x n,R) gilt:
Vol (T - B) = |det(T)]|- Vol,(B).

Beweis. Die Aussage folgt aus [Fr3 Satz I1.5.5] und [EFr3, Satz I1.6.3]. |
Definition. Fiir Vektoren vy, ..., v, in R" bezeichnen wir mit

P(vy,...,v) = {;;)\Z 0 | A1, Ak €0, 1]}
das durch vy, ..., v, in R® aufgespannte Parallelotop. Wenn die Vektoren linear unabhéngig
sind, dann nennen wir P(vy, ..., v;) ein k-dimensionales Parallelotopﬁ

Der folgende Satz gibt nun insbesondere eine geometrische Interpretation des Absolut-
betrags der Determinante einer quadratischen Matrix.

Satz 3.3. Es seien vy,...,v, € R". Dann gilt
Vol,, (P(vl, . ,vn)) = |det (vl . vn)‘ )

Pv,w)={X-v+p w|\pel01]} das Parallelotop P(u,v,w) in R?
ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

der Fliacheninhalt betrigt | det(v w) das Volumen betragt |det(u v w)]

Beweis. Die Aussage erhélt man indem man Satz [3.2| auf den Einheitswiirfel [0, 1] C R"
anwendet. [

In Analysis III hatten wir den Begriff der Lebesgue-Integrierbarkeit und des Lebesgue-
Integrals eingefiihrt. Der folgende Satz verbindet die Begriffe von Lebesgue-Integral und

I8piir k = n = 2 ist dies insbesondere das durch v und v, aufgespannte Parallelogramm. Fiir k =n = 3
ist dies der durch vy, vs und v3 aufgespannte Spat.
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Riemann-Integral. Zudem erlaubt es uns dieser Satz in den meisten Féllen, dass Integral
einer Funktion im reellen mithilfe der Methoden aus der Analysis I zu bestimmen.

Satz 3.4. Jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch Lebesgue-integrier-

bar und es gilt x=b
[ @z = [ ran
T=a [a,b]

———

Riemann-Integral Lebesgue-Integral

Beweis. Dies ist gerade die Aussage von [Fr3| Satz 11.8.3]. [ |

Im weiteren Verlauf der Vorlesung sagen wir einfach ,integrierbar” anstatt ,Lebesgue-
integrierbar” und wir sagen , Integral” anstatt ,Lebesgue-Integral”. Fiir eine integrierbare
Funktion f: U — R, welche auf einer Teilmenge U von R" definiert ist, verwenden wir, je
nach Zusammenhang, unter anderem folgende Notationen fiir das Integral:

[fax = [ fx)yde = [ fy)dy.

Der néchste Satz gibt uns in den meisten Féllen, welche uns interessieren, die Integrierbar-
keit.

Satz 3.5. Jede stetige Funktion f: K — R auf einer kompakten Teilmenge K von R" ist
integrierbar.

Beweis. Dieser Satz folgt aus [Er3, Korollar 11.3.10] und [Er3| Satz I1.7.20]. |
Satz 3.6. Es sei f: A — R eine integrierbare Funktion auf einer messbaren Teilmenge

A C R™. Wenn sich g: A — R von f nur auf einer Nullmenge unterscheidet, dann ist auch
g integrierbar und es gilt zudem, dass

[fdx = [ganr
A A

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von [Fr3] Satz I1.8.17]. [ |
Der néichste Satz erlaubt es uns den Absolutbetrag von Integralen nach oben abzuschétzen.

Satz 3.7. Es sei A C R” eine messbare Menge und es sei f: A — R eine integrierbare
Funktion. Dann gilt

[fdr < [Ifldx < Vol,(A) - sup {|f(z)||x € A}.
A A
Insbesondere verschwindet das Integral, wenn A eine Nullmenge ist.
Beweis. Dieser Satz folgt aus [Er3| Satz I1.7.11]. |

Der folgende Satz von Fubini erlaubt es uns in vielen Féllen das Integral im mehrdimen-
sionalen auf mehrere eindimensionale Integral zuriickzufiihren.
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Satz 3.8. (Fubini) Es sei A C R¥ x R™ eine kompakte Teilmenge und es sei
f:rA = R
(z,9) — [fl(z,y)
eine stetige Funktion. Wir schreiben
Y := {y € RF|esgibt ein z € R™ mit (z,y) € A},

und fiir alle y € Y setzen wir Aly) = {z eR™|(z,y) € A}.

Dann gilt
f f f(z,y) dz dy.
YEY z€A(y)
Y\ —
y o faya= [ [ Sy dedy
i N (zy)eA yeY z€A(y)
. ! k
| - — R
)
Beweis. Dieser Satz folgt aus [Er3| Satz 11.9.4]. |

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = 22 + y* auf dem Dreieck
A = {(z,y) e R*|x €0,2] und y € [0, z]}.

Es folgt aus Satz dass f integrierbar ist. Wir méchten nun das Integral von f mithilfe
des Satzes 3.8 von Fubini bestimmen. In diesem Fall ist

Yy ‘
2T A={(z,y) eR?|z€[0,2] und y € [0, 2
die moglichen y-Werte / i J>_ | 0.2] yel0.el}
von Punkten in A liegen\ 14 - fiir ein gegebenes y € [0, 2]
inY =0,2] \y - } liegen die moglichen x-Werte
\ in A(y) = [y, 2]
1 2

Y = alle moglichen y-Werte von Punkten in A = [0, 2].
Zudem gilt fiir jedes y € [0, 2], dass
A(y) = alle z-Werte von Punkten in A mit y-Wert y = [y, 2].
Es folgt also, dass

=2 =2
fx2+y2dxdy = f f 22 +y2dr dy f fx +y%dx dy.
A T yE[O,Q] $€[y,2] T y=0 z=y

Satz B.8 von Fubini Satz B4
Der Rest der Rechnung besteht nun aus zwei einfachen Riemann-Integralen.

Der vielleicht wichtigste und auch schwierigste Satz den wir in Analysis III bewiesen
hatten ist der Transformationssatz.
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Satz 3.9. (Transformationssatz) Es seien U,V C R" offene Mengen, es sei &: U — V
ein Diffeomorphismus und es sei f: V' — R eine Funktion. Dann gilﬂ

[ 1(@®@) |detDo(@)|dr = [ f(y)dy.

zelU yev

[ (@) |detDO(@)|dz = [ f(y)dy

zelU yev
Beweis. Dies ist gerade die Aussage von [Fr3|, Satz 11.10.2]. |

3.2. Vertauschbarkeit von Integration und partiellen Ableitungen. Wir fithren
folgende allgemeine Definition ein.

Definition. Es sei K C R"™ eine Teilmenge. Wir sagen eine Funktion g: K — R ist glatt,
wenn es eine offene Umgebung U von K und eine glatte Funktion g: U — R, im Sinne der
Definition auf Seite [18] gibt, so dass g|x = g.

Beispiel. Es sei K = [0, 1]. Die Funktion f: K — R, welche gegeben ist durch f(z) = /z
ist nicht glatt im obigen Sinne.

Der folgende Satz besagt, dass man unter gewissen Voraussetzungen Integral und Diffe-
rentiation vertauschen kann. Wir werden diesen Satz spéater im Beweis des Integralsatz von
Gauf} bendtigen.

Satz 3.10. Es sei K C R” eine kompakte Teilmengem und es sei
fila, b)) x K — R
(t,z) — f(@ )
eine glatte Funktion. Dann gilt fiir alle ¢y € (a, b), dass

d 0
dt fK ft, o) do ’tto a f %(to’x) dr.
THE av
cK N —

partielle Ableitung

Funktion in ¢ — T

Beweis. Wenn Vol(K) = 0, dann sind alle Integrale = 0, also gilt die Aussage trivialer-
weise. Wir nehmen nun an, dass Vol(K) > 0. Es sei ¢y € (a,b). Wir wéhlen ein 7 > 0 mit
[to — n,to + 1] C (a,b). Wir wollen zeigen, dass gilt

- g(to,x) dr = 0.

d
% f f(t7x> dI it ot

rzeK 0 rxeK
—_——
=:p(t)

9Dje Gleichheit soll dahingehend interpretiert werden, dass das Integral auf der linken Seite existiert
genau dann, wenn es auf der rechten Seite definiert ist, und wenn diese existieren, dann gilt die Gleichheit
der Integrale.

20In der Anwendung wird K ein Quader sein.
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Aus %gphzto = lim w und der Linearitdt des Integrals folgt, dass wir folgende

h—0
Behauptung zeigen miissen:
Behauptunyg. _
enaupiung llm f f(tO + h,I) f(to,l‘) _ g(to’ l.) dx — 0
h—0 2K h ot

Beweis. Es sei nun also € > 0. Es folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
[Er1l Satz 13.2], dass es fiir jedes x € K und jedes 0 # h € [—n, 7] ein &, € [—n,n] gibt,

o dass flto+hox) — flto.x) _ Of
- 7xh 07 = 6t (t0+§$ hs X )
Die partielle Ableitung & 5¢» aufgefasst als Funktion 2 E [—n,n] x K — R ist nach Voraus-

setzung insbesondere stetig. Da [—n,n] x K kompakt ist, folgt wie in [Fr1l Satz 7.14], dass
8—{ gleichméBig stetig ist. Es existiert also ein ¢ > 0, so dass fir alle (s1,21), (S2,22) in
[=n,n] x K gilt:

I(s1,01) = (s2,22)| <6 = | Dsi,21) = Dsn,ma)| <

Also gilt fiir alle 0 # h € (=0,0) N [—n,n], dass
f flto+h,x) — f(to,z) Qf(to x) dz

zeK

atf<t0+th x) — f(to,:c) dz

< Vol(K) sup{‘ to—l-@rh, x) — f(tg, ‘} < Vol(K) - ¢

Vol(K)
Sa:cl\z B es ist H(to +§z,h,x)—(t0,:p)\| = ¢ nl < |h| <5 .

€.



38

4. DAS k-DIMENSIONALE VOLUMEN VON PARALLELOTOPEN

Fiir eine gegebene k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ wollen wir am Ende
das Integral fiir , verniinftige” Funktionen f: M — R"™ einfithren. Dieses Integral sollte
dabei sicherlich folgende Eigenschaft besitzen: wenn M = P(vy,. .., v;) ein k-dimensionales
Parellotop in R" ist und wenn f: M — R eine konstante Funktion mit Wert C' ist, dann
soll gelten@ f fd\ = C- k-dimensionales Volumen von M.

M
Die rechte Seite ist von der Bedeutung wohl intuitiv klar, aber wir wollen im Folgenden
Kapitel eine prézise Definition des k-dimensionalen Volumen eines k-dimensionalen Paral-
lelotops geben, und wir wollen eine brauchbare Gleichung fiir dieses Volumen herleiten.

4.1. Erinnerung an orthogonale Matrizen.

U1 w1
Notation. Fiir Vektoren v = ( 5 > und w = ( : ) in R™ bezeichnen wir mit

Un Wn,

4

g

I
o
L

I
NgE

Vi W; € R

=1

das Skalarprodukt.
Wir erinnern an die Definition von orthogonalen Matrizen aus [Er2, Kapitel 7.1].
Definition.
(1) Eine Matrix A € M(n x n,R) heifit orthogonal, wenn fiir alle v, w € R™ gilt:
(A-v,A-w) = (v,w).
(2) Die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen wird mit O(n) bezeichnet. In [Er2,
Lemma 7.4] hatten wir gesehen, dass O(n) eine Gruppe ist.

Lemma 4.1. Essei A € M(nxn,R) eine Matrix. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Matrix ist orthogonal.
(2) Die Spalten s, ..., s, der Matrix A bilden ein Orthonormalbasis, d.h. die sy, ..., s,
bilden eine Basis und fiir beliebige i,7 € {1,...,n} ist

s = 35 = {0 vemin)
Kronecker-Symbol
(3) Esist AT - A=1id. (Mit anderen Worten A ist invertierbar und A= = AT.)
Beweis. Dies ist gerade die Aussage von [Fr2, Lemma 7.3]. [

4.2. Das k-dimensionale Volumen von Parallelotopen.

2IDje Tatsache, dass ein Polytop streng genommen keine Untermannigfaltigkeit ist, soll uns bei dieser
Diskussion nicht storen. Die inneren Punkte von einem k-dimensionalen Polytop bilden beispielsweise eine
Untermannigfaltigkeit.
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Konvention. Es sei £ < n. Im Folgenden identifizieren wir die k-dimensionale Ebene
Ery = {(z1,...,2,) ER"|2q,...,2p E R 2}y = =12, =0}

mit R¥, d.h. wir fassen Teilmengen von Ej, auch als Teilmengen von R¥ auf.
Es seien vy, ..., v, linear unabhéngige Vektoren in R"™. Dann spannen die Vektoren das

k-dimensionale Parallelotop
k
P = P(vy,...,u) := {;)\i-vi‘)\l,...,/\k € [0,1]}

auf. Wenn k£ < n dann folgt aus [Fr3, Satz I1.5.5], dass Vol,(P) = 0. Aber zumin-
dest anschaulich ist es klar, dass P ein , k-dimensionales Volumen besitzt”. Wir wollen
nun ein verniinftiges k-dimensionales Volumen Vol (P) fiir solche k-dimensionale Polytope
einfiithren. Hierbei soll ,,verniinftig” folgendes heiflen:

(1) Wenn das Parallelotop P schon in Fj liegt, dann kénnen wir P als Teilmenge von
R* auffassen und Vol (P) soll gerade das iibliche k-dimensionale Volumen einer Teil-
menge von R¥ sein.

(2) Das Volumen soll invariant unter Anwendung von orthogonalen Matrizen sein, d.h.
wenn P ein k-dimensionales Parallelotop ist und A € O(n) eine orthogonale Matrix,

dann soll Volg(A - P) = Vol(P)
gelten.

__—— Parallelogramm in R?

— das 3-dimensionale Volumen ist 0, aber
gibt es einen “verniinftigen” Flacheninhalt?

Wir werden jetzt diese beiden Wiinsche verwenden um Volg(P) allgemein einzufiihren.
Dazu benotigen wir folgenden Satz.
Satz 4.2. Es sei P C R” ein k-dimensionales Parallelotop. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine orthogonale Matrix A € O(n), so dass A - P in B = R liegt.

(2) Wenn A und B zwei orthogonale Matrizen in O(n) sind, so dass A- P und B - P in
E), = R* liegen, dann gibt es auch eine orthogonale Matrix Q € O(k), so dass
hierbei fassen wir A - P und B - P als Teilmengen von R* auf.

(3) Unter der Voraussetzungen von (2) gilt

Voly(A- P) = Voly(B - P).

Beweis. Es sei also P ein von linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, € R™ aufgespanntes
Parallelotop.

(1) Wir miissen nun also zeigen, dass es eine orthogonale Matrix A € O(n) gibt, so

dass Avy,..., Av, € E, = RF. Nachdem vy, ..., v, linear unabhiingig sind, kénnen

wir nach dem Basisergénzungssatz diese Vektoren zu einer Basis vy,...,v, von R"

ergidnzen. Wir wenden nun den Gram-Schmidt-Algorithmus [Nall, Kapitel 20] auf

diese Basis vy,...,v, an und erhalten eine orthonormale Basis wy, ..., w, mit der

Eigenschaft, dass fiir alle m € {1,...,n} gilt Span{vy,...,v,} = Span{wy, ..., wy,}.
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Wir bezeichnen nun mit C' = (w; ... w,,) die Matrix, deren Spalten gerade durch
wy, ..., w, gegeben sind. Es folgt aus Lemma (2)=(1), dass C eine orthogonale
Matrix ist. Fiir alle ¢ gilt C - ¢; = w;. Also gilt C~! - w; = ¢;. Insbesondere gilt
C™'-P(vy,...,v) C C7'-Span{vy,..., v} = O Span{wy, ..., wy}
= Span{C~'-wy,...,C7'-w,} = Span{ey,...,ex} = Ek.
Also hat die orthogonale Matrix A = C'~! die gewiinschte Eigenschaft.
P(vy,v9) C R3 A - P(vy,v9) = P(A-v, A-vg)

(2) Es seien A und B zwei orthogonale Matrizen, so dass A-P und B-P in Ej, = RF liegen.
Wir schreiben V' := Span(vy,...,vx) C R™. Dann gilt A-V = Ey und B -V = Ej.
Insbesondere gilt A~!'(E};,) = V. Die Matrix B - A~ hat also die Eigenschaft, dass
(B-A™Y(Ey) = B-V = E,. Wir sehen also, dass die Matrix B - A~! von der Form

Q D
0 P
ist. Es folgt aus einem elementaren Argument, welches wir in Prasenziibungsblatt 3
ausarbeiten werden, dass Q € O(k). Unter der Identifikation Ej, = R* gilt dann, dass
Q- (A-P) =(B-AY)-(A-P) = B-P.
/1\
eingeschrankt auf B, = RF gilt B- A7 = Q

(3) Diese Aussage folgt nun aus (2) und Satz [3.2 denn fiir jede orthogonale Matrix Q
gilt |det(Q)| = 1. |

Definition. Es sei P C R” ein k-dimensionales Parallelotop. Nach Satz (1) existiert
eine orthogonale Matrix A € O(n), so dass A - P in Ej, = RF liegt. Wir definieren nun das
k-dimensionale Volumen von P als

Vol (P) := Vol (A-P)
Es folgt aus Satz[1.2](3), dass diese Definition nicht von der Wahl der orthogonalen Matrix A
abhéngt. Wenn vy, ..., vp € R™ linear abhéingig sind, dann definieren wir P(vq,...,v;) = 0.

4.3. Die Gramsche Determinante. Es sei P = P(vq,...,v;) C R" ein k-dimensionales
Parallelotop. Es stellt sich nun die Frage, ob man das k-dimensionale Volumen von P auch
,direkt” von den Vektoren vy, ..., v, ablesen kann, ohne zuerst eine orthogonale Matrix A
wie oben finden zu miissen.

Wir machen hierzu folgende Uberlegungen. Wenn die Vektoren vy, ..., v, € E, = R*
liegen, dann gilt nach Satz [3.3] dass

Vol (P(Ul, o ,vk)) = | det(vy ... vk)‘

C by
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In diesem Fall konnen wir also das k-dimensionale Volumen mithilfe der Koordinaten der
Vektoren vy, ..., v, bestimmen. Nachdem sich das k-dimensionale Volumen unter Anwen-
dung einer orthogonalen Matrix nicht &ndern soll, wollen wir nun einen Ausdruck in den
Koordinaten vy, ..., vy hinschreiben, welcher folgende zwei Eigenschaften besitzt:

(1) wenn vy, ..., v in B}, = R* liegen erhalten wir den Absolutbetrag der Determinate
der Matrix (vy ... vg),
(2) der Ausdruck éndert sich nicht unter Anwendung einer orthogonalen Matrix.

Die Idee ist nun die Determinate der Matrix (v; ... vy) zu bestimmen durch die Skalarpro-
dukte v; - v;, i = 1,...,k, denn diese sind invariant unter Anwendung einer orthogonalen
Matrix. Wir bendtigen nun folgendes Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma 4.3. Es seien w4, ..., u; € RF beliebig. Dann gilt

’ det(uy ... uk)| = \/det ((ul . Uj)i,j:l,...,k) .
ﬁ—/

k x k-Matrix gegeben durch
alle Skalarprodukt wu; - u;

Uil
Beweis. Fiiri =1,..., k schreiben wir u; = ( : > . Zudem betrachten wir die k x k-Matrix
Uik

U= (uy ... ug). Dann gilt:

Up~uUp ... Ul *Ug Uil ... Uk Uil e Uk
det (i - uj)ijmr,. ) =det | ) =det (| 5 z
Uk = UL .. Uk * UL Ukl - ULk Ul .. Ukk

(& J/
-~

=uT =U
= det(UT) - det(U) = det(U)%
+ +
Multiplikativitit der Determinante denn det(UT) = det(U)
Wir erhalten die gewiinsche Aussage durch Wurzelziehen. |
Lemma [4.3] motiviert nun folgende Definition.
Definition. Fiir eine n x k-Matrix V' mit Spaltenvektoren vy, ..., v, € R™ definieren wir
die Gramsche Determinante wie folgt:
Gram(V) := Gram (v; ... vg) := det ((vZ . vj)Z-’j:L,_,,k).
—— —_—
nxk—Matrix kx k—Matrix

Satz 4.4. Es seien vy, ..., v; Vektoren in R”. Es gilﬂ
Vol (P(v1,...,v,)) = y/Gram(vy ... v).

Beweis. Es seien vy, ..., v, Vektoren in R™. Wir betrachten zuerst den Fall, dass vy, ..., vy
linear abhiingig sind. Es folgt direkt aus der Definition, dass Volg(P(v1,...,vg)) = 0. An-
dererseits werden wir in Ubungsblatt 3 zeigen, dass gilt Gram(vy, ..., v;) = 0. Wir haben

also das Lemma in diesem Spezialfall bewiesen.

22Ipshesondere ist also Gram(vy ... vg) > 0.
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Wir betrachten nun den Fall, dass vy, ..., v; linear unabhéngig sind. Nach Satz gibt
es eine Matrix A € O(n) und Vektoren 71, ...,7;, € R* mit Av; = (%) Dann gilt
VOlk (P(Ul, “u ,Uk))Q = VOlk (A'P(’Ul, e ,Uk))z = VOlk (P(517 “un ,@Jk) )2 = det(’ﬁl e f?jk )2

4 ~~ d — 4

per Definition CEp=R* RE Satz
- ot o
= det(v; « Uj)ij=1,..k ) = det ((( 02) ) < Oj ))l =1,... k)
/1\ Jl\ 5J EEREE)
Lemma [£3] die Skalarprodukte sind unverindert

= det ((A'U,L . AUj)i,j:l,...,k) T det (('U,L . ’Uj)ijjzlj_“’k) ? Gram(vl Ce ’Uk).
denn A ist orthogonal per Definition
Wir erhalten die Aussage des Lemmas durch Wurzelziehen. [

Lemma 4.5. Es sei V eine n x k-Matrix. Es ist Gram(V) = det(VT - V).

Beweis. Das Lemma folgt, wie im Beweis von Lemma direkt aus den Definitionen.
Der Vollstdndigkeit halber schreiben wir das Argument noch mal aus. Es sei nun also

Vi1
V ={(v1 ... vg) eine n x k-Matrix. Fiir i = 1,..., k schreiben wir v; = < : ) Dann gilt:
Vin
V11 ... Ukl
V1+0V1 ... V1 Vg V1l vvvvns Vin
det ((v; - vy)ij=1,..x) =det [ o =det || : o)
h e Ve * V1 ... U VL Vkl wevve- Vk
=Gram(V) - n’ Vin -.. Vkn
. T N 7

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir auch noch folgende Eigenschaft der Gram-
schen Determinante bendtigen.

Lemma 4.6. Es sei V' eine n x k-Matrix und es sei A eine k x k-Matrix. Dann gilt
Gram(YV - A) = det(4)* - Gram(V).
n X k-Matrix

Beweis. Es sei V eine n x k-Matrix und es sei A eine k x k-Matrix. Dann gilt

Lemma B3 k x k-Matrix
+ —
Gram(V - A) = det((V-A)T -V . A) = det(AT- VT .V . A)
= det(AT) - det(VT - V) -det(A) = det(A)- Gram(V) - det(A).
+ 4
Multiplikativitiat der Determinante, folgt aus Lemma und det(AT) = det(A)

denn AT, VT .V und A sind k x k-Matrizen

4.4. Das Kreuzprodukt. Wir wollen uns die Gelegenheit nicht entgehen lassen an dieser
Stelle das Kreuzprodukt von zwei Vektoren in R? zu diskutieren.
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aq b1
Definition. Es seien a = <a2> und b = <b2> zwei Vektoren in R?. Das Kreuzprodukt

as b3
a X b ist definiert als der Vektor

ap by asbz — azby by a1 by a1 by
ar | x b2 | := | —(a1bs —asby az by az_bs
as b3 a1bs — agby a><b3

Im folgenden Lemma fassen wir drei elementare Figenschaften des Kreuzproduktes zu-
sammen.

Lemma 4.7.
(1) Das Kreuzprodukt ist bilinear, das heifit, fiir alle u, v, w € R? und A, u, v € R gilt
A+ pv) x w = A-(uxw) + p-(vxw) und u X (pv + vw) = p-(uxv) + v-(uxw).
(2) Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch, das heifit, fiir alle u,v € R? gilt

UXv = —v XU
.. 3 .
(3) Fiir u,v,w € R* gilt (uxv,wy = det (u v w).
——— ——
Skalarprodukt 3 X 3-Matrix

Beweis. Die ersten beiden Aussagen konnen mit einer elementaren Rechnung bewiesen
werden. Die dritte Aussage folgt leicht aus der Laplace-Formel fiir die Determinante, an-
gewandt auf die dritte Spalte der Matrix (u v w). Genauer gesagt, es ist

(51 (%1 w1 u v w
Us U UL v UL v 191
ug X[ 2 |, | we = det ( 2 2 ) -wp —det < Lt ) -wq+det ( e ) cws = [ ug vo wsy |.
us vs us vs ug vV u Va2 W
U3 U3 ws T T 3 U3 W3

Definition der linken Seite Laplace-Formel angewandt

auf die dritte Spalte
P ]

Der nachste Satz ist deutlich interessanter.

Satz 4.8. Es seien u,v € R3 zwei Vektoren. Fiir jede orthogonale Matrix A € O(3) gilt
Au x Av = det(A) - A(u x v) € R®.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgender elementarer Behauptung.

Behauptung. Es seien a,b € R™. Wenn fiir alle i € {1,...,n} gilt, dass {a,e;) = (b, e;),
dann ist a = b.
Beweis. Dies folgt sofort aus der Beobachtung, dass {a, ;) bzw. (b, ;) gerade die i-Koordinate

von a bzw. b ist. D.h. die beiden Vektoren a und b stimmen nach Voraussetzung in allen
Koordinaten iiberein, also sind sie gleich. H
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Es seien nun u, v € R? zwei Vektoren und es sei A € O(3) eine orthogonale Matrix. Nach
der obigen Behauptung geniigt es zu zeigen, dass fiir alle : = 1,2, 3 gilt, dass

(Au x Av,e;) = (det(A) - A(u X v),e;).
Es sei also i € {1,2,3}. Wir berechnen, dass gilt:
Lemma [4.7] (3) Definition von Matrizenmultiplikation — Multiplikativitéit der Determinante
(Au x Av, e;) A det (Au Av AA™'e;) A det(A - (uv A™le;)) A det(A) - det(u v A e;)
T det(A) - {u x v, A e;) T det(A) - (A(u x v),e;) = (det(A) - A(u x v),e;).

Lemma [4.7] (3) da A orthogonal gilt (Ax, Ay) = (z,y)
Wir haben damit also die gewiinschte Aussage bewiesen. [ |

Der folgende Satz gibt insbesondere eine geometrische Interpretation des Kreuzproduk-
tes.

Satz 4.9. Es seien u,v € R? zwei Vektoren. Das Kreuzprodukt u x v hat folgende drei
Eigenschaften:

(1) der Vektor u x v steht senkrecht auf v und v,

(2) es st det (u v uxv) > 0,
————
3 x 3-Matrix
(St |lu x v|| = Flécheninhalt des Parallelogramms P(u,v) = +/Gram(u v)

wissen wir schon aus Satz [4.4]

Dariiber hinaus ist das Kreuzprodukt von u und v der einzige Vektor in R3, welcher die
obigen Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzt.

das Kreuzprodukt u x v

die von u und v aufgespannte Ebene

Beweis. Es seien u,v € R? also zwei Vektoren. Wir zeigen zuerst, dass u x v die drei
Eigenschaften besitzt.

(1) Wir miissen zeigen, dass (u X v,u) = (u x v,v) = 0. In der Tat ist

(uxv,uy = det(uvu) = 0.
4 4
Lemma (3) denn die erste und dritte Spalte sind identisch

Genauso zeigt man natiirlich auch, dass (u x v,v) = 0.

23Wir werden in Présenziibungsblatt sehen, dass dies gerade bedeutet, dass die Vektoren u,v,u X v
gerade die rechte Handregel erfiillen.
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(2) Es ist det (u v uxv) = (uxv,uxv) = [luxv|* > 0.
Lemma (3) angewandt auf w = uxv
(3) Es seien also u,v € R?. Wenn v und v linear abhiingig sind, dann gilt |ju x v|| = 0

und der Fldcheninhalt von P(u,v) ist per Definition ebenfalls null. Nehmen wir nun
also an, dass v und v linear unabhéngig sind. Nach Satz (1) existiert eine Matrix

AcOB) mit A-u= <ﬁ) und A-v = <,17

>, wobei u, 7 € R2. Wir berechnen, dass

0 0
per Definition von Voly(P(u,v)) Satz [3.3]
¥ ¥ 0
Volp(P(u,v)) = Vol (P(u,7)) = |det (u ?)| = 0
det (u v)
- u v - 1y q-1( (P v
1@ @F 5 a2 ((0) < (@)
Definition des Kreuzprodukts aus Lemma (2) folgt, dass ||A~ w| = ||w| und

aus Lemma 4.1 (3) folgt, dass det(A™!) = £1

el e
4 0 014
Satz 4.8 Wahl von A

In Ubungsblatt 3 beweisen wir die Eindeutigkeit des Kreuzproduktes. [
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5. INTEGRATION UND UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

5.1. Integration auf Untermannigfaltigkeiten I. Es sei M eine k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit und es sei f: M — R eine Funktion. Wir betrachten erst einmal den
Spezialfall, dass es eine Karte ®: U — V gibt, so dass f auflerhalb von UNM verschwindet.

hier ist f o ®~! nicht null

—~UnM

ﬁR

 hierist f #0

A o Parallelotop aufgespannt von den Vektoren
Wiirfel aufgespannt von ey, ..., e (D@ 1Y) -ey,..., (D®,!') - ex mit k-dimensionalem

Volumen \/Gram (DO er... (DD - ep)

Wir kénnen jetzt natiirlich die Funktion f o ®~! auf V N K} betrachten. Allerdings
hatten wir in Satz gesehen, dass die Abbildung @' das k-dimensionale Volumen an
einem Punkt z C V N E, um den Faktor

\/Gram (D®;1) - er ... (DD1) - ep)
“verzerrt”. Dies fithrt uns zu folgender Definition.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei ®: U — V
eine Karte. Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die Umkehrabbildung. Es sei f: M — R eine
Funktion, welche aulerhalb von UNM verschwindet. Wir sagen f: M — R ist integrierbar,
wenn die Funktion

VﬂEk — R
z +— f(¥(x))-/Cram((DV,) e ...(D\Ifz)~ek)

die ersten k Spalten von DW,,

integrierbar ist, und wir deﬁnierenﬁﬂ
ff = f f(¥(z)) - /Gram((DV,) - e; ... (DV,) - ) dx.
M

wEVﬁEk

Satz 5.1. Die Definition oben hingt nicht von der Wahl der Karte ® ab.

Beweis. Es sei f: M — R eine Funktion auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M. Zudem seien ®: U — V und ®: U — V zwei Karten, so dass f auerhalb von UNU
verschwindet. Wir miissen zeigen, dass wir mit ¢ und ® das gleiche Ergebnis erzielen.
Indem wir zu U N U, (U N U ) und <T>(U nU ) tibergehen, konnen wir gleich annehmen,
dass U = U. Wir bezeichnen mit U und ¥ die Umkehrabbildungen von ¢ und d. Wir

24Dje Notation | f ,ohne ein dz” ist kein Tippfehler, sondern beabsichtigt.
M
Wir fassen hierbei V N B}, natiirlich als Teilmenge von R* auf, d.h. das Integral auf der rechten Seite

ist das Integral einer Funktion auf einer Teilmenge von R,
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betrachten die Diffeomorphismen © = DoV und I = ®o V. (Zur Orientierung hilft es
vielleicht die Abbildung unten zu studieren.)

Wir schreiben V/ = V N Ey und V! = V N Ej,. Wir fassen V/ und V' als Teilmengen
von R¥ auf. Wir bezeichnen nun mit ¥’ und ©’ die Einschrinkungen von ¥ und © auf
V' =V N E, C R* und wir bezeichnen mit ¥’ und I" die Einschrankungen von ¥ und T
auf V/ = V N E;, C R*. Die Abbildung I': V' — V’ ist dann ein Diffeomorphismus

, _ —> R /_\//\/\LR

NG~

= = ﬁ —
Es ist nun
f f definiert mit ® = f f(V'(x)) - /Gram(DV’) dx
M zeV’
= [ Fv('(y))) - \/Gram(p(D\Ifi,/(y)) -] det DI | dy

y€\7’
Transformationssatz angewandt auf I'V: V/ — V

= [ 1(¥(y)) - \/Gram (DF} - DO, ) - | det DI | dy

y€I7’
Kettenregel angewandt auf ¥’ = ¥’ 0 ©'

= [ f(¥'(y)) - \/Gram (D) - | det(DO% ()] - | det DT, | dy
T y€\7’
Lemma angewandt auf die k x k-Matrix D@},(y)

= U'(y)) - \/Gram (DU dy = definiert mit ®.
f f( (y)) ram( y) Y Af4f efiniert mi

y€\7/
Wir wollen nun in den folgenden Kapiteln die Integration von beliebigen Funktionen auf
einer Untermannigfaltigkeit auf den jetzt gerade betrachteten Fall zuriickfiihren.

~
=1,da©® ol =id

5.2. Integration auf Untermannigfaltigkeiten II. Es sei M eine Untermannigfaltig-
keit. Wir wollen nun das Integral von Funktionen f: M — R einfiihren, selbst wenn
{z € M| f(x) # 0} nicht durch eine Karte abgedeckt wird. Die Grundgedanke ist da-
bei ganz einfach: wir wollen die Funktion f also Summe von Funktionen schreiben, welche
wir wie im vorherigen Teilkapitel integrieren konnen. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei zudem
A ={®;: U; — V;}ieq ein Atlas fir M. Eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerle-
gung von M ist eine Menge Z von Teilmengen Z;, 7 € I mit folgenden Eigenschaften:

(1) fir alle i € I gilt Z;, C U; N M,

(2) fiir alle ¢ € I ist ®;(Z;) eine messbare Teilmenge von Ej, = RF,

26Ty der Tat, denn I” ist offensichtlich bijektiv, und als Einschriankung einer glatten Abbildung wieder
glatt. Das gleiche Argument zeigt aber auch, dass auch die Umkehrabbildung von I, ndmlich © glatt ist.
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(3) M ist die disjunkte Vereinigung der Z;, d.h. es ist M = U Z; und fiir alle i # j gilt
iel

G,

i“’ ‘\—\,J—«|"/ 31_\7””/

Im Folgenden schrinken wir uns ein auf Untermannigfaltigkeiten, welche einen endlichen

Atlas besitzen, d.h. einen Atlas, welcher aus endlich vielen Karten besteht. Beispielsweise ist
es offensichtlich, dass jede kompakte Untermannigfaltigkeit einen endlichen Atlas besitzt.

Satz 5.2. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem endlichen Atlas A
eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung von M.

Beweis. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei A = {®;: U; = V;|i=1,...,m}
ein endlicher Atlas fiir M. Wir setzen Z; = Uy N M und fiir i = 2,...,m definieren wir

iterativ i—1
Zi = (Uz N M) \ U Zj—l-
j=1

Es ist nun offensichtlich, dass die Mengen 7, . .., Z,, die Eigenschaften (1) und (3) besitzen.
Der Beweis, dass (2) gilt, ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. [ |

Definition. Es sei f: M — R eine Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit, welche einen
endlichen Atlas A = {®;: U; — V;|i = 1,...,m} besitzt. Wir wihlen eine dem Atlas A
untergeordnete messbare Zerlegung Z = {7, ..., Z,,} von M. Wir sagen f ist integrierbar,
wenn fiir alle ¢ = 1,...,m die Funktionmf - Xz,: M — R integrierbar ist. Wenn dies der
Fall ist, dann definieren wir das Integral von f: M — R als

m
Jr= Jxar
M =1 M
———
die Funktion xz, - f verschwindet
auflerhalb von Z; C U;, also ist
das Integral Kapitel definiert
Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl eines end-
lichen Atlanten und der Wahl der untergeordneten messbaren Zerlegung ist. Dies erfolgt

im folgenden Lemma.

Lemma 5.3. Es sei f: M — R eine Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M. Aufler-
dem seien A = {®;: U; —» Vi|i =1,...,m} sowie A' = {®,: U — V/|i =1,... m'}
zwei endliche Atlanten und es es seien Z = {Z,...,Z,} sowie 2" = {Z],...,Z/,} den

27Zur Erinnerung, fiir eine Teilmenge A C R” ist die charakteristische Funktion y4: R™ — R gegeben
durch xa(z) =1, falls € A und xa(z) =0, falls x ¢ A.

ZDie Funktion f - xz, hat die Eigenschaft, dass es eine Karte, namlich ®;: U; — V; gibt, so dass sie
auBerhalb von U; N M verschwindet. Also ist die Integrierbarkeit dieser Funktion schon in Kapitel
definiert.
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Atlanten A und A’ untergeordnete messbare Zerlegungen. Dann gilt

fir alle : = 1,...,m ist die Funktion fiir alle s = 1,...,m’ ist die Funktion
fxz: M — R integrierbar J - Xxz: M — R integrierbar.

Wenn dies der Fall ist, dann gilt zudem
> Sxaf =3 xz-f
i=1 M i=1 M

Beweisskizze. In dem wir zu den Schnittmengen U; N U} und Z; N Z; iibergehen konnen

wir annehmen, dass m = m' und Z; = Z} fiir i = 1,...,m. Die Aussage des Lemmas
folgt nun aus der schon bewiesenen Wohldefiniertheit von Integrierbarkeit und Integral von
Funktionen, welche ,,durch eine Karte abgedeckt” werden. [ |

Beispiel. Wir betrachten die beiden Extremfille, dass M C R” eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension 0 beziehungsweise eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n ist.

(1) Wenn M eine kompakte O-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, besteht M aus
endlich vielen Punkten. Fiir eine Funktion f: M — R gilt dann

Af4f = X f(P),

PeM

d.h. das Integral ist die Summe der Funktionswerte”]

(2) Wenn M eine Untermannigfaltigkeit von R™ von Kodimension (] ist, dann ist die
Identitatsabbildung schon eine Karte. Offensichtlich ist dann fiir jedes x € m die
Gramsche Determinante = 1. Also folgt sofort aus den Definitionen, dass

Af4f [ fan

M
—~— ——
Integral auf Integral auf
Untermannigfaltigkeit Teilmenge von R™

Im Prinzip kénnten wir jetzt schon Integrale von stetigen Funktionen iiber S* und S?
bestimmen. Aber die Definition des Integrals ist umsténdlich und in der Anwendung unan-
genehm. Wir werden demnéchst einen allgemeinen Satz beweisen, welcher die Berechnung
von Integralen in den meisten Féllen vereinfacht. Insbesondere werden wir damit problem-
los hiibsche Formeln fiir die Integrale von stetigen Funktionen auf S' und S? bestimmen.
Um diesen allgemeinen Satz zu beweisen miissen wir aber erst die allgemeine Theorie von
Integralen von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten weiter entwickeln.

5.3. Integration auf Untermannigfaltigkeiten III. Wenn M eine Untermannigfaltig-
keit ist, welche einen endlichen Atlas besitzt, dann hatten wir gerade in Kapitel 5.2] fiir eine
beliebige Funktion f: M — R die Integrierbarkeit und das Integral eingefiihrt. Allerdings

29Djes folgt aus der Tatsache, dass fiir eine Funktion f: RO = {0} — R das Lebesgue-Integral gegeben
ist durch f(0).
30Wir sagen eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ besitzt Kodimension n — k.
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ist es nicht klar, ob jede Untermannigfaltigkeit einen endlichen Atlas besitzt. Beispielswei-
se ist es nicht klar, ob die Flidche mit unendlich vielen ,Lochern” einen endlichen Atlas

/ 7 ’// 7 7 ////2;;/ <

Um mit dieser Situation umgehen zu koénnen benotigen wir folgendes Lemma.

besitzt P

N

Lemma 5.4. Fiir jeden Atlas {®;: U; — V;}ics einer Untermannigfaltigkeit M gibt es
eine abzdhlbare Teilmenge J C I, so dass auch schon {®;: U; — V;};cs ein Atlas ist.

Beweis. Es sei also {®;: U; — V;}icr ein Atlas einer Untermannigfaltigkeit M von R". Es
sei z € Q" und r € Q9. Wenn es ein U; mit B'(xz) C U; gibt, dann wihlen wir solch ein
i € I und bezeichnen es als i(z,7) € I. Wir bezeichnen mit J C I die Menge aller solcher
i(z,r). Da Q™ und Qs abzéhlbar sind, ist auch J abzahlbar.

Wir miissen noch zeigen, dass jedes P € M in einem Uj(,,) enthalten ist. Es sei nun
P e M. Da {®;: U; — V;}ics ein Atlas ist gibt es ein i € I mit P € U;.

Behauptung. Es gibt ein € Q™ und ein r € Qx, so dass P € B'(x) C U;.

Beweis. Da U; C R™ offen ist, existiert ein € > 0, so dass B!'(P) C U;. Dann existiert ein

x € Bg(P) NQ". Wir wihlen zudem ein r € (§, %) NQ. Aus der Dreiecksungleichung folgt,

dass P € B'(z) C U;. a5
Es gilt nun P € B}'(X) C U;, also ist auch P € B} (x) C Ujg,). |

Lo T B(z), wobei x € Q™ und r € Qs

Satz 5.5. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem abzéhlbaren Atlas
A ={®;: U; = V;}ien eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung von M.

Beweis. Der Beweis des Satzes ist fast identisch zum Beweis von Satz [5.2] ndmlich wir
setzen Z1 = Uy N M, Zy = (Us N M)\ Zy, .... [ |

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es folgt aus Lemma [5.4],
dass ein abzdhlbarer Atlas A = {®;: U; — V;}ic; von M existiert. Zudem folgt aus Satz ,
dass eine dem Atlas A untergeordnete messbare Zerlegung Z = {Z;};c; von M existiert.
Es sei nun f: M — R eine beliebige Funktion. Wir sagen f ist integrierbar, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:
(1) fiir alle ¢ € I ist die Funktion f - xz : M — R integrierbar,
2) die Reih
iel M
iitber die Absolutbetrige der einzelnen Integrale konvergiert.

31Ein noch einfacheres Beispiel ist gegeben durch M = Z C R. Dies ist eine 0-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, welche keinen endlichen Atlas besitzt (warum?).
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Wenn dies der Fall ist, dann definieren wir das Integral von f: M — R al{T]
=% Jxaf
M iel M

5.4. Das k-dimensionale Volumen.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir sagen A C M ist
messbar mit endlichen Volumen, wenn die Funktion y4: M — R integrierbar ist. In diesem

Fall bezeichnen wir Volp(A) := f XA
M

als das k-dimensionale Volumen von A. Im Fall k£ = 2 bezeichnen wir Vol,(A) auch als den
Flécheninhalt von A. Wenn Vol (A) = 0, dann bezeichnen wir A als Nullmenge in M.

Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerungen der Aussagen aus der Analysis III
iiber Nullmengen. Beispielsweise ist die abzidhlbare Vereinigung von Nullmengen wiederum
eine Nullmenge. Zudem gilt folgender Satz.

Satz 5.6. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wenn [ < k, V' C R! eine
offene Teilmenge ist und f: V' — M eine glatte Abbildung ist, dann ist f(V') eine Nullmenge
in M.

M = 5>

V \ f )
SO - —— Nullmenge in M

Beweis. Dieser Satz folgt ziemlich problemlos aus der entsprechenden Aussage in Analysis
I11, siehe [Fr3|, Satz I1.5.5]. |

Wir beschlieflen dieses kurze Teilkapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 5.7. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wenn zwei Funktionen
f,g9: M — R auflerhalb einer Nullmenge iibereinstimmen, dann ist f integrierbar genau

32Es sei I eine abzihlbare unendliche Menge und fiir jedes ¢ € I sei a; € R>g gewahlt. Wir wéhlen eine

Bijektion ¢: N — I und wir setzen Sa = S au.
iel =P

Wir miissen zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von ¢ abhingt. Dies folgt sofort aus dem

Umordnungssatz 6.13 aus der Analysis I. Dieser besagt, dass fiir eine Folge bx, k € N und eine Bijektion

1¥: N — N gilt, dass
k§1bk konvergiert absolut = ]Elbw(k) konvergiert absolut und k§1bk = kglbw(k).

33Fs sei I eine abzdhlbare unendliche Menge und fiir jedes i € I sei a; € R gewihlt. Wir nehmen an,
dass die Reihe 'ZI |a;| konvergiert. Wir wihlen eine Bijektion ¢: N — I und wir setzen
1€

o0
igl @i = 121%(’“)‘
Es folgt wiederum aus dem Umordnungssatz 6.13 aus der Analysis I, siche Fuinote[32] dass diese Definition
nicht von der Wahl von ¢ abhéngt.

34Wir miissen nun natiirlich wiederum zeigen, dass diese Definition unabhingig ist von der Wahl eines
endlichen Atlanten und der untergeordneten messbaren Zerlegung. Der Beweis dazu wird beispielsweise in
K2 Kapitel 11.5] ausgefiihrt.
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dann, wenn ¢ integrierbar ist. Im integrierbaren Fall gilt zudem
Jf="1/9
M M

Beweis. Das Lemma kann man relativ leicht mit der analogen Aussage aus Analysis I1I,
namlich [Er3, Satz 11.7.7], beweisen. |

5.5. Integrale und Parametrisierungen. In diesem Teilkapitel formulieren und bewei-
sen wir einen Satz, welcher es uns in vielen Fillen erlaubt das Integral auf einer Unter-
mannigfaltigkeit zu bestimmen. Um diesen Satz zu Formulieren fithren wir noch folgende
Definition ein, welche wir immer wieder in der Vorlesung verwenden werden.
Definition.
(1) Ein abgeschlossener k-dimensionaler Quader (oder oft auch nur kurz Quader) ist eine
Teilmenge von R* der Form
Q = [a,b1] X -+ X [ag, b, wobei a; < b; firi=1,... k.
(2) Ein offener k-dimensionaler Quader ist eine Teilmenge von R¥ der Form
Q = (ay,b1) x -+ X (ag, bg), wobei a; < b; firi=1,... k.

Bemerkung. Das Innere eines abgeschlossenen Quaders ist offensichtlich der entsprechen-
de offene Quader. Der Abschluss eines offenen Quaders ist zudem der entsprechende abge-
schlossene Quader.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”. Eine Parametri-
sierung von M ist eine Abbildung ¥: Q — R", wobei gilt:

(1) Q@ C R¥ ist ein abgeschlossener oder ein offener k-dimensionaler Quader,
) es ist U(Q) = M,
) die Einschrankung von U auf das Innere () ist injektiv und es gilt ¥( 0Q )NV(Q) = o,

(2

(3

(4) U ist glatt (im Sinne der Definition auf Seite [34), Rand von ¢
(5

) fiir jeden Punkt P € é ist der Rang des Differentials DU p gleich &.
Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
P:[0,2xr] — S!

o (cos(go)>‘

sin(yp)

Wir behaupten, dass dies eine Parametrisierung von S ist. Aus Erfahrung wissen wir, dass
(1)-(4) erfiillt sind. Es verbleibt (5) zu tiberpriifen. Es gilt

oo = ("))

Eine Moglichkeit zu zeigen, dass eine 2 x 1-Matrix (u) Rang 1 hat ist zu zeigen, dass
|u|]| # 0. Dies in unserem Fall natiirlich der Fall.

In vielen Féllen in denen man explizit ein Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit be-
stimmen will, gibt einem der folgende Satz einen bequemen Zugang.
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cos(¢) — S
P(o) = .
0 2 sin
) o ( () ) — P(0) = P(2n)

Satz 5.8. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei zudem
U: () — R” eine Parametrisierung von M. Fiir jede stetige Funktion f: M — R gilt

[f= [ f(¥@) /Gram(DV,) dz.
M S~~~

BAS
@ n X k-Matrix
|

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall, dass @) ein abgeschlossener Quader ist. Der
Fall, dass @ ein offener Quader ist, wird ganz dhnlich bewiesen. Wir beginnen mit folgender
Behauptung.

Behauptung. Fir jedes P € é gibt es eine Karte ®p: Up — Vp mit ¥(P) € Up, mit
(P,0) C Vp, so dass Up C M \ ¥(9Q), und so dass ®5': Vp N Ey — M = ¥|y,np, .

Bewers. Nach Voraussetzung ist DU p eine n X k-Matrix von Rang k. Dies bedeutet, dass die
Spalten linear unabhéngig sind. Es gibt also, nach dem Basisergénzungssatz, eine nx (n—k)-

Matrix B, so dass die Spalten der n x n-Matrix (DUp B) linear unabhéngig sind, d.h. die
Matrix ist invertierbar. Wir betrachten jetzt die Abbildung™]|

U: QxR  — R»
(z,y) = Y(z)+B-y.
Am Punkt (P, 0) ist das Differential von ¥ gegeben durch die invertierbare Matrix (DWp B).
Es folgt also aus dem Satz tiber die Umkehrabbildung, dass es eine offene Umgebung
Vp von (P, 0) und eine offene Umgebung Up von W (P,0) = WU(P) gibt, so dass ¥: Vp — Up
ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen mit ®: Up — Vp die Umkehrabbildung.
Es folgt aus der Definition, dass \TJ(VP NEy) C M. Es ist aber a priori nicht klar, dass

U(Vp N Ey) = UpN M. Un dies zu erreichen miissen wir die offenen Umgebungen
Up und Vp noch einschréanken.

Aus Eigenschaft (3) einer Parametrisierung folgt (sieche Ubungsblatt 4), dass es ein € > 0
gibt, so dass ¥(B?*(P))NY(Q \ B(P)) = @. Wir setzen nun
Up == Up\ ¥(Q\ B*(P)) und Vp = ®(Up)
—_—
kompakt, also abgeschlossen

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass ®: Up — Vp eine Karte mit den
gewiinschten Eigenschaften ist. H

35Der Beweis dieser Behauptung hat eine nicht zu iibersehende Ahnlichkeit mit dem Beweis des Satzes
vom reguldren Wert.
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Q.
0Q—_ \\= v

(P,0)

Wir machen nun noch folgende Beobachtungen und Vorbereitungen:

(1) Der Rand 0Q) ist eine Vereinigung von endlich vielen offenen Quadern der Dimension
< k. Es folgt aus Satz [5.6] dass ¥(0Q) C M eine Nullmenge in M ist.

(2) Es folgt aus Satz[L.11}, dass ¥(9Q) C M kompakt, und damit abgeschlossen in M
ist. Also ist M = M \ ¥(dQ) eine offene Teilmenge von M, und damit selber cine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(3) Die Karten ®p: Up — Vp bilden einen Atlas von M. Es folgt aus Lemmam dass es
abzéhlbar viele Punkte P;,i € I in M gibt, so dass die Up, die Untermannigfaltigkeit
M fiiberdecken. Wir schreiben Uy =Up, V;:=Vp und ¢, := Pp,

%

(4) Wir wihlen eine diesem Atlas untergeordnete messbare Zerlegung {Z; }icr.

Dann gilt
Jr=Jfr =X xa 1 =% | F£@" @) /GramD(® ), er..D(®; 1), er) du
M T M T €l ar 1 €l 2ed,(Z)NEy
folgt aus per Deﬁnltlon folgt aus der Deﬁnltlon auf Seite [44] und der Beobachtung,
Lemma [5.7] auf Seite 48] dass xz, 0 ®; " = X&,(z,)
= > f f(¥(z)) - /Gram(DV,)dx = f f(v - y/Gram(DV,) dx
i€l pew—1(Z;) 1 €8
denn ®; g, = \II denn Q = UT~1(Z;)
f f(v - y/Gram(DV,) dx.
z€EQ

denn Q\ Q ist eine Nullmenge u
Als erste Anwendung von Satz wollen wir nun Integrale von stetigen Funktionen auf
S1 bestimmen:

Satz 5.9. Es sei f: S! — R eine stetige Funktion. Dann gilt
COS
if f f ( sin(g )
Beweis. Es sei f: S! — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Parametrisierung

P:[0,27] — S!
oo (20,

sin(y)
welche wir oben gerade entdeckt hatten. Dann gilt
ff = f f(P(p)) - /Gram(DP,)dy = f f(g?s ) : \/Gram<_s(l)rslgzg> dep.
St T »€[0,27] T =0 - .,

Y 30 — :
Satz (.8 folgt durch Einsetzen und aus Satz[3.4 = /sin?(¢p) + cos?(p) = 1, dies
& folgt aus Gram (V) = det(VTV)
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Wir haben also die gewiinschte Gleichheit bewiesen. [ |

Im Folgenden wollen wir das Integral von stetigen Funktionen auf S2, oder auch all-
gemeiner, von stetigen Funktionen auf 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von R3
bestimmen. Wir fithren dazu folgende harmlose Notation ein.

Notation. Es sei Q C R”* ein Quader. Fiir eine glatte Funktion ¥: Q — R” schreiben wir

oV
= 5 = 1-te Spalte des Differentials DW .
axi .
0¥y,
ox;
Dann gilt DV = (g—fl . %).

Satz 5.10. Es sei M C R? eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es zudem
U: [a,b] X [¢,d] = M eine Parametrisierung von M. Fiir jede stetige Funktion f: M — R
gilt z=b y=d

[£ = [ 1) |3 < 5 dyda

T=a y=c

d

a b £

Im Beweis von Satz [5.10] und dem darauffolgenden Beispiel werden wir mehrmals mit
3 x 2-Matrizen arbeiten. Folgendes einfache Lemma wird uns das Leben erleichtern.
Lemma 5.11. Es seien u,v € R3. Dann gilt:

(1) Es gilt Gram(u v) = |Ju x v|*.

(2) Die 3 x 2-Matrix (u v) hat Rang 2 genau dann, wenn u x v # 0.
Beweis von Lemma [5.171

(1) Diese Aussage folgt aus Satz [4.4{ und Satz

(2) Diese Aussage ist ein Spezialfall der Aussage in Ubungsblatt 3. [
Beweis von Satz [5.10. Es sei f: S' — R eine stetige Funktion. Dann gilt
r=b y=d
Jr= | f@@y) /GramDU,)dr = [ [ [(U(z,) || x 5| dyda.
M T (z,9)€Q T T=a y=c
Satz folgt aus dem Satz [3.8 von Fubini und Satz @)
sowie Lemma (1) angewandt auf DV, ,) = (3% %%) [

Als Beispiel wollen wir nun noch stetige Funktionen auf S? betrachten.
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Satz 5.12. Es sei f: S? — R eine stetige Funktion. Dann gilt

p=2m g=m cos(¢p) - sin(6)
f | sin(p) -sin(f) | -sin(0) dO de.

52 =0 6=0 cos(6)

Punkt mit sphérischen
Koordinaten (¢, 0)

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
S:[0,27] x [0,7] — R3
cos(yp) - sin(0)>

X (Sin(cp) sin(6)
cos(6)

Wir behaupten, dass dies eine Parametrisierung von S? ist. Aus Erfahrung wissen wir, dass
die Bedingungen (1)-(4), welche wir auf Seite[50] eingefiihrt hatten, erfiillt sind. Es verbleibt
(5) zu iiberpriifen. Es gilt
—sin(y) - sin(6) cos(y) - cos()

cos(ip) - sin(0) sin(¢p) - cos(0)

0 — sin(0)

Wir miissen zeigen, dass die 3 x 2-Matrix DS, Rang 2 besitzt. Motiviert durch Lem-
ma (2) fithren wir dazu folgende Berechnung durch:

oS 98
D50 = (@ @) =

— sin(yp) - sin(6) cos(p) - cos(6) —sin?(6) - cos(yp)
95 95 — cos(yp) - sin(f) | x | sin(p) - cos(d) | = sin?(f) - sin
9 9 900 — sin(6) - sin(@))~ cos((HSO))

Die Lénge dieses Vektors berechnet sich leicht zu sin(f). Dies ist # 0 im Inneren des
Quaders [0, 27| x [0, 7]. Es folgt also aus Lemma (2), dass der Rang von DS, ¢ = 2
im Inneren des Quaders. Also ist S in der Tat eine Parametrisierung.

Es sei nun f: S' — R eine stetige Funktion. Dann gilt

p=2m O=m p=2m O=T cos ) - sin(6)
[ [ rse.0 H* x *H dodp — f f sin(p) - sin(0) | - sin(6) df de.
=0 6=0 cos(0)
—sm(B)
Satz (.10 folgt durch Einsetzen von S und die obige Berechnung
Wir haben also die gewiinschte Gleichheit bewiesen. [
Beispiel. Wir wollen nun den Flicheninhalt von S? bestimmen. Dieser ist gegeben durch
p=21 O=m =2
Flicheninhalt(S?) f 1 = f f 1-sin(f)dfdy = f 2dp = 4m.
T S2 1 »=0 60=0 =0
Definition von Flidcheninhalt Satz

auf Seite [49]
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6. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN MIT RAND

6.1. Definition von Untermannigfaltigkeiten mit Rand. In diesem Kapitel wollen
wir Begriff von Untermannigfaltigkeiten etwas erweitern. Wir fithren dazu erst einmal fol-
gende Notation ein.

Notation. Fir £ < n bezeichnen wir

Hy, = {(z1,...,2,0,...,0) € R"|zy,..., 2, € R und zy > 0},
als k-dimensionale Halbebene und wir schreiben
OH, = {(x1,...,24,0,...,0) € R"|zy,..., 2, € R und z; = 0}.
0H,
\ o H, C R?
|
Definition.

(1) Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem Punkt a € M eine Karte um a gibt, d.h. einen Diffeomorphismus ®: U — V
zwischen einer offenen Umgebung U C R"™ von a und einer offenen Menge V' C R",
so dass

(i) @(UNM) = VN Ey, oder
(ii) ®(UNM) = VN Hy mit ®(a) € OH.

(2) Wir sagen a € M ist ein innerer Punkt, wenn es eine Karte ®: U — V um a vom
Typ (i) gibt. Wir sagen a € M ist ein Randpunkt, wenn es eine Karte ®: U — V
um a vom Typ (ii) gibt.

(3) Ein Atlas von M ist eine Familie {®;: U; — V;};e; von Karten mit M C U U;.

i€l

Karte von Typ (i) fiir a Karte von Typ (ii) fiir b,
also ist a ein innerer Punkt von M also ist b ein Randpunkt von M

Satz 6.1. Jeder Punkt auf einer Untermannigfaltigkeit ist entweder ein innerer Punkt oder
ein Randpunkt.

Beweis (x). m Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Nehmen wir
also an, dass es einen Punkt a € M gibt, welcher sowohl ein innerer Punkt als auch ein

36Eine Karte von Typ (i) ist also der gleiche Typ von Karte, wie wir in schon auf Seite [20| eingefiihrt
hatten. Die Karten von Typ (ii) sind neu.

3TBeweise, welche mit () markiert sind, wurden in der Vorlesung ausgelassen und sind damit nicht
offizieller Teil der Vorlesung.
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Randpunkt ist. Dann gibt es also eine Karte ®;: U; — Vi um a von Typ (i) und es gibt
eine Karte ®5: Uy — Vo um a von Typ (ii). Indem wir zu U; N Uy iibergehen kénnen wir
annehmen, dass Uy = U, =: U.

Wir schreiben Ny := &, (U N M) C E, = R¥ und N, := &,(UN M) C Hy C E, = R
Wir bezeichnen mit W: N; — N, die Einschrankung der Abbildung ®5 o CI)1_1 auf die offene
Teilmenge N;. Dies ist eine glatte, bijektive Abbildung. Zudem ist an jedem Punkt P € N;
das Differential DV p invertierbar@ Es folgt aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung,
dass W(N;) eine offene Teilmenge von R¥ ist. Aber dies ist nicht der Fall, denn N, C Hj,
und Py(a) liegt in OHy, besitzt also keine offene Umgebung, welche in Ny enthalten ist.
Wir haben damit einen Widerspruch erhalten. [ |

o N, =&, (M NU)

Karte von Typ (i)

Karte von Typ (ii)

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit.

(1) Wir bezeichnen mit M die Menge aller Randpunkte und wir nennen 0M den Rand
von M.

(2) Wir sagen M ist eine geschlossene Untermannigfaltigkeit, wenn 0M = &, und wenn
M kompakt ist.

Beispiel.

(1) Jede Karte im Sinne der Definition auf Seite [20]ist eine Karte von Typ (i) im obigen
Sinn. Insbesondere ist jede Untermannigfaltigkeit im Sinne der Definition auf Seite [20]
auch eine Untermannigfaltigkeit im obigen Sinne. Zudem folgt sofort aus Satz [6.1]
dass in diesem Fall OM = &.

(2) Die offene Kugel X = {z eR"|[lz]| <1}

ist eine Untermannigfaltigkeit mit 0X = &, aber X ist keine geschlossene Unterman-
nigfaltigkeit, denn X ist nicht kompakt. Andererseits sind beispielsweise S™ und der
auf Seite [27] eingefiihrte Torus geschlossene Untermannigfaltigkeiten.

Bemerkung. Ungliicklicherweise gibt es nun zwei verschiedene Definitionen von ,,Rand”.

Auf Seite hatten wir den Rand 0A einer Teilmenge A eines topologischen Raums X
eingefiihrt. Beispielsweise ist der Rand der offenen Kugel

X o= {z e R"[|fzf] <1},

aufgefasst als Teilmenge von R3, die Einheitsphiire. Der Rand von X aufgefasst als Un-
termannigfaltigkeit ist hingegen die leere Menge. Wenn wir ab jetzt vom ,,Rand” einer
Untermannigfaltigkeit reden, meinen wir immer den ,,Untermannigfaltigkeitsrand”.

3811 der Tat, denn W ist die Einschrankung des Diffeomorphismus ®5 o <I>171 : V1 — Vo auf die Teilmenge
N; = V1 N E. Nachdem D(®; o <I>1_1) p invertierbar ist, ist auch die Einschrinkung auf jeden Teilraum, in
diesem Fall Ej, weiterhin invertierbar.
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6.2. Beispiele. Wir formulieren unser erstes Beispiel einer Untermannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand als Lemma.

Lemma 6.2. Fiir jedes n € Ny ist die Halbsphére

S% = {(z1,...,Tpp1) ER™M 2P+ + 22 =1 und x4 >0}
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
05% = {(z1,...,Zpp1) ER |2f 4+ + 22, =1 und 2,41 = 0}

)
>0 2
> S2,

\\77777’ (I)Sio

Beweisskizze. Wir beweisen das Lemma nur fiir den Fall n = 1. Die anderen Fille sind
Verallgemeinerungen dieses Arguments. Fiir alle Punkte (z,y) € SL, kann man leicht, wie
auf Seite 21, Karten von Typ (i) finden. Wir betrachten nun den Punkt (1,0). Ganz analog
zur Diskussion auf Seite 21| betrachten wir die Abbildung

U:Vi=(—mm)x(-1,1) = U:=¥Y(V)CR?

(1+s) - cos(y)
(¢,8) = ((1+s)-sin(sf)>’

Dies ist eine glatte bijektive Abbildung mit ¥(V N E;) = U N S'. Es folgt leicht aus
Korollar , dass dies sogar ein Diffeomorphismus ist. Zudem gilt ¥(V N E;) = U N Séo.
Also definiert

o=0""U -V

eine Karte. Dies ist eine Karte von Typ (ii) fiir den Punkt (1,0). Ganz analog kann man
auch noch zeigen, dass es eine Kart von Typ (ii) fiir den Punkt (—1,0). Wir haben also
gezeigt, dass Séo eine Untermannigfaltigkeit ist, deren Rand gegeben ist durch (+1,0). W

V= (-mm)x(-1,1)
U(p,s)=((1+s)cose, (1+s)sinyp)

¥

¢ =yl
H,

0H,

Beispiele. Mit fast dem gleichen Argument wie in Lemmal6.2) kann man leicht zeigen, dass
der ,,abgeschlossene” Zylinder

Z = {(z,y,2) eER¥|2*+¢y*=1und 2 € [-1,1]}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist mit Rand
0Z = {(z,y,2) eER¥ |2 +y*=1und 2z = +1}.
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Zudem ist der ,halboffene” Zylinder
7' = {(x,y,2) eER¥|2?* +y*=1und z € (-1,1]}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand

0z = {(xay,z)€R3|I2+y2:1undz:1}.

Z={(z,y,2)| x> +y*=1,2 € [-1,1]} Z'={(z,y,2)|2* +y* =1,z € (—1,1]}

!/ 2 2 __ _
aZ:{(TU,Z>‘IZ+U2:1,Z:Z|:1} aZ —{(T,UZ)|ZC +U _12_1}

Satz 6.3. Es sei U C R” offen, es sei f: U — R eine glatte Abbildung und es seien
21 < 29 € R regulidre Werte. Dann ist

M = fY[z,2]) c R"
eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0 mit

oM = [T ({z}) U f ({z2}).
Beweisskizze. Der Beweis des Satzes kann leicht abgewandelt um zu zeigen, dass jeder
Punkt in f~'({z1})U f~1({22}) eine Karte von Typ (ii) besitzt. Die Teilmenge f~*((z1, 22))
ist eine offene Teilmenge von R™, also ist die Identitatsabbildung eine Karte von Typ (i). W

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
TR - R
(T1,...,2,) +— i+ +a2
Dann sind 1 und —1 regulére Werteﬂ. Es folgt aus Satz dass
FU-11) = {(#1,...,20) CR* |22+ -+ 22 €[-1,1]} = B"

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist mit Rand

Y H{-1hHusf{1}) = ou{(zy,...,x,) CR |27+ -+ 22 =1} = S~
~_die Scheibe EQ ist eine 2-dimensionale
Untermanigfaltigkeit mit
T Rand 9B° = S!
Ein weiteres Beispiel von Untermannigfaltigkeiten mit Rand ist wie folgt gegeben.

Beispiel. Es sei U C R*! eine offene Teilmenge und es sei f: U — R eine glatte Abbil-
dung. Man kann leicht zeigen, dass fiir jedes a € R

M = {(z,y) ER"!'xR=R"|a<y< f(x)}
ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0, wobei der Rand gegeben ist durch den

Graphen OM = {(z,y) eR"'xR=R"| y=f(x)}.

39Warum ist —1 ein reguliirer Wert?
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Graph von f: U — R {(z,y)|r€eUund a <y < f(x)}

™ efflT

Der folgende Satz besagt, dass jede Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0 am Rand
lpka]@ von diesem Typ ist. Die Aussage des Satzes besitzt eine nicht zu iibersehende
Ahnlichkeit mit Satz %

Satz 6.4. Es sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0 und es sei zudem
X € OM. Dann existieren eine Permutationsmatrix P, ein offener Quader Q C R" ™!, zwei
reelle Zahlen a < b, sowie eine glatte Funktion f: @ — (a,b), so dass P- X € @Q x (a,b),
s0 dass P-MN(@x(ab) = {(y)|zeQunda<y< f(z)}
B P-OM N (Qx (a,b) = {(z,y)|z€Qundy= f(z)}.

-

~
Graph von f: Q@ — R

Beweis. Der Satz kann in der Tat mithilfe von Satz bewiesen werden. Wir iiberlassen

die Durchfithrung des Beweises als freiwillige Ubungsaufgabe. |
]\fé D% P-X Graph von f: Q — R
OM ~ / . (0 1> b 1 — @ x(a,b)
= SN P10 @ @)
@
~—~— —————— R™1

Satz 6.5. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist M
eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit leerem Rand.

Beweis. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und es sei zudem
a € OM. Dann existiert eine Karte um a vom Typ (ii), d.h. ein Diffeomorphismus ®: U — V
zwischen einer offenen Umgebung U C R"™ von a und einer offenen Menge V' C R”, so dass

dUNM) = VN H,

wobei ®(a) € OHj. Es folgt leicht aus Satz [6.1] dass U N oM = ®~1(0H,). Nachdem
OHy = Ej_1 sehen wir also, dass ® auch eine Karte vom Typ (i) fiir M um den Punkt
a ist. Wir haben also bewiesen, dass M eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, so dass alle Punkte eine Karte vom Typ (i) besitzen. D.h. die (k — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M besitzt keine Randpunkte. [ |

6.3. Integration auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Es sei M eine Unterman-
nigfaltigkeit, moglicherweise mit nichtleerem Rand. Fiir eine Funktion f: M — R kénnen
wir die Integrierbarkeit und das Integral ganz analog zu Kapitel [5| definieren. Zudem gelten
die (hoffentlich) absichtlichen Abwandlungen der Sitze aus Kapitel 5]

40Wir sagen ein topologischer Raum X besitzt lokal eine Eigenschaft P, wenn es zu jedem x € X eine
offene Umgebung U gibt, so dass U diese Eigenschaft besitzt.
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Beispiel. Wir betrachten die Halbkugel
M = {(z,y,2) e R*|2* +y* + 2> =1 und 2z > 0}.
Ganz analog zu Satz gilt fiir eine stetige Funktion f: M — R, dass

p=2r 0=3% (COS((P) . sin(@)
%)

[r="[ [ rfsn .sin(e)) - sin(6) do de.
M =0 6=0 cos(6)
S20
______ — 0 ist der Winkel zur z-Achse
T
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7. ZUSAMMENHANGENDE TOPOLOGISCHE RAUME

In Analysis IIT hatten wir den Begriff von (weg-) zusammenhéngenden metrischen Réu-
men eingefiihrt. In diesem sehr kurzen Kapitel verallgemeinern wir jetzt diese Begriffe zu
topologischen Raumen. Diese Begriffe werden im weiteren immer wieder eine Rolle spielen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Es seien z,y € X. Ein Weg von x nach y ist eine stetige Abbildung ~: [a,b] — X
mit y(a) = x und (b)) = y.
(2) Wir sagen X ist wegzusammenhéngend, wenn es fiir alle z,y € X einen Weg von z
nach y gibt.

wegzusammenhéngend nicht wegzusammenhéngend

Beispiel. In Ubungsblatt 5 werden wir zeigen, dass S” wegzusammenhéngend ist.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Wir sagen X ist zusammenhéngend, wenn
gilt: wenn immer X = U UV die Vereinigung von zwei disjunkten offenen Mengen U und
V ist, dann gilt U = X oder V = X.

Bemerkung.

(1) Ein topologischer Raum X ist also nicht zusammenhdngend, wenn es disjunkte offene
Teilmengen U,V C X mit X = U UV gibt, so dass U # X und V # X.

(2) Man kann leicht zeigen, dass X zusammenhdngend ist, genau dann, wenn gilt: wenn
immer X = U UV die Vereinigung von zwei disjunkten offenen Mengen U und V ist,
dann gilt U = @ oder V = @.

Beispiele.

(1) Wir betrachten den topologischen Raum
X = [0,1]U2,3] c R

Dieser ist nicht zusammenhéngend, denn U = [0, 1] und V' = [2, 3] sind zwei disjunkte
offene nichtleere Teilmengen von X, welche X iiberdecken.

(2) Es sei X eine Menge. Wenn wir X mit der trivialen Topologie betrachten, dann
ist dies ein zusammenhéngender topologischer Raum. Wenn wir hingegen X mit
der diskreten Topologie betrachten, dann ist dies nur dann ein zusammenhéngender
Raum, wenn X hochstens ein Element besitzt.

Lemma 7.1. Jeder wegzusammenhéngende topologische Raum ist auch zusammenhéngend.

Beweis. In [Er3] Lemma I1.7.3] hatten wir die Aussage fiir metrische Réume bewiesen. Der
Beweis fiir topologische Rédume ist wort-wortlich der Gleiche. |

Bemerkung. In Analysis III hatten wir gesehen, dass im Allgemeinen die Umkehrung von
Lemma [7.1] nicht gilt, d.h. es gibt topologische Ridume, welche zusammenhéngend sind,
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aber nicht wegzusammenhingend sind. Genauer gesagt hatten wir gezeigt, dass
X = {(0,y) |y € [-1,1]} U {(z,sin(2)) ‘ZE € (0,7} c R?

zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend ist.

A ist das Intervall von (0, —1) bis (0,1) auf der y-Achse
B ist der Graph der Funktion sin(2) mit x € (0, 7]

|
LY
X = AU B ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend
Fiir Untermannigfaltigkeiten gilt aber netterweise die Umkehrung von Lemma [7.1]
Satz 7.2. Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gilt:
M ist zusammenhingend <= M ist wegzusammenhéngend.

Beweis. Wir werden diesen Satz in Ubungsblatt 5 beweisen. [

Folgende Definition hatten wir ganz dhnlich schon in [Er3] Kapitel 1.12.3] kennen gelernt.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Fiir z,y € X definieren wiIIZ‘_Tl
xr~y <= es gibt einen Weg von x nach y.
Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen von ~ als die Komponenten von X
Beispiel. Die Komponenten von [0, 1] U [2, 3] sind gegeben durch [0,1] und [2, 3].
Wir erinnern auch noch an den Begriff der diskreten Teilmengen.

Definition. Wir sagen eine Teilmenge D eines topologischen Raums X ist diskret, wenn
die Teilraumtopologie auf D gerade die diskrete Topologie ist.

Bemerkung. Es folgt leicht aus den Definition, dass eine Teilmenge D eines topologischen
Raums X diskret ist, genau dann, wenn jeder Punkt x € D eine offene Umgebung U besitzt,
so dass UND = {z}.

Beispiel.

(1) Jede endliche Teilmenge von R™ ist diskret. In der Tat, denn fiir eine endliche Teil-
menge A C R” und = € A setzen wir € := min{||z — y|||y € A\ {z}}. Dann ist
B (zx)NA={x}.

(2) Die Teilmenge Z C R ist diskret.

Lemma 7.3. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen
Réumen. Wenn X zusammenhéngend ist und wenn f(X) diskret ist, dann ist f eine
konstante Abbildung.

41Es ist leicht zu zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
42Wenn X aus nur einer Aquivalenzklasse besteht, dann ist X per Definition wegzusammenhiingend.
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Beweis. Wir hatten das Lemma als [Fr3| Lemma 1.7.7] fiir metrische Rdume bewiesen. Der
Beweis fiir topologische Rdume ist auch hier wieder wort-wortlich der Gleiche. Wir fiithren
das Argument noch einmal in Prasenziibungsblatt 5 aus. [ |
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8. DER GAUSSSCHE INTEGRALSATZ

8.1. Tangentialvektoren zu Untermannigfaltigkeiten. In [Fr2) Kapitel 15] hatten wir
schon mal kurz den Begriff von Tangentialvektoren und den Tangentialraum einer Teilmen-
ge von R” eingefiihrt. Wir werden diesen Begriff nun ausfiihrlich fiir Untermannigfaltigkei-
ten von R" studieren.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M.

(1) Ein nichttriviales Intervall ist ein Intervall, welches nicht aus nur einem Punkt be-
steht.

(2) Eine Kurve in M durch P ist eine glatte Abbildung v: I — M auf einem nichttri-
vialen Intervall / mit 0 € I und mit v(0) = P.

(3) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt P, wenn es eine Kurve
v in M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

(4) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird mit TpM bezeichnet. Wir
nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P.

7'(0) ist ein Tangentialvektor

— Untermannigfaltigkeit M
 Punkt P
Kurve v in M durch P

Beispiel. Wir betrachten den Punkt P = (1,0,0) auf der Untermannigfaltigkeit
Sy = {(z,y,2) eR’|2* + y* + 2 =1 und z > 0}.

Dann ist
(cos(t),0,—sin(t))
eine Kurve in M durch P. Also ist 7/(0) = (0,0, —1) ein Tangentialvektor am Punkt P.

Satz 8.1. Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt P
auf M ist TpM ein k-dimensionaler Untervektorraum von R”™.

Bemerkung. Der Tangentialraum TpM hat folgende geometrische Bedeutung: wenn wir
TpM um den Vektor P in den Punkt P verschieben, dann erhalten wir den affinen Un-
tervektorraum P + TpM, welcher die Untermannigfaltigkeit M im Punkt P am besten
approximiert. In den Bildern zeichnen wir oft den Tangentialraum TpM in den Punkt P
verschoben.

Beweis. Essei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M. Wir
miissen zeigen, dass TpM ein k-dimensionaler Untervektorraum von R™ ist.
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Untermannigfaltigkeit M

\ 7

—— der affine Untervektorraum P + TpM
\ \

der Tangentialraum TpM ist ein Untervektorraum von R"

Wir betrachten im Folgenden den Fall, dass P € M \ OM. Der Fall, dass P € OM wird
ganz dhnlich behandelt. Da P € M\0OM existiert eine Karte ®: U — V', wobei U eine offene
Umgebung von P € R™ ist und wobei ®(U N M) =V N E,. Wir setzen ¥ := &1V - U
und @ := $(P). Es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.

VNE

A 1
Behauptung. Es ist TpM = (D¥g) - (RF x {0}).
——

invertierbare
Matrix

Beweis. Wir zeigen zuerst die Inklusion ,2”. Es sei also v € R¥ x {0}. Da V' C R" offen
ist existiert ein € > 0, so dass die Kurve

B:(—€€) —
t —

R’n
Q+t-v
Werte in V' annimmt. Dann ist
DUg-v = DVUy-p'(0) = (¥op)(0) e TpM.
4 +

Kettenregel da B in V N E}, verlduft sehen wir,
dass ¥ o 3 eine Kurve in M durch P ist

Wir zeigen nun die Inklusion ,,C”. Es sei also v € TpM. Per Definition gibt es ein nicht-
triviales Intervall I mit 0 € I und eine glatte Abbildung v: I — M, so dass 7/(0) = v. Die
Kurve ® o« verlduft dann in V N E, C R¥ x {0}. Es gilt

Kettenregel
+
v = 7(0) = (Todoy)(0) = DUgo (Pon)(0) € R*x{0}

€R" x {0}, da®ory
in R* x {0} verlduft [ |

Notation. Fiir v € R" schreiben wir im Folgenden

vt = {w € R"|w ist orthogonal zum Vektor v}.
Allgemeiner schreiben wir fiir A C R"

At = {w e R"|w ist orthogonal zu allen v € A}.
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Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M. Ein Vektor
v € R™ heifit Normalenvektor von M in P, wenn v € (TpM)*.

Normalenvektoren zu S* C R? Untermannigfaltigkeit K C R3

Wenn wir Untermannigfaltigkeiten betrachten, welche als Urbild eines reguldren Wertes
einer Funktion f: U — R gegeben sind, gibt uns folgender Satz eine besonders einfache
Methode um die Tangentialrdume und die Normalenvektoren zu bestimmen.

Menge der Normalenvektoren
ist eine Ebene in R?

Satz 8.2. Es sei U C R" offen, es sei f: U — R eine glatte Abbildung und es sei z € R ein
reguldrer Wert. Der Satz [2.7| vom reguliren Wert besagt, dass M := f~1({z}) C R" eine
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Fiir jeden Punkt P € M gilt:

TpM = (Grad f(P))*.
Also gilt (TpM)* = R-Grad f(P).

——— Menge der Normalenvektoren R
Grad f(P) f

- TpM -

-

| , M = 7 ({=D) Te

Beweis. Die erste Aussage hatten wir schon als [Fr2) Satz 15.4] bewiesen und die zweite
Aussage folgt sofort aus der ersten durch die elementare Beobachtung, welche wir in [Er2]
Lemma 15.7] bewiesen hatten, dass fiir jeden Untervektorraum V' gilt (V+)+ = V.

Wir geben noch mal einen Beweis der Gleichheit TpM = (Grad f(P))*. Aus Satz
wissen wir, dass TpM ein (n—1)-dimensionaler Vektorraum ist. Da z ein regulérer Wert ist,

und da P € M = f71({z}) sehen wir, dass Grad f(P) # 0. Also ist auch (Grad f(P))* ein
(n — 1)-dimensionaler Vektorraum. Es geniigt also zu zeigen, dass TpM C (Grad f(P))*.

Es sei also v =4/(0) € TpM. Dann gilt
(Grad f(P)e) = Dfeev = Dfpr(0) = (fo/® = o

folgt direkt aus den Definitionen Kettenregel da v Werte in f~({z})
annimmt, ist foy konstant W

Beispiel. Wir betrachten die Untermannigfaltigkeit
S" = {(z1,...,xpp1) €R™! ]:c%+---+x721+1j: 1}

Dann gilt Grad f(x1,...,2,41) = (221,...,2241) = 2(21, ..., 2,.1). Es folgt aus Satz ,
dass TpM = P+
(TpM)+ = R-P.
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St —r

SZ
r ~1
T}’k

8.2. Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld auf M ist eine
stetige Abbildung v: M — R". Ein glattes Vektorfeld ist natiirlich eine glatte Abbildung
v: M — R*"[H

Etwas salopp gesprochen ordnet ein Vektorfeld jedem Punkt in M einen Vektor zu.
Vektorfelder (z.B. das magnetische Feld, Gravitationsfeld, aber auch Windrichtung etc.)
spielen eine wichtige Rolle in der Physik.

Definition. Es sei M C R"” eine Untermannigfaltigkeit und es sei F': M — R" ein Vektor-
feld auf M.

(1) F heifit Tangentialvektorfeld, wenn F(P) € TpM fiir alle P € M,
(2) F heiBt Normalenfeld, wenn F(P) L TpM fiir alle P € M,

(3) F heiBt normiert, wenn ||F'(P)|| =1 fir alle P € M,

(4) ein normiertes Normalenfeld heifit Einheitsnormalenfeld.

Vektorfeld Tangentialvektorfeld Normalenfeld Einheitsnormalenfeld

Beispiel. In der Abbildung skizzieren wir zwei Einheitsnormalenfelder auf dem Kreis X
von Radius zwei. Eines davon zeigt ,,nach auflen” und das andere ,,nach innen”. Wir werden
gleich sehen, dass X genau zwei Einheitsnormalenfelder besitzt.

__— Kreis von Radius 2 ~__

— ~

\\
Einheitsnormalenfeld Einheitsnormalenfeld
zeigt ,nach auflen” zeigt ,nach innen”

Definition.

(1) Eineﬁ Hyperfliche in R" ist eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Kodimension 1,
d.h. eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 in R".

3Wir hatten in Kapitel definiert, was es heif3t, dass eine Abbildung auf einer Untermannigfaltigkeit
stetig bzw. glatt ist.
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(2) Es sei N eine Hyperfliche. Eine Orientierung von N ist ein Einheitsnormalenfeld
auf N. Wir sagen NN ist orientierbar, wenn N eine Orientierung besitzt.

(3) Eine orientierte Hyperfliche ist ein Paar (N, v), wobei N eine Hyperflache und v eine
Orientierung von N ist.

Beispiele.

(1) Wir betrachten wiederum die n-Sphére S™ C R"™!. Es folgt aus der Diskussion der
Normalenvektoren auf Seite 66 dass es zwei Orientierungen gibt, diese sind gegeben
durch die beiden Einheitsnormalenfelder

F:S$" — Rvf! F:S" — Rvf!

und
S T = —.

(2) Es sei U C R™! eine offene Teilmenge und es sei f: U — R eine glatte Funktion.
Wir betrachten die Hyperflache

M = {(z, f(z)) |z e U}
Fiir einen Punkt P = (z, f(z)) € M werden wir in Ubungsblatt 5 sehen, dass
x(P) = (=Grad f(z),1)
ein Normalenvektor ist. (Dieser Normalenvektor wird fiir n = 2 in der Abbildung

unten skizziert.) Also ist dann durch

Py _ X(P) _ (- Gradf@)1)
YB) = R /I Grad /()| + 1
ein Einheitsnormalenfeld auf M definiert.

~_—Normalenvektor (—f'(z),1)
\y\/// M = {(z, f(z) |z € R}

T

(3) Es sei N C R? das Mobiusband, welches in der Abbildung unten skizziert ist. Dies ist
eine Hyperfldche, aber NV besitzt kein Einheitsnormalenfeld, d.h. das Mébiusband ist
nicht orientierbar. Diese Aussage ist bildlich klar, ein sauberer Beweis ist allerdings
etwas aufwindig[™]

Satz 8.3. Eine zusammenhéngende nichtleere Hyperfliche besitzt entweder keine oder ge-
nau zwei Orientierungen.

Beweis. Es sei N eine zusammenhéngende nichtleere Hyperfliche. Wir nehmen an F' be-
sitzt eine Orientierung v: N — R"™. Dann ist auch —v: N — R" eine Orientierung. Da

“Der Name ist vielleicht etwas ungliicklich, weil es sich im Allgemeinen nicht um eine Fliche handelt.
Aber nachdem sich der Name so eingebiirgert hat, werden wir ihn auch verwenden.

4OWas ist iiberhaupt eine mathematische saubere Beschreibung vom Mébiusband? Wie kann man zeigen,
dass dies in der Tat eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist?
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N nichtleer ist, sind diese beiden Orientierungen verschieden. Es sei nun p: N — R" eine
weitere Orientierung. Wir wollen zeigen, dass entweder y = v oder u = —v. Fiir jeden
Punkt P € N gibt es genau zwei Normalenvektoren zum Vektorraum TpN der Lange eins.
Es gilt also entweder p(P) = v(P) oder u(P) = —v(P). Wir betrachten die Abbildung

o: N — {-1,1}
+1, wenn p(P) =v(P),
Poe { —1, wenn u(P) = —v(P).

Nachdem v und p stetig sind ist auch auch die Funktion ¢ stetig. Nachdem N zusam-
menhéngend ist und nachdem {—1,1} eine diskrete Teilmenge von R ist, folgt nun aus
Lemma [7.3], dass ¢ konstant ist. Es ist also entweder y = v oder y = —v. Wir haben damit
bewiesen, dass /N genau zwei Orientierungen besitzt. |

Satz 8.4. Es sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. Dann gibt es auf
dem Rand OM genau ein Einheitsnormalenfeld v: M — R™ mit folgender Eigenschaft:
fur jedes P € OM gibt es ein € > 0, so dass P+t - v(P) ¢ M fiir alle t € (0, ¢).

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0. Wir nennen
das in Satz eindeutig bestimmte Einheitsnormalenfeld auf dem Rand 0M, das &uflere
Einheitsnormalenfeld.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist das d&uflere Einheitsnormalenfeld an jedem Punkt
P € OM gegeben durch den Einheitsnormalenvektor, welcher ,nach auflen” zeigt.

" duBeres Einheitsnormalenfeld auf OM

T ¢ & R Vv \l/ N

Beweis (x). Es sei also M C R" eine Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0. Aufler-
dem sei P € OM. Im Hinblick auf Satz konnen wir, eventuell nach Anwendung einer
Permutationsmatrix, annehmen, dass es einen offenen Quader @ C R”~! und reelle Zahlen
a < b gibt mit P € @ x (a,b), und, dass es eine glatte Funktion f: Q) — (a,b) gibt mit

MN(@Qx(a,h) = {(z.y) €R"' xRz € Qund y < f(z)}
und OMN(Q x (a,b) = {(x,y) R xR|z e Qund y= f(x)}.

Wir wihlen 2 € Q, so dass P = (z, f(x)). Es folgt dann aus dem Beispiel auf Seite [68] dass
P .
v(P) = % mit y(P) := (— Grad f(z), 1)
ein normierter Normalenvektor zu dM ist.
Behauptung. Es gibt ein € > 0, so dass fiur alle ¢t € (0,¢) gilt P+t -v(P) ¢ M und
P+t-(—v(P)) € M.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
0: Q x(a,b) — R
(z,y) = f(@)-v.
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Fir z € @ x (a,b) gilt per Definition 2 € M genau dann, wenn ¢(z) > 0. Wir miissen
also zeigen, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass (P +t-v(P)) < 0 fir alle t € (0,¢) und
@(P+t-v(P)) >0 fir alle t € (—¢,0). Wir fithren folgende Berechnung durch:

Grad
denn P+t -v(P) = (z —t- ‘X(lf(‘x),f()—i—m)
+

aeP Py = (= S5 = F@) = )l

: m.qeradf(m),—eradf(x))—1) < 0.

Kettenregel

—— || Grad f(2)]2

Da ¢(P) = 0 und da die Ableitung < 0 erhalten wir nun das gewiinschte € > 0 aus dem
Monotoniesatz der Analysis 1. H

Es folgt auflerdem direkt aus der Definition, dass die gerade konstruierte Abbildung
v: OMN(Q X (a,b)) — R™ stetig ist. Also definiert v ein Vektorfeld auf OM N (Q % (a,b)).
Es folgt aus der Behauptung, dass es die gewiinschte Eigenschaft besitzt, und dass es das
einzige Einheitsnormalenfeld mit der gewiinschten Eigenschaft ist. |

8.3. Formulierung des Gauflschen Integralsatzes. Bevor wir den Gauf3schen Integral-
satz formulieren konnen, benotigen wir noch zwei weitere Definitionen:

Definition. Es sei (N, v) eine orientierte kompakte Hyperfliche in R™ und es sei zudem
F: N — R" ein Vektorfeld. Die Funktion
F-v:N —- R
P — F(P)-v(P)
——
Skalarprodukt
ist dann eine stetige Funktion auf der kompakten Untermannigfaltigkeit IV, insbesondere
integrierbar. Das Integral f F.y

wird der Fluss des Vektorfeldes F' durch die orientierte Hyperfliche (N, v) genannt.

Orientierung v der Hyperfliche
Vektorfeld F

iy Zpsdde L

der Fluss ist positiv, der Fluss ist negativ, der Fluss ist null,
denn F'-v >0 denn F'-v <0 denn F-v=0

Definition. Es sei U eine Kodimension-0 Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei F': U —
R™ ein glattes Vektorfeld. Wir definieren die Divergenz von F = (F}, ..., F,) als die Funk-
tion[™

divF:U — R

P divF(P) = 3 2Z(p).
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Wir kénnen nun endlich den beriihmten Gaufschen Integralsatz formulieren:

Satz 8.5. (Gauf3scher Integralsatz) Es sei M C R" eine kompakte Untermannigfaltig-
keit von Kodimension 0. Wir bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf dem
Rand OM. Es sei F': M — R" ein glattes Vektorfeld. Dann gilt

fF-V = fdivF.
OM M

In Worten ausgedriickt besagt der Gaufsche Integralsatz Folgendes: fiir ein glattes
Vektorfeld F' auf einer kompakten Untermannigfaltigkeit M der Kodimension Null gilt

Fluss von F' durch die Integral iiber die

“Oberflache” von M Divergenz von F' auf M.

Beispiel. Es sei M C R? eine beliebige kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Wir betrachten die Vektorfelder F', G und /1, welche gegeben sind durch

Fz,y) = (1,0) Glr,y) = (2,9) H(z,y) = (=y,x).
Hierbei ist div F(z,y) = 0 divG(z,y) = 2 div H(z,y) = 0.

Es folgt also aus dem Gaufischen Integralsatz [8.5] dass der Fluss von F und H durch 0M
null ist, wihrend der Fluss von GG durch OM positiv ist.

Vektorfeld F(z,y) = (1,0) Vektorfeld G(z,y) = (z,y)  Vektorfeld H(x,y) = (—y, x)

— ““\Iun -V ( “H ]
-4
Al W

-

Vektorfeld mit div(F) =0 Vektorfeld mit div(G) = 2 Vektorfeld mit div(H) =0
der Fluss durch M ist null der Fluss durch OM ist positiv der Fluss durch OM ist null

Beispiel. Wir wollen die Aussage des Gaufischen Integralsatz im Spezialfall n = 1
nachvollziehen. Dann gilt:

(1) eine kompakte eindimensionale zusammenhédngende Untermannigfaltigkeit von R ist
ein kompaktes Intervall M = [a,b] C R mit a < b, wobei OM = {a} U {b},

(2) ein glattes Vektorfeld auf M ist eine glatte Abbildung F': M — R,

(3) die Divergenz von F ist die Ableitung £ von F,

(4) der duBere Einheitsnormalenvektor in a ist —1 und der &duflere Einheitsnormalenvek-
tor in b ist 1.

46Djese Definition erscheint vielleicht auf den ersten Blick etwas willkiirlich. Eine alternative Definition
wére, dass div F(P) = Spur(DF(P)) die Spur des Differentials der Abbildung F': U — R ist.



74

Dann gilt

b
[F(x)de = [divF = [ Fv= [Fev+ [Fev = [F-(-1)+ [F-1
a T [ad] T Olab] {a} {b} T Aa} {b}
denn divF = F’  Gauflscher Integralsatz [8.5 folgt aus (4)
? F(a)-(=1)+ F(b)-1 = F(b) — F(a).

fiir eine nulldimensionale Untermannigfaltigkeit N = {Py,..., P}
von R” und f: N — R eine Funktion gilt [ f = f(P1)+ -+ f(P)
N

Im Falle n = 1 ist der Gaufische Integralsatz also dquivalent zum Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung aus der Analysis I.

a.0] — s e s | _— Vektorfeld F
; > >
" Husseres Normalenfeld —

Die Beweisidee fiir den Beweis vom GauBlschen Integralsatz 8.5] ist nun wie folgt: wir
iiberdecken die Untermannigfaltigkeit M mit zwei Typen von offenen Quadern:

(i) offene Quader, welche ganz in M liegen,
(ii) offene Quader, so dass der Schnitt mit M, eventuell nach Anwendung einer Permu-
tationsmatrix, ein Graph ist.

Ganz analog zur Definition vom Integral einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit
fiihren wir am Ende den Beweis zuriick auf die Betrachtung von Vektorfeldern auf solchen
Quadern. In den Fillen (i) und (ii) folgt die Aussage mithilfe einer expliziten, wenn auch
im Fall (ii) langwierigen, Rechnung. Wir fiihren nun diese Beweisidee in den folgenden

Kapiteln aus.
T @acer von T (i)

> MMHM Quader von Typ (i)

M —

i
A )
Il

v

8.4. Beweis des Gauf3schen Integralsatzes I: Quader.

Satz 8.6. Es sei F' ein glattes Vektorfeld auf einem n-dimensionalen Quader @) in R™,
welches auf dem Rand 0Q) verschwindet. Dann gilﬂ

[divFdx = 0.
Q

Beweis. Es sei also Q = [a1,b1] X - - - X [a,, b,] ein n-dimensionaler Quader in R™ und es sei
F=(F,...,F,): Q@ — R" ein glattes Vektorfeld, welches auf dem Rand 9@ verschwindet.

4"Nachdem @ keine Untermannigfaltigkeit ist, ist dies kein Spezialfall vom Gaufischen Integralsatz.
Nichtsdestotrotz ist diese Aussage ganz im Sinne vom Gauflschen Integralsatz: der Flul durch die ,,Ober-
fliche von @7 verschwindet, denn das Vektorfeld ist dort nach Voraussetzung null, also muss auch das
Integral iiber die Divergenz verschwinden.
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Wir fiihren folgende Berechnung durch:

Definition der Divergenz Linearitat des Integrals
L. Lo
. OF; OF;
[divFdy = [ 22ax = Y [ Sax
Q o i=1 0 iz1 g Owi
Tn=bn x;=b; r1=b1 x;=b;
= > %(xl,...,:cn)dxi dry ... dx; ... dx, =
T i=1 Tp=0n T, =a; ri1=a1 T;=a; v
folgt aus dem Satz [3.§ von Fubini aus dem HDI folgt, dass dies
wobei wir die i-Koordinate als die die Punkte auf 0Q) liegen ist dies 0-0 =0
letzte Koordinate wéhlen [ |

8.5. Beweis des Gaufischen Integralsatzes 11: Stempel.
Definition. Es sei Q C R"! ein (n — 1)-dimensionaler Quader und es sei g: @ — (0, 00)
eine glatte Funktion.

(1) Wir nennen S = {(z,y)]|z e Qundye|0,g(x)]}

einen n-dimensionalen Stempel und wir bezeichnen
08 = {(z,y)|r € Q und y = g(x)}

als die Stempelfliche. Wir bezeichnen mit 0,5 := 95 \ 0pS den Rest des Randes
von S.

(2) Es sei nun S ein Stempel und P € R" ein Punkt, wir nennen dann
P+S:={P+Q|QeS}

einen verschobenen Stempel.

905 — v
Stempel S E: ‘

Rn—l

Der folgende Satz behandelt nun Ausschnitte von Untermannigfaltigkeiten von Typ (ii),
welche wir auf Seite [72] eingefiihrt hatten.

Satz 8.7. Es sei S ein n-dimensionaler verschobener Stempel und es sei F': S — R" ein
glattes Vektorfeld, so dass F' auf 0,5 verschwindet. Dann gilt

fdiVF = fF-l/.
S s 1

das dussere Normalenvektorfeld auf 9y.5

Der Beweis von Satz besteht aus einer heroischen Rechnung und beruht, wie auf
Seite [71] darauf, die Aussage von Satz auf den Hauptsatz der Differential- und In-

tegralrechnung aus der Analysis I zuriickzufithren. In dem Beweis werden wir folgendes
Lemma verwenden.
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Lemma 8.8. Es seien

@: la,b] x [0,c] — R d h:la,b] — [0,
(,t) = @(zt) z = h(2)
glatte Funktionen. Dann gilt die Gleichheit@
t=h(z) t=h(z)
d 0 oh
z J oeend =] F(t)d+elhe) 5
= t=

Beweis. Wir betrachten die beiden Funktionen

®: [0,¢] x [a,b] — R U: [a,b] — R?

t=x

(r.0) = ()= [ el tdr M 2o ()= ("),
Dann ist in der Tat
Kettenregel

t=h(z) 3
L] endt = L@ow)(z) = Da(U(2) - DU(2)

T =0 t=z t=x
0 0
(896 J ely by at aytfoso(y,ﬂdt)

t=x

? <s@(y,fﬂ) / i?;(y,t)dt>

t=0

(z,y)

die beiden partiellen Ableitungen folgen

aus dem HDI und Satz B.10]
t=h(z)

oh 0
= (= h(2) -4 [ %ty ar
t=0

Beweis von Satz [8.7. Wir beweisen den Satz fiir ,,unverschobene Stempel”, der Beweis
fiir ,,verschobene Stempel” ist im Prinzip identisch, der einzige Unterschied ist, dass man
etwas mehr Notation mit sich schleift.

Es sei also Q@ C R"! ein (n — 1)-dimensionaler Quader und zudem sei g: Q@ — (0, 00)
eine glatte Funktion. Wir bezeichnen mit S C R"™ den dazugehérigen Stempel. Dariiber
hinaus sei F' = (Fi,...,F,): M — R" ein glattes Vektorfeld auf S, welches auf 0,5 ver-
schwindet. Wie wir auf Seite [68 und im Beweis von Satz [8.4] gesehen hatten ist das duflere
Einheitsnormalenfeld auf 0yS gegeben durch

v=(v1,...,vp): S — R”
1

2, g(x’
R N e eI
Wir wollen zuerst einen Ausdruck fiir das Integral einer Funktion auf der Untermannig-

/ oS ist der Graph von g: ch — R

- (—Grad g(2'), 1).

Stempel S Vektorfeld F', welches auf 0;S verschwindet

Rn—l

Q

48Beide Seiten sind Funktionen in z auf [a, b].
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faltigkeit 0yS bestimmen. Wir betrachten dazu die Parametrisierung

[o)
U@ = 05 1 0 ... 0
1 0 1 0
(X1, Tp1) — o dabei gilt: DV, = : :
nel 0 ... 0 1
g(x1,..., 20 1) 99 9g 99
oxq Oxo Oxp_1

n x (n—-1)-Matrix

Fiir eine Funktion f auf 0y,S gilt dann:

ff = f f(U(2") - /Gram(DV,) ds" = f f(‘l’(xl))'\/1+|]Gradg(x’)“2dx’_

S o
T xEQ T z'eq

folgt aus Satz folgt aus der Berechnung von DW,, und
einer Berechnung in Ubungsblatt 5

Nachdem div(F') = Zl % und F'-v = > F;-y; geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:
i= ? =1

83% f F;-v;.

Beweis. Wir unterscheiden jetzt folgende drei Falle im Beweis der Behauptung:
Fall (A). Es sei zuerst i = n. Dann gilt:

Behauptung. Fir i =1,...,n gilt

Satz [3.8] von Fubini da F,, Stammfunktion von 8— beziiglich x,,
\L zn:g('/rl) 8F
f OF,  _ f f (2, ) day, d’ = f Fo.(«,9(2") —  F,(«',0) d2’
A 0Tn PEQ 20 oz, £eQ —_——
=0,da F,l9,s =0
= f F,(¥(a
z'eqQ 1
= F,(Y(z")) - 1+ || Grad g(a)||? dz’ = F,-v
;{5 ! \\/1 + || Gradg( H2 \/ T 3{5 "
€T '
=vn (T(2)) siehe oben

Fall (B). Wir betrachten nun den Fall i = 1. Wir zerlegen den Quader @ als Q = [a, b] X P,
wobei P C R"! ein (n — 1)-dimensionaler Quader ist. Dann gilt:

wir wollen mlthllfe von Lemma [8.§] - 8| das z1-Integral

Satz [3.8] von Fubini und die 5~ —Ableltung zusammenbringen
4 z1=b Tn=g(r1,2") 4
oF oF
— = f f f Ly, 2", x,) da, doy dz” =
0x1 o0x1
S zeP x1=a T, =0
Lemma angewandt auf p(z1,x,) = Fi(z1,2”,2,) und h(z1) = g(z1,2"), mit 2’ € P fest gewéhlt
r1=b mn:g(xhx//)

g
f f (3'131 f Fl(xla 33#7 xn) dajn - Fl (131, IH, g(ml, :Ij”)) . 6—$1<x17 q;”) dxl dxz"

z"eP r1=a zn=0
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x1=b :rn =g(z1,2")
= f f f Fi(xy, 2", x,) de, dzy dx” — f Fi(¥(2) ( ") dx'
31‘1
z""eP ac1:a =0 z’'eqQ
zn=g(z’) xp=g(z")
— f f Fi(b, 2", x,) dx, — f Fi(a, 2", x,) dx, dz" — fFl 8951 (x’) dxz’
m”EP\ xn=0 J o xn=0 P
T :O,daF‘qblS:O =0, daE|@15:0
:El:b
folgt aus [ h(z1)dzy = h(b) — h(a)
ri1=a 89 1
F@/-( )1Gd/2d'
JCIEQ N —~~
=v1(¥(z'))
f F1 V1.

T S
siehe obige Berechnung des Integrals einer Funktion auf 0.5
Fall (C). Es sei nun ¢ € {2,...,n — 1} beliebig. Dieser Fall wird genau wie Fall (B)

bewiesen, man zerlegt dabei den Quader () in ein Intervall, welches der i-ten Koordinate
entspricht und einen (n — 1)-dimensionalen Quader. |

8.6. Beweis des Gaufischen Integralsatzes III: Der allgemeine Fall. In Satz[8.6/und
Satz hatten wir zwei ,,Spezialfille” des Gaufischen Integralsatzes bewiesen. Wir wollen
nun den allgemeinen Fall auf ,,Spezialfille” zuriickfiithren, in dem wir ein glattes Vektorfeld
F' als Summe von endlich vielen glatten Vektorfeldern schreiben, welche durch die beiden
,opezialfille” abgedeckt sind. Dies ist die gleiche Logik wie bei der Definition des Integrals
einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Der Trager einer Funktion f: X — R ist definiert als die Menge

Tréger(f) := Abschluss der Menge {z € X | f(z) # 0} = {x € X | f(x) # 0}.

(2) Es sei {U, }i—1....m eine offene Uberdeckung von X . Eine Zerlegung der Eins beziiglich
der offenen Uberdeckung {U;}iz1,...m sind stetige Funktionen ¢, ..., pn,: X — [0, 1],
welche folgende Eigenschaften besitzen:

(a) fiir jedes i € {1,...,m} ist Trager(y;) C U;,
(b) fiir jedes z € X gilt ¢1(x) + -+ + om(z) = 1.

/S \ : Zerlegung der Eins beztiglich der
/ offenen Uberdeckung Ui,....Un,

=
° o————— offene Uberdec kung Uy, ..., U,

Lemma 8.9. Es sei M C R” eine kompakte Teilmenge. Zu jeder offene Uberdeckung
{Ui}i=1...m von M gibt es eine glatte Zerlegung der Eins @1, ..., ¢n: M — [0, 1].

Bemerkung. Die Aussage des Lemmas hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Aussage von
Satz Allerdings miissen wir im jetzigen Fall glatte Funktionen und nicht nur messbare
Funktionen zu finden.
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Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgender Behauptung.

Behauptung. Fiir jedes P € M und jedes € > 0 gibt es eine glatte Funktion ac: M — [0, 1]
mit a(P) > 0 und mit Trager(a) C B (P).
Beweis. Wir werden die Behauptung in Ubungsblatt 6 beweisen. H

,, T Graph von a: M — [0, 1]

Radius ¢ ———
y — P

Es sei nun P € M beliebig. Da die U;’s eine Ubereckung von M bilden gibt es ein
ie{l,...,m} mit P € U;. Da U; offen ist gibt es ein € > 0, so dass B*(P) N M C U;. Wir
wéhlen ap wie in der Behauptung und wir setzen Vp := {z € M | ap(z) # 0}.

Die Mengen {Vp}peas bilden eine offene Uberdeckung von M. Es folgt aus der Kom-
paktheit von M, dass es endlich viele Py, ..., P, € M gibt, so dass

k
M = U Vp.
j=1
Fiir j = 1,...,k setzen wir a; := ap,. Fir alle 2 € M gilt dann aq(z) + - - + ax(z) > 0.
Deshalb konnen wir fiir j = 1, ..., k folgende Funktion einfiihren:
Bji M — [0, ]_]
. a;(x)

ar(z)+ -+ ag(z)

Diese Funktionen fi, ..., erfiillen Figenschaft (2) einer Zerlegung der Eins, aber noch
nicht Eigenschaft (1). Fiir jedes j € {1,...,k} wéhlen wir nun ein i(j) € {1,...,m} mit
Triger(f;) € Usy). Fiiri =1,...,m setzen wir

T > B
alle j mit i(j) = i
Diese Funktionen besitzen die gewiinschten Eigenschaften. [ |
Wir sind jetzt in der Lage den Gaufischen Integralsatz [8.5] zu beweisen.

Beweis des Gaufischen Integralsatz. Es sei M C R” eine kompakte Untermannigfal-
tigkeit von Kodimension Null und es sei F': M — R" ein glattes Vektorfeld. Wir wollen
zuerst folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es gibt Quader @Q4,...,Q; und k € {1,...,{} mit folgenden Eigenschaften:
(1) es ist Mcélu-~UC§l,
(2) firi=1,...,kist Q; C M \ OM,
(3) fir ¢ = k+1,...,1 gibt es eine Permutationsmatrix P;, so dass P; - (Q; N M) ein
verschobener Stempel mit Stempelfliche P; - (Cjz NOM) ist.
Beweis. Es sei X € M beliebig.

(A) Wenn X € M \ OM liegt, dann gibt es offensichtlich einen Quader @ x mit X € é X
so dass Qx C M\ OM.
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=7

M 71— Q...

' T Qk1y -, @

E==
)

(B) Es sei nun X € 0M. Es folgt aus Satz dass es eine Permutationsmatrix Px und
einen Quader Qx mit X € Qx gibt, so dass Px - (Qx N M) ein verschobener Stempel

o

ist mit Stempelfliche Px - (Qx NOM).

Nachdem die offenen Menge {é x } xem die Untermannigfaltigkeit M iiberdecken, und nach-
dem M kompakt ist, gibt es endliche viele X;,...,X; € M, so dass M C Qx, U---UQx,.

Die dazugehérigen Quader besitzen nun (moglicherweise nach einer Umnummerierung) die
gewiinschten Eigenschaften. H

Nach Lemma gibt es glatte Funktionen ¢1,...,¢;: M — [0, 1] mit folgenden Eigen-
schaften:

D1+ +o=1, .

(2) fur alle i € {1,...,1} gilt Trager(p;) C Q;.

Dann gilt
denn o1 + -+ ¢ =1 denn Triger(p;) C él
1 z I Lo
[aivF = fdiv(Z%wF) = 3 [divig-F) =% [ divig- F),
M M =t =1 M =1 MnQ;
k l l
> [ v P+ [ dve-F) = Y [ (wF)v
=1 Ao, i=k+1 MO, i=k+1 o
[\ ~ » T aMnQ'L
= 0, nach Satz denn folgt aus Satz denn
w; + F verschwindet auf 0Q); w; + F verschwindet auf 0Q);
l l
= Z f(SOZF>.V:f<7§k: gpi.F>.y :fF.y_
a1 om TR T oM
denn Tréger(y;-) C @Q; denn @gy1 + -+ =1 auf OM
Wir haben damit den Gauflschen Integralsatz bewiesen. [ |

8.7. Der Gauflsche Integralsatz fiir Untermannigfaltigkeiten mit Kanten. In die-
sem Kapitel formulieren wir den Gaufischen Integralsatz fiir Untermannigfaltigkeiten
mit Kanten. Dieser ist sehr hilfreich fiir Berechnungen, aber wir werden diesen im weiteren
Verlauf der Vorlesung nicht mehr verwenden. Wir erlauben uns daher gewisse Freiheiten in
den Formulierungen und wir werden den Beweis nur sehr schemenhaft skizzieren.

Definition.

(1) Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Kante,
wenn es zu jedem Punkt a € M eine Karte gibt, also einen Diffeomorphismus ®: U —
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V' zwischen einer offenen Umgebung U C R™ von a und einer offenen Menge V' C R",
so dass

(i) @(UNM) = VN Ey, oder
(ii)) (U N M) = VN H mit ®(a) € OHy, oder
(iil) es gibt ein m > 2, so dass
O(UNM) Vo {(z,...,2x0
d(a) € RF™x{0}.

vy 0) € R | Zpopmrt, .. ., 2 > 0}
(2) Der Rand 0M ist definiert als die Menge aller Punkte, welche eine Karte von Typ (ii)

besitzen. Die Kante ZM ist definiert als die Menge aller Punkte, welche eine Karte
von Typ (iii) besitzen.

Karte von Typ (i)

Karte von Typ (ii)

(iriiii)i |

Karte von Typ
Beispiel.

(1) Die abgeschlossene Halbkugel

M = {(z,y,2) e R¥| 2+ ¢y* + 2> < 1und z > 0}
ist eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit der Kante

LM =

{(l’,y,Z) €R3\$2+y2+22 =1 und Z:O}
(2) Der Wiirfel M = [0,1]? ist eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Kante.

T Kante —

die abgeschlossene Halbkugel der Wiirfel [0, 1]3
{(z,y,2) € R®|2* + y? +2* < 1 und z > 0}

Wir konnen nun folgende Verallgemeinerung des Gaufischen Integralsatz formulieren.

Satz 8.10. (Gauflscher Integralsatz fiir Untermannigfaltigkeiten mit Kante) Es

sei M C R™ eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Kante und es sei
F: M — R" ein glattes Vektorfeld. Dann gilt

Fluss von F' durch oM = f div F.
M

Plausibilitdtsargument. Der Satz wird in [L, Theorem 16.25] bewiesen. Wir geben im
Folgenden nur ein Plausibilitdtsargument. Es sei M C R" also eine kompakte n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit Kante und es sei F': M — R" ein glattes Vektorfeld. Dann ist
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es halbwegs plausibel, dass es eine Folge von kompakten n-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten Wy, k € N gibt mit folgenden Eigenschaften:

(1) fiir alle k ist Wy, C M,
(2) klim Vol(M \ W) =0,
—00

(3) lim Vol(OM AOW;) = oﬁ

M ={(z,y) e R*|2* +y* <1 und y > 0}

0007
000
/00000000007

s

Kanten von M

W erhélt man durch “Rundung” der
Kanten in einer kleinen Umgebung

Wir bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld von M und von allen W,’s. Dann
ist

da klim Vol(OM AOW) =0 da klim Vol(M \ W) =0
¥ v
Fluss von F' durch OM = f F-v = lim f F-v = lim fdivF = fdivF.
oM k—o0 oW T k—o0 W i
k k

Gauflscher Integralsatz 8.5

Beispiel. Es sei
A = {(z,y,2) eR*|2* +y* + 2> =1 und 2 > 0}

die obere Hiilfte der Sphére S2. Wir betrachten A mit dem Einheitsnormalenfeld, welches
,nach auflen” zeigt, also gegeben ist durch v(z,y,2) = (z,y, z). Wir wollen den Fluss des
konstanten Vektorfelds F' = (1, 5y,3) durch A bestimmen. Man kann natiirlich versuchen
direkt mit der Definition zu arbeiten, allerdings ist es normalerweise unangenehm iiber
A zu integrieren. Wir werden jetzt den Gauflschen Integralsatz verwenden um die
Berechnung zu vereinfachen.

Wir betrachten dazu die Untermannigfaltigkeit

M = {(z,y,2) e R®|2* +y* + 2> < 1und z > 0}.
Es gilt OM = AU B, wobei B die ,untere Kreischeibe” ist, d.h.
B = {(z,y,2) € R*|2* +y* < 1 und 2 = 0}.
Es sei v das duflere Einheitsnormalenfeld auf M. Auf A entspricht das gerade dem Einheits-

normalenfeld, welches wir schon eingefiihrt hatten. Auf B ist dies das Einheitsnormalenfeld

49Hier bezeichnen wir, wie in Analysis III, mit AAB = (A\ B) U (B \ A) die symmetrische Differenz
von zwei Teilmengen A und B von R™.
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welches auch ,,nach oben” zeigt. Dann ist

Fluss von I durch A = Fluss von F' durch A +Fluss von F' durch B — Fluss von F' durch B
Fluss von qurch oM

o) T C)

GauBsche Integralsatz [8:10]
= 5-Vol(M) + 3 - Flicheninhalt von B = —3-

W

T+3-7m = 7.

N =
[SUNIN

v ant A B={(r,y,2)|2* +y> <1,z =0}

A={(z,y,2)|2* +y*+ 2 =1,2 >0} v auf B

8.8. Ausblick. Der klassische Satz von Stokes, vielen bekannt aus der Physik, besagt, dass
fiir eine orientierte kompakte Fliche (M, ) in R? und ein glattes Vektorfeld F' = (F,, F,, F.)

auf M die Gleichheit® B B
frot(F)-D': f F-dy
M

y=0M
gilt. Hierbei ist die Rotation von F definiert als das Vektorfeld

0 OF, OF,

or F, oy T o

2 9 _ OF. | OF,

rot (F) = 3y x | F, = — e T

9 F, OFy _ OF,

0z ox dy

Unser Ziel ist es die ,korrekte” Verallgemeinerung dieser Aussage auf den héherdimen-
sionalen Fall zu finden, und diese dann fiir alle Dimensionen zu beweisen. Wir miissen
dazu erst einmal relativ viele neue mathematische Objekte einfiihren. Der allgemeine Satz
von Stokes (welcher den klassischen Fall einschliefit) wird dann jedoch eine sehr kurze und
elegante Formulierung besitzen, und der Beweis wird am Ende erstaunlich kurz sein.

50Auf der rechten Seite integrieren wir iiber das Skalarprodukt von F mit dem Ableitungsvektor einer
Parametrisierung der Kurve v = 0M.
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9. KATEGORIEN UND FUNKTOREN

9.1. Induzierte Abbildungen auf Tangentialrdumen.

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei P € M. Wir sagen zwei Kurven
a: I — Mund 5: J — M durch P sind dquivalent, wenn o/(0) = f/(0). Fiir eine Kurve «
in M durch P bezeichnen wir mit [a] die Aquivalenzklasse von a. Die Abbildung

TpM

h = ~(0)
ist offensichtlich eine Bijektion. Wir verwenden diese Bijektion im Folgenden um TpM mit
der Menge der Aquivalenzklassen von Kurven in M durch P zu identiﬁzieren

Menge der Aquivalenzklassen
von Kurven in M durch P

Dieser Gesichtspunkt scheint auf den ersten Blick etwas verwirrend, aber er erleichtert
oft die Notation:
Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkei-
ten und es sei P € M. Wir betrachten die Abbildungiﬂ
Dfpi TPM — Tf(p)N
[v:I—>M] — [for:I— N]
Wir bezeichnen die Abbildung Dfp: TpM — Typ)N oft auch nur mit f, und wir nennen

f« = Dfp die induzierte Abbildung. In der urspriinglichen Betrachtungsweise von Tangen-
tialrdumen ist die Abbildung also gegeben durch

Dfp: TpM — Tf(P)N
Y(0) = (fo7)(0).

I M Dok — TypN
\ 5 - (fe)(0)
f(P)

A(0)
Lemma 9.1. Die obige Abbildung f, = Dfp: TpM — TfpyN ist wohldefiniert.

Beweis (x). Wir bezeichnen mit m die Dimension von M. Es seien v: I — M und
0: J — M zwei dquivalente Kurven durch P. Indem wir I und J auf ein kleineres In-
tervall einschrinken konnen wir annehmen, dass I = J, und dass es eine Karte &: U — V
um P gibt, so dass das Bild von v und ¢ in U N M liegt. Wir schreiben g := f o =1 und
wir setzen @) := ®(P). Wir betrachten nun also folgende Abbildungen

I— cunmM—L N
|
g=fod!
VNE,.

S1Wir verwenden insbesondere diese Bijektion um die Vektorraumstruktur auf der Menge der Aqui-
valenzklassen einzufiihren.

52Mit der urspriinglichen Definition des Tangentialraumes wiére diese Abbildung deutlich umsténdlicher
hinzuschreiben.



85

Wie immer fassen wir V' N E,, als offene Teilmenge von R auf. Dann ist

(fo)(0) =(go®oy)'(0) = Dgq-D®p-+'(0) = Dgq-DPp-5(0) = (fo0)(0).
A 4 4 4

denn g= fo® !  Kettenregel denn ~/(0) = §'(0) das gleiche Argument
riickwérts
Wir haben also gezeigt, dass f oy und f o ¢ ebenfalls dquivalent sind. [ |

Bemerkung. Fiir eine offene Teilmenge U C R”™ und eine glatte Abbildung f: U — R™
erhalten wir fiir jedes P € M eine Abbildung

f* = Dfpi TPU =R" — Tf(p)Rm =R"™.
Es folgt aus der Kettenregel, dass diese Abbildung gegeben ist durch die Multiplikation

mit dem {iblichen Differential Dfp € M(m x n,R). Insbesondere ist in diesem Fall die
Abbildung f, = Dfp eine lineare Abbildung.

Satz 9.2.

(1) Es seien f: L — M und g: M — N glatte Abbildungen zwischen Untermannigfal-
tigkeiten und es sei P € L. Dann ist’]

D(go f)p = DggwpyoDfp.
Mit anderen Worten: (9o flx = guo fu

(2) Fiir jede Untermannigfaltigkeit M und jeden Punkt P € M gilt
(Didar)p = idrpm,
oder kiirzer: (ida)e = idmppe.

Beweis. Wir beweisen zuerst die erste Aussage. Es sei also [y: I — L] € TpL. Dann ist
D(go fr(]) = [gof)en] = [go(fer)] = Dgpp(lfonl) = (DgsryoDfp)([7])-

In der alternativen Schreibweise ist der Beweis noch kiirzer, denn es ist

(go fs([V]) = [(gof)oq] = [go(foy)] = g:([for]) = g(ful[7]))-

Die zweite Aussage des Satzes ist trivial. |

Korollar 9.3. Es sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen Untermannigfaltigkeiten.
Fiir alle P € M gilt . _
D(fsry = (Dfp)"

(f)= = (f
Insbesondere ist Dfp = f,: TpM — Typ)N eine Bijektion.

Mit anderen Worten, es ist

Bewels. Bs ist foo(f e = (fof ™= ide = idry.

Satz[9.2] (1) Satz[9.2] (2)
Ganz analog zeigt man auch, dass (f~!), o f, = id, also sind (f~'), und f. zueinander
inverse Abbildungen. Insbesondere ist f, eine Bijektion. [

Wir beschlieflen das Teilkapitel mit folgendem Satz.

3Dies ist also eine Gleichheit von Abbildung TpL — T g(r(P) V-



86

Satz 9.4. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten.
Fiir jedes P € M ist fe=Dfp: TpM — TypN

eine lineare Abbildung.

Beweis (x). Es sei also f: M — N eine glatte Abbildung zwischen einer m-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M und einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit N. Es sei nun
P ¢ M. Wir wéhlen eine Karte ®: U — V um P und wir wéhlen zudem eine Karte
®:U — V um P := f(P) mit f(U) C U. Wir bezeichnen mit ¥ := &' und ¥ = ¢!

die Umkehrabbildungen und wir setzen Q := ®(P) und Q := ®(P). Wir betrachten die
folgenden Abbildungen

UnM d UnN
N
VNE, ofow VNE,.

Dies ist ein kommutatives Diagramm von Abbildungen.@ Wir erhalten das entsprechende
Diagramm von induzierten Abbildungen

Dfp

TpM ToN
D@pj >D\IJQ D%( LD&)}S
D(®ofolr
R™ (Befote R".

Es folgt aus Satz , dass auch dieses Diagramm kommutiert E Es folgt aus der Bemerkung
auf Seite , dass die Abbildungen DW¥¢g und D¥g5 sowie D(® o f o ¥)q linear sind. Zudem

folgt aus Korollar , dass DUg = (D®p) ! und D\T/@ = (Dcfﬁ)*l, Insbesondere sind die
vertikalen Abbildungen links beziehungsweise rechts zueinander inverse Homomorphismen
von Vektorrdumen. Es folgt nun, dass

Dfp = DUgoD(do foW)goDdp
die Verkniipfung von drei linearen Abbildungen ist. Also ist auch D fp selber eine lineare
Abbildung. [ |
9.2. Duale Vektorraume.
Definition. Es sei K ein Korper und es sei V' ein K-Vektorraum.
(1) Wir bezeichnen V* = Homy(V,K)

als den zu V dualen Vektorraum. Dies ist wiederum ein K-Vektorraum.

S4Wir sagen ein Diagramm von Abbildungen ist kommutativ, wenn es egal ist, in welcher Reihenfolge
wir die Abbildungen durchlaufen. In diesem Fall bedeutet das, dass die Verkniipfung der Abbildungen oben
und rechts, die gleiche Abbildung ergibt wie die Verkniipfung der Abbildungen links und unten.

%51n der Tat, denn es ist

D(@ofol)goDdp = D(@ofoWoDd)p = D(®of)p = DbsoDfp.
+ +
Satz [@.2] Satz [0.2]
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(2) Wir nehmen nun an, dass V' endlich dimensional ist. Es sei vy, ..., v, eine Basis von
V. Jeder Vektor w € V kann also eindeutig als Linearkombination
w = AU+ -+ A v mit Ay, ..., Az € K
geschrieben werden. Fiir ¢ = 1, ..., k betrachten wir nun die Abbildung
vy:V — K
w — vf(w):= Koeflizient von v; in der eindeutigen Darstellung
von w als Linearkombination von vy, ..., vg.
Anders ausgedriickt, die Abbildungen 7, ...,v;: V — K sind die eindeutig bestimm-
ten Abbildungen, welche die Eigenschaft besitzen, dass
w = vi(w) v+ -+ vp(w) - vk fiir alle w € V.
Man kann nun leicht zeigen, dass vj, ..., v} lineare Abbildungen sind. Es folgt aus
dem néchsten Lemma, dass {v],...,v;} eine Basis von V* bilden, insbesondere ist
also V* ein K-Vektorraum der Dimension & = dim(V') ist. Wir nennen {vj,..., v}
die zu {vy,..., v} duale Basis.
Lemma 9.5. Es sei K ein Korper und es sei {vy,...,v;} eine Basis von einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V. Dann ist {v],...,v}} eine Basis von V*.
Beweis. Wir werden das Lemma in Ubungsblatt 6 beweisen. [

Bemerkung. Wenn V' endlich dimensional ist, dann gibt es zu jeder Basis von V eine
eindeutig bestimmte duale Basis von V*. Allerdings kann man nicht jedem einzelnen Vektor
in V' einen eindeutig bestimmten Vektor in V* zuordnen.

Definition. Es sei K ein Korper und es sei f: U — V' eine lineare Abbildung zwischen
K-Vektorrdumen beliebiger Dimension. Wir erhalten dann eine Abbildung
v = Ut
(p: VoK) = (pof:U—=V—=K),
welche wir als die induzierte Abbildung bezeichnen. Die Abbildung f* geht hierbei in die
,umgekehrte Richtung”.

Das folgende elementare Lemma fafit einige grundlegende Eigenschaften von induzierten
Abbildungen zusammen.

Lemma 9.6. Es seien U,V und W reelle Vektorraume.
(1) Es seien f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen. Dann gilt m

(go )" = [royg"
(2) Fiir die Identitatsabbildung id: V' — V ist auch id*: V* — V* die Identitatsab-
bildung, d.h. es gilt e

Beweis. Wir geben den elementaren Beweis in Ubungsblatt 6. [
%6Mit anderen Worten, das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert

V*
g* s
s

(gof)*
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Korollar 9.7. Es sei K ein Korper und es sei f: V. — W ein Isomorphismus zwischen
K-Vektorrdumen. Dann ist auch f*: W* — V* ein Isomorphismus mit (f*)~* = (f~1)*.

Beweis. Der Beweis von Korollar [9.7ist ganz &hnlich dem Beweis von Korollar [0.3] Es sei
also f: V — W ein Isomorphismus zwischen K-Vektorrdumen. Es ist

P = (flef)y =i = id.
4 4
Lemma (1) Lemma (2)
Ganz analog zeigt man auch, dass (f~1)* o f* = id, also sind (f~!)* und f* zueinander
inverse Abbildungen. Insbesondere ist f* ein Isomorphismus. [ |

9.3. Kategorien. Die Aussagen von Satz und von Lemma besitzen eine grofe
formale Ahnlichkeit und wir hatten diese Ahnlichkeit beniitzt, um fiir Korollar und
Korollar fast identische Beweise anzugeben.

In diesem kurzen Kapitel fithren wir nun ,, Kategorien” und ,,Funktoren” ein. Diese Begrif-
fe geben uns eine Sprache um die formalen Gemeinsamkeiten der Aussagen der vorherigen
beiden Kapitel herauszuarbeiten. Die Begriffe ,, Kategorie” und ,,Funktor” werden in sehr
vielen Bereichen der reinen Mathematik verwendet und wir wollen uns daher in diesem
Kapitel nicht nur auf Beispiele aus der Analysis beschréinken.

Definition. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:
(1) Einer Klassﬂ Ob(C), die Elemente von Ob(C) werden die Objekte der Kategorie
genannt,
(2) zu jedem Paar (X,Y) von Objekten gibt es eine Menge Mor(X,Y),
(3) zu je drei Objekten X,Y und Z gibt es eine Abbildung
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)
(f,9) = golf,
genannt Verkniipfungsabbildung, so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(K1) (Assoziativitét): Es seien f € Mor(W, X), g € Mor(X,Y) und h € Mor(Y, Z),
dann gilt (hog)of = ho(gof).
(K2) (Identitit): Zu jedem Objekt X gibt es einen Morphismud™|idy € Mor(X, X)
mit der Eigenschaft, dass gilt
idyof = [ fiiralle W € Ob(C) und alle f € Mor(W, X), sowie
foidy = f firalleY € Ob(C) und alle f € Mor(X,Y).

Beispiele.
5Tch gehe hier jetzt nicht weiter auf das Wort ,,Klasse” ein. Anschaulich gesprochen ist eine ,, Klasse”
eine Verallgemeinerung des Begriffs der ,,Menge”. Zum Beispiel macht es keinen Sinn von der ,,Menge aller

Gruppen” zu reden, genau so wenig wie es Sinn macht von der ,Menge aller Mengen” zu reden. Aber es
macht Sinn von der ,,Klasse aller Gruppen” zu reden, siehe beispielsweise

https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_Mengenlehre

Wir iiberlassen diese heikle Geschichte lieber den Logikern.
Wir werden in Ubungsblatt 6 sehen, dass idx eindeutig bestimmt ist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_Mengenlehre
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(a) Wir nennen die Kategorie Menge mit

Ob(Menge) := alle Mengen,
Mor(X,Y) := alle Abbildungen von X nach Y,

mit der {iblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie aller Mengen.
(b) Wir betrachten die Kategorie ¢ mit

Ob(¢) := alle Mengen,
o {idx}, wenn X =Y
Mor(X,Y) = { , wenn X # Y.

Die Verkniipfungsabbildung muss nur definiert werden, wenn X =Y = Z, und in die-
sem Fall definieren wir idx oidx := idx. Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen,
dass dies eine Kategorie definiert.

(c) Es sei K ein Korper. Wir nennen die Kategorie Vektyx mit

Ob(Vekty) := alle K-Vektorrdume,
Mor(V, W) := Homg(V,W) = alle K-Homomorphismen von V nach W,

mit der iiblichen Verkniipfung von Homomorphismen die Kategorie der K-Vektorrdume.
(d) Wir nennen die Kategorie Gr mit

Ob(gr) := alle Gruppen,
Mor(G,H) := Hom(G, H) = alle Gruppenhomomorphismen von G nach H,

mit der iiblichen Verkniipfung von Gruppenhomomorphismen die Kategorie der Grup-
pen. Ganz analog kann man auch die Kategorie der abelschen Gruppen einfiihren.
(e) Wir nennen die Kategorie Zop mit

Ob(Zop) := alle topologischen Réume,
Mor(X,Y) := alle stetigen Abbildungen von X nach Y,

mit der {iblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der topologischen
Réume.
(f) Wir nennen die Kategorie UM mit

Ob(umM) := alle Untermannigfaltigkeiten,
Mor(M, N) := alle glatten Abbildungen von M nach N,

mit der {iblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der Untermannigfal-
tigkeiten.

(g) Eine punktierte Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M, P), wobei M eine Unterman-
nigfaltigkeit ist und P € M. Wir nennen die Kategorie PUM mit

Ob(Pun) := {alle punktierten Untermannigfaltigkeiten},
o alle glatten Abbildungen f
Mor((M. P),(N,Q)) := { von M nach N mit f(P) =@

mit der iiblichen Verkniipfung von Abbildungen die Kategorie der punktierten Un-
termannigfaltigkeiten.
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Der Name ,,Morphismus” suggestiert, dass es sich bei Morphismen um Abbildungen
handelt. Dies ist aber nicht notwendigerweise der Fall, wie wir im folgenden Beispiel sehen.

(h) Es sei G eine beliebige Gruppe. Wir betrachten

Ob(c) := {eine Menge mit einem einzigen Element *},
Mor(x, %) = G
und wir definieren Mor(x, %) x Mor(x*,*) — Mor(x, *)

(f,9) = gof:=gf

mittels der Gruppenstruktur auf Mor(*, %) = G. Die Axiome einer Kategorie folgen
dann aus den Gruppenaxiomen von G.

9.4. Funktoren.

Definition. Es seien ¢ und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F': ¢ — D besteht aus
einer Abbildung F: Ob(C) — Ob(D)
fir alle X,Y € Ob(C) gibt es zudem eine Abbildung
Mor (X,Y) — Mory(F(X),F(Y))
¢ = F(e),
so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(F1) Fur alle ¢ € Mory(X,Y) und alle ©» € Mor.(Y,Z), gilt folgende Gleichheit in

Mor,(F(X), F(Z)): F(pog¢) = F(¢p)o F(¢).

F2) Fiir alle X € Ob((C) gilt ) )
( ) ( ) F(ldx) = ldF(X)-

Konvention. Fiir einen kovarianten Funktion F': ¢ — 9 und einen Morphismus ¢ schrei-
ben wir oft ¢, anstatt F(¢). Die beiden Axiome (F1) und (F2) verkiirzen sich dann zu

(¢ © ¢)* = 1 0 ¢ und (idx)* = idF(X)-
Beispiele.
(1) Es sei K ein Korper und ekt die Kategorie der K-Vektorrdume und es sei W ein
Vektorraum, dann ist
V' +— Homg(W,V),
zusammen mit den Abbildungen

Mor(U,V) +— Mor(F(U), F(V))

¢.: Hom(W,U) — Hom(W,V) )
U—=V) —
v o o oof
ein kovarianter Funktor.[igl Folgendes Diagramm illustriert die Aussage von Axiom
(F1):

In der Tat, denn sei ¢ € Mor(X,Y) und ¢ € Mor(Y, Z) und es sei f € Hom(W, X), dann gilt
Fog)(f) = (bod)(f) = do(pof)=1voF(9)(f) = FW)F(9)(f) = (F(¥)o F(¢))(f)
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D S
Hom (W, X) ~— Hom(W,Y) — Hom(W, Z).
- s
(o)«
(2) Es sei PuM die Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten und es sei Vekty
die Kategorie der reellen Vektorrdume. Es folgt aus Satz[9.2] zusammen mit Satz [9.4]

dass F: Ob(Pus) — Ob(Vekeg)
(M,P) — TpM,
zusammen mit den Abbildungen
Mor((M, P),(N,Q)) +— Mor(TpM,TgN)
[ = f=Dfp
ein kovarianter Funktor von der Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten
zu der Kategorie der reellen Vektorrdume ist.
(3) Es sei 4bGr die Kategorie der abelschen Gruppen, es sei K ein Korper und es sei
Vekty die Kategorie der K-Vektorrdume. Dann ist@]
F: Ob(asGr) — Ob(Vekty)
G — G®zK,

zusammen mit den Abbildungen
Mor(G,H) — Mor(G @z K, H ®zK)
(f:G—=H) — (fi=f®zid: G®;K— H®zK)
ein kovarianter Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppe zu der Kategorie

der K-Vektorrdaume. Wir werden dieses Beispiel im weiteren Verlauf nicht verwenden.

Definition. Es seien ¢ und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor F': ¢ — D besteht

aus einer Abbildung F: Ob(C) — Ob(D)

und fiir alle X, Y € Ob(C) gibt es zudem eine Abbildung

Mor (X,Y) — Mory(F(Y), F(X))
¢ — F(¢)

so dass folgende Axiome erfiillt sind:
(F1) Fir alle ¢ € Morq(X,Y) und alle v € Morq(Y, Z), gilt folgende Gleichheit in

Mory(F(Z), F(X)): F(po¢) = F(¢)o F().

F2) Fiir alle X € Ob((C) gilt ) )
( ) ( ) F(ldx) = ldF(X)-

60Hierbei bezeichnet G @z K das Tensorprodukt von G und K, wobei wir beide als Z-Moduln auffassen.
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Konvention. Fiir einen kontravarianten Funktion F': ¢ — 9 und einen Morphismus ¢
schreiben wir oft ¢* anstatt F'(¢). Die beiden Axiome (F1) und (F2) verkiirzen sich dann
7Zu (Q/J o ¢)* = ¢* o)* und (idx)* = idF(X).

Bemerkung. Die Verkniipfung von zwei kovarianten Funktoren ist wiederum ein kovarian-
ter Funktor. Eine Verkniipfung von einem kovarianten mit einem kontravarianten Funktor
ist ein kontravarianter Funktor, nachdem sich , die Richtung genau einmal dndert”. Die Ver-
kniipfung von zwei kontravarianten Funktoren ist hingegen ein kovarianter Funktor, denn
,die Richtung &ndert sich zwei Mal”.

Der Unterschied zur Definition eines kovarianten Funktors liegt darin, dass sich die ,,Rich-
tung des Morphismus” umdreht. Dies erscheint auf den ersten Blick sehr unnatiirlich, dies
kommt aber durchaus desofteren vor, wie wir jetzt in den Beispielen sehen werden.

Beispiel.
(1) Es sei K ein Korper und es sei Vekty die Kategorie der K-Vektorrdume. Wir hatten
in Lemma [9.6] gezeigt, dass

V — V*:=Homg(V,K) := Dualraum von V/,
zusammen mit den Abbildungen
Mor(U,V) + Mor(V*, U*)
(6:U—=V) ( ¢*: Homg(V,K) — Homg(U,K) )

[ = foo¢
ein kontravarianter Funktor ist. Folgendes Diagramm illustriert die Aussage von Axi-
om (F1): Yoo
//\
U p V ; w
U V W,
\_/
(Yog)”

(2) Es sei Top die Kategorie der topologischen Raume und es sei Vekty die Kategorie der
reellen Vektorrdume, dann ist
F: Ob(Zop) — Ob(%Vekt)
X = C(X,R) := stetige reellwertige Funktionen auf X,
zusammen mit den Abbildungen
Mor(X,Y) +— Mor(C(Y,R),C(X,R))
C(X,R) )

. c(y, —
(p: X =Y) — ( s fod

ein kontravarianter Funktor.
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10. DIFFERENTIALFORMEN ERSTER ORDNUNG
10.1. Definition von Differentialformen erster Ordnung.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei P € M. Wir
schreiben T%M = Homg(TpM,R)
fiir den zum Tangentialraum TpM dualen Vektorraum. Es folgt aus Satz und Lem-

ma dass dies ebenfalls ein k-dimensionaler Vektorraum ist. Wir nennen Elemente in
T M Kotangentialvektoren.

Bemerkung. Es sei wiederum PUM die Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkei-
ten und es sei Vekty die Kategorie der reellen Vektorrdume. Es folgt leicht aus Definitionen,

d
s F: Ob(Pus) — Ob(Vekty)
(M,P) +— THLM,

zusammen mit den Abbildungen

Mor((M, P), (N,Q) > Mor(TN, T M)
f = f*=(Dfp)
——
/I\
ein kontravarianter Funktor ist [ die zu Dfp: TpM — TN duale Abbildung

Definition. Eine Differentialform erster Ordnung auf einer Untermannigfaltigkeit M ist
eine Abbildung w, welche jedem Punkt P in M einen Kotangentialvektor wp € TpM
zuordnetf’zl Im Folgenden werden wir oft auch nur kurz 1-Form anstatt Differentialform
erster Ordnung schreibenm

Beispiel.

(1) Es sei F' ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist die Abbildung
w(F), welche jedem Punkt P in M den Kotangentialvektor

w(F)pZTpM — R
v — F(P)-v

——
Skalarprodukt

zuordnet, eine 1-Form auf M.

P - TpM
v w(F)p: TpM
F(P) v

M-
Vektorfeld F

6lGenauer gesagt handelt es sich bei F um die Verkniipfung des kovarianten Funktors (M, P) — TpM
mit dem kontravarianten Funktor V' +— V*  also ist F' nach der Bemerkung auf Seite 90| ein kontravarianter
Funktor.

62Genauer gesagt ist eine Differentialform w erster Ordnung eine Abbildung w: M — U T%HM, so dass
PEM
fir P € M gilt: wp € TpM.

63In der Literatur werden Differentialformen erster Ordnung manchmal auch Pfaffsche Formen genannt.
64In spiteren Kapiteln werden wir dann die Differentialformen héherer Ordnung kennenlernen.
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(2) Es sei M eine Untermannigfaltigkeit in R™. Fiir i € {1,...,n} bezeichnen wir mit dx’
die 1-Form, welche jedem Punkt P € M den folgenden Kotangentialvektor zuordnet:

de': TpM — R

(X1, ..y Tp) @

(3) Es seien wy, . .., wy 1-Formen auf einer Untermannigfaltigkeit M. Fiir beliebige Funk-
tionen ¢i,...,gr: M — R erhalten wir dann die 1-Form ¢ - wy + - - - 4 gx - wg, welche
an jedem Punkt P € M gegeben ist durch die lineare Abbildung

TpM — R
v i(P)-wi(P)() + - 4 gi(P) - we(P)(v).
R R
€ €

Das néchste Beispiel einer 1-Form fithren wir gleich als Definition ein.

Definition. Es sei f: M — R eine glatte Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M.
Dann ist die Abbildung, welche jedem Punkt P in M den Kotangentialvektoxlg_sl
TpM — RZTf(p)R
v = Dfp(v)
zuordnet eine 1-Form auf M. Diese 1-Form heifit das totale Ditferential von f und wird
mitﬁ df bezeichnet.

Beispiel. Fiir i € {1,...,n} bezeichnen wir mit
r:R" —» R
(X1, x,) = @

die Projektion auf die i-te Koordinate. Es sei nun M C R" eine Untermannigfaltigkeit. Das
totale Differential der Funktion z* auf M ist dann gerade die oben eingefiihrte 1-Form da’.

Lemma 10.1. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0.
(1) Fiir jede 1-Form w auf M gibt es eindeutige Funktionen gy, ..., ¢g,: M — R, so dass

w = g-dzt+- - +g, dz"
(2) Fiir jede glatte Funktion f: M — R gilt folgende Gleichheit von 1-Formen auf M:
_ O gpta O gen
df—a%1 dx” + s dx™.

Beispiel.
(1) Es sei F' = (Fy,...,F,): M — R™ ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit
M C R™. Dann gilt fiir alle P € M und v = (vy,...,v,) € TpM =R™

+ = +
Definition von w(F') folgt aus dz'(v) = v;

65Wir hatten in Satz gezeigt, dass Dfp = fo.: TpM — R in der Tat eine lineare Abbildung ist, d.h.
Dfp ist ein Element in TpM.

66Eigentlich hatten wir diese Abbildung schon mit Df bezeichnet, aber in diesem Zusammenhang hat
sich die Notation df eingebiirgert.
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Also ist w(F) = Fy - da' + -+ + F, - dx™.

(2) Wir betrachten die Funktion f(xl, Ty) = 2?2 + 22 auf M = R?. Lemma besagt,
dass df = 9 dot + == 0f cdx? = 2wy - dat + 2z, - da

6331 81‘2
Beweis.

(1) Es sei w eine 1-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M C R"™ von Kodimension
0. Fiir P € M und i € {1,...,n} setzen wir g;(P) := wp(e;)[] Fiir alle Vektoren
v=(v1,...,0,) € TpM = R"™ gilt dann

wp(v) = wp<261 vz> = pr(el) v;

t = + So(p)-dri(w) = (La-dal) (o)

=
T
i-te Einheitsvektor da wp linear Definition von g; und da dz®(v) = v;
Wir miissen zeigen, dass die Funktionen gi,..., g, eindeutig sind. Es seien also

J1, - - -, gn Funktionen mit g; - dz' + -+ g, -da™ = g, - dz' + - - - + g, - do™. Dann gilt
also fiir alle P € M, dass

(gl-dzcl—i—---—i—gn-dx”)p = (gld.iEl—F—andﬂfn)prM — R.

Es sei nun ¢ € {1,...,n}. Da M von Kodimension 0 ist gilt TpM = R", also liegt e;

in TpM = R". Wir kénnen die obige Gleichheit also auf e; anwenden und erhalten
9:(P) = (g1- ol + -+ go - da")p(e;) = (o da' + -+ gn - da")p(e;) = G(P).
(€:) = dij

denn da?(e;) = 0;; folgt aus der obigen Gleichheit angewandt denn dx’
auf e; € TpM = R"”
Wir haben also gezeigt, dass fiir i = 1,...,n gilt: g; = g;.
(2) Wir werden das Lemma in Ubungsblatt 7 beweisen. Der Beweis ist elementar, sobald
man sich durch die Definitionen gewiihlt hat. [ |

Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkei-
ten und es sei w eine 1-Form auf N. Wir bezeichnen mit f*w die 1-Form auf M, welche an
jedem Punkt P € M gegeben ist durch

(frw)p: TpM £2202 7, N 29 R,
Man nennt f*w manchmal die zuriickgezogene 1-Form.

wir haben eine 1-Form w auf N

o = | J , ——~ P
P e \/\ fi(v) =Dfp(v) € Ty N
veTpM f.=Dfp also existiert wypy(fi(v)) € R

6"Da M von Kodimension 0 ist, liegt e¢; € TpM = R™, also ist wp(e;) definiert.
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Lemma 10.2. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten,
es sei w eine 1-Form auf NV, es sei P € M und es sei v € TpM. Dann gilt

(Fr@)e(v) = wsm( fi(v))
€Ty N

Beweis. Die Aussage ist nur die Definition von f*w noch mal hingeschrieben. Obwohl
(oder gerade weil?) das Lemma so einfach ist, werden wir es erstaunlich oft verwenden. W

Definition.

(1) Es sei W C R™ eine offene Teilmenge von R* oder eine offene Teilmenge des Halb-
raums Hjy. Wir sagen eine 1—Formﬁ w=f1-dx'+-- -+ fi. - da® auf W ist glatt, wenn
fi,. .., fr glatt sind.

(2) Es sei w eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M.

(a) Es sei ®: U — V eine Karte fiir M. Wir sagen w ist glatt beziiglich der Karte &,
wenn (®~1)*(w) eine glatte 1-Form auf V N E}, beziehungsweise auf V N Hy, ist[")]
(b) Wir sagen w ist glatt auf M, wenn w glatt ist beziiglich jeder Karte ® von M.

Der folgende Satz spielt nun eine @hnliche Rolle wie Satz

Satz 10.3. Es sei w eine 1-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:
(1) Die 1-Form w ist glatt.
(2) Es gibt einen Atlas {®;: U; — V;};e; von M, so dass w glatt ist beziiglich jeder Karte
®, des Atlas.
(3) Fiir alle glatten Tangentialvektorfelder F' auf M ist folgende Funktion glatt:

M — R
P — wp (F(P)).
et
€ETpM e€TpM
~—_——
eR

Beweis. Wir lagern den Beweis von Satz in das néchste Teilkapitel aus. Wir werden
diesen Beweis in der Vorlesung nicht behandeln. [

Satz 10.4. Essei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
und es sei w eine glatte 1-Form auf N. Dann ist f*w eine glatte 1-Form auf M.

Beweis. Die Aussage des Satzes kann man mithilfe von Karten problemlos auf Lemma/[10.6]|
welches wir im Rahmen des Beweises von Satz beweisen werden, zuriickfiihren. [

Notation. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M definieren wir nun
(M) := Vektorraum der glatten 1-Formen auf M.
Bemerkung. Es folgt leicht aus Satz[10.4] dass die Abbildungen

Untermannigfaltigkeit M +— (M),

68Wie wir gerade in Lemma angemerkt hatten ist jede 1-Form auf W eindeutig von dieser Form.
59Wie immer fassen wir hierbei V N Ej, als offene Teilmenge von Ej, = R¥ auf.
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zusammen mit den Abbildungen
glatte Abbildung f: M — N — (f*: Q (V) — Q1 (M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie PUM der Untermannigfaltigkeiten zu der
Kategorie Vektp der reellen Vektorrdume bildet.

Lemma 10.5. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit.
(1) Fiir jedes glatte Tangentialvektorfeld F' auf M ist die zugehorige 1-Form w(F),
welche wir auf Seite [91] eingefiihrt hatten, glatt.
(2) Zu jeder glatten 1-Form w auf M gibt es genau ein glattes Tangentialvektorfeld F'
auf M mit w = w(F).

Beweis.

(1) Wir verwenden das (3) = (1) Kriterium von Satz [10.3| Es sei also G ein glattes
Tangentialvektorfeld auf M. Wir betrachten die Funktion

M — R
P — w(F)p(G(P)):=F(P)-G(P).
Da F und G glatt sind, ist auch die Abbildung P — F(P) - G(P) glatt. Also folgt

aus Satz [10.3] (3) = (1), dass w(F) eine glatte 1-Form ist.
(2) Die Aussage wird in Ubungsblatt 7 bewiesen. [ |

Bemerkung. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M setzen wir nun
T(M) = Menge der glatten Tangentialvektorfelder auf M.
Dies ist ein Vektorraum und es folgt aus Lemma dass die Abbildung

F — w(F)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Wir hatten gerade angemerkt, dass M — Qy (M)
und f — f* einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Untermannigfaltigkeiten
zu der Kategorie der Vektorrdume bildet. Es stellt sich nun die Frage, ob die Abbildungen
M — 7(M) ebenfalls auf eine ,natiirliche” Weise einen Funktor ergeben. Aber dies ist
nicht der Fall, denn eine glatte Abbildung f: M — N induziert weder eine Abbildung
7(M) — 7(N) noch eine Abbildung 7(N) — 7(M)[9

10.2. Beweis von Satz (). Fiir den Beweis von Satz benotigen wir folgendes

Lemma.

Lemma 10.6. Es sei ¢: V. — W eine glatte Abbildung von einer offenen Teilmenge
V' C R™ zu einer offenen Teilmenge von R™. Zudem sei w eine glatte 1-Form auf W. Dann
ist die 1-Form ¢*w auf V' ebenfalls glatt.

Beweis. Es sei also w = g - dz' + -+ + g, - da" eine glatte 1-Form auf einer offenen
Teilmenge W von R". Zudem sei V' eine offene Teilmenge von R™. Dariiber hinaus sei
©=(p1,...,pn): V — W eine glatte Abbildung. Wir schreiben

(p*w = fldxl—l-—i—fmdq:m,

"OWarum nicht? Probieren Sie mal, solche Abbildungen hinzuschreiben. Woran scheitert das?
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wobei f1,..., f;m: V — R Funktionen sind. Wir miissen zeigen, dass fi,..., f,, glatt sind.
Es sei nun k € {1,...,m}. Fir P € V ist
fe(P) = (f1(P) - dx' + -+ fin(P) - dz™)(ex) = (¢p*w)p(er) - we(p) (x(er))
denn dz‘(ej) = d;5, wobei §;; das Kroneckersymbol ist Lemma [10.2]
= (ZwooP) ar')(Z52(P) o) = X (moo)P)- G2(P)
Ni= 3_1 Tk B T i=1 T
=wp(p) —(Dep)(er)=pler)  denn dat(e;) = 0

Wir sehen also, dass f;, eine Verkniipfung von glatten Funktionen ist. Also ist fi auch selber
glatt. [

Das folgende Lemma beweist die Aussagen von Satz im Spezialfall, dass M eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥ ist.

Lemma 10.7. Es sei w eine 1-Form auf einer offenen Teilmenge von R¥. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) die 1-Form w ist glatt,

(2) fiir jeden Diffeomorphismus ¢: V' — W ist die 1-Form ¢*w auf V' glatt,

(3) fiir alle glatten Vektorfelder F': W — RF ist folgende Funktion glatt:

W — R
P — wp(F(P)).

Beweis. Es sei w = g1 - dz' + - - - + g;, - dz* eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit von R¥. Die Aussage ,,(1) = (2)” folgt aus Lemma [10.6| Die Umkehrung
»(2) = (1)” ist natiirlich trivial, wir miissen nur ¢ = id setzen.

Wir beweisen nun noch die Aquivalenz (1) < (3)”. Wir machen dazu folgende Vorbe-
merkung: Fiir ein beliebiges glattes Vektorfeld F = (F, ..., Fy): W — RF gilt

wrF(P) = (ZaP)- ) (SRP) o) = SalP)-RP)

—op :];Zp) denn dz'(e;) = di;
Aus dieser Rechnung folgt, dass wenn die Funktionen ¢y, ..., gx glatt sind, dann ist auch

P — wp(F(P)) glatt. Wir haben damit ,,(1) = (3)” bewiesen. Umgedreht, wenn wir die
konstanten Vektorfelder G(P) = e; betrachten, dann erhalten wir g;(P) = wp(G(P)). Nach
Voraussetzung ist die Funktion P +— wp(G(P)) glatt. Es folgt also, dass auch g; glatt ist.
Dies beweist ,,(3) = (1)”. [

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz zu.

Beweis von Satz [10.3 Es sei also w eine 1-Form auf einer k-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall, dass
oM =o.

Die Aussage ,(1) = (2)” ist natiirlich trivial. Die Umkehraussage ,,(2) = (1)” kann
man, ganz dhnlich wie im Beweis von Satz mithilfe von Karten auf den in Lemma [10.7]
betrachteten Spezialfall zuriickfithren. Wir iiberlassen das Ausfiihren von diesem Argument
als freiwillige Ubungsaufgabe.
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Wir beweisen nun die Aussage ,,(1) = (3)”. Es sei also F ein glattes Tangentialvektorfeld
auf M. Fir P € M definieren wir g(P) := wp(F(P)). Wir miissen nun zeigen, dass die
Funktion ¢g auf der Untermannigfaltigkeit M glatt ist. Wir verwenden dazu die Definition
von ,glatt” aus Kapitel 2.5 Es sei also ®: U — V eine Karte um P. Wir bezeichnen
mit U: V — U die Umkehrabbildung. Wir miissen nun also zeigen, dass die Funktion
goV: VN E,— Rglatt ist. Fiir Q € V N Ej, gilt

Definition von g denn ¥ o ® =id
(1o 1)(Q) = wni@(FE@) = (@) whuq(F(¥(Q)
" (©*(V"w))w(o) (F(¥(Q))) = (Tw) (2 (F(¥(Q))))-
denn (Vo ®@)* = * o U* Lemma [[0.2]

Nach Voraussetzung ist U*w eine glatte 1-Form auf VN Ej und zudem ist Q) — @,.(F(¥(Q)))
ein glattes Vektorfeld auf V N Fj. Es folgt nun aus Lemma dass die Funktion g o &
glatt ist.

UnM

Q VN E

Wir beweisen nun die Aussage ,,(3) = (2)”. Wir nehmen also an, dass fiir alle glatten
Tangentialvektorfelder F' auf M die Funktion P +— wp(F(P)) glatt ist. Wir miissen jetzt
beweisen, dass es um jeden Punkt P € M eine Karte ®: S — T gibt, so dass (®~!)*w eine
glatte 1-Form auf T'N E}, ist. Es sei P € M und es sei zuerst einmal &: U — V eine beliebige
Karte um P. Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die Umkehrabbildung. Fiir i € {1,...,k}
sei nun G;: VN E, — E, = R* das konstante Vektorfeld, welches jedem Punkt den
Standardbasisvektor e; zuordnet. Dann ist P — W,(G;(P)) ein Tangentialvektorfeld auf
U N M. Dieses la8t sich jedoch im Allgemeinen nicht zu einem glatten Vektorfeld auf M
fortsetzen. Um dieses Problem zu umschiffen benétigen wir folgende Behauptung.

Behauptung. Es existiert eine offene Umgebung S von P in M und es existiert eine glatte
Funktion z: M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1) 2(z) =1 fir allez € S,
(2) Tréager(z) C UN M.
Beweis. Der Beweis der Behauptung verlduft dhnlich zum Beweis von Lemma Der

genaue Beweis der Behauptung ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. H
Wir betrachten nun auf M das Tangentialvektorfeld, welches definiert ist durch

F(z) = { 87(@"1’*(0@'(‘1)(56)))7 :Zfﬁlslé.x eUNM,

Dies ist ein glattes Vektorfeld auf M. Wir setzen T' := ®(S). Fir Q € T N E}), gilt nun
(Vw)e(Gi(Q)) " wi(@)(V+(Gi(Q)) S we(Q (F(¥(Q)))-
Lemma [10.2] denn 2(Q) =1, da ¥(Q) € S
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Nach Voraussetzung ist die Funktion P — wp(F(P)) glatt, also ist nun auch die Funktion
Q — (V*w)g(G;i(Q)) auf T'N Ej, glatt. Es folgt aus dem Beweis der Aussage ,,(3) = (1)”
in Lemma [10.7] dass U*w auf T glatt ist. [

10.3. Integrierbarkeit von 1-Formen.

Lemma 10.8. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit, es sei 7v: [a,b] — M eine glatte
Kurve auf M und es sei w eine glatte 1-Form auf M. Dann ist folgende Funktion glatt,
insbesondere stetigﬂ [a,b] — R

t= wyy (Y1)
—~—

— n/ (t) - T"/(t) :\/[

M= dann existiert w, ) (7'(t)) € R

Beweis. Wir bezeichnen mit e = 1 den Einheitsvektor in R. Fiir ¢ € [a, b] ist nun

wy) (Y (1)) = wyw(7=(e)) = (Y'w)i(e).
Lemma [[0.2]

Die 1-Form w auf M ist nach Voraussetzung glatt. Also ist die 1-Form ~*w auf [a, b] nach
Satz ebenfalls glatt. Zudem ist das konstante Vektorfeld e auf R offensichtlich glatt.
Daher folgt nun aus Satz (1) = (3), dass die Funktion ¢t — (y*w).(e) glatt ist. |

Definition. Es sei v: [a,b] — M eine glatte Kurve auf einer Untermannigfaltigkeit M und
es sei w eine glatte 1-Form auf M. Wir definieren das Integral der 1-Form w iiber die Kurve

v wie folgm

fw = j‘ Wy (Y (1)) dt.

Beispiel. Es sei F' ein glattes Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M und es sei
v: [a,b] — M eine Kurve. Wir betrachten wieder die 1-Form w(F’), welche an jedem Punkt
P € M gegeben ist durch

Es folgt nun, dass

"IDie Funktion ist also wie folgt definiert: die Kurve ~ definiert fiir ¢ € [a, b] einen Vektor +/(t) € TyyM,
eine 1-Form auf M ordnet solch einem Vektor eine reelle Zahl zu.

Das Integral ist definiert, denn nach Lemma ist der Integrand eine stetige Funktion.

"3Man kann anstatt von glatten 1-Form auch ,stetige 1-Formen” einfiihren, fiir die Definition des Inte-
grals ben6tigt man nur, dass die 1-Form stetig ist.
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Definition des Integrals Definition von w(F)
Lo Lo
{M(F) = {W(F)v(t)(’Y/(t))dt = [ F0)-7() dt.

a
Skalarprodukt der
Vektoren F((t)) und +'(t)

In der Abbildung betrachten wir anschaulich einige Spezialfille mit M = R2. Wir betrach-
ten insbesondere das Vektorfeld in der Mitte, welches gegeben ist durch G(z,y) = (—y, x).
Zudem betrachten wir die Kurve

v:[0,27] — R?
t — (cos(t),sin(t)).
Dann gilt
{M@zgﬂwmqmﬁ:{_ﬁg><f§mﬁ:{Mh:%

Vektorfeld F(z,y) = (z,y)  Vektorfeld G(x,y) = (—y,x) Vektorfeld H(z,y) = (0,1)

—

A 1 g
(D
Ay (G TR
£ | N N
j&t)g N3 ok
wF)—O, wa)>(), fw(H)zO,
oA =0 demn G(y(1) /(1) >0 demn H(y(t))-7(t) =0

Beispiel. Es sei F' ein glattes Kraftfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3, z.B. das
Gravitationsfeld oder ein Magnetfeld, welches auf einen gegebenen punktféormigen Koérper
K wirkt. Wir bezeichnen mit w(F') die zugehorige 1-Form auf U. Es sei : [a, b] — U zudem
eine Kurve. Dann ist f —w(F)

/

(
denn F(v(t)

"
die Energie die aufgewendet werden muss (bzw. freigesetzt wird), um den Korper K in
diesem Kraftfeld auf der Bahn v zu bewegen.

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung aufgefasst werden:@

Satz 10.9. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit, es sei f: M — R eine glatte Funktion
und zudem sei v: [a,b] — M eine Kurve auf M. Dann gilf"™]

Jdf = 60) = f(r(a)).

"1n welchem Sinne ist dies eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung? Wie kann man diesen aus Satz |10.9| herleiten?
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Insbesondere wenn v eine geschlossene Kurve ist, d.h. wenn v(a) = 7(b), dann gilt
[df = o.
.

Beweis. Es sei 7v: [a,b] = M eine Kurve auf M, dann gilt
b b
J& =] @)'®) &= [EI00)d = f60) - f6@)

a
= "(t h T
d(ej; ;{Zzt(erz;er;e“lj folgt aus dem HDI aus Analysis I

Wenn v geschlossen ist, dann gilt v(a) = 7(b) und es folgt sofort, dass

[df = o.
¥ |

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine glatte 1-Form auf M.
Wir sagen, w ist exaktm, wenn es eine glatte Funktion f: M — R mit w = df gibt.

Beispiel. Wir betrachten wieder die Untermannigfaltigkeit M = R2.

(1) Wir betrachten das Tangentialvektorfeld F/(z,y) = (z,y). Es sei f(z,y) = (2?2 +?).
In Présenziibungsblatt 7 werden wir sehen, dass df = w(F'). Also ist w(F') eine exakte

1-Form.
(2) Auf Seite (99 hatten wir gezeigt, dass es auf M = R? mit dem Tangentialvektorfeld
G(z,y) = (—y, z) eine geschlossene Kurve « gibt, so dass

Jw(@) # o.

Es folgt also aus Satz dass die 1-Form w(G) auf M = R? nicht exakt ist.
Vektorfeld F(z,y) = (z,y) Vektorfeld G(z,y) = (—y, )

JPEERN
L (BN
Q& \[W):O ‘&9/ — Jw(@#0

Y v
die 1-Form w(F) ist exakt die 1-Form w(@G) ist nicht exakt
Beispiele.

(1) Ein Vektorfeld G: R™ \ {0} — R™ heifit radial, wenn es eine Funktion f: Ry — R
gibt, so dass .
G(z) = f(||z]|) - — fiir alle z € R™\ {0}.

]
In Ubungsblatt 8 werden wir beweisen, dass fiir jedes beliebige glatte radiale Vektor-
feld G: R™\ {0} — R™ die zugehorige 1-Form w(G) exakt ist.

Zur Erinnerung, df bezeichnet das totale Differential, welches wir auf Seite [92| eingefithrt hatten.
"6Exakte 1-Formen werden manchmal auch integrierbar genannt.
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Vektorfeld F(z,y) = (z,y)  Vektorfeld G(z,y) = _71(1 y) Vektorfeld H(z,y) = m

¥ N4 NP4

- X ~— 2\
>
< = “—
e g | N T —7 4| X ™~ // \\

l I l

(2) Das Gravitationsfeld G eines sich im Ursprung befindlichen punktférmigen Korpers
in R? ist ein radiales Vektorfeld. Es gibt also nach(1) eine Funktion f: R*\ {0} — R
mit df = w(G). Diese Funktion f wird in der Physik das ,Potential” des Gravitati-
onsfeldes genannt.

(3) Die Diskussion in (2) gilt ganz analog auch fiir das elektrische Feld eines sich im
Ursprung befindlichen elektrisch geladenen Korpers.

10.4. Integration und Parametertransformationen. Wir erinnern an folgende Defi-
nition aus [Er2, Kapitel 4] und [Er3 Kapitel 4].

Definition. Es sei v: [a,b] — R" eine Kurve und es sei ¢: [¢,d] — [a, b] ein Diffeomorphis-
mus. Dann ist vyop:lc,d — R”

t = (e)
ebenfalls eine Kurve. Diese Kurve nimmt die gleichen Punkte wie die urspriingliche Kurve ~
an. Wir sagen ~y o ¢ ist eine Umparametrisierung, welche durch die Parametertransformati-
on ¢ aus 7y hervorgeht. Wir nennen die Parametertransformation ¢ orientierungserhaltend,
wenn ¢(c) = a und ¢(d) = b und wir nennen sie orientierungsumkehrend, wenn p(c) = b

und ¢(d) = a.
Beispiel. Wir betrachten die geschlossene Kurve

v:[0,2n7] — R?

t — (cos(t),sin(t)),
d.h. v durchlduft den Einheitskreis ,,in der Zeit 27”7 | gegen den Uhrzeigersinn”. Die Kurve
B:]0,47] — R?
1 . 1

t — (cos (27r — §t),s1n (27r — §t))

ist eine Umparametrisierung von v, wobei die Parametertransformation orientierungsum-

kehrend ist. Die Kurve 8 durchlauft den Einheitskreis ,in der Zeit 47”7 nun aber ,;im Uhr-
zeigersinn”.

Satz 10.10. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine glatte 1-Form auf M.
Es sei v eine Kurve auf M und es sei 0 eine Kurve, welche aus v durch eine Parameter-
transformation ¢ hervorgeht. Dann gilt

Jw = f w  wenn @ orientierungserhaltend
J Y

Jw = — f w, wenn ¢ orientierungsumkehrend.
7 gl
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Der Satz besagt also, dass das Integral einer 1-Form iiber eine Kurve nicht davon abhéngt,
,wie schnell wir die Punkte auf der Kurve durchlaufen”, so lange wir die Kurve ,,in der
gleichen Richtung”, d.h. vom Endpunkt v(a) = d(¢) zum Endpunkt ~(b) = 0(d) durchlau-
fen. Wenn wir die Kurve in der ,,entgegengesetzten Richtung” durchlaufen, dann erhalten
wir bis auf ein Vorzeichen, ebenfalls das gleiche Integral.

gl

©

auf M gibt es eine 1-Form w

Beweis. m Es sei M eine Untermannigfaltigkeit und es sei w eine glatte 1-Form auf M.
Es sei 7v: [a,b] = M eine Kurve auf M und es sei §: [¢,d] — M eine Kurve, welche aus ~y
durch eine Parametertransformation ¢: [c,d] — [a, b] hervorgeht. Dann gilt

[ = T a
[o = ]

- f Wrtoon) (W) -¢B) dt = ] wnioion (v (9(0))) - /()
€TyeunyM  €R

H~

I

— 7
ISH

Wirog)n (70 9)' (1)) dt

o
11l
[SWEe)

-
Il

Kettenregel Linearitdt von wy(u(s)): Tyee)yM — R
Jw, wenn p(c) =a und ¢(d) = b,
= w d = v
TSL!‘:(C o) T — [w, wenn ¢(c) =bund p(d) = a.
5
Substitution s = ¢(t) Vertauschen der Grenzen &ndert das Vorzeichen

10.5. Orientierte eindimensionale Untermannigfaltigkeiten. Auf Seite hatten
wir den Begriff einer Orientierung auf einer Hyperflache eingefiihrt. Wir wollen nun den
Begriff einer Orientierung einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit einfiihren.

Definition. Es sei M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit.

(1) Wir sagen zwei Tangentialvektorfelder o und 7 auf M, welche nirgendwo verschwin-
den, sind dquivalent, wenn es eine positive Funktion f: M — R, gibt, so dass
o(P)= f(P)-7(P) fiir alle P € M.

(2) Eine Orientierung von M ist eine Aquivalenzklasse von Tangentialvektorfelder,
welche nirgendwo verschwinden.

(3) Eine orientierte eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M, O), wobei M
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit und O eine Orientierung von M istm

""Der Satz erinnert an die Diskussion von Wegintegralen aus der Analysis III. In der Tat ist auch der
Beweis fast der gleiche wie der Beweis von Lemma 4.4 in Analysis III.

8Zur Erinnerung, ein Tangentialvektorfeld ist per Definition, siehe Seite @ stetig.

Wie so oft in der Mathematik unterschlagen wir die Orientierung oft in der Notation
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M-
W

M—

zwei dquivalente
Tangentialvektorfeld

Bemerkung. Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M von R? ist insbesondere auch
eine Hyperfliche. In diesem Fall haben wir also zwei Begriffe von Orientierungen:
(1) Auf Seite [68 hatten wir eine Orientierung von M definiert als ein Einheitsnormalen-
feld.
(2) Gerade eben hatten wir eine Orientierung von M definiert als eine Aquivalenzklasse
von Tangentialvektorfeldern, welche nirgendwo verschwinden.
Die folgenden Abbildungen geben eine kanonische Bijektion zwischen diesen beiden Orien-
tierungsbegriffen:

Aquivalenzklassen von nirgendwo

verschwindenden Tangentialvektorfeldern ¢ Einheitsnormalenfelder auf M

7] & 7Tum -3 gedrehﬂ und

g auf Lange 1 normiert
v

[v um 7 gedreht] <+ w.

Diese beiden Abbildungen sind offensichtlich zu einander invers. Im Folgenden werden wir
kommentarlos zwischen diesen beiden Gesichtspunkten hin- und herwechseln.

v(v)

Im Folgenden wollen wir wir das Integral einer glatten 1-Form iiber bestimmte orientierte
eindimensionale Untermannigfaltigkeiten einfiihren.

Definition. Es sei M eine zusammenhéngende kompakte eindimensionale Untermannig-
faltigkeit mit nichtleerem Rand und es sei O eine Orientierung auf M. Eine orientierungs-
erhaltende Parametrisierung von M ist eine Parametrisierung

v: la,b] — M,

im Sinne der Definition auf Seite welche die Eigenschaft besitzt, dass das Vektorfeld,
welches an jedem Punkt v(t) € M durch +'(t) € T, M gegeben ist, der Orientierung O
entspricht.

Nun kénnen wir zur eigentlichen Definition schreiten.

Definition. Es sei M eine zusammenhéngende kompakte eindimensionale Untermannig-
faltigkeit mit nichtleerem Rand. Es sei O eine Orientierung auf M und es sei w eine glatte

80Wir drehen hierbei, wie iiblich, gegen den Uhrzeigersinn.
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1-Form auf M. Wenn M eine orientierungserhaltende Parametrisierung v: [a,b] — M
besitzt, dann definieren wir das Integral von w auf der orientierten eindimensionalen Un-
termannigfaltigkeit M wie folgt:

éw o= fw = IZ Wty (Y (1)) dt.

Wie {iblich miissen wir an dieser Stelle noch folgendes Lemma beweisen.

Lemma 10.11. Die Definition von [ w hingt nicht von der Wahl von v ab.
M

Beweisskizze. Es sei also M eine zusammenhingende kompakte eindimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™ mit nichtleerem Rand, es sei O eine Orientierung auf M und es
sei w eine glatte 1-Form auf M. Es seien zudem 7: [a,b] — M und §: [¢,d] — M zwei
orientierungserhaltende Parametrisierungen von M.

Wir bezeichnen mit ¢: [a,b] — [c,d] die Abbildung, welche gegeben ist durch die Glei-
chung ¢(t) := 771(3(t)). Dies ist ein DiffeomorphismusfT Aus unserer Voraussetzung,
dass v und 0 orienterungserhaltend sind, folgt, dass ¢ eine orientierungserhaltende Um-
parametrisierung ist. Es folgt nun also aus Satz dass die Integrale iiber v und ¢
iibereinstimmen. |

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.
Satz 10.12. Es sei M eine kompakte zusammenhéngende orientierte eindimensionale Un-

termannigfaltigkeit mit “Anfangspunkt P” und ,Endpunkt @)”. Wir nehmen an, dass M
eine orientierungserhaltende Parametrisierung besitzt. Es sei zudem f: M — R eine glatte

Funktion. Dann gilt fdf = f(Q) — f(P).
M

N M-

I |
I 1 E——

a

Beweis. Wir wihlen eine orientierungserhaltende Parametrisierung ~: [a,b] — M mit
v(a) = P und 7(b) = Q. Dann gilt

[ = L& = 760D -f6l) = FQ)-f(P)
per Degnition Saz\z [ |

Bemerkung. Wir haben jetzt also einen Orientierungsbegriff fiir Hyperflichen und fiir
eindimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir werden spéter der Frage nachgehen, was
denn eine Orientierung einer beliebigen Untermannigfaltigkeit sein soll.

80 Anschaulich gesprochen ist es ziemlich klar, dass M eine orientierungserhaltende Parametrisierung
besitzt. Aber der Beweis der Existenz ist nicht trivial.

81Djese Aussage ist gar nicht so leicht zu beweisen. Die Abbildungen ~ und 8 sind Parametrisierungen.
Im Beweis von Satz hatten wir gesehen, dass wir um jeden Punkt im Definitionsbereich die Parametri-
sierungen zu Inversen von Karten I' und A fortsetzen kénnen. Diese sind insbesondere Diffeomorphismen
zwischen offenen Teilmengen von R”, also ist auch I'"! o A ein Diffeomorphismus, also auch die Ein-
schriinkung von I'"! o A auf E;. Aber diese Einschrinkung ist gerade die Abbildung ¢ = v~ 0 4.
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Zudem haben wir das Integral einer 1-Form {iiber einer orientierten eindimensionalen
Untermannigfaltigkeit eingefiihrt, und wir wollen im Folgenden Kapitel das ,richtige” ma-
thematische Objekt finden, welches wir sinnvoll auf einer orientierten k-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit integrieren kénnen.
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11. DIFFERENTIALFORMEN HOHERER ORDNUNG
11.1. Motivation. Erinnern wir uns noch einmal an den Gaufischen Integralsatz [8.5] und
an Satz [10.12k

Satz (Gaufischer Integralsatz) Es sei M C R" eine kompakte n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf oM.
Fiir jedes glatte Vektorfeld F': M — R" gilt

[divF = [ F.v.
M oM

_— das auBere Normalenfeld v

[divF = [F-v

M OM

Satz [10.12, Es sei M eine kompakte zusammenhéngende orientierte eindimensionale Un-
termannigfaltigkeit mit “Anfangspunkt P” und ,Endpunkt @”. Wir nehmen an, dass M
eine orientierungserhaltende Parametrisierung besitzt. Es sei zudem f: M — R eine glatte

Funktion. Dann gilt fdf = f(Q)— f(P).
M 4 0 T

1-Form Randpunkte von M

- +Q
V : £ [ = Q- f(P)
- P M

Diese beiden Sétze sind auf den ersten Blick sehr unterschiedlich, aber sie besitzen gewisse

formale Ubereinstimmungen:

(1) Beide Sétze konnen auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus
der Analysis I zuriickgefithrt werden. Zudem koénnen beide Sétze auch als Verallge-
meinerung eben dieses Satzes aufgefasst werden, indem Sinne, dass wir fiir M = [a, b]
gerade die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten.

(2) Wir betrachten also entweder

M eine n—Untermannigfaltigkeit von R” und f ein Vektorfeld auf M, oder
M eine 1-Untermannigfaltigkeit von R” und f eine Funktion auf M.

Dann besagen die obigen Sitze, das{™)|

f “Ableitung von 7 = geeignetes Integral von f auf dem Rand von M.
M
Fiir eine beliebige k-dimensionale Untermannigfaltigkeit wollen wir jetzt eine analoge
Aussage (nédmlich den Satz von Stokes) formulieren und beweisen. Dazu miissen wir uns
aber zuerst iiberlegen, was ist das ,richtige mathematische Objekt”, welches wir auf einer
k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit integrieren kénnen.

82Der |, klassische Satz von Stokes”, den wir schon auf Seite formuliert hatten, ist iibrigens von der
gleichen Form.
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Wir erinnern uns noch einmal an die Situation von 1-dimensionalen Untermannigfaltig-
keiten. Fiir eine glatte 1-Form w auf einer orientierten 1-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit, welche eine orientierungserhaltende Parametrisierung v: [a,b] — M besitzt, hatten
wir definiert

Jw = [ we (O).
M [a,b] N~
€T M ETyyM
€R
Diese Definition macht Sinn, denn

(1) eine Parametrisierung gibt fiir jeden Punkt auf M genau einen Tangentialvektor,

(2) eine 1-Form auf M antwortet auf genau einen Tangentialvektor mit einer reellen Zahl,

(3) wir erhalten also eine reellwertige Funktion, welche wir integrieren konnen,

(4) und wir hatten gesehen, dass das Integral unabhéngig von der Parametrisierung ist.

Es sei nun M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Parametrisierung
U: T — M liefert nun fiir jedes () € T" genau k Tangentialvektoren in Ty M. Wenn wir
das obige Prozedere fiir hoherdimensionale Untermannigfaltigkeiten durchziehen wollen,
brauchen wir nun also auf M ein mathematisches Objekt, welches auf genau k Tangential-
vektoren an einem Punkt mit einer reellen Zahl antwortet. Diese mathematischen Objekte
sind die Multilinearformen, welche schon in der Linearen Algebra eingefithrt wurden. Wir
werden diese im néchsten Kapitel noch einmal einfithren und genauer studieren.

11.2. Alternierende Multilinearformen I: Definition. Wir erinnern an folgende De-
finition aus der linearen Algebra [Nall, Kapitel 12].

Definition. Es seien V und W reelle Vektorraume und es sei
k-Mal

w:VE=Vx..-xV
(v1,..., k)

|

- W
= w(v, ..., V)
eine Abbildung.
(i) Wir sagen w ist multilinear, falls w in jedem Argument linear ist. Genauer gesagt,
fiir alle v,v' € V und A € R gilf]
wiewv+v,00) = wleoqgv,.0)tw(e. v, .00
WeeoyAev,end) = Aew(eenv,.00),
(ii) Wir sagen w ist alternierend, wenn gilt: vertauscht man zwei verschiedene Argumente,
so dndert sich das Vorzeichen. Genauer gesagt, wenn fiir alle v,v" € V gilt
w(o..,v,...,0,...) = —w(...,v,...,0,...).
Wir erinnern nun an die Charakterisierung von Determinanten von Matrizen.
Satz 11.1. Es sei n € N. Es gibt genau eine Abbildung, genannt die Determinante,

det: M(n xn,R) = (R")" — R

83Hierbei sollen die nicht genannten Argumente auf beiden Seiten gleich sein.
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mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Abbildung ist multilinear, d.h. die Abbildung ist linear in jeder Spalte.
(ii) die Abbildung ist alternierend, d.h. vertauscht man zwei Spalten, so dndert sich das

Vorzeichen.
(iii) Die Abbildung ist normiert, d.h. wenn ey, ..., e, die Standardbasis von R" bezeich-
nen, dann gilt det (61 en) = IL.
Beweis. Der Satz wurde in [Nall Satz 12.5 und 12.9] bewiesen. |

Im Folgenden betrachten wir Verallgemeinerungen von Determinanten.

Definition. Es sei V' ein reeller Vektorraum. Eine alternierende k-Form auf V ist eine
Abbildung w:VE S5 R
(V1,...,0%) = w(vy,-..,Vk),
welche sowohl multilinear als auch alternierend ist.
Beispiele. Wir geben im Folgenden viele Beispiele von alternierenden k-Formen auf reellen
Vektorraumen.
(1) Es sei A € R. Es folgt aus Satz [11.1] dass
(RM™ — R
(V1,...,0,) — A-det(vy ... vy,)
——
nxn—Matrix

eine alternierende n-Form auf R™. Es folgt ziemlich leicht aus der Eindeutigkeitsaus-
sage von Satz dass jede alternierende n-Form auf R™ von dieser Form ist.

(2) Eine alternierende 1-Form ist per Definition eine lineare Abbildung V' — R, d.h.
ein Element im Dualraum V* = Hom(V,R). Wir nennen alternierende 1-Formen

Linearformen.
(3) Es sei w € R3 ein Vektor. Es folgt leicht aus der Diskussion des Kreuzprodukts in
Kapitel 4.4], dass R3xR3 — R
(’Ul,'l)2> = w - (’Ul X U2>
Kreuzprodukt

eine alternierende 2-Form auf R? ist.
(4) Es sei w € R™ ein Vektor. Es folgt leicht aus Satz dass

(R — R
(U1, ..., V1) +— det (w v ... vn_l)

>

~
nxn—Matrix

eine alternierende (n—1)-Form auf R™ ist. Im Fall n = 3 erhalten wir nach Lemmal[4.7]
die gleiche alternierende 2-Form wie im vorherigen Beispiel.

(5) In Ubungsblatt 8 werden wir sehen, dass wenn V' ein n-dimensionaler reeller Vektor-
raum ist, dann gibt es fiir K > n nur eine alternierende k-Form auf V', namlich die

Nullabbildung.

83Hierbei sollen die nicht genannten Spalten auf beiden Seiten gleich sein.
83Die Summe zweier alternierender k-Forme w,w’ ist definiert als die alternierende k-Form w-+w’, welche
gegeben ist durch (W+ &) (1, 08) = w(vr, ..o vk) W' (V1,0 w).

Ganz dhnlich konnen wir auch das Produkt einer alternierenden k-Form mit einem Skalar definieren.
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(6) Es sei V ein reeller Vektorraum. Per Definition ist V° = {0}. In diesem Fall ist
jede Abbildung V° — R multlinear und alternierend, weil es nichts zu iiberpriifen
gibt. Eine alternierende 0-Form ist also nichts anderes als eine beliebige Abbildung
{0} = R.

Folgendes elementare Lemma wird spéter eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 11.2. Es sei 7 eine alternierende k-Form auf R* und es sei A eine k x k-Matrix.
Dann gilt fiir alle vy, ..., v, € R¥, dass
n(A-vy,..., A v) = det(A) - vy, ..., vg).

Beweis. Nach der Diskussion auf Seite gibt es ein A € R, so dass

n(vy,...,v) = A-det(vg ... vg),
fiir alle vy, ..., v, € R*. Fiir beliebige v1, ..., v; € R¥ folgt also, dass

nA-vy,...,A v) = A-det(A-vy ... A-wvy)
= A-det(A-(vy ... vg))
= A-det(A) -det(vy ... vx) = det(A)-n(vy,...,v).

/T\
Multiplikativitat der Determinante [ |

11.3. Alternierende Multilinearformen II: Das Dachprodukt von Linearformen.
Die folgende Definition erlaubt es nun ganz leicht alternierende k-Formen zu konstruieren.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Es seien ¢y, ..., ¢, € V* Linearformen. Wir
definieren oA A VP - R
p1(ve) .. pr(ve)
(v1,...,v5) +— det _ :
Aew(o) - or(or)

reelle k& ;rk:—Matrix
Es ist leicht zu {iberpriifen, dass ¢1 A - - - Ay eine alternierende k-Form ist. Wir bezeichnen
diese als das Dachprodukm von @1, . . ., Pk

Beispiel. Wir betrachten jetzt den Fall V' = R"™. Fiir ©+ = 1, ..., n betrachten wir wiederum
die Abbildung dei- R* — R

(wy,...,w,) —  w;.

Dann gilt fiir Vektoren v; = < o >, t=1,...,n, dass

dzt(vy) ... dx'(vy,) Vi1 ... Unmi
(dz* A« ANda™)(vy, ..., v,) = det : : = det | : Do = det(vg . vy).
dx™(vy) ... dx™(v,) Vlp - .- Unn e Nlatric

Wir haben also gezeigt, dass die alternierende n-Form
dz' Ao Ada™: (RM)" = M(n xn,R) — R
84Der eigenwillige Name kommt von der Form des Symbols ,A”. Im Englischen wird dieses Produkt das

,wedge-product” genannt, nachdem das Symbol ,A” dort als wedge = Keil interpretiert wird.
85In der Literatur wird oft auch der Name duferes Produkt verwendet.
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gerade der Determinante entspricht.

Notation. Es sei V ein reeller Vektorraum. Die Menge der alternierenden k-Formen auf V
bildet einen reellen Vektorraum, welchen wir mit A* VV* bezeichnen.

Bemerkung. Es sei V ein reeller Vektorraum. In Ubungsblatt 8 werden werden wir sehen,
dass nicht jede alternierende k-Form als Dachprodukt von k& Linearformen geschrieben
werden kann. 9

Lemma 11.3. Es V ein reeller Vektorraum. Die Abbildung
k-Mal
V*F=V*x...xV* = AFV*
(P15 0k) = @1IA- Ay
ist multilinear und alternierend.
Beispiel. Fiir alle Linearformen ¢ und ¢ in V* gilt insbesondere folgende Gleichheit von
2-Formen: OAY = —A .
Mit ¢ = 1 folgt insbesondere fiir Linearformen, dass ¢ A ¢ = 0.
Beweis. Diese Aussage leicht folgt leicht aus den Definitionen und der Tatsache, dass die
Determinante auch multlinear in den Zeilen und alternierend in den Zeilen ist. |

Satz 11.4. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und es sei ¢4, . . ., ¢, eine Basis
fiir V*. Es sei k € {0,...,n}. Dann bilden die Dachprodukte

QOil/\"'/\(,Dik mit 1 <lg <--- <1
eine Basis von AFV*,
Beweis (x). Wir miissen folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es sei w € AFV*.

(1) Wir kénnen w als Linearkombination w = > ¢, 4, - @i A - -+ A g, schreiben.
i < <ip

(2) Die Koeffizienten ¢;, ;. sind eindeutig.

Beweis. Es sei by, ..., b, eine Basis von V', welche zur Basis ¢, ..., ¢, von V* dual ist, d.h.

es gilt 1, wenni=j

pilbi) = 0 = { 0, wenn ¢ # j.

Aus der Definition des Dachproduktes folgt leicht, dass fiir i; < -+ < i und j; < --- < jg

gilt . (i ) = (j )
AL ' 4 ' _ , wenn (21, ...,%) = \J1,---,Jk),

0 Gune e bi) = { o e

Es sei nun w € AFV*,

(1) Fiir 43 < -+ < ig setzen wir
Cil...ik = w(biw ey b’Lk) € R

Wir betrachten dann
N = Y Ciy P N Ay

<<l

86Djes ist analog zum gerne gemachten Fehler zu denken, dass in einem Tensorprodukt V @ W jedes
Element von der Form v ® w sein muss.
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Wir wollen nun zeigen, dass n = w.

(a) Es folgt aus (x), dass w und n die gleichen Werte auf allen (b, ,...,b;,) € V* mit
71 < -+ < Jr annehmen.

(b) Da 1 und w alternierend sind, folgt nun aus (a), dass w und 7 die gleichen Werte

auf (bj,,...,b;) € VF fiir beliebige ji, ..., jr annehmen.
(c¢) Da 1 und w multilinear sind, folgt nun aus (b), dass w und 7 die gleichen Werte
auf (vy,...,v;) € V¥ fiir beliebige vy, ..., v, € V annehmen
(2) Aus (x) folgt sofort die Eindeutigkeit, denn ¢;, ;, = w(bj,, ..., bj, ). |
Korollar 11.5. Es sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fiir jedes k& € {0,...,n},
gilt : koo (nY n!

Beweis. Es ist

d1m</\k V*) = #{(]17"‘7]k)‘]17"‘7]k’ S {L?n} mit J1<--- <]k} = (k)
/I\
die Anzahl der Moglichkeiten k verschiedene
Elemente aus einer Menge von n Elementen

zu wihlen betréigt gerade ( & ) m

Satz 11.6. Es sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und es seien k,l € Ny.
Dann gibt es genau eine Abbildung
APV ANV = AR
(w,0) = wWAO
mit folgenden Eigenschaften:
(1) Die Abbildung ist bilinear, d.h. fiir alle w,w;,ws € AFV* fiir alle 0,01,00 € ALV*
sowie fiir alle A € R gilt

(W +w) Ao = wi Ao +ws Ao,
wA(o14+02) = wAo+wAoy
und AwAo = A-(wAho) = wA (X o).
(2) Fiir alle Linearformen 1y, ..., Uk, n1,...,m € V* gilt
—_—— ~—_——— ~ —~— -
definiert auf Seite[I09]1 definiert auf Seite [109] definiert auf Seite
87In der Tat, denn fiir i = 1, ..., k schreiben wir v; = g)lvij - b;. Dann gilt
j=

die Multilinearitdt angewandt auf die Eintrage 1,...,k

n n 4+ n
w(vl,...,vk):w<Azlv1jl 'bjl,..., ‘Zlvljk'bjk> = ) Z lvljl...vkjk ~w(bj1,...,bjk)
Jk= :

Ji=

= Z V1jy - Ukjp - W(bjys ooy bj)  =n(v1, ... vg).

siehe (b) oben gleiche Argument riickwiirts
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Definition. Im Folgenden bezeichnen wir fiir w € A¥ V* und n € A! V* die alternierende
(k +1)-Form w A o € AFHV* als das Dachprodukt von w und o.

Beweis (). Es sei ¢, ..., p, eine Basis von V*. Es sei w € AFV* und es sei 0 € ALV*.
Nach Satz konnen wir schreiben
w o= 2 Gy ea A AN und o= 30 bi e A Ay,
i< <ip, J1<<Ji

wobei die Koeffizienten a;, . ;, € R und b;, _; € R eindeutig bestimmt sind. Wir definie-
ren@ wAo = Z Qi * Ojuit = Pin N Ny Npjy N Ny

i1 < - <

jl < e < jl

Man kann nun leicht zeigen, dass diese Abbildung die Eigenschaften (1) und (2) besitzt.
Zudem ist es ebenso leicht zu sehen, dass dies die einzige Abbildung ist, welche die Eigen-
schaften (1) und (2) erfiillt. |

Der folgende Satz ist die Fortsetzung von Satz [L1.6] Der Satz besagt, dass das Dachpro-
dukt assoziativ ist, und dass es bis auf ein geeignetes Vorzeichen kommutativ ist.

Lemma 11.7. Das Dachprodukt auf einem endlich dimensionalen reellen Vektorraum V'
besitzt auch folgende Eigenschaften:

(1) Fiir alle « € A*V* 8 € ALV* und v € A" V* gilt
(@AB)AY = aN(BA7).
(2) Fiir alle « € A*V* und 8 € A'V* gilt
/3)/\05 _ (_1)Grad(o¢)-Grad(/5) i Oé/\[))
Beweis. Die Aussage (1) folgt leicht aus Satz (2) unter Verwendung von Satz [11.4]

und Satz (1). Aussage (2) folgt nun aus Satz aus Satz[11.6] (2) und aus folgender
Behauptung:

Behauptung. Es seien @1, ..., @k, 101, ..., ¢ € V*. Dann gilt:
PrA-APAGIA Ao = (D)o A Ao AP A At

Beweis. Aus Lemma folgt, dass ¥ A ¢; = —p; A ;. Mithilfe dieser Beobachtung
erhalten wir

Ui A A AN Ak = (1% A AL Ay A Ao Aty
denn wir benétigen k Transpositionen um ; ,,nach hinten” zu schieben

T (—1)klgpl/\/\30k/\2//'1AAl/)[

wir fithren das gleiche Argument insgesamt [ mal durch [ |

Wir beschlieflen diese Diskussion von linearer Algebra mit folgender Definition.

88Wir definieren w A o also durch den Ausdruck, in dem wir die Ausdriicke fiir w und ¢ naiv ,ausmulti-
plizieren”. Wenn die Aussage des Satzes so gilt, dann folgt aus den Eigenschaften (1) und (2), dass diese
Gleichheit gelten muss.
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Definition. Eine lineare Abbildung f: U — V zwischen reellen Vektorrdumen induziert
fiir jedes k € Ny die Abbildung
f: AFVE — ARUY
*w:U* = R
VESR) = Jw :
. ) (ol 5 S ) )
Man kann mithilfe der Definitionen leicht zeigen, dass diese Abbildungen das Dachprodukt
erhalten, d.h. fiir alle « € A¥V* und 8 € AL V* gilt
fr(anB) = ffanfB AU
Bemerkung. Man kann nun leicht verifizieren, dass die Abbildungen V + AFV* und
f — [* einen kontravarianten Funktor von der Kategorie Vektp der reellen Vektorrdume
zu der Kategorie Vekty der reellen Vektorrdume definieren.

11.4. Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit.

(1) Eine Differentialform k-ter Ordnung w auf M (oder auch kurz k-Form w auf M)
ordnet jedem Punkt P € M eine alternierende k-Form wp auf dem Tangentialraum
TpM zu.

(2) Fiir zwei Differentialformen w und ¢ auf M definieren wir die Differentialform w A o
punktweise, d.h. fiir jedes P € M setzen wir (w A 0)p := wp A 0p.

Beispiele. Aus den Beispielen von alternierenden k-Formen auf Seite kénnen wir pro-
blemlos Beispiele von k-Formen auf Untermannigfaltigkeiten basteln.

(1) Nachdem A' V* = V* entspricht die obige Definition einer k-Form fiir k = 1 gerade
der Definition auf Seite [91]

(2) Auf Seite hatten wir gesehen, dass A’ V* = R. Also ist eine 0-Form auf einer
Untermannigfaltigkeit M das Gleiche wie eine Funktion f: M — R.

(3) Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit beliebiger Dimension. Dariiber hinaus sei
F: M — R" ein Vektorfeld auf M. Wir erhalten eine (n — 1)-Form §(F’) auf M,
welche fiir P € M durch folgende alternierende (n — 1)-Form gegeben ist: [

5(F>pI(TPM)n71 — R
(v1,...,0h1) +— det (F(P) vy ... vn_ll.

-

~
nxn—Matrix

Vektorfeld F

P TpM
/4 F(P)eR’
- ‘/// U1,V € Tp]\[

S(F)p(v1,v9) :=det(F(P) vy vy)

897ur Erinnerung, TpM ist ein Untervektorraum von R™, die Vektoren F(P),v1,...,v,—1 bilden also
in der Tat eine reelle n x n-Matrix.
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(4) Ein interessanter Spezialfall von (3) ist gegeben durch eine orientierte Hyperfliche
(M,v) in R3. Dann definieren die alternierenden 2-Formen

TPM X TPM — R
(v,w) = v(P)-(vxw) = det(v(P) v w)
eine 2-Form auf M.

In Kapitel hatten wir schon diskutiert, was es heiflen soll, dass eine Differentialform
erster Ordnung glatt ist. Wir werden im néchsten Teilkapitel diesen Begriff auf Differenti-
alformen beliebiger Ordnung verallgemeinern.

11.5. Glatte Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten.
(1) Es sei P € M. Wir hatten schon in Kapitelgesehen, dass f eine lineare Abbildung
fo: TpM — Typ N
induziert. Fiir k£ € Ny bezeichnen wir mit f* die induzierte Abbildung
[ ATy N — AFTpM
Lo (f*w:(TPM)k — R )
(v1,..,08) = w(fu(v1),. .., fu(vr))
(2) Fiir eine k-Form w auf N bezeichnen wir mit f*w die k-Form auf M, welche gegeben

ist durch (f*w)p. Wir bezeichnen f*w manchmal als die zuriickgezogene k-Form.

wir haben eine k-Form w auf N
y— f(P)
L 4 — f*(UL> - D.fP(UL') S Tf(p)N also

&

4

v € TpM f.=Dfp existiert wypy(fu(ve), ..., fu(vr)) €R

e

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildungen
(M,P) — AFTLM
(f: (M,P)— (N,Q)) +— (f*: NF ToN — /\kT}M)
einen kontravarianter Funktor von der Kategorie PUM der punktierten Untermannigfaltig-
keiten zu der Kategorie Vekty der reellen Vektorrdaume bilden.m

Wir wollen nun definieren, was es heif§t, dass eine Differentialform auf einer Unterman-
nigfaltigkeit M glatt ist. Fiir Differentialformen erster Ordnung hatten wir dies schon auf
Seite [94) ausgefiihrt. Die Definitionen fiir Differentialformen héherer Ordnung verlaufen nun
ganz analog.

Definition.

(1) Es sei w eine m-Form auf einer offenen Teilmenge W C R* beziehungsweise einer offe-
nen Teilmenge W C Hj,. Nach Satz bilden die Dachprodukte dz® A---A dx*" mit

9OBeispielsweise folgt dies aus der Tatsache, dass dies die Verkniipfung des kovarianten Funktors
(M, P) — TpM mit dem kontravarianten Funktor V + AF V* ist.
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iy < iy < -+ < i, eine Basis von A™ (R*)*. Wir kénnen also w als Linearkombination
betrachten:
w = >, fi in-dz" AN dx'™,
i < i

wobei f;,. i+ W — R eindeutig bestimmte reellwertige Funktionen auf W sind. Wir
sagen nun, die m-Form w ist glatt, wenn alle Funktionen f;, ; glatt sind.
(2) Es sei w eine m-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M.
(a) Es sei ®: U — V eine Karte fiir M. Wir sagen w ist glatt beziiglich der Karte
®, falls die m-Form (®~!)*w auf V N Ej, beziehungsweise auf V N Hj, glatt ist.
(b) Wir sagen w ist glatt, wenn w beziiglich jeder Karte von M glatt ist.
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz

Satz 11.8. Es sei w eine m-Form auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:
(1) Die m-Form w ist glatt auf M.
(2) Es gibt einen Atlas {®;: U; — V;}ier von M, so dass die m-Form beziiglich jeder
Karte ®; des Atlanten glatt ist.
(3) Fiir alle glatten Tangentialvektorfelder F1,. .., F,, auf M ist folgende Funktion glatt:

M —- R
P = WP(F1<P)77Fm(P))
Beweis. Der Satz wird ganz &hnlich wie Satz bewiesen. |

Notation. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M und m € Ny setzen wir nun:

Q,,(M) := Vektorraum der glatten m-Formen auf M.

Beispiel.
(1) Qo(M) ist gerade der Vektorraum aller glatten Funktionen M — R.
(2) Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und es sei F': M — R" ein glattes Vek-
torfeld auf M. Wir betrachten die (n — 1)-Form §(F) auf M, welche jedem Punkt
P € M folgende alternierende (n — 1)-Form zuordnet:

5(F)pZ(TPM)n71 — R
(v1y. oy Vp1) = det (F(P) vy ... U"_ll'

~
nxXn—Matrix

Mithilfe von Satz (1) = (3) kann man leicht zeigen, dass dies eine glatte (n—1)-
Form auf M ist.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz

Satz 11.9. Essei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
und es sei w eine m-Form auf N. Wenn w glatt ist, dann ist auch die zuriickgezogene m-Form
ffw auf M glatt.

Beweis. Der Beweis ist ganz analog zum Beweis von Satz [10.4] |
Bemerkung. Zusammenfassend haben wir also insbesondere gezeigt, dass die Abbildungen

Untermannigfaltigkeit M +—  Q,,(M),
glatte Abbildung f: M - N +—  (f*: Qu(N) — Qn(M))
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einen kontravarianten Funktor von der Kategorie UM der Untermannigfaltigkeiten zu der
Kategorie Vekty der reellen Vektorrdume bilden.

11.6. Integration von Differentialformen I. In Kapitel hatten wir gesehen, dass
wir eine glatte 1-Form auf einer orientierten kompakten 1-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit mit nichtleerem Rand integrieren kénnen. Wir wollen nun versuchen diese Aussage
zu verallgemeinern.

Notation. Es sei M eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei zudem
w eine glatte k-Form auf M. In diesem Kapitel nehmen wir erst einmal an, dass es eine Karte
¢: U — V gibt mit Trager(w) C U El Wir bezeichnen mit W: V' — U die Umkehrabbildung
von ®. Wir betrachten nun, ganz analog zur Diskussion in Kapitel [10.3] die Funktion

VNE, — R
T = Wy (z) ( \If*el,...,\I/*ek )
—— ——
enkT* Nk Vektoren in Ty 5y M

(=)

Dies ist eine glatte Funktion mit kompakten Tréger, also Lebesgue—integrierbarﬂ Wir kon-
nen nun diese Funktion integrieren, d.h. wir betrachten

(D) = [ wew (T, ..., Uey) da.
zeVNEL
UnM M
e W,eq, Uoey € Ty M
U(z) also ist wy(z)(Yser,. .., V,ep) definiert
L P
zZ e € Ly =
T »/L

Es stellt sich die Frage, ob dieser Ausdruck I(¥) von der Wahl der Karte ® abhéngt oder
nicht.
Frage 11.10. Es sei M eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit und es sei w
eine glatte k-Form auf M. Zudem seien ®: U — V und ®: U — V Karten mit Tréger

Tréiger(w) C U N U. Wir bezeichnen die Umkehrabbildungen von ® und ® mit ¥ und V.
Die Frage ist nun wie folgt: Unter welchen Voraussetzungen stimmen die Integrale

W) = [ wew(Weer,..., Voey) da

:ceVﬂEk

und

9Hierbei bezeichnen wir mit Triiger(w) C M den Abschluss der Menge aller Punkte P € M, auf denen
die Differentialform auf T pM nicht die Nullform ist.

2Fiir z € V N By ist wy ) (Vaer, ..., Veey) = (TFw),(er, .. ) Die k-Form U*w ist nach Satz
glatt, also ist die Funktion x — wq,(z)(\ll*el, ..., U.er) nach Satz 8| glatt. Da M kompakt ist, ist auch
der Tréger von w und damit auch der Trager von ¥*w kompakt.
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iberein?

—_ ,7\ V N EA = T~ ‘7 N Ek

Antwort. Indem wir zu U N U tibergehen konnen wir annehmen, dass U = U. Wir be-
zeichnen mit © den Diffeomorphismus © := ® o T: VN Ey, — VN Ey. Zum einen gilt

1) = [ wy, DY (c).....DI, () dy
yeVNEy,
= | wyy)(D¥eu) (DO, 1), ... Dl (DO, - c1)) dy
1 yeVNE,

aus der Kettenregel folgt, dass fiir y € vn Ey gilt:
DV, = D(¥00®), = DVg(, - DO,

= [ waew) (DTou (), ... D¥eg)(er)) - det(DO,) dy.
1 yeVNE,
Lemma angewandt auf die alternierende k-Form

(Ula BREE) Uk)) = 77(’017 s 7U/€) = w\f/(y) (D\I/@(y) (Ul)a ) qu@(y) (Uk))
und die £ x k-Matrix DO,

Andererseits gilt

W) = [ wew (D) (er),. .., (DV,)(er)) da
zeVNEL
= f wuow) (DPey)(e1), -, (DWeqy)(er)) - | det DO, | dy.
T xG\N/r"lEk

der Transformationssatz besagt, dass fiir eine Funktion g auf V N Ej, gilt

[ g@yde = [ g(O@))-|detDO,|dy

sEVNE, JEVNEL
Wir sehen also, dass die beiden Integrale (W) und I(¥) iibereinstimmen, wenn
det(DO,) = |det(DO,)| fiir alle y € V N Ey,
d.h. beide Integrale stimmen iiberein, wenn
det(DO,) > 0 fiir alle y € V N Ey.

Wir haben damit unsere Frage beantwortet.
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Wir fassen jetzt diese Rechnung als folgenden Satz zusammen.

Satz 11.11. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w eine glatte
k-Form auf M. Zudem seien ®: U — V und ®: U — V Karten mit Tréger(w) C U. Wir
nehmen an, dass U N M zusammenhéngend ist. Wir betrachten den Diffeomorphismus

Q:=00d L VNE, — VNE,.
Wir setzen@

+1, wenn det(DO,) > 0 fir alle y € VN E,
—1, wenn det(DO,) < 0 fiir alle y € V N Ej.

Dann gilt

f W (z) (\If*el, cee \Il*ek) der = ¢- f wyeq,(y)(\ff*el, cee \Il*ek) dy.

zeVNEg VnEk

Nachdem also im Allgemeinen das Integral

[ wo (Waler), ..., Ualer)) da

VNEy

von der Wahl der Karte abhéngt, kénnen wir den Ausdruck nicht als Definition des Integrals
von einer k-Form auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit verwenden. Andererseits
haben wir gesehen, dass wir ,nahe dran” sind, d.h. wir miissen noch versuchen, das ,, Vor-
zeichenproblem” unter Kontrolle zu kriegen. Um dies zu erreichen benétigen wir noch den
Begriff des orientierten Vektorraumes und der orientierten Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. Bei der Diskussion des Integrals einer Differentialform auf einer eindimen-
sionalen Untermannigfaltigkeit M hatten wir ebenfalls gesehen, dass das Integral von der
Wahl einer Orientierung von M abhéngt. Es ist also nicht iiberraschend, dass diese Proble-
matik auch bei der Integration von k-Formen auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten
auftritt.

11.7. Orientierte Vektorraume und Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum von Dimension k € N.

(1) Es seien X = (xq,...,25) und Y = (y1,...,yx) zwei Basenﬁ von V. Nach [Nall
Definition 10.8] ist die Basiswechselmatrix Ay y = (a;;) definiert als die k x k-Matrix,

welche eindeutig bestimmt ist durch x; = > aj; - y;.
j=1

(2) Wir sagen zwei Basen X und Y von V sind &quivalent, wenn die Determinante der
Basiswechselmatrix Ax y positiv ist.

Bemerkung. Wir werden in Prisenziibungsblatt 9 sehen, dass dies in der Tat eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge der Basen von V' ist, und dass es genau zwei Aquivalenzklassen
von Basen gibt.

9BWarum tritt genau einer der beiden Fille in der Definition von e auf?

9Als Basis von V betrachten wir eine ,angeordnete Menge von Vektoren’., d.h. wir unterscheiden
zwischen (v1,...,v;) und einer Permutation der Vektoren. Beispielsweise sind (e1,e2) und (es,e;) nicht
dquivalente Basen von R2.
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Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum von Dimension & € N.

(1) Eine Aquivalenzklasse von Basen heifit Orientierung fiir V.

(2) Wir bezeichnen V' zusammen mit einer Orientierung als orientierten Vektorraum.

(3) Es sei (V,O) ein orientierter Vektorraum. Wir nennen eine Basis (vq,...,v;) eine
positive Basis, wenn (vy,...,v;) in O liegt, andernfalls sagen wir, dass (vy,...,vx)
eine negative Basis ist.

Beispiele.

(1) Es sei V ein eindimensionaler reeller Vektorraum. Dann ist jeder von 0 verschiedene
Vektor eine Basis, und zwei Vektoren v und w geben die gleiche Orientierung, genau
dann, wenn w = a - v fiir ein a € Ry

1-dimensionaler Vektorraum V' ~_

nicht dquivalente Basen von V'

(2) Wenn wir nichts anderes sagen, dann betrachten wir R” immer mit der Orientierung,
in der die “kanonische” Basis (e, ..., e,) eine positive Basis ist.

(3) Wir betrachten R? mit der kanonischen Orientierung, welche durch die Basis (eq, e3)
festgelegt ist. Es sei nun (v, vs) eine beliebige Basis fiir R%. Es sei ¢ € (—m, ) der

(%] >\ €9

(%)

€1

Winkel um den man vy gegen den Uhrzeigersinn drehen muss, so dass v; in die gleiche
Richtung wie vy zeigt. In Ubungsblatt 9 werden wir sehen, dass die Basis (vy, v5)
genau dann eine positive Basis von R? ist, wenn ¢ € (0, ).

(4) Es sei V ein 2-dimensionaler Untervektorraum von R?® und es sei u # 0 € R? ein
Normalenvektor zu V. Dann legt u eine Orientierung auf V' wie folgt fest:lﬂ

eine Basis (v, w) ist positiv fiir V<= det(u v w) > 0.

Die geometrische Bedeutung der Definition ist wie folgt: eine Basis (v, w) ist positiv,
wenn man den Vektor w aus v durch Drehung um die u-Achse um einen Winkel
¢ € (0,7) erhélt.Wir konnen diese Beobachtung noch anschaulicher formulieren:
(v, w) ist eine positive Basis von v, wenn gilt:

(a) der Daumen zeigt in die u-Richtung,

(b) der Zeigefinger zeigt in die v-Richtung,

PEtwas genauer gesagt, es sei ¢ € (—m, 7) der Winkel, so dass es ein A > 0 gibt mit

(C?S(p —smap) V= X
sin ¢ cos ¢

9Wenn man genau hinschaut, dann ist hier folgende Aussage versteckt: wenn (v, w) und (v/,w’) positiv
sind, d.h. wenn det(u v w) > 0 und det(u v" w’) > 0, dann sind (v,w) und (v',w’) dquivalente Basen
von V. Diese Aussage wird in Ubungsblatt 9 bewiesen.
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(c) der Mittelfinger zeigt in die w-Richtung.

7 Ty

den zweiten Basisvektor w  der Daumen zeigt in die u-Richtung

erhalten wir durch Drehung der Zeigefinger zeigt in die v-Richtung
“entlang der Finger” der Mittelfinger zeigt in die w-Richtung

Notation. Es sei V C R3 ein 2-dimensionaler Untervektorraum. In Bildern spezifieren wir
eine Orientierung wie folgt:

(1) Wir zeichnen einen orientierten Kreisabschnitt um den Ursprung.

(2) Wir sagen eine Basis (v, w) ist positiv, wenn man den zweiten Vektor v durch Stre-
ckung und Drehung um einen Winkel ¢ € (0,7) in Richtung des Kreisabschnitts
erhalt.

(v, w) ist positive Basis von V/ (v, w) ist keine positive Basis von V

Definition. Es seien V und W orientierte Vektorréiumeﬂ Wir sagen ein Isomorphismus
®: V — W ist orientierungserhaltend, wenn das Bild einer positiven Basis von V' eine
positive Basis von W ist. Andernfalls sagen wir, dass ® orientierungsumkehrend istﬁ

Lemma 11.12.

(1) Die Verkniipfung von zwei orientierungserhaltenden Isomorphismen ist wiederum
orientierungserhaltend.

(2) Das Inverse eines orientierungserhaltenden Isomorphismus ist wiederum orientie-
rungserhaltend.

Beweis. Die Aussagen des Lemmas folgen problemlos aus den Definitionen und elemen-
taren Eigenschaften der Determinante. Wir werden die Aussagen in Prisenziibungsblatt 9
beweisen. |

Definition. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von Dimension k € N.

(1) Eine Pré-Orientierung fiir M ist eine Abbildung, welche jedem Tangentialraum T p M
eine Orientierung zuordnet.

9Genauer gesagt, miisste man schreiben, es seien (V, @) und (W, P) orientierte Vektorriiume, aber wir
unterdriicken ,,@” und ,,P” in der Notation, genauso wie wir sagen ,,Sei K ein Korper”, anstatt zu schreiben
»3ei (K, +,-) ein Korper”.

98Es seien B und C positive Basen von V. Wenn ®(B) eine positive Basis von W ist, warum folgt dann
auch, dass ®(C') eine positive Basis von W ist?
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(2) Wir sagen eine Pra-Orientierung ist stetig beziiglich einer Karte ®: U — V| wenn
auf jeder Komponente K von U N M entweder gilt [T

®,: T,M — TeuE, =R" ist orientierungserhaltend fiir alle z € K
oder Q,: TeM — TowEr = R¥ ist orientierungsumkehrend fiir alle z € K.

(3) Wir sagen eine Pri-Orientierung ist eine Orientierung, wenn die Pré-Orientierung
beziiglich allen Karten stetig ist.

(4) Eine Untermannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung heifit orientierte Unter-
mannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit, fiir die man eine Orientierung finden

kann, heifit orientierbare Untermannigfaltigkeit.
Bevor wir uns den Beispielen zuwenden erwahnen wir noch folgendes Lemma, welches

die gleiche Rolle spielt wie Satz [2.8] Satz und Satz

Lemma 11.13. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit. Eine Pré-Orientierung von M ist
eine Orientierung, wenn es einen Atlas fiir M gibt, so dass die Pra-Orientierung beziiglich
allen Karten des Atlanten stetig ist.

Beweis. Der Beweis des Lemmas ist dhnlich wie der Beweis von Satz [2.8] [ |
Beispiele.

(1) In Kapitel hatten wir den Begriff der Orientierung einer Hyperfliche mithilfe
von Einheitsnormalenfeldern eingefithrt. Man kann leicht zeigen, dass die Definition
in Kapitel aquivalent ist zur obigen Definition. In der Tat, sei M C R" eine
Hyperfliche, dann gilt:

(A) Es sei v ein Einheitsnormalenfeld, d.h. ein normiertes Normalenfeld auf M. Es
sel P € M. Wie aus Seite [119] sagen wir, dass eine Basis (v, ..., v,_1) von TpM

ist positiv, wenn
det(v(P) vy ... v,—1) > 0.

Mithilfe von Satz kann man zeigen, dass dies eine Orientierung auf M defi-
niert.

(B) Umgekehrt, nehmen wir an, wir hétten eine Orientierung fiir jeden Tangential-
raum TpM, welche die Stetigkeitsbedingung erfiillt. Wir wollen nun ein stetiges
normiertes Normalenfeld auf M konstruieren. Sei also P € M. Es gibt dann
genau einen Vektor w € R", welche folgende Eigenschaften besitzt:

e wel TpM,

e ||w| =1, und

e fiir eine positive Basis vy, ..., v,_1, von TpM gilt det(w vy ... v,_1) > 0.
erfiillt. Mithilfe von Satz kann man nun zeigen, dass dieses normierte Nor-
malenfeld stetig ist.

Wir werden im Folgenden zwischen diesen beiden Gesichtspunkten kommentarlos

hin- und herwechseln.

99Hierbei betrachten wir R* mit der kanonischen Orientierung, welche durch ey, ..., e, gegeben ist.
100Anders ausgedriickt, im Hinblick auf Lemma [11.12] (2) gilt fiir ¥ = ®~! entweder

fiir alle x € ®(K) ist {W.(e1),...,¥s(er)} ist eine positive Basis von Ty )M
oder fir alle x € ®(K) ist {W.(e1),...,P.(ex)} ist eine negative Basis von Ty ;) M.
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__— Einheitsnormalenfeld v

Fliche in R3
—— TpM

V v(P)
Orientierung des Tangentialraums, d.h. der erste Basisvektor
wird in diese Richtung um einen Winkel ¢ € (0, 7) zum zweiten gedreht,
um eine positive Basis zu erhalten

(2) Es sei f: R™ — R eine glatte Funktion und z € R ein reguldrer Wert. Wir betrachten
die (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M := f~'({z}). Es sei nun P € M.
Wir sagen eine Basis (vy,...,v,_1) von TpM ist positiv, wen

det(Grad f(P) vy ... v,-1) > 0.

Dies definiert eine Orientierung fiir jeden Tangentialraum TpM. Es folgt nun aus
Satz und dem vorherigen Beispiel, dass diese Orientierungen tatséchlich eine
Orientierung fiir M definieren.

////// > ///52:{(337/!/72)GRB‘f(x*y7Z) ::x2+y2+22:1}

Orientierung von Tp S?

Grad f(P)

(3) Es sei M eine zusammenhéngende eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit nicht-
leerem Rand. In Kapitel hatten wir schon den Begriff einer Orientierung auf M
eingefiihrt. Die beiden Gesichtspunkte sind dquivalent, denn auf einer eindimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit ist ein Tangentialvektor v # 0 auf TpM das Gleiche wie
eine Basis fir TpM.

~__ orientierte 1-dimensionale
- Untermannigfaltigkeiten o L):

-

(4) Es sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R", z.B. eine offene Teilmen-
ge von R™. Dann gilt fiir jeden Punkt P € M, dass TpM = R". Die Standardbasis
des R™ definiert nun eine Orientierung von M. Wenn wir nichts anderes sagen, dann
betrachten wir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ immer mit dieser
Orientierung.

Das folgende Lemma besagt nun insbesondere, dass nicht jede Untermannigfaltigkeit
orientierbar ist.

Lemma 11.14. Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

1017ur Erinnerung, nach Satz gilt fir P € M, dass TpM = {v € R*|v L Grad f(P)}. Es sei
nun (vy,...,v,—1) eine Basis von TpM, es folgt dass (Grad f(P),v; ...,v,—1) eine Basis von R™ bildet,
insbesondere gilt det(Grad f(P) vy ... vp—1) # 0.
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__— das Mobiusband ist nicht orientierbar

(LY

i

Beweis (x). Wir geben zuerst eine mathematisch saubere Beschreibung des Mobiusbands.
Fir ¢, € R, e € {—1,1} und r € (—1, 1) setzen wir

cosp —singp 0 2 2 4 rsiny sin (w—i-eg)
A(p):=[sing cosp 0),u=[0],v(rv¢):= 0 und w (1) := 0 :
0 0 1 0 rcos cos (¢ + €%)

Wir beschreiben das Mobiusband als
M = {A((p) -v(r, %go) | ¢ €10,27] und r € (—1, 1)}
Wir erhalten also das Mobiusband in dem wir ein offenes Intervall entlang des Kreises
K = {A(p) - ulp € [0,27]}

verdrillen. An einem Punkt K (¢) = A(p)-u ist die Menge der normierten Normalenvektoren

z
)
K/L Mobiusband

gegeben durch K(p) := {A(p) - wﬁ(g) !e € {—1,1}}. Nehmen wir an, es gibe doch ein
Einheitsnormalenfeld v. In dem wir v auf K einschrénken erhalten wir insbesondere eine
stetige Abbildung N G {}?(go) ’ e [0,27?]},

mit v(K(p)) € K(p). Fiir ¢ € [0,27) bezeichnen wir mit e(¢) € {—1,1} das eindeutig
bestimmte Element mit v(K(p)) = A(p) - wG(‘P)(%)' Die Abbildung e: [0,27) — {—1,1}
ist stetig, also nach Lemma konstant. Dann gilt

da K(0) = K(2m) da v stetig
v v
AO) - w(©) = vKO) = v(KED) = lim oK) = lin Al) wip (%)
= lim A(p) 'we(o)(g) = AQ27) - weoy(m) = A(0) - (—we)(0)).
4 =21 4
da e konstant da A(27) = A(0) und we(¢) = —w (Y + )

Wir haben also gezeigt, dass A(0) - we)(0) = —A(0) - we)(0). Aber dieser Vektor ist nicht
der Nullvektor. Wir haben also einen Widerspruch erhalten. [

Wir beschlieflen das Teilkapitel mit folgender Definition.
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Definition. Es sei nun M eine orientierte Untermannigfaltigkeit von Dimension k € NFEI
Wir bezeichnen dann mit —M die Untermannigfaltigkeit mit der entgegengesetzten Orien-
tierung, d.h. eine Basis (vy, ..., v;) eines Tangentialraumes ist positiv fiir —M, genau dann,
wenn sie negativ fiir M ist.

Bemerkung. Wenn M eine zusammenhéngende orientierte nichtleeere Untermannigfaltig-
keit von Dimension > 0 ist, dann kann man &hnlich zu Satz zeigen, dass M genau zwei
verschiedene Orientierungen besitzt, ndmlich M und —M.

11.8. Integration von Differentialformen II.

Definition. Es sei M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir nennen
eine Karte ®: U — V orientierungserhaltend, wenn fiir alle x € U N M der Isomorphismus

®, =Dd,: T.M — T, (VNE,) =R"
orientierungserhaltend ist.

Lemma 11.15. Jede orientierte Untermannigfaltigkeit besitzt einen Atlas, welcher nur
aus orientierungserhaltenden Karten besteht.

Beweis. In der Tat, es sei {®;: U; — V;}icr ein Atlas. Durch Einschrianken auf die Kompo-
nenten der U; konnen wir annehmen, dass alle U; zusammenhéngend sind. Wenn &: U — V
eine Karte ist, so dass V' zusammenhéngend ist, aber so dass ® nicht orientierungserhal-
tend ist, dann ist © o ® mit (x4, ..., z,) := (=21, 29, ..., x,) eine orientierungserhaltende
Karte mit dem gleichen Definitionsbereich. [

Definition. Es sei w eine glatte k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit. Wir nehmen zuerst an, dass es eine orientierungserhaltende Karte
®: U — V von Typ (i) mit Tréger(w) C U gibt. Wir bezeichnen mit ¥: V. — U die
Umkehrabbildung von ®. Wir definieren nun

f w o= f woz) (Vi(er), ..., Uiley)) da.

zeVNEL
Das folgende Lemma besagt nun, dass diese Definition nicht von der Wahl der orientie-
rungserhaltenden Karte abhingt:
Lemma 11.16. Es sei M eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei w eine glatte k-Form auf M. Es seien zudem ®: U — V und : U — V zwei
orientierungserhaltende Karten mit Trager(w) C U N U. Wir bezeichnen mit ¥ und ¥ die
Umkehrabbildungen von ¢ und ®. Dann gilt

f wo(z) (Vsler), ..., Uuley)) dz = f W (z) ({Iv/*(el), o, U(ey)) da.

2EVNE) z€VNE

Beweis. Indem wir die Karten auf UNU einschrinken kénnen wir annehmen, dass U = U.
Wir betrachten den Diffeomorphismus

@::(Po\ff:f/ﬂEk — VN E,.

102Genauer gesagt, miisste man schreiben, es sei (M, O) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, aber wir
unterdriicken ,,0” in der Notation.
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Es folgt nun aus Satz [11.11} dass es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes ) € VN Ey. gilt
det(DOg) > 0, d.h. dass DOg: R¥ — R* orientierungserhaltend ist. Es sei also Q € VN E,.

Wir wollen zeigen, dass DOg: R¥ — R* orientierungserhaltend ist. Wir setzen P = ¥(Q).
Dann ist

Kettenregel
~ + ~
(D(®oT),=DOg: R* 5 R*) = (D&p: TpM —+R¥) o (D¥q:R* — TpM).
orientierungserhaltend, da orientierungserhaltend, da
® orientierungserhaltende ® orientierungserhaltende
Karte ist Karte ist

Es folgt nun aus Lemma [11.12} dass die lineare Abbildung DO, selber orientierungserhal-
tend ist. ]

P —~— - TpM U
?.\/ B —
‘1% X\ ¥
d d 0
VNE, — © '/ - ‘7 N E,

11.9. Integration von Differentialformen III. In diesem Kapitel wollen wir das Inte-
gral von einer beliebigen glatten k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit einfithren. Wir wollen die Definition, ganz analog zu Kapitel [5.2] auf
den im vorherigen Teilkapitel diskutierten Fall zuriickfithren. Wir erinnern dazu an folgende
Definition von Seite [76]

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Es sei {U;}i—1,_., eine offene Uberdeckung
von X. Eine Zerlegung der Eins beziiglich der offenen Uberdeckung {Ui}i=1..m sind stetige
Funktionen @1, ..., p,: X — [0, 1], welche folgende Eigenschaften besitzen:

(1) fiir jedes ¢ € {1,...,m} ist Triager(p;) C Uj,

(2) fiir jedes x € X gilt p1(z) + -+ + pm(z) = 1.
Satz 11.17. Es sei M eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Zu jedem endlichen Atlas
{®;: Ui = V;}iz1..» gibt es eine glatte Zerlegung der Eins zy,...,2.: M — [0, 1].

Beweis. Der Beweis von Satz[I1.17]ist ganz &hnlich zum Beweis von Lemma |

Definition. Es sei M eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
es sei auflerdem w eine glatte A-Form auf M. Nach Lemma [11.15 existiert ein Atlas
{®;: U; — Vi}i=1,.,» aus orientierungserhaltenden Karten. Nach Satz existiert zu-
dem eine glatte Zerlegung der Eins z1,...,z.: M — [0, 1]. Wir definieren nun

leww.
M

——
definiert in Kapitel

T

J\I/U:Z

=1

Das folgende Lemma besagt nun, dass diese Definition nicht von den getroffenen Wahlen
abhéngt. Dieses Lemma spielt die gleiche Rolle wie Lemma [5.3
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Lemma 11.18. Das Integral einer glatten k-Form auf einer orientierten kompakten k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit ist wohldefiniert.

Beweis (x). Es sei w eine glatte k-Form auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M. Es seien y1,...,y, und z,..., 2 zwei glatte Zerlegungen der
Eins. Dann gilt

p

> [uw = [ (S5)u-w = X [25u

i=1 M T i=1 pf i=1 ppj= T T 1M
denn Z z;=1 Linearitat das gleiche Argument
J=1 des Integrals riickwérts [ |

Bemerkung. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass fiir das Integral von k-Formen die
,iblichen” Aussagen gelten. Beispielsweise, gilt fiir alle glatten k-Formen w,w’ auf M und

alle A € R, dass
fn+w f77+fw und f/\-w:)\-fw.
M M M

Satz 11.19. Es sei M C R" eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit und es sei w eine glatte k-Form auf M. Dann gilt:

{uw:_iw’

Beweis. Es folgt direkt aus der Definition des Integrals von k-Formen, dass es geniigt
den Fall zu betrachten, dass es eine orientierungserhaltende Karte ®: U — V fiir M mit
Trager(w) C U gibt. Wir betrachten die durch

O(x1, T, ..., xy) = (—x1,%9,...,T,)

definierte Abbildung. Fiir alle z € 1% gilt offensichtlich, dass det DO, = —1. Die Karte
®:=00d:U =V = @(\7) ist dann eine orientierungsumkehrende Karte fiir M, oder
anders ausgedriickt, eine orientierungserhaltende Karte fiir — M.

Wir bezeichnen nun mit ¥: V — U und U: V — U die Umkehrabbildungen von ® und
®. Wir erhalten nun, dass

denn ¥ ist orientierungs- denn U ist orientierungs-
erhaltend fiir —M erhaltend fiir M
N ~ N
fw :f\ll*w :—f\I/*w:—fw.
-M v 0 1% M
siehe Satz [I1.11] [}

Folgender Satz gibt uns die Transformationsformel fiir das Integral von k-Formen auf
orientierten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten.

Satz 11.20. Es sei f: M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus zwischen
zwei orientierten kompakten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Zudem sei w eine
glatte k-Form auf N. Dann gilt f Fru = f w.
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Beweis. Der Beweis des Satzes ist, wenn man die Definitionen verdaut hat, vollig elementar
und wird in Ubungsblatt 9 ausgefiihrt. [

Wir betrachten im Folgenden noch ein paar Spezialfille des Integrals einer k-Form, welche
wir spater verwenden werden.

Lemma 11.21. Es sei M C R" eine kompakte Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0.
(1) Es sei w eine glatte n-Form auf M. Dann gilt

f w = f we(€1,. ., en).

M zeM

S~~~ & ~- Z

Integral von n—Form Integral von Funktion
(2) Es sei f: M — R eine glatte Funktion. Dann gilt
ff-dxl/\---/\dx": ff(w)
M zeM
~ >
~ N——
Integral von n—Form Integral von Funktion

Beweisskizze. Nachdem M eine Nullmenge ist, geniigt es wenn wir die Gleichheiten der
Integrale tiber der offenen Teilmenge M = M \ OM von R" zu beweisen.

(1) Die erste Aussage folgt aus der Definition angewandt auf die orientierungserhaltende

Karte ® = id.
(2) Die zweite Aussage folgt aus (1) und der Tatsache, welche wir auf Seite bewiesen
hatten, dass (dx' A--- Adz™)(eq, ..., e,) = 1. |

Der folgende Satz besagt, dass wir den Flufl von einem Vektorfeld durch eine orientierte
Hyperflache als Integral iiber eine Differentialform interpretieren kénnen.

Satz 11.22. Es sei n > 2, es sei N eine kompakte Hyperfliche in R” und es sei v: N —
R™ ein Einheitsnormalenfeld. Es folgt aus der Diskussion auf Seite [I21] dass wir N als
orientierte Untermannigfaltigkeit auffassen konnen. Es sei zudem F': N — R" ein glattes
Vektorfeld. Wir bezeichnen mit §(F") die zu F' zugehorige glatte (n— 1)-Form auf N, welche
an jedem Punkt P € N gegeben ist durch
5(F>pi (TpM)nil — R
(V1,...,0n1) +— det(F(P) vy ... vp_1).

Dann gilm f 5(F) _ j‘ Faoy

—— ——
Intgral von (n—1)-Form Fluss von F durch (N, v)

Fiir den Beweis von Satz[11.22 benotigen wir die folgende Verallgemeinerung des Kreuz-
produkts.

Definition. Es seien vq,...,v,-1 € R". Wir bezeichnen mit v; x --- X v,_; € R" das
verallgemeinerte Kreuzprodukt von vy,...,v,_1, d.h. den Vektor in R"™ der festgelegt ist

103Auf der linken Seite betrachten wir also das Integral der Differentialform §(F), hierbei betrachten
wir N als orientierte Untermannigfaltigkeit mit der durch v festgelegten Orientierung, siche Kapitel
Auf der rechten Seite betrachten wir das Integral der reellwertigen Funktion x — F(z) - v(x).
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Hyperflache N
Vektorfeld F

F(z) e R?

G e Ty

O(F)z(v1,09) :=det(F(x) vy v7)
: T(A\v

Einheitsnormalenfeld v

durch™

k—te Koordinate von die (n—1) x (n—1)-Matrix, welche man

= (—l)kH - det erhilt, indem man aus der Matrix

R (v1 ...,vp1) die k-te Zeile streicht
Lemma 11.23. Es seien vq,...,v,_1 € R”. Das Kreuzprodukt v; X --- X v,,_ besitzt
folgende Eigenschaften:

(a) v1 X -+ X v, steht senkrecht zu vy, ..., v, 1,
(b) v X =+ X vy_1]] = \/Gram(vy, ..., V1),
(c) det(yl X oo X Up_q V1 ... U"*L) > 0.

n X n-Matrix

Zudem ist das Kreuzprodukt der einzige Vektor in R”, welche (a), (b) und (c) erfiillt.

Beweis von Lemma [11.23 Der Beweis von Satz [£.9] kann leicht verallgemeinert werden
um diese allgemeine Aussage zu beweisen. [

Beweis von Satz [11.22] Es sei n > 2, es sei N eine kompakte Hyperfliche in R" es sei
v: N — R"” ein Einheitsnormalenfeld und es sei F': N — R" ein glattes Vektorfeld. Es folgt
aus den Definitionen, dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass es eine orientierungser-
haltende Karte ®: U — V mit Tréger(F) C U gibt. Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die
Umkehrabbildung von &.

Es sei nun x € V N E,. Wir schreiben F' = F(¥(z)) sowie v = v(¥(x)), und fiir
i=1,...,n — 1 schreiben wir v; := (DW¥,)(e;). Wir erhalten, dass

denn Triger(F) C U Definition von 6(F')

+ +
[o(F) = [ 6(F)(vr,...,v00) = [ det(F vy ... 0,01
N VNE,-1 VNE,-1

= f Fe(vy X - Xv,.1) = f F-u‘\/Gram(vl,...,vn,l) :fF-y.

’I\ VNE,—1 ’I\ VNE,—1 T N
folgt aus der Definition des esist vy X ++- X vy_1 =V- \/Gram(vl, cee v@, Definition
Kreuzprodukts vy X -+ X vp,_1 denn beide Vektoren erfiillen (a), (b) und (c auf Seite {4
und der Laplace-Entwicklung
nach der ersten Spalte [ |

104R4ir zwei Vektoren in R3 ist dies gerade das iibliche Kreuzprodukt.

10511 der Tat, beide Vektoren haben offensichtlich die Eigenschaften (a) und (b). Es verbleibt zu zeigen,
dass det(v vi,..., v,_1) > 0. Dies sieht man wie folgt. Da ey, ..., e,_; eine positive Basis von R™™! ist,
und da die Karte orientierungserhaltend ist, wissen wir, dass vy, ...,v,_1 eine positive Basis des Tangenti-
alraums Ty ;)M ist. Aber nach Definition unserer Orientierung, sieche Seite bedeutet das gerade, dass
det(v vy,..., vy—1) > 0.



131

Fiir explizite Berechnung des Integrals von k-Formen wollen wir nun noch ein Analogon
von Satz [5.8 formulieren.
Definition. Es sei M eine kompakte orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™ und es sei ¥U: Q — M eine Parametrisierung im Sinne der Definition von Seite [50]
Wir nennen die Parametrisierung orientierungserhaltend, wenn fiir alle P € Cj gilt, dass
(D¥p -e1,...,DUp - e;) eine positive Basis von Ty(pyM ist.

Satz 11.24. Es sei M eine kompakte orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
es sei w eine glatte k-Form auf M. Es sei zudem W: () — M eine orientierungserhaltende
Parametrisierung von M. Dann gilt

fw = f wq,(x)(P\I/x-61,...,D\I/x-e,3).
M zeQ

~
d.h. die k Spalten von DV

glatte k-Form w

orientierungserhaltende

Parametrisierung W

Beweisskizze. Es gilt:lTE]
da OM Nullmenge in M wie in Satz analog zu Lemma [T1.2]]
+ + +
Jo = [ o = [ oo = [ (Tw.le....e)
M M\OM Q\9Q z€Q\0Q
= [ wewD¥er,....DUer) = [ wouDV,-er,...,DT, - ).
+ zeQ\0Q T e
Definition von U*w da 9@ Nullmenge in @ [ |

11.10. Null-dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir haben bisher nur Unterman-
nigfaltigkeiten der Dimension gréfier Null behandelt. Um diese Diskriminierung zu beenden
fithren wir noch folgende Definition ein.

Definition. Es sei M eine kompakte null-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”, d.h.
M besteht aus endlich vielen Punkten P, ..., P.

(1) Wir definieren eine Orientierung fiir M als eine Funktion M — {—1,1}. Mit ande-
ren Worten, eine Orientierung besteht aus der Wahl eines Vorzeichens ¢; fiir jeden
Punkt P;.

(2) Es sei nun w eine 0-Form auf M, d.h. w ist eine Funktion M — R. Im Hinblick auf
die Diskussion auf Seite [47 definieren wir

iw — iei-f(Pi).

106G enaues hinschauen zeigt, dass einige Schritte nicht ganz genau begriindet sind. Fiir einen exakten
Beweis miisste man die Beweisstrategie von Satz [11.24] verwenden.
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+1le +le— orientierte 0-dimensionale

—1l e —1e / Untermannigfaltigkeit
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12. VORBEREITUNGEN FUR DEN SATZ VON STOKES

Wir sind immer noch auf dem Weg zur Formulierung des Satzes von Stokes. Dieser ist
die in Kapitel versprochene Verallgemeinerung des Gauflschen Integralsatz und
von Satz[10.12] In Kapitel hatten wir schon angedeutet, dass diese Verallgemeinerung
in etwa von folgender Form sein soll:

Es sei M eine k-dimensionale kompakte orientierte Untermannigfaltigkeit und es sei w
ein ,mathematisches Objekt” auf M, welches auf OM integriert werden kann. Dann soll
gelten

f “Differential” oder ,Ableitung” von w = f w.

M oM
Die Diskussion des vorherigen Kapitels legt nahe, dass dieses mathematische Objekt und
dessen ,,Differential” wohl Differentialformen sein sollen.

Bevor wir zu diesem Punkt gelangen, miissen wir noch zwei Fragestellungen klaren:

(1) Das Integral von Differentialformen macht Sinn tiber orientierten Untermannigfal-
tigkeiten. Wenn M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist, dann miissen wir uns
davon iiberzeugen, dass dann auch M eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist.

(2) Wenn w eine (k — 1)-Form auf M ist, dann miissen wir das Differential dw einfiihren.
Dieses Differential muss ein mathematisches Objekt sein, welches wir iiber der k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M integrieren kénnen. Es liegt nahe, dass es
sich bei dw um eine k-Form handeln soll.

In diesem Kapitel behandeln wir diese beide Themen. Im darauf folgenden Kapitel werden
wir dann den Satz von Stokes formulieren und beweisen.

12.1. Orientierte Untermannigfaltigkeiten mit Rand.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es sei P € dM und es
seiv e TpM.
(1) Wir sagen der Vektor v zeigt nach aulen, wenn v € TpdM und wenn es eine Kurve
v: (a,0] = M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.
(2) Wir sagen der Vektor v zeigt nach innen, wenn v ¢ TpOM und wenn es eine Kurve
v:[0,a) = M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

— v zeigt nach auflen

v zeigt nach innen
M kc HF
\ M =MnE_,

N .
0,1) = M mit v'(0) =v / v zeigt nach aufien

Kurve ~v:

Beispiel. Es sei M C H* eine offene Teilmenge, dann ist M eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand OM = M N Ey_;. Man kann leicht zeigen, dass fiir P € M und
(Ul, c. ,'Uk) S TPM gllt

(v1,...,v;) zeigt nach auflen <= v <0,

und (v1,...,v;) zeigt nach innen <= v > 0.
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Wir wollen nun zeigen, dass der Rand einer orientierten Untermannigfaltigkeit eine ka-
nonische Orientierung besitzt.

Definition. Es sei £ > 1 und es sei M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit. Es sei P € OM und vy, ..., v,_1 eine Basis von TpoM. Wir definieren nun

(v1,...,Uk_1) iSt eine es gibt einen Vektor w der nach auflen zeigt, so dass
positive Basis von TpOM (w,vy,...,v,_1) eine positive Basis von TpM ist.

Tangentialvektoren, welche nach auflen zeigen

M

—

Wir miissen nun noch zeigen, dass diese Orientierungen der Tangentialriume TpOM in
der Tat eine Orientierung der Untermannigfaltigkeit M ergeben. Dies ist ist die Aussage
des néchsten Lemmas.

Lemma 12.1. Es sei M eine orientierte Untermannigfaltigkeit. Die gerade eingefiihrten
Orientierungen der Tangentialriume T pdM bilden eine Orientierung der Untermannigfal-
tigkeit OM.

Beweis (x). Wir zeigen zuerst folgende Behauptung,.

Behauptung. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es sei P € 0M und es
seiv € TpM. Zudem sei ®: U — V eine Karte um P. Wir setzen ) = ®(P). Dann gilt

v zeigt nach auBen <= letzte Koordinate von ®,(v) € TgFE), = R ist negativ.

Beweis. Die Karte ®: U — V gibt insbesondere einen Diffeomorphismus zwischen der
Untermannigfaltigkeit U N M mit Rand U N (OM) und der Untermannigfaltigkeit V' N Hy
mit Rand V' N E;_;. Ein Diffeomorphismus zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Rand
schickt offensichtlichm Vektoren die nach auflen zeigen wieder auf Vektoren die nach auflen
zeigen. Die Behauptung folgt nun aus dem obigen Beispiel. H

Fiir eine Karte der Untermannigfaltigkeit M kann man nun die Stetigkeit der Pra-
Orientierung auf OM leicht mit der obigen Behauptung beweisen. Es folgt nun aus Lem-
ma [I1.13] dass die Pré-Orientierung eine Orientierung auf 9M ist. u

Konvention. Wenn M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
ist, dann betrachten wir M immer mit der gerade eingefiithrten Orientierung.
Beispiele.
(1) Es sci M= {(y)|a? o < 1)
die Einheitsscheibe im R2. Dies ist eine Kodimension-Null Untermannigfaltigkeit.
Wie auf Seite angemerkt, betrachten wir M als orientierte Untermannigfaltig-
keit, wobei die Orientierung durch die iibliche Orientierung von R? gegeben ist. Die

Untermannigfaltigkeit 0M, d.h. der Einheitskreis, hat dann die Orientierung, welche
sentgegen dem Uhrzeigersinn zeigt”.

107\Warum ist das offensichtlich?
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M vy ist eine positive Basis fiir Tp(OM), denn
(F,vy) ist eine positive Basis fiir TpM = R?
% |
P Vektor F' zeigt nach auflen

(2) Wir betrachten den Zylinder Z = [—1,1] x S* C S3 mit der Orientierung, welche
durch die Normalenvektoren gegeben ist, welche ,nach auflen” zeigen. Die Orientie-
rungen auf den Randkomponenten {—1} x S* und {1} x S! sind in der Abbildung
skizziert.

Z =[-1,1] x S _— Orientierungsvektor von Z

Orientierung der

Vektor zeigt nach aufien ~_
Randkomponente

[~

~ Vektor zeigt
nach auflen

Orientierung der
Randkomponente

(3) Es sei M eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R*. Wie auf Sei-
te fassen wir M als orientierte Untermannigfaltigkeit auf. Wir hatten auf Seite
das duflere Finheitsnormalenfeld auf OM eingefithrt. Auf Seite hatten wir gese-
hen, dass ein solches d&uflere Einheitsnormalenfeld eine Orientierung auf OM definiert.
Man kann nun leicht nachvollziehen, dass diese Orientierung gerade der Orientierung
von OM auf Seite [131] entspricht.

Wir betrachten zum Abschlu3 noch den Fall, dass M eine eindimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit ist.

Definition. Es sei M eine eindimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit. Wir definie-
ren eine Orientierung fiir jeden Punkt P € OM wie folgt:

(1) Wir setzen e€p := +1, wenn der Orientierungsvektor in TpM nach auflen zeigt.
(2) Wir setzen ep := —1, wenn der Orientierungsvektor in TpM nach innen zeigt.

Orientierungsvektor bei () zeigt nach aufien

Kw/ Orientierung von M a / b

/
Q
F—>—
M— - p  Orientierungsvektor bei P )
g der Rand ist —a U b

zeigt nach innen
der Rand der orientierten 1-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M ist —P U Q)
Beispiel. Fiir die Untermannigfaltigkeit [a,b] C R mit der iiblichen Orientierung gﬂﬂ
dla,b] = (—a)Ub.

1083treng genommen miisste man hier —{a} U {b} schreiben, aber der besseren Lesbarkeit halber lassen
wir die Klammern weg.
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12.2. Das Differential von Differentialformen. Wir fithren nun das Differential einer
Differentialform ein. Wie iiblich fithren wir diesen Begriff erst fiir Differentialformen auf
offenen Mengen von R* und Hj, ein, und definieren dann den Begriff fiir Differentialformen
auf Untermannigfaltigkeiten mithilfe von Karten.

Definition. Es sei U cine offene Teilmenge von R* oder Hy. Zudem sei w eine glatte m-
Form auf U. Nach Satz[11.4|bilden die Dachprodukte dzt A---A da'™ mit i) < iy < -+ < ip,
eine Basis von A™ (R¥)*. Wir kénnen also w wie folgt als Linearkombination betrachten:

w = ST fiyin, o AT N A datm
11 < <tm
wobei f;, ;. reellwertige glatte Funktionen auf U sind. Wir definieren jetzt das Differential
von ﬂ als die (m + 1)-Form

dw = > dfi,. i, NdTT A A dx'm.
1< Ly
/I\

das totale Differential der Funktion f;, ; : U — [Rlﬂ

Beispiele.
(1) Wenn w € Qp(U), d.h. wenn w eine glatte Funktion auf U ist, dann ist dw per
Definition gerade das totale Differential dieser glatten Funktion.
(2) Wir betrachten auf R? die 1-Form w = 3z%y - dox + 2* - dy. Dann gilt

obige Definition des Differentials einer 1-Form

3
dw = d(3z*y-de+2®-dy) = d(32%y) Adx+d(z®) Ady

B 032%y 0322y o3 o3
; ( o dr + dy)/\dx%—(% da:+a—y dy)/\dy
Lemma [I0.7]
_ ) 2, 2, . =
= Obxy dx/\()dx+3:p dy Ndx + 3z -dx ANdy+0-dy A dy 0.
= =—dzAdy =0

(3) Wir betrachten auf U = R" die 2-Form w = dz' A dz’. Dann gilt:

dv = d(dz' A d2?) = d(1-da" A d2?) = d1 Adx' A da? =0.
=0

Satz 12.2. Es sei U eine offene Teilmenge von R* oder von H*. Es seien w,w’ € O (U),
o € Q,(U) und A € R. Dann gilt

(1) dw+ w') = dw + du',

(2) d(X-w) = A - duw,

1091 der Literatur wird das Differential von w manchmal auch die dufere Ableitung von w genannt.

HOAuf Seite 92| hatten wir fiir eine glatte Funktion f: M — R auf einer Untermannigfaltigkeit M das
totale Differential df eingefiihrt. Dies ist eine 1-Form auf M. In dem Fall, dass M eine offene Teilmenge
von RF oder Hy, ist folgt aus Lemma dass

df = ﬁ.dz1+...+ﬁ.d‘rk.
ox1 0Tk
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(3) die (I + 1)-Form dw ist eine glatte Form,
(4) es gilt die ,,Produktregel” fiir die Differentiation von Differentialformeﬂ

dwAo) = dwAo+ (1)) .y A do,
(5) es ist d(dw) = 0.
Beispiel. Wir betrachten auf R? die Funktion f(z,y) = z®y. Es folgt aus Lemma [10.1]
dass df = % ~dzr + g—i dy = 32%y - dz + 23 - dy. Dies ist gerade die 1-Form auf R?, welche
wir oben betrachtet hatten. Also folgt aus Satz direkt, dass dw = d(df) = 0.
Beispiele. Wir betrachten die Aussagen (4) und (5) von Satz fiir 0-Formen, d.h. fiir
reellwertige Funktionen.

(1) Es seien f,g: U — R zwei glatte Funktionen auf einer offenen Teilmenge U C R*.
Wir kénnen f und g als O-Formen auffassen. Dann gilt

Lemma [0.]]
¥ k k k
) — JF. , of-9) ;i _ of 4 iY. . 99 i
d(f-g) = df-g + f-dg %18x dx_<kizlaxidm)g+f(izlamdx)
of-9) ;i _ of . 99\ i
of-g) _ Oof _Og

Wir sehen also, dass fiir 0-Formen die Aussage von Satz m (4) gerade der Produkt-
regel fiir partielle Ableitungen entspricht.
(2) Es sei f: U — R eine glatte Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R¥. Dann ist

k . k .
d(df) = d( > I dxz) — Zd( af) A da
" i=1 0z; & il Ox;
Lemma [10.1] Definition von d
k k 2 2 2
_ o°f j> i ( o°f 0°f ) i j
Lemma [10.1] denn dz® A dad = —dad Adaz? und daf Adzt =0

Die 2-Formen dz‘ A dz/ mit 7 < j sind nach Satz linear unabhingig. Wir sehen
also, dass die Aussage d(df) = 0 dquivalent ist zum Satz von Schwarz aus Analysis 11,
welcher besagt, dass die partiellen Ableitungen einer glatten Funktion vertauschbar
sind.
Bevor wir uns dem Beweis von Satz zuwenden fithren wir noch folgende Notation
ein.

Notation. Fiir eine aufsteigende Folge I =1 <14; < --- < i < n schreiben wir

de! = dz" A Adx'®.
Wir bezeichnen mit |I| = k die Anzahl der Elemente in der aufsteigenden Folge. Es sei nun
U eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei w eine k-Form auf U. Wir

HIpje Produktregel ist also ganz dhnlich der iiblichen Produktregel fiir Ableitungen, allerdings taucht
noch ein extra Vorzeichen auf.
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konnen dann w schreiben als
W = Z fI : d.fCI,
=k
hierbei summieren wir iiber alle aufsteigenden Folgen I=1<1i; <...<i; <n der Lange k.
Beweis von Satz [12.2 Die ersten beiden Aussagen von Satz sind trivial. Die dritte
Aussage folgt leicht aus den Definitionen und aus Lemma [10.1]

Wir wenden uns der Aussage (4) zu. Im obigen Beispiel hatten wir gesehen, dass die
Produktformel fiir O-Formen gerade der iiblichen Produktformel fiir partielle Ableitungen
entspricht, welche wir schon in Analysis IT bewiesen hatten. Wir wollen nun den allgemeinen
Fall auf den Fall von 0-Formen zuriickfithren. Es sei also w € ;(U) und es sei o € €2,,(U).
Wir schreiben

w = > fredzt  und o = > gy-da’
= |J|=m
d erhalt
HieE erhatien do = S dfiAde! wnd do = 3 dgyAda’.
\I|=i |J]=m
Dann gilt: Multilinearitét des Dachprodukts
3
dwho) = d( S fredet A gJ-d(L"]> = d(ZfI-gJ-de/\ dg:")
|1]=l \J=m IJ
= S"d(fr-gy) - dxt Ndx’ = S (g5 -dft + fr-dgy) Adx! A da?
4 1,J 4 I,J
Definition des Differentials die Produktregel fiir Produkte von 0-Formen,

welche wir im vorherigen Beispiel diskutiert hatten
= > (dfl ANz A gy - do? + (=1)6m2d@) ST e daT A (ng A dIL’J)
4 I1,J I,J
nach Lemma gilt dg’ A dx! = —(1)! - da! A dg”
= dw Ao+ (=12 .y A do.
Wir beweisen nun Aussage (5). Im obigen Beispiel hatten wir gesehen, dass die Aussage
fiir O-Formen gerade der Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen entspricht, welche wir

schon in Analysis II bewiesen hatten. Wir wollen nun auch dieses Mal den allgemeinen Fall
auf den Fall von 0-Formen zuriickfithren. Es sei also w € ;(U). Wir schreiben wiederum

w = Y fr-da!. Dann gilt:
|T]=l
= 0 nach obigem Beispiel

¢
’ \ I
ddw)) = d( Sdfr Ada') = 3 (df) Ada! + (1) df Ad(da')) = 0.
[I|=l T = N——
J]\
die Produktregel aus Aussage (4) d(dz’) = d(1-dx') = dl A dx! = Ol
Zudem gilt auch folgender wichtiger Satz:

Satz 12.3. Es seien U C R™ und V' C R" offenen Mengen und es sei ©: U — V eine glatte
Abbildung. Fiir jede glatte k-Form w auf V' gilt

d(O'w) = O%(dw).
Die analoge Aussage gilt auch fiir offene Teilmengen U C H,, und V C H,.
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Bemerkung. Der Satz besagt also, dass folgendes Diagramm von Abbildungen kommu-
tiert{™ (V) o ()
J d

Qi1 (V) ———= Q1 (U).
Beispiel. Im Beweis von Satz werden wir sehen, dass fiir eine 0-Form w die Aussage
eine Umformulierung der {iblichen Kettenregel 2.1] ist.
Beweis. Es seien also U € R™ und V' C R" zwei offene Mengen und es sei auflerdem
© = (01,...,0,): U — V eine glatte Abbildung. Wir betrachten zuerst den Spezialfall
einer 0-Form, d.h. einer glatten Funktion f: V' — R.
Behauptung. Fiir jede glatte Funktion f: V — R gilt d(0* f) = ©*(df).
Beweis. Wir bezeichnen mit dz?, ..., dx™ die {iblichen 1-Formen auf R™ und wir bezeichnen
mit dy', ..., dy" die iiblichen 1-Formen auf R". Dann gilt

Lemma [10.1] angewandt auf f o © Kettenregel
+ +
x o~ O(fo0O) i S n(af ) 99, 4 i
(e = d(foQ) = - dz" = ——00) - — d*
( f) (f ) 1221 Ox; i=1 j; dy; Ox;

unabhéngig von %

(5 w) =~ e

Lemma [[0.1] H
—_— R
Es sei nun w eine beliebige glatte k-Form auf V. Wir schreiben
w = Y fr-da" A Ada'k
\T|=k
Nun folgt: auf Seite hatten wir erwihnt, dass immer gilt ©*(a A ) = O*a A O*3
3
d(0*w) = d(@*( S frodat A A dxik)) — d( S O f; - 0% drt A A @*dxik)
[I|=k |1]=k
_ d( S O f, - dO* A - A d@*xik) — Y dO*f; - dO* N A - A dO o
[|=F I|=k
1|
aus der Behauptung folgt ©*dz’ = dO*x* Produktformel (4) und ddp =0
= Y O%df; - O*dz" A--- N O*dri = @*< > dfy-dxtt A A dxik> = O*(dw).
=k 1 1=k
folgt aus der Behauptung denn O*(a A ) = O*aAO*F [ |

12D h. die Verkniipfung der Abbildung oben mit der Abbildung rechts ergibt die Verkniipfung der
Abbildung links und der Abbildung unten.
H3Djes folgt aus

(90©)-dO; = (go®)-d(y’ 0c®) = (go©)-dy 00" = O*g-0*dy’ = ©*(g-dy’).
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Wir beschlielen das Teilkapitel mit folgender amiisanten Rechnung;:

Lemma 12.4. Es sei U C R” eine offene Teilmenge und es sei F' ein glattes Vektorfeld
auf U. Wir hatten in Kapitel gesehen, dass F eine (n — 1)-Form §(F) auf U wie folgt
definiert, ndmlich wir ordnen P € U die alternierende (n — 1)-Form
(TPU)n—l — (Rn)n—l - R
(V1y ..., V1) > det (F(P) vy ... Un—1)
zu. Dann gilt folgende Gleichheit von n-Formen auf U:
d6(F) = divF-dz' A--- Ada™
Beweis. Es sei also U eine offene Teilmenge von R”. Zudem sei F' = (Fy, ..., F,): U — R"

ein glattes Vektorfeld auf U. Wir miissen nun die n-Form dé(F) auf U bestimmen. Wir

miissen dazu erst einmal 0(F') in die Form bringen, auf die wir die Definition des Differentials
anwenden koénnen.

Behauptunyg. : —
S(F) = S (=) F-dae* Ao AdzP A+ A da™.
i=1
/r\
der Term ist ausgelassen
Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die linke Seite und die rechte Seite auf beliebige

Vektoren vy, ...,v, 1 € R" ausgewertet das gleiche Ergebnis liefern. Dies ist in der Tat der
Fall, denn fiir v; = (v;1,...,0),i =1,...,n — 1 gilt:

Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte

F1 V11 -+ Un-11 l n ) V1 «.. Up—1
S(F)(v1y...,vp-1) = det | = : = S (=1)"!. F; - det | mit i-ter Zeile
E, v, ... U =1 entfernt
SS(=1) L By (dat A Adzt A Ada) (o, vpls).

4 =1
folgt dabei sofort aus der Definition von da’/ und der Definition des Dachprodukts
Es folgt nun, dass

d5(F) = S2d((—1)" - Fy-da A= Adai A~ Ada™)

= Y (-U)T e dF Adat A Adat A A da”

= Z(—l)i_l‘(Zn:aFi'd$j>/\d$1/\'--/\g:;i/\---/\d;c”

j=1 al’j

(1) 2Byt g A A A e A dat A A dan
al’i

Il
—_

4 7
denn dz? A dz? = 0 und da? A dzF = —dak A dad
= div(F) -dz' A+ A da™. |

12.3. Das Differential von Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten. Wir
wollen nun das Differential von Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten einfiihren.
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Die Idee, wie {iblich, ist dabei die Betrachtung von Differentialformen auf Untermannig-
faltigkeiten mithilfe von Karten auf den oben behandelten Fall von Differentialformen auf
offenen Teilmengen von R* und auf offenen Teilmengen von H* zuriickzufiihren.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Q(M).
Es sei zuerst ®: U — V eine Karte fiir M von Typ (i). Wir bezeichnen mit ¥: V. — U
die Umkehrabbildung von ®. Dann ist U*w eine [-Form auf V' N Ej, also auf einer offenen
Teilmenge von Ej, = R*. Wir definieren nun dw auf der offenen Teilmenge U N M wie folgt:

dw\UnM = P (d(\Il*w)) o

(Es folgt aus Lemma dass diese Definition nicht von der Wahl der Karte abhéngt.)
Ganz analog definieren wir auch dw|y fiir Karten ®: U — V von Typ (ii). Wir haben also
jetzt dw auf den Definitionsbereichen von Karten von M, also auf ganz M, definiert.

UNnM-—_ (1) k-Form w P (2) k-Form V'w VN E,
T _— _\/ —///
R n— o
(4) k-Form ®*dU*w U (3) k-Form d¥*w

Lemma 12.5. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei w € Q;(M).
Es seien ®: U — V und ®: U — V zwei Karten fiir M mit Umkehrabbildungen ¥ und
¥. Dann gilt auf U N U

" (d(T*w)) = *(d(V'w)).
Beweis (x). Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall, dass sowohl & als auch
o Karten von Typ (i) sind. Indem wir zu U N U iibergehen kénnen wir annchmen, dass

U = U. Wir bezeichnen mit © den Diffeomorphismus © := dol: VN E,— VN E,. Dann
gilt:

denn ®* o U* = (\TJ o 5)* =id denn ©* = U* 0 & Satz
P (V) = B AEETW) = (A6 (Tw)) = ¥ (erd(Tw))
= (U (0*(V'w))) = @ (d(¥'w)). |

Beispiel. Es seiw € Qy(M), dies bedeutet, dass w eine glatte Funktion auf M ist. In diesem
Fall ist dw € Q1(M) genau die 1-Form, welche wir in Kapitel eingefiihrt hatten[ ]

H4pg geniigt diese Aussage zu iiberpriifen, fiir 0-Formen w deren Triiger in einer Karte ®: U — V
enthalten ist. In diesem Fall gilt fiir jedes v € TpM mit P € U N M, dass

dw(v) T O*(d(T*w))(v) j d(U*w) (D) T D(¥*w)(P.v) T D(w o ¥)(P,v) T Dw(¥,.®,v) = Dwp(v).

/r\
Definition von d Lemma [[0.2] da V*w=woW da d =D fir Kettenregel da Pod=id
einer k-Form auf M Funktion auf R¥
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Satz 12.6. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit.
(1) Es gelten die gleichen Aussagen wie in Satz [12.2] insbesondere gilt fiir w € Q;(M)
und o € Q,,(M) die Produktregel
dwAo) = dwAo+(=1)%24W) .y A do.
Zudem gilt fiir alle w € Q;(M), dass
d(dw) = 0.
(2) Es sei p: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten. Fiir
jede glatte k-Form w auf N gilt

d(p*w) = ¢*(dw).
Beweis. Der Satz folgt leicht aus den Aussagen von Satz und Satz [ |
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13. DER SATZ VON STOKES

13.1. Formulierung des Satz von Stokes. Wir haben nun alle Vorbereitungen fiir die
Formulierung des Satzes von Stokes getroffen:

Satz 13.1. (Satz von Stokes) Es sei M eine orientierte k-dimensionale kompakte Unter-
mannigfaltigkeit und es sei w € (M ). Dann gilt

fdw: fw.
M M

Unser Ziel war es, eine Verallgemeinerung von Satz und vom Gauflschen Integral-
satz [8.5] zu finden. Es ist offensichtlic™[™9}, dass der Satz von Stokes im Falle k = 1 genau
der Aussage von Satz entspricht.

Wir werden nun zeigen, dass wir den Gauflschen Integralsatz|8.5|aus dem Satz von Stokes
herleiten konnen.

Beispiel. Es sei M C R" kompakte Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0. Wir be-
zeichnen mit v das duflere Einheitsnormalenfeld auf OM. Es sei F': M — R” ein glattes
Vektorfeld. Wir miissen zeigen, dass

[divF = [ F-u
M oM

Wie in Kapitel betrachten wir die zu F' zugehorige (n — 1)-Form &(F) auf M. Zur
Erinnerung, fiir P ist §(F)p die alternierende (n — 1)-Form

(TpM)™ — R
(V1. Up1) = det(F(P) vy ... Up_q).

Es folgt nun, dass

[divF = [divF-di'A---Ada = [dS(F) = [o6F) = [F-v
M T M T M T oM T oM
Lemma [I1.21] Lemma [12.4] Satz von Stokes Satz

Wir haben damit gezeigt, dass der Satz von Stokes insbesondere den Gaufischen Integral-
satz [8.5] beinhaltet.

13.2. Beweis des Satzes von Stokes. Wir wollen in diesem Teilkapitel den Satz von
Stokes beweisen. Wie fiir den Beweis vom Gauflschen Integralsatz [8.5) wollen wir dazu erst
einmal einen Spezialfall beweisen.

Definition. Wir sagen eine Teilmenge @ des Halbraums Hy, = {(x1,...,x) € R¥ |z, > 0}
ist ein offener Quader in Hj, wenn es einen offenen Quader in Ej, = R* gibt, so dass der

137ur Erinnerung, ,, geschlossene Untermannigfaltigkeit” bedeutet eine kompakte Untermannigfaltigkeit
M mit OM = @.

14Ty diesem Fall ist also OM = @, also verschwindet das Integral auf der rechten Seite der obigen
Gleichheit.

"5Hierbei verwenden wir die Konvention aus Kapitel fiir die Orientierung des Randes einer orien-
tierten eindimensionalen Untermannigfaltigkeit

16Djese Aussage ist zumindest offensichtlich, wenn man noch den Uberblick iiber alle Definitionen und
Konventionen besitzt.



144

Durchschnitt mit Hy gerade @) ist. Wir schreiben
0@ = QN Ey_q,
i BQ = 90\ aQ.

Wir sagen eine stetige Abbildung f: @ — V zu einem Vektorraum V verschwindet auf
1@, wenn sich f stetig zu einer Abbildung auf Q@ = Q U 6,Q fortsetzen liBt, welche auf
01Q) verschwindet.

Hy~

AN
Do
Folgendes Lemma ist streng genommen kein Spezialfall des Satzes von Stokes, aber wir

werden den Beweis des Satzes von Stokes problemlos auf dieses Lemma zuriick fiihren.

Lemma 13.2. Es sei @ ein offener Quader in Hy und es sei w eine glatte (k — 1)-Form
auf @, welche auf 0,Q := 9Q \ 0@ verschwindet. Dann gilt

f dw = f w.
Q @
Beweis. Nach Voraussetzung kénnen wir w zu einer (k — 1)-Form auf den Quader @ fort-

setzen, welche auf 0;Q) verschwindet. Es gibt nun zwei Beweisansétze:

(1) Wir hatten im vorherigen Satz gesehen, dass der Satz von Stokes fiir Untermannig-
faltigkeiten von Kodimension 0 gerade dem Gaufischen Integralsatz entspricht.
Genau das gleiche Argument erlaubt es uns die Aussage von diesem Lemma auf den
GauBschen Integralsatz fiir Stempel zuriickzufiihren.

(2) Man kann das Lemma auch problemlos direkt, mit einer expliziten und kurzen Be-
rechnung auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zuriickfiihren.
Fiir k = 2 ist dies eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 10. Der Fall k£ > 3 wird ganz
genauso bewiesen. [

Beweis des Satzes [13.1] von Stokes. Im Folgenden betrachten wir den Fall & > 2. Der
Fall £ = 1 wird ganz dhnlich, nur mit einer kleinen Abwandlung, bewiesen. Es sei nun M
eine orientierte Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension k£ € N>, und es sei zudem
w € Qg1 (M). Wir miissen zeigen, dass

fdw: fw.
M oM

Ganz analog zum Beweis des Gaufschen Integralsatz [8.5 wollen wir den allgemeinen Fall
auf den in Lemma betrachteten Spezialfall zuriickfithren.
Behauptung. Es gibt einen Atlas {®;: U; — V;}i—y
(a) CI)Z(UZ n M) C Hy und
(b) die Menge V; N Hy, ist ein offener Quader in Hy,
(c) die Abbildung ®,: U; N M — V; N E} ist orientierungserhaltend.

r so dass fiir alle i € {1,...,r} gilt:

.....

H7Hjerbei bezeichnen wir mit Q den topologischen Rand von @ betrachtet als Teilmenge von E.



145

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es fiir jedes P € M eine Karte ®p: Up — Vp um P mit
den gewiinschten Eigenschaften gibt.

(1) Wenn P € M \ OM, dann wéhlen wir zunéchst eine beliebige Karte ®p: Up — Vp
um P. Nach einer eventuellen Einschrankung und Verschiebung von Vp kénnen wir
annehmen, dass Vp C {(x1,...,2,) € R" |z, > 0}, und dass Vp ein offener Quader
ist. Dann ist auch Vp N Hy ein offener Quader in Hj,.

(2) Wenn P € OM, dann wéhlen wir wieder zuerst eine beliebige Karte ®p: Up — Vp
um P. Nach einer eventuellen Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass Vp ein
offener Quader ist. Dann ist wiederum Vp N Hy, ein offener Quader in Hy,.

Nachdem M kompakt ist, wird M schon durch endlich viele dieser Karten abgedeckt. Indem
wir die Karten notfalls mit einer Spiegelung entlang der (z; = 0)-Hyperebene Verkniipfenm
konnen wir arrangieren, dass alle Karten zudem orientierungserhaltend sind. H

* )
- Vw

- Er 1
=~ 0o(ViN Hy)
Es folgt aus Satz [11.17] dass es glatte Funktionen zi,...,z.: M — [0, 1] mit folgenden
Eigenschaften gibt:
(1) Fir alle 7 € {1,...,r} gilt Trager(z;) C U; N M.
(2) Esist z; + -+ 4+ 2, = 1.
Aus (2) folgt, dass w = 21 - w+ -+ + 2, - w. Da beide Terme des Satzes von Stokes additiv
sind, geniigt es nun den Satz von Stokes fiir jeden Summanden z; - w zu beweisen. Mit

anderen Worten, wir kénnen annehmen, dass es ein ¢ gibt, so dass Triager(w) C U; N M.
Wir setzen U; := ®; . Nun gilt:

~

denn Triger(w) C U; N M nach Satz kénnen wir d mit Abbildungen vertauschen

+ +

fdw = [ dw = [ Widw) = [ d(¥iw)

M U;NnM 4 ViNHy, ViNHy

Definition des Integrals einer Form, siehe Seite [124]
+
= f Viw = f w = f w.
T ao(ViﬁHk) U;NOM T oM
nach Voraussetzung ist Triger(w) C U; denn Triger(w) CU; N M

also verschwindet (®;')*w auf 0 (V; N Hy)
die Gleichheit folgt also aus Lemma
da V; N H}, ein offener Quader ist

Wir haben damit den Satz von Stokes bewiesen. [ |

Bemerkung. Wenn man den Beweis des Satzes von Stokes durchliest, und wenn man
sich iiberzeugt hat, dass der Beweis von Lemma [13.2| ganz einfach ist, dann dréngt sich
der Verdacht auf, dass das ganze eigentlich elementar ist. Insbesondere ist der Beweis des
Satzes von Stokes deutlich einfacher als der Beweis vom Gaufischen Integralsatz. Woran

H8Hjer verwenden wir, dass k > 2.



146

liegt das? Der Grund ist die harmlos ausschauende, aber eigentlich geniale Eigenschaft
des Differentials, dass es mit glatten Abbildungen kommutiert, d.h. dass in unserem Fall
gilt d(Viw) = ¥} (dw). Diese Eigenschaft erlaubt es uns den Beweis auf den einfachsten
Fall, ndmlich den Fall, dass der Rand , horizontal” ist, zuriickzufiithren. Diesen Spezialfall
konnten wir problemlos explizit nachweisen.

13.3. Der klassische Satz von Stokes und der Satz von Green.

Definition. Es sei F' = (F,, F,, F,) ein glattes Vektorfeld auf R?. Die Rotation von F ist
definiert als das Vektorfeld

d op 9
ox Fw ayFZ Bsz
rotF = | £ | x| E | = | 2L +2F
T Ay Y - ox= ? O~ W
o) op _ 9
N oz FZ , B:CF?/ 8ny

suggestive Notation

Beispiel. Fiir R} — R ot F: R3S — R3

() -0 ()0

Anschaulich gesprochen gibt die Rotation rot /' an jedem Punkt in R3 an, ,um welche

Achse sich das Vektorfeld dreht”.
T 0
z 2

T —y

Vektorfeld F(y) = ( x)

z 0
Der klassische Satz von Stokes lautet nun wie folgt:

Satz 13.3. (Klassische Satz von Stokes) Es sei M C R? eine kompakte orientierte

Fliche und F ein glattes Vektorfeld auf R?. Dann gilt

|/ §(rot F) = w(F)
M S—— OM S—~—
zum Vektorfeld rot(F) zum Vektorfeld F
zugehorige 2-Form zugehorige 1-Form
(v1,v2) — det(rot(F) vy v2) vi— F(P)-v
Einheitsnormalenfeld rot (F)

/

M
der klassische Satz von Stokes besagt

[o@ot F) = [ w(F)

M oM
\
das Integral f\[ rot(F’) ist positiv, das Integral fi)M F ist positiv,
da das Skalarprodukt von Rotation da Skalarprodukt von Vektorfeld

und Normalenfeld ist {iberall > 0 und Orientierung ist iiberall > 0
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Beweis. Wir werden den klassischen Satz von Stokes mithilfe des allgemeinen Satz von
Stokes beweisen. Es sei also M C R? eine kompakte orientierte Fliche und F = (F, F,, F,)
ein glattes Vektorfeld auf R3. Der Satz von Stokes besagt:

[dw(F) = [ w(F).

M oM
Der klassische Satz von Stokes folgt nun aus den Definitionen und aus der folgenden Be-
hauptung;:
Behauptung. Das Differential dw(F') der 1-Form w(F') ist die 2-Form §(rot(F')) auf M,
welche fiir P € M definiert ist durch

TPM X TPM — R

(v1,v9) = det (rot F(P) v vg).

Beweis. Da F auf R? definiert ist konnen wir w(F) also 1-Form auf R? auffassen und wir

zeigen die gewiinschte Gleichheit auf R3. Wie wir schon auf Seite |93| gesehen hatten, folgt
sofort aus den Definitionen, dass

wF) = Fy-de+F,-dy+F, - dz.
Wir berechnen: Definition des Differentials Lemma [T0.1]

4 ¥
dw(F) = d(Fy-de+F,-dy+F,-dz) = dF, N dv+dF, N dy+dF, N dz =

_ (OF; OF, OF, OF, OF, OF. OF. OF.

= (5, dy+ 5 d2) N dot (G rde + 55 vdy + 5 rdz) A dy+ (55 do+ 55 2dy+ 5 =dz) A dz
_ (9F, OF, OF.  OF, OF. _ 0F,

= (7; ay)dmAdy+<8x 6Z)dx/\dz+<ay 8;) dy N\ dz.

/I\
denn dz® A dx? = —dad Adz’ und dz* Adax? =0
Wir wollen nun zeigen, dass dw(F) = 0(rot(F')). Die Rechnung ist fast die gleiche wie auf
Seite [137], aber der Vollstéindigkeit halber fiihren wir diese noch einmal durch.
Wir zeigen die Gleichheit dw(F') = d(rot(F)) indem wir zeigen, dass beide Seiten auf
alle Vektoren die gleichen Ergebnisse liefern. Es seien also vy = (v, v1y,v1,) und ve =
(vaz, Vay, v2,) in R? beliebig. Dann folgt aus der obigen Rechnung, dass

V1g V2x
OF, OF;
wan()-(3) - By
Viz V22

(aFZ - 8FE) (leUQz - UleQx)
ox 0z
OF, OF,
+ < 8y - 7;) (UlyUQZ - UleQy)
aaiyz - daizy Viz V2
= det [-F=+ %= vy vy | = det (rot F(P)vyvs) = d(rot(F))(vi, va).
BBF; - 83};1 V1z V22 .

Der folgende Satz von Green ist ebenfalls ein klassischer Spezialfall des Satzes von Stokes.
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Satz 13.4. (Satz von Green) Es sei M C R? eine kompakte 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit und es seien u,v: M — R glatte Funktionen. Dann giltPlgl

. au_@
Jﬁv-dmiu-dy)l = Aj;(% 8y)'

M
glatte 1-Form auf OM

Funktion auf M
Beispiel. Es sei M C R? eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir be-

trachten das Vektorfeld F(z,y) = —3 - (i) Dann gilt

Ox dy

1 _1
f w(F) = f —sy-doe+iz-dy = 99z _ O-ay) _ fl = Fldcheninhalt von M.
T M

oM T oM
siehe Seite 03] Satz von Green [[3.4]

Wir kénnen also den Fldcheninhalt von M durch ein Integral einer 1-Form entlang des
Randes bestimmen [

Vektorfeld F(z,y) = Flacheninhalt von M = f w(F)

oM

Beweis. Es sei M C R? eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es seien
u,v: M — R glatte Funktionen. Dann gilt

fv-dx—l—u-dy:fd(v-da:—l—u-dy) = da:/\da:—l——dy/\dx—i——dm/\dy—ir@dy/\dy
=—dzAdy =0
Satz [13.1] von Stokes Definition des Differentials
ou ov ou ov
= S (Gi-5) drnay = [ (5-5)
T M T M
Lemma [I0.1] Lemma [[T.21] |

13.4. Anwendung auf holomorphe Funktionen. Wir erinnern an einige Definitionen
aus der Funktionentheorie.

Definition. Es sei U C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifit holo-
morph, wenn fiir alle zy € U der Grenzwert

4 (20) == f'(20) := lim f(z) = J(z0) cC

dz 2—2p Z— 20

19Hjerbei betrachten wir M als orientierte Untermannigfaltigkeit mit der Konvention, welche wir auf

Seite eingefithrt hatten.

120Djese Tatsache kann man sogar in der Praxis verwenden. Mit einem sogenannten Planimeter kann
man den Flicheninhalt einer Teilmenge von R? nur durch Abfahren der AuBenlinie zu bestimmen. Details
dazu kann man hier finden:

https://de.wikipedia.org/wiki/Planimeter
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existiert. Wir schreiben nun f = u + iv: U — R, wobei u = Re(f) und v = Im(f). In der
Analysis ITT hatten wir gezeig™”]

. . ., Ou ov
f ist holomorph <= w und v sind glatt mit e 67/ d 67/ S

Die Gleichungen auf der rechten Seite hatten wir die Cauchy—Riemannschen Differential-
gleichungen genannt.

Definition. Es sei U € C = R? eine offene Teilmenge und es sei f: U — C eine stetige
Funktion. Fiir eine Kurve v: [a,b] — U hatten wir in Analysis III das Wegintegral von f

iiber v definiert als
[ f(z f fly )dt € C.
\_\,_./

7 f=a Multiplikation in C

Fiir 2o € C und 7 > 0 mit B,(zp) C U definieren wir zudem
f f(z)dz = f f(2)dz.

|z—20|=r ~v:[0,27] — C
t — zo+re'’

Satz 13.5. EsseiU C C = R? eine offene Teilmenge und es sei f: U — C eine holomorphe
Funktion. Wenn B, (z) eine abgeschlossene Scheibe ist, welche in U enthalten ist, dann gilt

f f(z)dz = 0.

|z—z0|=r

— f ist holomorph auf einer offenen Menge U
B,(2) liegt in U

[ f(z)dz=0

|z—z0|=r

Bemerkung. Wir hatten diesen Satz in Analysis III als Korollar 5.4 formuliert, und die-
ses mithilfe des Cauchyschen Integralsatz bewiesen. In der Tat kann man den Beweis von

Satz [13.5] analog zum Beweis von Satz [8.10, abwandeln und den Cauchyschen Integral-
satz 5.3 fiir Bilder von Rechtecken in Analysis III beweisen.

Beweis. Es sei also f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C=R?und es sei M := B,(z) eine abgeschlossene Scheibe, welche in U enthalten
ist. Wir setzen u := Re(f) und v := Im(f), dann ist f = u+ iv: U — C. Wir betrachten
die Kurve

Dann ist

12IWWie {iblich identifizieren wir in diesem Kapitel C mit R2.
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t=2m

Imaginérteil von f f(z)dz = Imaginérteil von f flv(@) -~/ (t)dt
|z—20|=r t=0
’ t=2m
= Imaginirteil von [ (u(y(t))+iv(y(t))) - (o/(t)+1B'(t)) dt
:0\ ~~ o ~ o
t =1G1(0) =)
t=2m
= [ o) @) +ub) g @
i—o —~— —
, =dz(y'(1)) =dy(v'(t))
t=2m
= [ v(y(1) - da(y' (1) + u(y(t)) - dy(v' (1)) dt
t=0
:fv-dx+u~dy = f %—@ drdy = 0
oM w92 %
T T = 0 nach den
Cauchy-Riemann
folgt aus Satz denn v ist eine Satz von Differential-
orientierungserhaltende Parametrisierung Green gleichungen, da
der Untermannigfaltigkeit 0 M f holomorph ist

Die Aussage, dass der Realteil des Integrals verschwindet wird ganz dhnlich bewiesenF_m] [ |

122Bine andere Moglichkeit zu beweisen, dass der Realteil verschwindet, ist dass man die gleiche Rech-
nung auf die holomorphe Funktion z + i- f(z) anwendet.
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14. TOPOLOGISCHE RAUME 11

Wir haben uns jetzt also ausfiihrlich mit Untermannigfaltigkeiten beschéftigt. Die Theo-
rie der Untermannigfaltigkeiten ist aus mehreren Griinden etwas unbefriedigend:

(1) Unser Universum schaut zwar in unserer Umgebung aus wie eine Teilmenge von R?,
und vermutlich ist dies an den meisten Orten des Universums der Fall, aber es ist
nicht klar, dass unser Universum als ganzes als Teilmenge des R? aufgefasst werden
kann [ Andererseits ist unser Universum erst Recht nicht eine 3-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit eines gréfferen R™’s. Wir wiirden deshalb gerne eine Theorie von
,3-dimensionalen Objekten” aufbauen, welche nicht Teilmenge von einem R"™ sind.

(2) Jede Fliache von Geschlecht g, wie in der Abbildung unten, sollte eigentlich eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit sein. Aber mit der Sprache der Untermannigfal-
tigkeiten ist es sehr schwierig eine mathematisch saubere Definition und Beschreibung
von Flichen von Geschlecht g zu geben.

Wir werden demniéichst den Begriff einer ,, Mannigfaltigkeit” einfiithren, welcher den Begriff
von ,,Untermannigfaltigkeit” erweitert. Um diesen Begriff einfithren zu konnen, miissen wir
die topologischen Rdume noch einmal genauer studieren. Insbesondere werden wir in diesem
Kapitel verschiedene Konstruktionen von topologischen Rdumen kennenlernen.

— Flache von Geschlecht 3

14.1. Basis einer Topologie. Wir erinnern noch einmal an die Definition eines topologi-
schen Raums, welche wir auf Seite [6] gegeben hatten.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7), wobei X eine Menge ist und
T eine Topologie auf X, d.h. 7 ist eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden
Eigenschaften:

(T1) die leere Menge und die ganze Menge X sind in 7 enthalten,

(T2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in 7 ist wiederum eine Menge in T,
(T3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen in 7 ist wiederum eine Menge in T.
Die Mengen in T werden als offen beziiglich 7, oder, wenn keine Verwechslungsgefahr

besteht, einfach nur als offen bezeichnet.

Fiir die Konstruktion von weiteren topologischen Rdumen ist es hilfreich folgende Defi-
nition einzufiihren.

Definition. Es sei X eine Menge und es sei B = { B, };c; eine Familie von Teilmengen von
X. Wir sagen B besitzt die Basiseigenschaft, wenn gilt:

(B1) Zu jedem z € X existiert ein i € I, so dass x € B;[*]
(B2) Es seien 4,5 € I und es sei x € B; N B;. Dann existiert ein k € I, so dass z € By, und
B, C B, N B;.

123Wenn unser Universum eine Teilmenge von R® wiire und es anscheinend wohl endlich ist, was soll
dann das Komplement des Universums sein? Hmm.

124\ [it anderen Worten, es ist X = U B;.
il
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Lemma 14.1. Es sei X eine Menge und es sei B = {B; };c; eine Familie von Teilmengen
von X, welche die Basiseigenschaft besitzt. Wir definieren

= {VCX|zujedem z € V gibt es eini € I, so dass x € B; C V'}.
Dann ist 7 eine Topologie auf X.

Definition. Wir fahren mit der Notation von Lemma fort. Wir nennen 7 die von B
erzeugte Topologie auf X. Umgekehrt, sagen wir, dass B eine Basis der Topologie T ist.

Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum und es sei B die Menge aller offenen Kugeln in
X, dh. B = {Bz)|x € X und € > 0},

dann besitzt B die Basiseigenschaftrfl Die von B erzeugte Topologie ist dann per Definition
die iibliche Topologie auf einem metrischen Raum, welche wir auf Seite [6] eingefiihrt hatten.

Beweis von Lemma [14.1l Wir zeigen nun, dass die Axiome (T1), (T2) und (T3) erfiillt
sind.

(T1) Nach (B1) gibt es zu jedem x € X ein ¢ € I mit x € B;. Es folgt also per Definition,
dass X € T. Zudem ist @ € T, nachdem die Vereinigung von null Mengen, die
Nullmenge ist.

(T2) Wir miissen zeigen, dass der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in 7" wieder in
T liegt.

Wir betrachten zuerst den Fall von zwei Mengen in 7. Es seien also U,V € T. Wir
wollen zeigen, dass U NV € T ist. Es sei also x € U N V. Nachdem U und V in T
liegen, gibt es also 4,7 € I, so dass x € B; C U und x € B; C V. Nach Eigenschaft
(B2) von B existiert ein k € I, so dass x € By, und By, C B; N B;. Insbesondere gilt
dann auch, dassx € B, C BN B, CUNV. Alsoist UNV € T.

Es seien nun U; N --- N Uy offene Mengen. Es folgt aus der gerade bewiesenen
Aussage und einem einfachen Induktionsargument, dass U; N - - -N U auch in T liegt.
(T3) Es sei also {U;};c; eine Familie von Mengen in 7. Wir miissen zeigen, dass die

Vereinigungsmenge U Uj in T liegt. Es sei also x € U U;. Dann gibt es insbesondere
cJ

ein j € J, sodasstU Nachdem U; E’Tglbtesemzef so dass x € B; C Uj.

Dann gilt aber auch, dass

jedJ

125Warum besitzt B die Basiseigenschaft (B2)?
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Lemma 14.2. Es sei X eine Menge und es sei B = {B; };c; eine Familie von Teilmengen
von X, welche die Basiseigenschaft besitzt. Es sei T die von B erzeugte Topologie auf X.
Dann gilt
V C X ist offen beziiglich 7 <=V ist die Vereinigung von Mengen in B.
Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass V = U B; die Vereinigung von Mengen in B ist.
jET

Nachdem die Mengen in B offensichtlich offen beziiglich 7 sind, und nachdem 7 eine
Topologie ist, folgt auch, dass V € T.

Nehmen wir nun an, dass V' C X offen ist beziiglich 7. Fiir jedes x € V existiert dann,
per Definition von 7T, ein i, € I, so dass x € B;, C V. Dann folgt aber, dass

V= UA{e} ¢ UBy, CV, esfolgtalso,dassV = |J B;,.
zEV weV zEV u

Basen von Topologien kéonnen erstaunlich praktisch sein, beispielsweise besagt folgendes
Lemma, dass es geniigt die Stetigkeitseigenschaft einer Abbildung zwischen topologischen
Ré&umen fiir offene Mengen in einer Basis zu iiberpriifen:

Lemma 14.3. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Réumen. Es sei
B = {B,}ics eine Basis fiir die Topologie von Y. Dann gilt

f ist stetig <= fiir jedes i € I ist f~(B;) offen in X.
Beispiel. Mithilfe von Lemma kann man leicht, die schon aus Analysis II bekannte

Aussage beweisen, dass eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen ,,e-0”-stetig ist, genau
dann, wenn Urbilder von offenen Mengen offen sind.
Beweis. Die Richtung ,,=" ist offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass fiir jedes ¢ € I das

Urbild f~(B;) offen in X ist. Wir wollen zeigen, dass f stetig ist. Es sei also U C Y eine
offene Teilmenge. Nach Lemma gibt es eine Teilmenge J von I, so dass

jeJ
Dann ist Leinma (e)
iy = 7 (UB) = U B,
JjeJ GET N——
offen in X

Vereinigung von offenen
Mengen, also offen in X u

Lemma 14.4. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und es sei C eine Familie von offenen
Mengen in (X, 7) mit folgender Eigenschaft:

(%) Zu jeder offenen Menge U und zu jedem z € U gibt esein C € C,sodassz € C' C U.
Dann ist C eine Basis fiir die Topologie 7.
Beispiel. Wir betrachten den topologischen Raum X = R2. Es sei
C := {(a,b) x (¢,d)|a,b,c,d € R}

die Menge aller offenen Rechtecke in R?. Dann kann man sich leicht davon iiberzeugen,
dass C die gewiinschte Eigenschaft in Lemma besitzt, und daher eine Basis fiir die
Standardtopologie auf R? bildet.
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—— U ist offene Teilmenge in R?

"~ (axb) x (¢,d)

Beweis (x). Wir zeigen zuerst, dass C die Basiseigenschaft erfiillt:

(B1) Wenden wir die Eigenschaft von C auf U = X an, dann erhalten wir sofort, dass es
zu jedem = € X ein C € C gibt, so dass x € C.

(B2) Es sei nun x € C; N Cy, wobei C,Cy € C. Nachdem C und C; offen sind, ist auch
U = Cy N Oy offen. Wir wenden die definierende Eigenschaft von C auf U = C; N Cs
an, und erhalten ein C' € C, so dass x € C C C7 N Ch.

Wir bezeichnen nun mit S die Topologie auf X, welche von C erzeugt wird. Wir miissen
zeigen, dass S = T.

Wir zeigen zuerst die Inklusion & C 7. Nachdem alle Mengen in C offen beziiglich T
sind, folgt per Definition und aus Lemma [14.2] dass in der Tat S C T .

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion 7 C S. Es sei also U € T. Wir wollen zeigen,
dass U € §. Sei also x € U. Dann existiert nach Voraussetzung ein C € C, so dass
x € C' C U. Also folgt per Definition, dass U € §. Wir haben also gezeigt, dass 7T C S. R

Wir erinnern nun an den Begriff der Teilraumtopologie, welchen wir schon auf Seite [9]
eingefiihrt hatten.

Definition. Es sei (X, 7T) ein topologischer Raum und es sei A C X eine Teilmenge. Die
Teilraumtopologie auf A ist gegeben durch die Topologie

S = {ANU|U €T}

Eine Teilmenge U von A ist also offen in A, genau dann, wenn es eine offene Menge V' C X
gibt, so dass U = ANV.

Lemma 14.5. Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Es sei B eine
Basis fiir die Topologie von X. Dann ist

{ANnB|B e B}
eine Basis fiir die Topologie von A.

Beweis (x). Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma [14.4] Es sei also U C A eine
offene Menge in A und x € U. Nach Definition der Teilraumtopologie existiert eine offene
Menge V C X in X mit U = AN V. Nachdem B eine Basis fiir die Topologie von X ist,
existiert ein B € B, so dass x € B C V. Dann folgt aber auch, dassx € ANB C ANV =U.
Es folgt aus Lemma[l4.4] dass {AN B| B € B} eine Basis fiir die Topologie von A ist. W

Beispiel.
(1) Wir betrachten

St = {(z,y) eR* |2 +y* =1} C R
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Eine Basis fiir die Topologie auf R? ist gegeben durch
B = {B.(z,y)]|(z,y) € R* und r > 0}.

Die Schnittmenge von einem offenen Ball in R? mit S! ist ein ,offenes Intervall
auf S, d.h. eine Teilmenge der Form {exp(ip)|¢ € (a,b)}. Nach Lemma [14.5]
bildet also die Menge C der offenen Intervalle auf S* eine Basis der Topologie auf S*.

- offene Scheibe in R?

offenes “Intervall” in S*

(2) Wir betrachten jetzt wieder die ,,Gerade mit einem Punkt im Unendlichen”, d.h.
X = RU{oo} mit der Topologie, welche wir auf Seite [7] eingefithrt hatten. Man kann
sich leicht davon iiberzeugen, dass eine Basis der Topologie von X gegeben ist durch

D = {(a,b)]a<beR} U {(~00,C) U {00} U (D,o0)|C, D eR}.
Wir betrachten die Abbildung FiX o S
exp(i-2arctan(x)), wenn z € R
T =
(—1,0), wenn r = o0.

Diese Abbildung ist offensichtlich eine Bijektion. Man sieht auch leicht, dass
UeD <+« f{U)eC.

Es folgt nun aus Lemma [14.3] dass die Abbildung f ein Homdomorphismus ist.
Insbesondere ist X homéomorph zu S*.

14.2. Das Produkt von topologischen Raumen.

Lemma 14.6. Es seien X und Y topologische Rdume. Dann besitzt
B := {U x V|U offen in X und V offen in Y}

die Basiseigenschaft.

Beweis (x). Wir miissen nun also nachweisen, dass B in der Tat die beiden Basiseigen-
schaften besitzt:

(B1) Esist X xY € B, also gibt es zu jedem (z,y) € X x Y eine Teilmenge in B, ndmlich
X x Y, welche (x,y) enthélt. B erfiillt also die Basiseigenschaft (B1).
(B2) Es seien nun U; x Vj und Uy x V5 aus B, dann gilt

(U x V)N Uy x Vo) = (U1NUz) x (ViNVa) € B.
Insbesondere erfiillt also B auch die Basiseigenschaft (B2). |
Y

U xVi—

—(U1NUy) x (V1NVs)

X
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Definition. Es seien X und Y topologische Radume. Die Produkttopologie auf X x Y ist
die von B = {U xV|U offen in X und V offen in Y'}
erzeugte Topologie auf X x Y.

Y W ist offen in der Produkttopologie auf X x Y

Produkte U; x V; von offenen Mengen

X

Konvention. Im Folgenden, wenn X und Y topologische Rdume sind, dann versehen wir
X x Y immer mit der Produkttopologie.

Satz 14.7. Es seien X und Y topologische Rdume. Die Produkttopologie auf X x Y hat
folgende Eigenschaften:

(1) Die Projektionsabbildungen mx: X x Y — X und my: X XY — Y sind stetig.
(2) Es sei W ein topologischer Raum und f: W — X x Y eine Abbildung. Dann gilt: f
ist stetig genau dann, wenn 7y o f: W — X und 7y o f: W — Y stetig sind.

Zudem ist die Produkttopologie die einzige Topologie auf X x Y, welche diese beiden
Eigenschaften erfiillt [/
Beweis. Wir werden diesen Satz in Ubungsblatt 11 beweisen. [ |

Lemma 14.8. Es sei B eine Basis fiir den topologischen Raum X und es sei C eine Basis
fiir den topologischen Raum Y. Dann ist

D = {BxC|BeBundC €}
eine Basis fiir X x Y.

Beispiel. Es sei X =Y = R mit der Standardtopologie. Die offenen endlichen Intervalle
bilden, per Definition, eine Basis fiir den topologischen Raum X =Y = R. Es folgt also
aus Lemma [14.8] dass die Produkttopologie auf R x R von ,offenen Quadern” der Form
(a,b) x (c,d) erzeugt wird. Wie wir auf Seite [I50] gesehen hatten, erzeugen die offenen
Quader gerade die Standardtopologie auf R> = R x R. Also gilt

Produkttopologie auf R x R = iibliche Topologie auf R2.

Beweis (x). Wir beweisen das Lemma mithilfe von Lemma[14.4] Es sei also W C X x Y
eine offene Menge und (x,y) € W. Nach Definition der Produkttopologie existieren offene
Mengen U C X und V C Y, so dass (z,y) e Ux Vund U x V C W.

Nachdem B eine Basis fiir X ist, folgt, dass es B € B mit x € B C U gibt. Ganz analog
zeigt man, dass es C' € C mit y € C C V gibt. Es folgt, dass

(x,y) € BxC Cc UxV C W.
Es folgt also aus Lemma [14.4], dass
D={BxC|BeBund C €}

126pje Produkttopologie hat also eine universelle Eigenschaft, welche analog zur universellen Eigenschaft
des direkten Produkts von Moduln, siehe [Nad, Kapitel 2.9], ist.
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eine Basis fiir den topologischen Raum X x Y ist. [
Lemma 14.9. Es seien X und Y zwei nichtleere topologische Rdume. Dann gilt

(a) X und Y sind Hausdorfil? <= X x Y ist Hausdorff

(b) X und Y sind kompakt <= X x Y ist kompakt.

Beweis. Wir beweisen Teil (a) des Lemmas, Teil (b) ist eine Ubungsaufgabe in Ubungs-
blatt 11.

Es seien also X und Y zwei topologische Rdume. Wir nehmen zuerst an, dass X und
Y Hausdorff sind. Es seien nun (z,y) und (2/,y’) zwei verschiedene Punkte in X x Y. Die
Punkte unterscheiden sich also in zumindest einer der beiden Koordinaten. Wir kénnen
aus Symmetriegriinden annehmen, dass x # z’. Da X nach Voraussetzung Hausdorff ist
existieren offene Umgebungen U von z und U’ von 2, so dass U N U = &. Also ist
(UxY)N(U'xY) = &. Per Definition der Topologie auf X xY sind U x V und U’ x Y offen
in X x Y. Wir haben also disjunkte offene Umgebungen um (z,y) und (z/,y’) gefunden.
Also ist X x Y Hausdorff. (Der Beweis ist in der Abbildung unten auf der linken Seite
skizziert.)

Der Vollstédndigkeit halber beweisen wir die Umkehraussage, welche wir jedoch im wei-
teren Verlauf der Vorlesung nicht verwenden werden. Wir nehmen nun also an, dass X x Y
Hausdorff ist. Wir wollen zeigen, dass X Hausdorff ist. Es seien also x und z’ zwei ver-
schiedene Punkte in X. Nachdem Y nichtleer ist existiert ein y € Y. Nachdem X x Y
Hausdorff ist existieren disjunkte offene Umgebungen W und W’ von (z,y) und (2/,y). Per
Definition der Produkttopologie gibt es offene Umgebungen U von x und U’ von 2’ sowie
V von y und V' von y, so dass (U x V)N (U" x V') = &. Insbesondere ist dann auch
(U x{y}) N (U’ x {y}) = @. Dann gilt aber auch U N U’ = &. Insbesondere sind U und U’
disjunkte offene Umgebungen von x und z’. Also ist X Hausdorff. (Der Beweis ist in der
Abbildung unten auf der rechten Seite skizziert.) Der Beweis, dass auch Y Hausdorff, ist

natiirlich genau der gleiche. [

Y (@', y") vy 4 W o (zy) (', y)

Y U xY V— ) :
UxY Y
Yy v s
= = X | — X
U~ U U =z

X,Y Hausdorff = X x Y Hausdorff X x Y Hausdorff = X, Y Hausdorff

277ur Erinnerung, ein topologischer Raum Z heif3t Hausdorff, wenn es zu zwei verschiedenen Punkten
a # b immer disjunkte offene Umgebungen U von ¢ und V von b gibt.
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15. QUOTIENTENRAUME

15.1. Aquiva}enzrelationen. Es sei X eine Menge. Wir werden in diesem Kapitel aus-
fithrlich mit Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen arbeiten. Wir erinnern deshalb
zuerst noch einmal an die wichtigsten Definitionen.

Definition. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine Relation, so dass fiir alle
x,y,z € X gilt

T~
T~y = Yy~ (Symmetrie)
r~yundy~z = x~2 (Transitivitét).

Beispiele.
(a) Auf X = R ist eine Aquivalenzrelation definiert durch
r~y = (r—y) €
(b) Auf X = S? := {(x,y,2) € R?|2® +9? + 2% = 1} ist eine Aquivalenzrelation definiert

durch P~ Q [P P = Q oder P = —Q.
(¢) Auf X := B" = {(z,y) € R?|22+y? < 1} ist eine Aquivalenzrelation definiert durch
P = (@ oder

P~Q = P und Q liegen auf S := {(z,y) | 2* + y* = 1}.

(d) Wir verallgemeinern jetzt Beispiel (c). Genauer gesagt, es sei X eine Menge und
A C X eine Teilmenge. Wir definieren dann
P~(@Q < P=Q@ oder Pund Q liegen in A.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf X.

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquivalenzklasse
ist eine Teilmenge Y C X, so dass gilt

(1) fir alle y,y’ € Y gilt: y ~ ¢/,

(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt auch z € Y,
Mit anderen Worten, eine Aquivalenzklasse von X ist eine Teilmenge Y, so dass je zwei

Elemente in Y dquivalent sind, und welches jedes Element von X enthélt, welches zu einem
Element in Y &dquivalent ist.

Lemma 15.1. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Dann ist X die dis-
junkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist, d.h.

(1) jedes z € X liegt in einer Aquivalenzklasse,

(2) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = @.

Beweis. Die Aussage wurde in [Na2, Kapitel 4] bewiesen. Das Lemma kann man aber auch
leicht selber beweisen. |

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X.

(1) Wir bezeichnen mit X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen.
(2) Fiir £ € X bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von mit [z] € X/ ~.
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X/ ~

(3) Wir bezeichnen p: X
x []

—
—
als die Projektionsabbildung.
Beispiele.
(a) In Beispiel (a) ist jede Aquivalenzklasse von der Form

t+7Z = {t+n|neZ}

wobei t € R. Zudem gilt s + Z =t + 7Z genau dann, wenn s — ¢t € Z. Die Menge der
Aquivalenzklassen wird mit R/Z bezeichnet. Dies ist gerade die Quotientengruppe
der abelschen Gruppe R beziiglich der Untergruppe Z.

(b) In Beispiel (b) ist jede Aquivalenzklasse von der Form {P, —P}, wobei P € S2.

(c¢) In Beispiel (c) ist jeder Punkt (x,y) € R? mit 22 +y? < 1 eine Aquivalenzklasse, und
alle Punkte in S* = {(x,y)| 2% + y*> = 1} bilden eine Aquivalenzklasse.

(d) In Beispiel (d) ist jeder Punkt x € X \ A eine Aquivalenzklasse, und A bildet eine
Aquivalenzklasse. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit X /A

(b) 52/~ © B

Aquivalenzklasse {P, —P} Aquivalenzklassen

Lemma 15.2. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, es sei Y eine weitere
Menge und es sei f: X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(z) = f(y), wenn
immer x ~ y. Dann existiert genau eine Abbildung ¢g: X/ ~— Y, so dass f = g o p, d.h.
so dass das folgende Diagramm von Abbildungen kommutiert:

Projektion p

X

X/ ~

allg
!
Y.
Wir bezeichnen die Abbildung g: X/ ~— Y als die induzierte Abbildung.

Beweis. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und es sei f: X — Y eine
Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(x) = f(y), wenn = ~ y. Es sei nun a ein Element
in X/ ~. Dann existiert ein « € X mit a = [z]. Wir setzen

gla) = f(z).

Diese Definition héngt nicht von der Wahl von z ab, nachdem f(x) = f(y), wenn immer
x ~ y. Diese Abbildung ¢g: X/ ~ — Y hat dann offensichtlich die Eigenschaft, dass f = gop.

128Dje Aquivalenzklasse von z ist die nach Lemma eindeutig bestimmte Aquivalenzklasse von X,
welche x enthélt. Man sieht leicht, dass [x] = {y € X |y ~ z}.

129Dje Notation ist manchmal etwas gefihrlich. Beispielsweise hat R/Z nun zwei verschiedene Bedeu-
tungen, je nachdem ob wir der Notation aus Beispiel (a) oder der Notation aus Beispiel (d) folgen. Vom
Kontext her sollte es aber normalerweise klar sein, welche Konvention wir verwenden.
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Nachdem die Projektion X — X/ ~ surjektiv ist, ist die Abbildung g auch eindeutig
bestimmt. |

15.2. Die Quotiententopologie.
Definition. Es sei (X,7) ein topologischer Raum und es sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Es sei p: X — X/ ~ die Projektionsabbildung. Wir setzen

Q = {UcC X/~ | p'(U) ist offen in X}.

Man kann leicht iiberpriifen, dass Q eine Topologie auf X/ ~ definiert. Diese Topolo-
gie wird die Quotiententopologie auf X/ ~ genannt. Wir betrachten im Folgenden X/ ~
durchgehend als topologischen Raum beziiglich der Quotiententopologie.

P

/ " Punkt S*
Punkte in B Punkte in B2/S* p~'(U) ist offen in B Umgebung U des Punktes S!

Das folgende Lemma gibt eine Charakterisierung der Quotiententopologie.

Lemma 15.3. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Die Quotiententopologie auf X/ ~ hat folgende Eigenschaften:
(1) Die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ ist stetig.
(2) Es sei Y ein topologischer Raum und es sei f: X — Y eine Abbildung mit der Ei-
genschaft, dass f(x) = f(y), wenn immer z ~ y. Es sei f: X/ ~— Y die induzierte
Abbildung, d.h. die Abbildung, so dass das folgende Diagramm von Abbildungen

kommutiert: ¥ Projektion p X/ ~
all?
f
Y.

Wenn f stetig ist, dann ist auch die induzierte Abbildung f: X/ ~ — Y stetig.

Zudem ist die Quotiententopologie auf X/ ~ die einzige Topologie auf X/ ~, welche diese
beiden Eigenschaften erfiillt.

Bemerkung.

(1) Die Charakterisierung der Projektionsabbildung und der Quotiententopologie ent-
spricht der universellen Eigenschaft der Quotientenabbildung in der Linearen Algebra
II, siehe [Na2l, Satz 5.4].

(2) Wenn X ein kompakter topologischer Raum ist, dann folgt aus Satz und Lem-
ma , dass auch jeder Quotientenraum X/ ~ wiederum kompakt ist. In Ubungs-
blatt 11 werden wir jedoch ein Beispiel von einem Hausdorff Raum X mit einer
Aquivalenzrelation ~ sehen, so dass der Quotientenraum X / ~ nicht Hausdorf ist.

Beweis. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.

(1) Es folgt sofort aus der Definition der Quotiententopologie, dass die Projektionsabbil-
dung stetig ist.
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(2) Es sei Y ein topologischer Raum und es sei f: X — Y eine Abbildung mit der
Eigenschaft, dass f(z) = f(y), wenn x ~ y. Nehmen wir nun an, dass [ stetig ist.
Wir wollen zeigen, dass die induzierte Abbildung f: X / ~— Y stetig ist. Es sei also
U C Y offen. Wir miissen zeigen, dass T_I(U ) C X/ ~ offen ist. Per Definition der

Quotiententopologie miissen wir also zeigen, dass p*1(7_1(U )) offen in X ist. In der

Tat gilt: _
(U)) = (fop) " (U) = f71U) T offen.
da f stetig

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Quotiententopologie Q auf X/ ~ durch (1) und
(2) eindeutig bestimmt ist. Diese Eindeutigkeitsaussage ist, wie immer, ganz elementar zu
beweisen, wenn man die Definitionen verdaut hat. Wir werden die Eindeutigkeitsaussage
in Prasenziibungsblatt 11 beweisen. [

Beispiel. Wir betrachten noch einmal Beispiel (a). Zur Erinnerung, fiir z,y € R gilt

r~y = (r—y) €L
Wir betrachten die stetige Abbildung

R — St

x =  (cos(2mx),sin(27mx)).
Es gilt offensichtlich, dass ¢(z) = ¢(y), wenn immer = ~ y. Nach Lemmas und
existiert daher genau eine stetige Abbildung
?»:R/Z:=R/~ — S84

mit der Eigenschaft, dass §([z]) = ¢(z) fir alle x € R. Man kann sich leicht davon iiber-
zeugen, dass @ bijektiv ist. Der topologische Raum ist das Bild des kompakten Inter-
valls [0, 1] unter der stetigen Abbildung [0,1] — R — R/Z. Also ist nach Satz auch

R/Z kompakt. Nachdem R/ ~ kompakt ist, und nachdem S* Hausdorff ist, folgt nun aus
Satz dass p: R/Z — S' ein Homdomorphismus ist.

Beispiel. Wir betrachten noch Beispiel (¢). Zur Erinnerung, fir P,Q € B’ hatten wir
folgende Aquivalenzrelation eingefiihrt:

P~(@ <= P=Qoder Pund Q liegen auf S*.
Wir betrachten zuerst die Abbildung

[ B s
cos(¢p) - sin(7r)
(r-cos(p),r-sin(p)) +— | sin(yp) -sin(7r) |.
wobei 7 € [0, ﬁrund ¥ €10, 27] COS(WT)

Man kann sich leicht vergewissern, dass diese Abbildung in der Tat wohldefiniert ist, d.h.
dass der Ausdruck auf der rechten Seite nicht von der Wahl der Polarkoordinaten (r,¢)

fiir einen Punkt in B abhingt, und dass der Punkt auf der rechten Seite in der Tat in S?
liegt. Zudem kann man leicht zeigen, dass die Abbildung stetig ist.

Es gilt zudem, dass f(x,y) = (0,0,—1) fiir alle Punkte mit » = 1, d.h. fiir alle Punkte
(z,y) in S' = {(x,y)|2* + y* = 1}. Es folgt also insbesondere, dass f(P) = f(Q) fiir



162

NN

R

272

Strahl s

Homdomorphismus g

alle Punkte P, Q) € B’ mit P ~ . Nach Lemmas und existiert daher genau eine
stetige Abbildung ¢: Ez/ ~ — 5% mit der Eigenschaft, dass g([P]) = f(P) fiir alle P € B
Man kann sich problemlos davon iiberzeugen, dass g: B/ ~— 52 bijektiv ist.

Der topologische Raum B ist kompakt. Aus Satz ’1—%‘ folgt dann auch, dass B / ~

kompakt ist. Nachdem S? zudem Hausdorff ist, folgt nun aus Satz|1.15| dass g: B / ~— S?
ein Homdomorphismus ist.
Die anschauliche Darstellung des Arguments ist in der Abbildung oben skizziert. In

B / ~ fassen wir alle Punkte auf dem Rand zu einem Punkt zusammen. Das ,, Endergebnis”
ist eine 2-dimensionale Sphére.

15.3. Offene Abbildungen.

Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologische Rdumen heifit offen, wenn
das Bild jeder offenen Menge in X offen in Y ist.

Beispiel.
(1) Die Projektionsabbildung p: R? — R, p(z,y) := x ist offen, withrend die Inklusions-
abbildung i: R — R?, i(x) = (z,0) offensichtlich nicht offen ist.
(2) Es sei X = R und es sei ~ die Aquivalenzrelation, welche gegeben ist durch
P~(Q < P=Q oder Pund @ liegen in [-2,2].
Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ nicht offen. In der Tat, wir be-

trachten U = (—1,1) C R. Dann ist U natiirlich offen in R, aber p(U) ist nicht offen
in R/ ~, denn p~!(p(U)) = [—2, 2] ist nicht offen in R.

Lemma 15.4. Es sei X ein topologischer Raum, es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X
und es sei B eine Basis der Topologie auf X. Wenn die Projektionsabbildung p: X — X/ ~

offen ist, dann istFiUl p(B) = {p(B)|B € B}
eine Basis der Quotiententopologie auf X/ ~.

Beweis. Wir verwenden das Kriterium von Lemma [14.4) um zu zeigen, dass p() eine Basis
der Topologie auf X/ ~ ist. Es sei also U C X/ ~ eine offene Menge und es sei y € U. Wir
miissen zeigen, dass es ein B € B mit y € p(B) C U gibt.

Wir wihlen ein x € X mit p(z) = y. Nachdem B eine Basis der Topologie auf X und
nachdem p~*(U) offen in X ist, gibt es nach Lemma [l4.4]ein B € B mit x € B C p~*(U).

130pje Mengen p(B) sind offen in X/ ~, weil nach Voraussetzung die Projektionsabbildung X — X/ ~
offen ist.
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Dann gilt aber auch, dass y = p(x) € p(B) C p(p~*(U)) = U. Da p(B) nach Voraussetzung
offen ist, haben wir das Kriterium erfolgreich nachgewiesen. [

15.4. Beispiele: Zylinder, Torus, das Mobius Band und die Kleinsche Flasche.
Wir betrachten im Folgenden noch viele weitere Beispiele von Aquivalenzrelationen auf
topologischen Rdumen. Bei der Beschreibung der Beispiele ist es hilfreich folgende Sprech-
weise einzufiihren.

Definition. Es sei ~ eine Relation auf X. Wir sagen z,y € X sind dquivalent, wenn es
xr=ux,...,2, =y in X gibt, so dass fiir alle s = 1,...,k — 1 gilt: es ist x; ~ 2,11 oder es

ist ;11 ~ x;. Wir nennen diese die von “~” erzeugte Aquivalenzrelation

Beispiel. Die Relation z ~ (z 4+ 1) mit # € R auf R erzeugt die schon verwendete
Aquivalenzrelation x ~y < = —y € Z.

Beispiel A: Der Zylinder. Wir betrachten X = [0, 1] x [0,1] € R? und die Aquivalenz-
relation, welche erzeugt wird von

(2,0) ~ (x,1) fiir alle x € [0, 1]]™]

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir jeden Punkt
auf der oberen Kante mit dem entsprechenden Punkt auf der unteren Kante identifizieren.
Etwas anschaulicher, wir erhalten den Quotientenraum indem wir die ,,obere Kante orien-
tierungserhaltend mit der unteren Kante verkleben”. Die Abbildung unten veranschaulicht
diese Operation und suggestiert, dass der Quotientenraum X / ~ ein Zylinder ist.

die Punkte (z,0) und (z,1) sind dquivalent i X / ~ st | = [(x,0)] ein Punkt
~
= Zylinder

Wir kénnen diese Aussage auch leicht beweisen. Wir betrachten zuerst die surjektive

Abbildung 0: X =1[0,1] x[0,1] — [0,1] x S
(z,y) = (z,exp(2miy)).

Mithilfe von Satz (2) kann man leicht zeigen, dass die Abbildung stetig ist. Nach-
dem ¢(a) = ¢(b) fiir alle a ~ b induziert ¢ nach Lemma eine stetige Abbildung
Y: X/ ~— [0,1] x S*. Diese Abbildung ist (wie man leicht sieht) bijektiv. Es folgt aus
Satz [1.11] dass X/ ~ kompakt ist. Nachdem [0, 1] x S nach Lemma zudem Hausdorff
ist, folgt wiederum aus Satz , dass ¢ ein Homéomorphismus ist, d.h. X/ ~ ist in der
Tat homoéomorph zu einem Zylinder.

I3IMan kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf X definiert.
132Dje Aquivalenzrelation ist also gegeben durch

P~Q <= P=Qoder P=(x,1) und Q = (z,0) fiir ein = € [0, 1].
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der Ausgang links entspricht
dem Ausgang rechts,
Pacman bewegt sich also
auf einem Zylinder

Beispiel B: Das Mébiusband. Wir betrachten jetzt X = [0, 1] x [0, 1] C R?, dieses Mal
mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von

(0,y) ~ (1,1 —y) fiir alle y € [0, 1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die ,linke Kante
nach einer Verdrillung mit der rechten Kante verkleben”. Den topologischen Raum X/ ~
nennen wir das Mobiusband. Wir iiberlassen es als Ubungsaufgabe nachzuweisen, dass X/ ~
homéomorph ist zum Teilraum von R? welchen wir im Beweis von Lemma eingefiihrt
hatten.

(()1 y) —

o T > - (=
£ 4
([071] X [()71})/ ~ (Ll_ Y)

Wir sehen, dass diese Beschreibung des Mobiusbands deutlich kiirzer, und leichter zu
merken ist, als die urspriingliche Definition im Beweis von Lemma, [19.3]
Beispiel C: Der Torus. Wir betrachten jetzt wiederum X = [0,1] x [0,1] C R?, aber
dieses Mal mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von

(2,0) ~ (x,1) fiir alle z € [0, 1]
und von (0.y) ~ (1,y) fiir alle y € [0,1].
Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die ,obere Kante
mit der unteren Kante orientierungserhaltend verkleben” und die , linke Kante mit der rech-

ten Kante orientierungserhaltend verkleben”. Die Abbildung unten veranschaulicht diese
Operation und suggestiert, dass der Quotientenraum X/ ~ ein Torus ist.

e G- @2

d

Vi

Wir betrachten die Abbildung

f: X=(0,1] x[0,1])/ ~ — StxS!
[(p,0)] — (exp(27mip),exp(27ih)).
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Es folgt aus Satz (2) und Lemma dass diese Abbildung stetig ist. Zudem kann
man leicht iiberpriifen, dass die Abbildung bijektiv ist. Nachdem 7T kompakt ist und
nachdem S! x S! nach Lemma m Hausdorff ist, folgt nun aus Satz dass f ein
Homdoomorphismus ist.

Auf Seite 27 hatten wir schon den Torus als 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit

T = {((3+sind)-cosep, (3+sinb)-singp, cosb) |0, € R}
von R3 eingefithrt. Man kann nun leicht zeigen, dass die Abbildung

X =(0,1] x[0,1])/ ~ — T
[(p,0)] — ((3+sinf)-cosy, (3+sind)-singp, cosh))

ein Homdomorphismus ist.

TZ 3—&—51110 p  [(B3+sind) - cosy

Q Y / v J/ < (34 sind) - sinp
/ 9 cos b A cos
(I RN .
oo NI
Kreis in der zz-Ebene 2

wird um die z-Achse gedreht
Beispiel D: Die Kleinsche Flasche. Wir betrachten noch einmal X = [0, 1] x[0, 1] C R?,
jedoch dieses Mal mit der Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von
(2,0) ~ (z,1) fur alle z € [0, 1]
und von (0,y) ~ (1,1 —y) fiiralley € [0,1].

Der Quotientenraum X/ ~ entsteht also aus dem Quadrat X, indem wir die ,obere Kante
orienteriungserhaltend mit der unteren Kante verkleben” und die ,linke Kante nach einer
Verdrillung mit der rechten Kante verkleben”. Den topologischen Raum X/ ~ nennen wir
die Kleinsche Flasche@

AN

=N ==

entgegengesetzte Orientierung

In der Abbildung unten sehen wir die Skizze einer stetigen Abbildung von der Kleinschen
Flasche in R®. Diese Abbildung ist nicht injektiv, denn zwei Kreise auf der Kleinschen
Flasche bilden auf den gleichen Kreis in R? ab. In der Tat kann man zeigen, aber dies
geht weit iiber diese Vorlesung hinaus, dass es keine injektive stetige Abbildung von der
Kleinschen Flasche nach R? geben kann.

Es gibt jedoch eine injektive stetige Abbildung von der Kleinschen Flasche nach R*. Die
Konstruktion ist in der Abbildung unten skizziert. Genauer gesagt, es sei ®: X/ ~ — R3 die
Abbildung, welche in der Abbildung skizziert ist. Wir wéhlen eine weitere stetige Abbildung

133Dje Kleinsche Flasche ist nach dem Mathematiker Felix Klein (1849-1925) benannt.
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jede Abbildung der Kleinschen Flasche nach R? hat einen Selbstschnitt

q>_>/
< T T\

die Bilder der beiden Kreise sind identisch

S

U(z,y) = f(z): X/ ~— R, welche die Eigenschaft hat, dass die Werte fiir alle Punkte auf
A echt kleiner sind als die Werte auf B. Dann ist die Abbildung

X/~ — R{=R3xR
[(z,9)] = (B(z,9), f(2))

injektiv. In der Tat, denn wenn ®(z,y") = ®(z,y) mit (z,y) # (2',y'), dann liegen (z,y)
und (2, ') auf zwei verschiedenen Kreisen A und B, also unterscheiden sich die f-Werte.

CcR?

U(z,y) = f(x), wobei der Graph [

von f(x) gegeben ist durch

15.5. Beispiele: Flichen von héherem Geschlecht. Es ist anschaulich klar, was eine
Flache von Geschlecht 2 sein soll. Aber es ist deutlich weniger klar, wie man eine solche
Flache mathematisch sauber definieren kann. Um unsere Definition zu motivieren beginnen
wir zuerst mit einer etwas informellen Diskussion.

—— Flache von Geschlecht 2

Wir betrachten erst einmal den topologischen Raum, welcher auf der linken Seite der
Abbildung unten skizziert ist. Wir betrachten hierbei ein Pentagon, bei dem jeweils zwei
Seiten mit gegenldaufiger Orientierung identifiziert werden.

2 _
) 1=5

>—12

o] N N

1%

4 > 3

Torus von dem eine offene Scheibe entfernt wurde
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In dem Beispiel sind die fiinf Eckpunkte dquivalent |TE| Daher ist dieser topologische Raum
homoomorph zum topologischen Raum, welchen wir aus dem Torus X = ([0, 1] x [0, 1])/ ~
erhalten, indem wir eine offene Scheibe entfernen. Wir erhalten also eine Fliche mit einer
Randkomponente.

Wir betrachten jetzt das reguldre Oktagon@ Eg, welches in der néchsten Abbildung
skizziert ist. Wie fiir den Torus wihlen wir eine Aquivalenzrelation, so dass jeweils zwei
Kanten, welche durch genau eine Kante getrennt sind, mit ,gegenldufiger Orientierung”
dquivalent werden. Der topologische Raum Eg/ ~, den wir dadurch erhalten, ist anschaulich

CHE

die Fldche von Geschlecht 2. Dies kann man wie folgt sehen: Wir betrachten in Eg zuerst
die rechte obere Hilfte, wir identifizieren dann jeweils zwei Kanten, und erhalten, wie wir
gerade gesehen hatten einen ,, Torus minus eine Scheibe”. Genau das Gleiche gilt auch fiir
die linke untere Hélfte. Wir erhalten jetzt Fg/ ~, indem wir zwei solche ,, Tori minus eine
Scheibe” am Rand verkleben. Das Ergebnis ist, wie in der Abbildung oben illustriert, eine
Flache von Geschlecht 2.

Wir kehren jetzt zu préziser Mathematik zuriick. Genauer gesagt, wir beschreiben jetzt
FEg und die obige Aquivalenzrelation priizise.

14

Definition. Wir bezeichnen mit Eg das reguldre Oktagon in C mit den acht Eckpunkten
Qi = exp(2wik/16), wobei k = 1,3, ..., 15. Fiir Punkte A, B € R? = C bezeichnen wir wie
iiblich mit AB die euklidische Strecke von A nach B. Zudem bezeichnen wir fiir ¢ € R
mit s,: C — C die Spiegelung an der euklidischen Geraden {t - exp(ip)|t € R}. Wir
bezeichnen mit ~ die Aquivalenzrelation auf Fg, welche erzeugt ist durch

P € Qau-1Qakt1 ~ Soriak+2)/16(P) € Qari3Qoris

fiir kK =0, 1,4,5. Die obige Diskussion motiviert jetzt die Konvention, dass wir den topolo-
gischen Raum FEg/ ~ als die Fldche von Geschlecht 2 bezeichnen.

Qs . Qs Qs 1 ‘Qg

Spiegelung sz Spiegelung s= Spiegelung ssx Spiegelung s«
- 3 - - 2 - 4 - - 2

1341 der Tat: 1 ~ 4 (wegen rot) und 4 ~ 3 (wegen blau) und 3 ~ 2 (wegen rot) und 2 ~ 5 (wegen blau).
135Bin n-Eck F im R? heifit regulédr, wenn alle Kanten die gleiche Lénge besitzen und wenn alle Innen-
winkel gleich sind.
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Ganz analog kann man fiir jedes ¢ > 3 auch die Fldche von Geschlecht g definieren.
Genauer gesagt, wir starten in diesem Fall mit einem reguldren 4g-Eck und identifizieren
fir j =1,..., g die Kante 45 4+ 1 mit der Kante 47 + 3 und die Kante 45 4+ 2 mit der Kante
47 + 4, wobei die Identifizierung jedes Mal gegeben ist durch eine Spiegelung.

Fiir g = 3 ist diese Konstruktion in der Abbildung unten skizziert.

-

/ - R

Flache von Geschlecht drei
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16. TOPOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEITEN

16.1. Zweitabzihlbare topologische Riume. Bevor wir die topologischen Mannigfal-
tigkeiten einfithren konnen, benotigen wir noch folgende etwas technische Definition.

Definition. Ein topologischer Raum heiffit zweitabzéhlbar, wenn es eine abzdhlbare Basis
fiir die Topologie gibt.
Lemma 16.1.
(1) Der topologische Raum R”, mit der iiblichen Topologie, ist zweitabzahlbar,
(2) Wenn X ein zweitabzéhlbarer topologischer Raum ist, dann ist auch jede Teilmenge,
mit der Teilraumtopologie, zweitabzéhlbar.

Beweis.
(1) Wir betrachten zuerst

B := {alle Teilmengen von R" der Form B! (p) mit ¢ € Q- und p € Q"}.

Es folgt leicht aus Lemma [14.4] dass B eine Basis der Topologie von R™ ist [ Nach-
dem B aus abzdhlbar vielen Mengen besteht, ist also R" zweitabzéhlbar.

(2) Es sei nun X ein zweitabzéhlbarer topologischer Raum und A eine Teilmenge. Es sei
B eine abzéhlbare Basis der Topologie von X. Es folgt aus Lemma [14.5 dass

C := {alle Teilmengen von A der Form AN X mit X € B}

eine Basis der Topologie von A ist. Nachdem C offensichtlich abzéhlbar ist, folgt, dass
A zweitabzihlbar ist. n

Lemma 16.2. Das Produkt von zwei zweitabzéhlbaren topologische Rdumen ist wiederum
zweitabzéhlbar.

Beweis. Es seien also X und Y zwei zweitabzdhlbare topologische Rdume. Zudem sei
{Bi}icr beziehungsweise {C}} ;e eine abzéhlbare Basis der Topologie von X beziehungswei-
se Y. Es folgt aus Lemma([14.8] dass { B; x C; }(;,j)er«J eine Basis fiir X xY" ist. Das Produkt
der beiden abzahlbaren Mengen [ und J ist wiederum abzéihlbaﬂ, also ist { B; x Cj}(z’,j)e IxJ
eine abzéhlbare Basis fir X x Y. |

Lemma 16.3. Es sei X ein zweitabzihlbarer topologischer Raum und es sei ~ eine Aqui-
valenzrelation auf X. Wenn die Projektionsabbildung p: X — X/ ~ offen ist, dann ist
auch X/ ~ zweitabzéhlbar.

Beweis. Das Lemma folgt sofort aus Lemma [15.4] |

Beispiel. Die bisherigen beiden Lemmas besagen, dass die meisten Beispiele von topolo-
gischen Rdumen, welche wir kennen, in der Tat zweitabzéhlbar sind. Allerdings sind nicht
alle topologischen Raumen zweitabzéahlbar. Beispielsweise ist R mit der diskreten Topologie
nicht zweitabzihlbar [

1361 der Tat, denn sei U C R™ offen und es sei z € U. Dann gibt es per Definition ein € > 0, so dass
BP(xz) C U. Wir wéhlen nun eine rationale Zahl < § und wir wihlen einen Punkt y € Q" mit ||z —y|| < 7.

Dann gilt = € By (y) C By, ,_,(x) C B¢ (x) C U. Es folgt nun aus Lemma dass B eine Basis der

Topologie von R" ist.
137Warum ist das Produkt von zwei abzéhlbaren Mengen wiederum abzéhlbar?
B8 Warum nicht?
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16.2. Definition von topologischen Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine n-dimensionale Karte fiir X ist ein Homéomorphismus ®: U — V zwischen
einer offenen Teilmenge U C X und einer offenen Teilmenge von R™.
(2) Ein n-dimensionaler Atlas fiir den topologischen Raum X ist eine Familie von n-

dimensionalen Karten {®;: U; — V;};cr, so dass U U; = X.
i€l

(3) Wir sagen X ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, wenn gilt:
(a) zu jedem x € X gibt es eine n-dimensionale Karte ®: U — V mit = € U,
(b) X ist Hausdorff,
(c) X ist zweitabzédhlbar.

Beispiele.
(1) Jede offene Teilmenge U C R™ ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
mit der Karte ¢ = id.
(2) Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von R™ mit OM = & ist eine k-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In der Tat, denn es gilt:
(a) Jede Karte ®: U — V, im Sinne der Definition auf Seite 20 schrénkt sich ein
auf einen Homéomorphismus ®: UNM — V N E, C E;, = R* ein.
(b,c) M ist eine Teilmenge von R™, also insbesondere nach Seite [9| Hausdorff und nach
Lemma zudem zweitabzéhlbar,

M

Karte fiir Untermannigfaltigkeit Karte fiir topologische Mannigfaltigkeit

(2) Wenn X ein topologischer Raum ist, welcher homéomorph zu einer Untermannigfal-
tigkeit von R” ist, dann ist X auch selber eine topologische Mannigfaltigkeit. Bei-
spielsweise hatten wir gesehen, dass X = R U {oo}, die Gerade mit einem Punkt
im Unendlichen, homdomorph zu S* ist. Also ist X = RU {oo} eine 1-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

(3) Es sei X die Gerade mit zwei Nullen, welche wir auf Seite [7| kennengelernt hatten.
In Ubungsblatt 12 werden wir sehen, dass es zu jedem z € X eine Karte ®: U — V
mit © € U gibt. Andererseits hatten wir schon gesehen, dass X nicht Hausdorff ist.
Dies zeigt, dass die Hausdorff-Eigenschaft nicht aus der Existenz von Karten folgt.

Bemerkung. Die Bedingung, dass eine topologische Mannigfaltigkeit X zweitabzéhlbar
sein soll ist sicher unerwartet. Wir geben hier eine erste Begriindung, und etwas spéter
geben wir noch eine weitere Begriindung, warum man diese Einschrankung vornimmt.
Man kann sich fragen, was fiir eindimensionale zusammenhéngende topologische Mannig-
faltigkeiten es gibt. Wir kennen natiirlich S' und R, und es erscheint auf den ersten Blick
verniinftig, dass jede eindimensionale zusammenhéngende nichtleere topologische Mannig-
faltigkeit zu einer der beiden Beispiele homoomorph ist. Erstaunlicherweise gibt es jedoch
noch einen weiteren topologischen Raum, welcher Hausdorff ist, und welcher einen Atlas
besitzt, welcher jedoch nicht zu S* oder R homdomorph ist. Dies ist die sogenannte “lange
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Gerade”, siehe [Fr'T, Kapitel 16]. Dieser topologische Raum ist jedoch nicht zweitabzihlbar,
und damit keine topologische Mannigfaltigkeit in unserem Sinne. Um dieses exotische Bei-
spiel auszuschliefen haben wir in der Definition gefordert, dass eine topologische Mannig-
faltigkeit zweitabzéhlbar sein soll.

Wir wenden uns jetzt den topologischen Raumen zu, welche wir in Kapitel [15.4] eingefiihrt
hatten. Nachdem wir uns im Moment nicht mit ,, Randpunkten” beschéftigen wollen, fithren
wir dazu folgende Variation des Mobiusbands ein.

Definition. Wir betrachten X = [0,1] x (0,1) C R2, mit der Aquivalenzrelation, welche

t wird
I (0,y) ~ (1,1 —y) fiir alle y € (0,1).
Wir bezeichnen X/ ~ als das offene Mobiusband.

0.) - * """""" + .................. il i _ |
! N e S e EBES amy
1 N TRYIE GRS

(10,1] x (0, 1))/ N (1,1 y)

Lemma 16.4. Das offene Mobiusband ist eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit.

Bemerkung. Mit den Methoden des Beweises von Lemma kann man auch problemlos
zeigen, dass auch die anderen topologischen Raume, welche wir in Kapitel eingefiihrt
hatten, ndmlich der ,offene” Zylinder, der Torus und die Kleinsche Flasche ebenfalls 2-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten sind. Wir werden den Fall einer Flédche von
Geschlecht 2 etwas spéter auch noch explizit betrachten und wir werden dann zeigen, dass
es sich hierbei auch um eine topologische Mannigfaltigkeit handelt.

Beweis. Wir betrachten also den topologischen Raum X = [0,1] x (0,1) C R* mit der
Aquivalenzrelation, welche erzeugt wird von (0,y) ~ (1,1 — y) fiir alle y € (0,1). Wir
bezeichnen mit P X — X/~

Q — p@Q)=[Q

die Projektionsabbildung. In Ubungsblatt 12 wird gezeigt, dass X/ ~ zweitabzihlbar ist.
Zudem wird in Ubungsblatt 12 gezeigt, dass X/ ~ Hausdorff ist ") Wir miissen nun also
nur noch zeigen, dass es zu jedem Punkt ) € X/ ~ eine 2-dimensionale Karte um @ gibt.
Es sei also Q € X/ ~.

1. Fall Wir nehmen zuerst an, dass @ = p(x,y) mit x # 0, 1. Wir setzen V; = (0,1)x(0, 1).
Die Einschrinkung von p auf V; ist ein Homdomorphismugd ™| und U, := p(V}) ist
eine offene Umgebung von ). Also ist ®; := p~': U; — V; eine Karte um Q.

2. Fall Wir nehmen nun an, dass @ = p(0,y) fiir ein y € (0,1). Wir setzen

W o= ([0,1) x (0,1)) U ((3,1] x (0,1)).

I39Nicht alle FEigenschaften einer topologischen Mannigfaltigkeit sind gleich wichtig. Die Hausdorff-
Eigenschaft und die Zweitabzéhlbarkeit kann man in den meisten verniinftigen Féllen problemlos nach-
weisen. Der Knackpunkt ist normalerweise die Existenz der Karten.

M0Warum?
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X =[0,1] x (0,1)

S
O, —p! Uy = p(Vy)
(z,y)  Vi:=(0,1) x(0,1) Q@ = p(x,y) mit z # 0,1

Dies ist offensichtlich eine offene Menge von X. Wir setzen nun Uy := p(WW).
Nachdem p~'(U,) = p~}(p(W)) = W offen ist, ist U, eine offene Umgebung von
@ = p(0,y). Wir betrachten nun die Abbildung

By: Uy = p(W) — Vo= (=11 x(0,1)

(a,b), wenn (a,b) € [0,1) x (0,1),
pla;b) { (a—1,1—b), wenn (a,b) € (3,1] x (0,1).

Diese Abbildung ist, wie man leicht zeigen kann, Wohldeﬁnier@ bijektiv, stetig
und die Umkehrabbildung ist ebenfalls stetig. Also ist ®5: Uy — V5 eine Karte um

=p(0,y).
Wir habecrgl nufl(aigt)) einen Atlas {®;: U; — V;},—1 2 fiir das Mobiusband gefunden@ [ |
X =10,1] x (0,1) X/ ~ Uy =p(W)
o (1,1—y) - @=p11-y)
p
Q=
D, p(a,b)) = (a—1,1—0)

16.3. Gruppenoperationen. Um weitere Beispiele von topologischen Mannigfaltigkeiten
zu konstruieren, fithren wir den Begriff einer Gruppenoperation ein. (Dieser Begriff wurde
auch schon in [Na3, Kapitel 13.1] eingefiihrt.)

Definition. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe mit trivialem Element e.

(1) Eine Gruppenoperation (oder kurz Operation) von G auf X ist eine Abbildung
GxX — X
(9.2) = g-=
so dass gilt:

11D 1. wenn p(a,b) = p(a’, '), dann gilt auch nach der obigen Definition ®;(p(a, b)) = ®o(p(a’, V).
HM2\Warum miissen wir nicht auch noch den Fall betrachten, dass Q = p(1,y) fiir ein y € (0,1)?
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e-r = x, fiir alle x € X,
g-(h-z) = (gh) -z, firallez e X und g,h € G.@
(2) Die Operation heift frei, wenn g - x = x fiir ein € X impliziert, dass g = e.
Beispiele.
(1) Die orthogonale Gruppe O(n) operiert auf R” durch die iibliche Multiplikation. Diese

Operation ist jedoch nicht frei.
(2) Es sei V ein reeller Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann ist

UxV — V
(u,v) — u+w
eine freie Operation der Gruppe U auf der Menge V.

Lemma 16.5. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X operiert. Dann ist
r o~y < esexistiert ein g € G, sodass g-x =y

cine Aquivalenzrelation auf X.

Beweis. Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen. Beispielsweise folgt aus (1), dass

fiir alle x € X gilt © ~ z. Die Symmetrie der Relation folgt aus folgendem Argument:

—e-x=x
r~y = esgibt g€ Gmitg-r=y = esgibt g€ Gmit g '(g-2)=g"' y
— mithk=g lgilth-y=2 = y~ux

Ganz &hnlich zeigt man auch, dass ~ transitiv ist. [

Notation. Es sei X eine Menge und G eine Gruppe, welche auf X operiert. Wir bezeichnen
mit ~ die Aquivalenzrelation aus Lemma Wir schreiben dann

X/G = X/ ~.
Beispiel. Es sei V' wieder ein reeller Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann ist
V/U gerade der Quotientenvektorraum, welcher in [Na2, Kapitel 5.2] eingefiihrt wurde.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir folgendes elementare Lemma mehrmals
verwenden.
Lemma 16.6. Es sei G eine Gruppe, welche auf einer Menge X operiert. Wir bezeichnen
mit p: X — X/G die Projektionsabbildung. Es seien A und B Teilmengen von X. Dann
gilt p(A)Np(B) = @ <= firallegeGistg-ANB=9g
und die dquivalente Aussage

p(A)Np(B) # & <= esgibteinge Gmit g- ANB # &.

Beweis. Wir beweisen die zweite Aussage, die erste Aussage ist zu dieser dquivalent. Es
ilt
& p(A)Np(B) # @ <= esgibta € Aund b € B mit p(a) =p(b) € X/G
<= esgibta€c Aundbe Bundeinge Gmitg-a=1>
<= es gibt ein g € G mit g- AN B # @. ]

1431 inks wenden wir also zwei Mal die Operation an, wiahrend wir rechts erst die beiden Elemente in
der Gruppe multiplizieren, und dann auf x anwenden.
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16.4. Stetige Operationen.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X operiert.
Wir sagen die Operation ist stetig, wenn fiir jedes g € G die Abbildung

X = X
T = -
stetig ist.
Beispiele.
(A) Die Abblldung 7" x R* — R”

(z,v) — z+w
ist eine stetige und freie Operation der Gruppe G = Z™ auf dem topologischen

Raum X = R".

B) Dic Abbild
(B) Die Abbildung ZxRx(—1,1) = Rx(-1,1)

(n7 (ZE,y)) = ("L’ +n, (_1)n : y)

ist eine Operation von G = Z auf X = R x (—1, 1), welche stetig und frei ist.

Operation von 1 € 7Z
X =R x(-1,1) T

— >
~ ?Z////////// f WW;//////M/;”; %//////////f T

(C) Die Abbildung (£+1} xR — R
(e,2) — e-x

ist eine stetige Operation von G = {£1} auf X = R. Diese ist jedoch nicht frei,
denn (—1) -0 =0, aber —1 ist nicht das triviale Element der Gruppe G = {%1}.

(D) Die Abbildung {£1} x S* — §"
(,P) — €-P
ist eine stetige und freie Operation von G = {£1} auf X = 5".
(E) Die Abbildung QxR — R
(ryz) w— r+ux,

ist, analog zu Beispiel (A), eine stetige und freie Operation von G = Q auf X = R.

Lemma 16.7. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologischen Raum X
operiert. Fiir jedes g € G ist die Abbildung

X — X
r = g-z

ein Homéomorphismus.

Beweis. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf dem topologischen Raum X operiert und

S}

sei g € G. Die Abbildung X o X

r = glow
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ist nach Voraussetzung ebenfalls stetig. Zudem ist diese Abbildung die Umkehrabbildung
der gegebenen Abbildung, denn fiir alle z € X ist

g (grm) = (g9 T = ez = @
zweites Axiom einer Operation erstes Axiom einer Operation.
Genau das gleiche Argument zeigt auch, dass g - (¢7! - x) = x fiir alle z. [

Konvention. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X stetig
operiert. Wir fassen dann X/G immer als topologischen Raum beziiglich der Quotienten-
topologie auf, welche wir in Kapitel eingefiithrt hatten. Zur Erinnerung, dies bedeutet,
dass U C X/G offen ist, wenn unter der Projektionsabbildung p: X — X/G das Urbild
p Y (U) C X offen ist.

Lemma 16.8. Es sei G eine Gruppe, welche stetig auf einem topologischen Raum X
operiert. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die Projektionsabbildung.
(1) Die Projektionsabbildung X — X/G ist offen[™]
(2) Essei nun U C X eine offene Teilmenge, so dass die Abbildung p: U — X/G injektiv
ist. Dann ist die Abbildung p: U — p(U) ein Homéomorphismus.

Beweis.

(1) Wir miissen zeigen, dass die Projektionsabbildung p: X — X /G offen ist. Es sei also
U C X offen. Wir miissen zeigen, dass p(U) offen in X/G ist, d.h. wir miissen zeigen,
dass p~(p(U)) offen in X ist. Es folgt aus den Definitionen, das{ ™|

p W) = Ug U
geG
Nachdem G stetig operiert, ist die Multiplikationsabbildung = + ¢ - x nach Lem-
ma ein Homdomorphismus. Also ist ¢ - U offen in X. Es folgt, dass p~'(p(U))
als Vereinigung von offenen Mengen, offen in X ist.

(2) Die Projektionsabbildung p: X — X/G ist nach Lemma [15.3] stetig, und damit ist
auch die Einschrankung von p auf U stetig. Die Abbildung p: U — p(U) ist nach
Voraussetzung injektiv und offensichtlich surjektiv, also eine Bijektion. Es verbleibt
zu zeigen, dass q := p~': p(U) — U stetig ist. Es sei also W C U offen. Da U offen
in X ist, ist W auch offen in X. Also ist ¢=*(W) = (p~')~"(W) = p(W) offen nach
(1). Also ist p~': p(U) — U stetig. |

Wir betrachten nun die Quotientenrdume der vorherigen Beispiele.

Beispiele.

(A) Wir betrachten wiederum die stetige Operation von Z™ auf R". Auf Seite [158 hatten
wir gesehen, dass R/Z homéomorph zu S ist. Genau der gleiche Beweis zeigt nun,

dass Ml
—_—
IRn/Zn — (Sl)nzslx...xsl

[(271, s 7'Tn)] = (627ri1‘17 e 627rix")

1447ur Erinnerung, wir hatten auf Seite eine Abbildung f: X — Y zwischen topologische Rdumen
offen genannt, wenn das Bild jeder offenen Menge in X offen in Y ist.
145Warum folgt das ,,aus den Definitionen”?
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ein Homgomorphismus ist. Wir bezeichnen R™/Z™ = (S1)" als den n-dimensionalen
Torus.

(B) Es sei X = [0,1] x (0,1) und es sei (0,y) ~ (1,1 — y) die Aquivalenzrelation von
Seite [168] welche das offene Mobiusband definiert. Man kann nun relativ leicht zeigen,
dass die Abbildung

X/~ = Rx(-1,1))/Z
(z,y)] = [(z,2y = 1)]

wohldefiniert ist, und dass dies ein Homéomorphismus ist. Mit anderen Worten, der
Quotientenraum (R x (—1,1))/Z ist homéomorph zum offenen Mobiusband. Im wei-
teren Verlauf bezeichnen wir oft auch (R x (—1,1))/Z als das Mobiusband.

(C) Wir betrachten noch einmal die Operation von G = {£1} auf X = R. Wir werden
in Présenziibungsblatt 12 zeigen, dass

R/{£1} — [0,00)
[2] = |z

ein Homdomorphismus ist.
(D) Wir bezeichnen den Quotientenraum S™/{+1} als den n-dimensionalen projektiven
Raum R P”

(E) Wir betrachten die Operation
QxR — R

(r,x) — r+ux.

In diesem Fall ist der Quotientenraum R/Q kein ,alter Bekannter”, sondern ein

cher eigenwilliger topologischer Raum. Beispielsweise werden wir in Ubungsblatt 12
sehen, dass R/Q kein Hausdorff-Raum ist.

Beispiel (E) zeigt, dass der Quotient X /G eines Hausdorff-Raums nicht notwendigerweise
Hausdorff ist. Wir wollen jetzt ein Kriterium dafiir finden, dass fiir einen Hausdorff-Raum
X auch der Quotientenraum X /G wiederum Hausdorff ist.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, welche auf X operiert.
Wir sagen, G operiert eigentlich, wenn es fiir alle x und y in X offene Umgebungen U von
x und V von y gibt, so dass die Menge {g € G|g-U NV # &} endlich ist.

x gU
A LT LY

Wir betrachten wiederum einige der vorherigen Beispiele.

M6Der reelle n-dimensionale projektive Raum wird normalerweise definiert als
RP" = Menge aller Geraden in R"*! = (R"™!\ {0})/ ~,

wobei v ~ w, wenn v = \-w fiir ein A € R\ {0}. Die Abbildung S™/ ~— (R"*1\{0})/ ~, welche gegeben
ist durch [v] — [v], ist jedoch offensichtlich eine Bijektion. Der projektive Raum spielt eine wichtige Rolle
in der ,,algebraischen Geometrie” und der ,, Topologie”.

147 Présenziibungsblatt 12 werden wir sehen, dass RP™ homdomorph ist zum topologischen Raum
B"/ ~, wobei z ~ —2 fiir alle z € S"~1.
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Beispiele.

(A) Die Operation von G = Z" auf X = R" ist eigentlich. In der Tat, denn es seien P
und @ zwei Punkte in R”. Dann gilt fiir jede Wahl von beschrankten Umgebungen
Uund V, dass {z € Z"| (2 + U) NV # @} endlich ist[™

(B) Ein #hnliches Argument wie in (A) zeigt, dass die Operation der Gruppe G = Z auf
X =R x (—1,1) eigentlich ist.

(C&D) Jede stetige Operation einer endlichen Gruppe ist offensichtlich eigentlich. Insbeson-
dere sind die Operationen der Gruppe G = {£1} auf X = R und X = S™ eigentlich.

(E) Die Operation von G = Q auf X = R ist nicht eigentlich. Diese Aussage kann man
leicht ganz explizit nur mithilfe der Definitionen zeigen. Die Aussage folgt auch aus
der oben bewiesenen Tatsache, dass R/Q nicht Hausdorff ist, zusammen mit dem
néchsten Satz.

Satz 16.9. Es sei GG eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X stetig operiert.
Wenn die Operation zudem eigentlich ist, dann ist der Quotientenraum X /G ebenfalls
Hausdorft.

Im Beweis von Satz [16.9 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Hilfslemma 16.10. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum X stetig
und eigentlich operiert. Fiir alle a,b € X gibt es offene Umgebungen A von a und B von
b mit folgender Eigenschaft: fiir alle g € G mit g - a # b gilt auch g- AN B = @.

Beweis von Hilfslemma [16.10. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorff-Raum
X stetig und eigentlich operiert. Aulerdem seien a,b € X. Nachdem G eigentlich auf X
operiert gibt es offene Umgebungen U von a und V von b, so dass {g € G|g-UNV # &}
eine endliche Menge ist. Wir bezeichnen die Elemente in dieser Menge mit gy, ..., g.. Wir

U gl/ U g/Z U 9r U /gz Ui gz\a P U;

a // / < a &
\ ) L B &\\ X& \\/; "//
/ / /
o

/ % 7
7
77

b

setzen nun [ :={i € {1,...,r}|g;-a # b}. Nachdem X ein Hausdorff-Raum ist, existieren
fiir jedes ¢ € I eine offene Umgebung U; von g; - a und eine offene Umgebung V; von b, so
dass U; NV, = @. Wir setzen nun
A=UnNg'" U ud B :=VnNOV.
i€l el
Die Mengen A und B sind als Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen@ wiederum
offen. Also ist A eine offene Umgebung von a und B ist eine offene Umgebung von b.

Man kann nun leicht verifizieren, dass A und B die gewiinschten Eigenschaften besitzen.
In der Tat, es sei g € G mit g-a # b. Wenn g & {¢1,...,g,}, dann ist schon g-UNV = &,

148Da U und V beschrinkt sind gibt es ein d > 0, so dass ||u| < d und |jv]| < d fiir alle v € U und
veV.FirzeZ" mit z4+4UNV # & gibt es also w € U und v € V mit z = v — u, also folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass ||z|| < 2d. Aber es gibt nur endlich viele z € Z™ mit ||z| < 2d.

149Hjerbei verwenden wir, dass G stetig operiert, denn dies impliziert, dass die Mengen h~!-U; wiederum
offen sind.
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alsoist - ANB=@. Wenn g € {g1,...,9,}, dann ist g = g; fiir ein i € I. Es folgt, dass
gi- (g7 - U)NVi=U;NV; =@, also ist auch g;- AN B = @. |
Beweis von Satz [16.9. Es sei G eine Gruppe, welche auf einem Hausdorfl-Raum X stetig
und eigentlich operiert. Wir wollen zeigen, dass der Quotientenraum X /G ebenfalls Haus-
dorff ist. Wir bezeichnen mit p: X — X/G die Projektionsabbildung. Es seien x und y
zwei verschiedene Punkte in X/G. Wir wihlen ¢ und b in X mit p(a) = x und p(b) = y.
Nachdem p(a) =z # y = p(b) gilt g-a # b fiir alle g € G. Nach Lemma [16.10] gibt es nun
offene Umgebungen A von a und B von b, so dass g-AN B = & fiir alle g € G. Es folgt aus
Lemma [16.6] dass p(A) und p(B) disjunkt sind.

Nachdem A und B offen sind folgt zudem aus Lemma [16.8] dass p(A) und p(B) offene
Teilmengen von X /G und insbesondere offene Umgebungen von 2 = p(a) und y = p(b) sind.
Wir haben also die gewiinschten disjunkten Umgebungen von z und y in X/G gefunden. W

X =R und G = Z operiert durch Addition X/G=R/Z =5
A B 1+A . /
\ \ \ D Xr —
- * = o E—— _——p(B)
—1+a a b 1+a 2+a p(A) — — g

16.5. Gruppenoperationen auf topologischen Mannigfaltigkeiten. Es sei nun M
eine topologische Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M operiert. Der folgende
Satz besagt nun, dass unter verniinftigen Voraussetzungen der Quotient M /G wiederum
eine topologische Mannigfaltigkeit ist.

Satz 16.11. Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und es sei G
eine Gruppe, welche auf M stetig, frei und eigentlich operiert. Dann ist auch M /G eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Fiir den Beweis von Satz [16.11] benttigen wir folgendes Lemma.

Hilfslemma 16.12. Es sei X ein Hausdorff-Raum und es sei G eine Gruppe, welche auf
X stetig, frei und eigentlich operiert. Dann gibt es zu jedem = € X eine offene Umgebung
U, so dass g-UNU = @ fiir alle g # e.

Beweis. Es sei X also ein Hausdorff-Raum und es sei G eine Gruppe, welche auf X stetig,
frei und eigentlich operiert. Zudem sei = ein Punkt in X. Nachdem G frei operiert gilt
g - x # x fir alle g # e. Wir wenden Lemma [16.10] auf @ = b = x an und erhalten offene
Umgebungen A und B von z mit g-ANB = & fiir alle g # e. Aber dann besitzt U := AN B
die gewiinschte Eigenschaft. [ |
Beweis von Satz [16.11] Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und
es sei G eine Gruppe, welche auf M stetig, frei und eigentlich operiert. Wir wollen zeigen,
dass M /G eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Wir miissen also folgende
drei Aussagen beweisen:

(1) M/G ist zweitabzahlbar,
(2) M/G ist Hausdorff, und
(3) um jeden Punkt y € M/G gibt es eine n-dimensionale Karte.

Die erste Aussage folgt aus Lemmas und [16.8] da die Operation stetig. Die zweite Aus-
sage folgt sofort aus Satz da die Operation stetig und eigentlich ist. Wir wenden uns
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nun der dritten Aussage zu. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung.
Es sei y € M/G. Wir wihlen ein z € M mit p(z) = v.

(1) Nachdem M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist, existiert eine n-
dimensionale Karte ®: V' — W um =x.

(2) Lemma besagt, dass es eine offene Umgebung U von z € M gibt, so dass
g-UNU # @ fiir alle g # e. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die Einschrankung
von p: M — M /G auf U injektiv istFiUI

Indem wir U und V durch U NV ersetzen konnen wir annehmen, dass U = V. Wir
betrachten nun die Abbildungen

pU) U ow
Die Abbildung ® ist ein Homdomorphismus, und es folgt aus Lemma [16.8, dass auch die
Abbildung p: U — p(U) C M/G ein Homéomorphismus ist. Also ist die obige Abbildung
®opt: p(U) — W ein Homdomorphismus, und insbesondere eine n-dimensionale Karte
fir M/G um y. Wir haben damit bewiesen, dass M /G eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit ist. u

M =R und G = Z operiert durch Addition ) ,
W cCR"

U 14+ U

\ 4 N \Jr OV W /
- = —o— —_— R™

\\\ \

T 1+

v
O
p(U) — T~ M/G=R/Z 5

Beispiele.

(A) Wir hatten schon gesehen, dass die Operation der G = Z" auf der topologischen
Mannigfaltigkeit X = R" stetig, frei und eigentlich ist. Es folgt also aus Satz [16.11]
dass M = R"/Z™ eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Insbesondere
erhalten wir einen WeiterenE Beweis fiir die Aussage, dass der 2-dimensionale Torus
R?/7Z? = S' x S! eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.

(B) Ganz analog zu (A) sehen wir nun, dass (R x (—1,1))/Z eine topologische Mannig-
faltigkeit ist. Nachdem dieser topologische Raum hom&omorph zum Mobiusband ist
erhalten wir nun nach Lemma [16.4] einen weiteren Beweis fiir die Aussage, dass das
Mobiusband eine topologische Mannigfaltigkeit ist. Der Beweis in Lemma war
»ad hoc”, wiahrend sich der Beweis mithilfe von Satz wie wir gerade auf dieser
Seite sehen, auf viele weitere Beispiele verallgemeinert.

(D) Wir hatten gesehen, dass

{£1} x S" — S"
(e,P) — €-P

150Bs ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, dass dies in der Tat der Fall ist.
I51Wir hatten auf Seite [27] schon mal angedeutet, dass der 2-dimensionale Torus eine Untermannigfal-
tigkeit ist. Allerdings war der Beweis so umsténdlich, das wir gleich verzichtet hatten, diesen auszufiihren.
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eine stetige, freie und eigentliche Operation ist. Also ist der n-dimensionale projektive
Raum RP" = S™/{+£1} eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Diese
topologische Mannigfaltigkeit spielt in der Mathematik eine sehr grofie Rolle.

Der Fall n = 2 ist besonders interessant. Der 2-dimensionale projektive Raum
ist eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und stofft zu den verschiede-
nen Beispielen von 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten, welche wir in
Kapitel kennengelernt hatten hinzu. In algebraischer Topologie werden wir se-
hen, dass RP? nicht homéomorph zu unseren bisherigen Beispiel von 2-dimensionalen
topologischen Mannigfaltigkeiten ist.

Wir werden in algebraischer Topologie sehen, dass man die 2-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit RP? nicht als Untermannigfaltigkeit des R* darstellen kann.
In der Abbildung sehen wir das Bild einer nicht injektiven Abbildung RP? — R3.
Diese Teilmenge von R? wird die Boysche Fliche genannt.

Boysche Fliache in Oberwolfach
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17. MANNIGFALTIGKEITEN

17.1. Definition und Beispiele von Mannigfaltigkeiten. Wir erinnern zuerst an die
Definition einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit M, welche wir auf Seite
gegeben hatten.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine n-dimensionale Karte fiir X ist ein Homéomorphismus ®: U — V zwischen
einer offenen Teilmenge U C X und einer offenen Teilmenge von R™.
(2) Ein n-dimensionaler Atlas fiir den topologischen Raum X ist eine Familie von n-

dimensionalen Karten {®;: U; — V;};cr, so dass UI U, = X.
S

(3) Wir sagen X ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, wenn gilt:
(a) zu jedem x € X gibt es eine n-dimensionale Karte ®: U — V mit z € U,
(b) X ist Hausdorff,
(¢) X ist zweitabzihlbar.

Es sei f: M — R eine Funktion auf einer n-dimensionalen topologischen Mannigfal-
tigkeit. Nachdem M ein topologischer Raum ist, macht es Sinn von Stetigkeit von f zu
sprechen. Kénnen wir auch von Differenzierbarkeit von f sprechen?

Man koénnte ganz naiv folgende , Definition” einfithren: wir sagen f: M — R ist im
Punkt x € M differenzierbar, wenn fiir eine Karte ®: U — V mit x € U die Abbildung
fod® .V — R im Punkt (ID( ) differenzierbar ist. Auf den ersten Blick macht diese
Deﬁnltlon Sinn, denn f o ®! ist eine Abbildung von einer offenen Teilmenge in R"™ nach
R, d.h. es macht Sinn von der Differenzierbarkeit von f o @~ ! zu reden.

Aber was passiert, wenn wir eine andere Karte ®: U — V um z wihlen? Wir schreiben

fod ! = (fo(b*)o(@oqf ).

Wir wissen, dass ® o P! stetig ist, aber a priori wissen wir nicht, dass ® o ! auch
differenzierbar ist. Im Allgemeinen folgt aus der Differenzierbarkeit von f o ®~! also nicht
notwendigerweise die Differenzierbarkeit von f o ®~1.

Wenn wir hingegen nur Karten {®;};c; betrachten wiirden, so dass jeder die ®; o ®;
glatt ist, dann héatten wir kein Problem. Diese Beobachtung gibt uns die Idee fiir folgende
Definition.

Definition.

(1) Ein Atlas {®: U; — V;};es fiir eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M
heifit glatt, wenn fiir alle ¢, 7 € I der Kartenwechsel

CI)jo(I);l; (I)Z<UzﬂUj) — (I)]<UzﬂUj)

Vv vV
offen in R™ CR”
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glatt ist im Sinne der Definition auf Seite
(2) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, .A), wobei M eine topologische
n-dimensionale Mannigfaltigkeit und A ein glatter Atlas fiir M ist.

M- N
o, A / Z 0
.M%”/f/}///» 7 - — ‘/Z
i /;/‘/_ 3 //
i— 4 L Kartenwechsel ®; o ®;* /
Beispiel.

(1) Jede offene Teilmenge von R", mit dem Atlas, der durch die Identitdtsabbildung
gegeben ist, ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(2) Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit OM = &. Zudem sei
{®;: Uy — Vi}ier ein Atlas fiir M im Sinne der Definition auf Seite Dann ist
{®;: UyN M — V;N Ey}icr ein glatter Atlas im obigen Sinne@ Wir kénnen also M
als k-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen.

Lemma 17.1. Das offene Mobiusband besitzt einen glatten Atlas, es kann also als 2-
dimensionale Mannigfaltigkeit aufgefasst werden.

Bemerkung. Man kann mit dhnlichen Methoden wie im Beweis von Lemma nach-
weisen, dass wir die Kleinsche Flasche als eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen
konnen.

Beweis. Wir hatten schon in Lemma [16.4] gezeigt, dass das offene M&biusband eine 2-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Es gentigt nun zu zeigen, dass der Atlas aus
dem Beweis von Lemma [16.4] glatt ist. Wir betrachten also X = [0,1] x (0,1) C R? mit
der Aquivalenzrelation, welche erzeugt ist durch (0,y) ~ (0,1 —y) fiir alle y € (0,1).

Wir bezeichnen mit p: X — X/ ~ die Projektionsabbildung. Im Beweis von Lemmam
hatten wir gesehen, das{™]

(0 —
p(a,b) +— (a,b)
und =:Us =Vh

@ p((0. U < (0,) — (—2.9)x (0,1)
p(a,b) —

152Djes sieht man wie folgt. Es sei ®;: U; — V; eine der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M. Dies
ist also ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R”. Insbesondere ist auch jeder Karten-
wechsel ®; 0 ®;: ®;(U; NU;) — ®;(U; NU;) ein Diffeomorphismus.

Fiir eine Karte ®;: U; — V; der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M bezeichnen wir im Folgenden
mit ®;: U; := U; N M — V; := V; N Ej, die Einschrénkung von ®; auf U; N M. Wir miissen Zelgen dass
die entsprechenden Kartenwechsel alle glatt sind. Der Kartenwechsel <I> o <I> L 9,(U;NU; i) = (U NU; i)
ist die Einschrinkung des Diffeomorphismus ®; o ®;': &;(U; N U;) — (U N U;) auf die Teilmenge
o,(U,NU;)NE, = ‘51([71 N (7]) C E, =RF. Dies ist also wiederum ein Diffeomorphismus.

153Wir haben hierbei U; und U, etwas abgedndert, damit es leichter ist Uy N Uy zu skizzieren, mathe-
matisch macht das keinen Unterschied.
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ein Atlas fiir X/ ~ ist. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Atlas sogar glatt ist.
Wir zeigen zuerst, dass der Kartenwechsel
q)g o q);l: q)l(Ul N UQ) — (I)Q(Ul N UQ)
glatt ist. In unserem Fall ist dies gerade die Abbildung
((5,8) x (0,1)) U((.§) x (0,1)) = ((—=§ —5) x(0,1)) U ((%
(CL, b) — ((I, b)? wenn ( ) (07 1)7
(a—1,1—1b), wenn (a, b) ) x (0,1).
Aber diese Abbildung ist in der Tat glatt, denn die Abbildung ist offensichtlich auf den

beiden Komponenten (g, 2) x (0,1) und (2, %) x (0,1) des Definitionbereichs glatt.
Genau das gleiche Argument zeigt, dass auch der Kartenwechsel

q)lO@;lZ@g(UlﬂUQ) — (I)1<U1HU2)

glatt ist. Wir haben also gezeigt, dass {®;: U; — V;}i—12 ein glatter Atlas fiir das Mobius-
band ist. ]

x (0,1)) Uz = p(([0,3) U (5,1]) x (0, 1))

l(In(p(a, b)) = (a,b) Da(p(a,0) = (@.0) |G (n(a,b)) = (a— 1,1 — b)

1 (00 ")(a.b) = (a,b)

(Py0 @) (a,b) = (a—1,1—10) v

O, (U, NUs) Qo (U, NUL)

Definition. Es sei (M, A) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei (N, B) eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es sei f: M — N eine stetige Abbildung.

(1) Wir sagen f ist glatt, wenn fiir alle Karten ®: U — V aus Aund ¥: W — X aus B

die Abbildung o1 . v
(fTW)NU) — fW)NU & W = X.
/I\

Teilmenge von R™

TV
offene Teilmenge von R™

glatt ist im Sinn der Definition auf Seite [18]|
(2) Wir sagen f: M — N ist ein Diffeomorphismus, wenn f ein Homdomorphismus ist
und wenn zudem sowohl f als auch f~! glatte Abbildungen sind.
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Beispiel.

(1) Fiir Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten von R™’s erhalten wir den glei-
chen Begriff von Glattheit wie auf Seite [28]

(2) Man kann leicht nachweisen, dass die Verkniipfung von glatten Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten wieder glatt ist.

Definition. Es sei (M, A) eine Mannigfaltigkeit. Eine glatte Operation einer Gruppe G
auf M ist eine Operation G x M — M, so dass fiir alle g € G die Abbildung

M —- M
r = g-T glatt ist.

Beispiel. Die Gruppe G = Z" operiert durch Addition glatt auf der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit R”. Ganz analog sind auch alle weiteren Beispiele, welche wir auf Seite [I71]
eingefiihrt hatten, Beispiele von glatten Operationen auf Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei f: M — N eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten. Wir
sagen f ist ein lokaler Diffeomorphismus, wenn es fiir alle z € M eine offene Umgebung
U von z € M und eine offene Umgebung V' von f(x) € N gibt, so dass f: U — V ein
Diffeomorphismus ist.

Satz 17.2. Es sei (M, A) eine Mannigfaltigkeit und es sei G eine Gruppe, welche auf M
frei, eigentlich und glatt operiert. Es gibt einen glatten Atlas auf M /G, so dass die Projek-
tionsabbildung p: M — M /G ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Beweis. Es sei {®;: U; — V;}ier der Atlas fir M/G, welchen wir wie im Beweis von
Satz [16.11], ausgehend von den Karten in A, konstruieren. Man sieht nun leicht, dass fiir
alle i, € I der entsprechende Kartenwechsel ®;0®;': &,(U; NU;) — ®;(U; NU;) gegeben
ist durch Verkniipfungen und Einschrankungen von folgenden Abbildungen:

(1) Karten aus dem Atlas A und deren Umkehrabbildungen,
(2) die Operation von einem g € G auf offenen Teilmengen von M.

Da G glatt auf M operiert sehen wir, dass alle diese Abbildungen glatt sind. Die Ver-
kniipfung von glatten Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten ist aber wiederum eine
glatte Abbildung. Dies zeigt, dass wir einen glatten Atlas auf M /G gefunden haben.

M =R und G = Z operiert durch Addition

\ Karte fir M
P P —— ° = R™

D l aus dem Atlas A
M/G=R/Z=S" \Q

Es sei nun © € M. Nachdem G stetig, frei und eigentlich auf M operiert gibt es nach
Lemma [16.12] eine offene Umgebung U, so dass gU N U # @ fiir alle g # e. Es folgt aus
Lemma dass die Einschrinkung p: U — p(U) ein Homéomorphismus ist. Es folgt
leicht aus den Definitionen, dass p: U — p(U) sogar ein Diffeomorphismus ist. [ |

Karte fiir M/G
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Beispiele. Wir kehren ein letztes Mal zu den Beispielen von Seite zuriick.

(A) Die Gruppe G = Z™ operiert frei, eigentlich und glatt auf der n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M = R". Also besagt Satz [I7.2] dass wir den n-dimensionalen Torus
R™ /7" als n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen konnen.

(B) Die Gruppe G = Z operiert frei, eigentlich und glatt auf der 2-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M = R x (—1,1). Dies gibt also nach Lemma([17.1]einen weiteren Beweis
dafiir, dass wir das offene Mébiusband als 2-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen
konnen.

(D) Die Gruppe G = {£1} operiert frei, eigentlich und glatt auf der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M = S™, also konnen wir den projektiven Raum S™/{£1} = RP"
als n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen.

17.2. Die Flache von Geschlecht 2 als Mannigfaltigkeit.
Satz 17.3. Die Fliache von Geschlecht g ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis. @Wir beweisen den Satz fiir den Fall g = 2. Der allgemeine Fall wird ganz analog
bewiesen. Wir betrachten also wieder das reguldre Oktagon Eg C C mit den Eckpunkten
Qr = exp(27ik/16), k = 1,3,...,15 und der Aquivalenzrelation ~, welche wir in Kapi-
tel eingefiihrt hatten. Man kann leicht nachweisen, dass FEg/ ~ zweitabzdhlbar und

QS ~__ / Q3
Q N

Hausdorff ist. Wir iiberlassen die Ausfithrung des Arguments als freiwillige Ubungsaufgabe.
Wir zeigen als néchstes, dass Fg/ ~ eine topologische 2-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist. Genauer gesagt, wir bestimmen explizit einen Atlas fiir Fg/ ~. Wir werden danach
zeigen, dass es sich bei diesem Atlas um einen glatten Atlas handelt. Die Abbildung
P U::p(EO’S) — Vzﬁ%g c R?
plx) — =

ist offensichtlich eine Karte.

=

K L) S V=FcR

Fiir jede Kante des Oktagons wollen wir nun eine Karte finden, welche die Kante, bis auf
die Eckpunkte, enthéhlt. Aus Symmetriegriinden geniigt es die Kante () _1()1 zu betrachten.
Es sei P der Mittelpunkt der Kante. In dem Beweis verwenden wir folgende Notation:
wir bezeichnen wir mit sz: C — C die Spiegelung an der Gerade {r - exp(i})|r € R}

154Der Beweis von Satz ist eine etwas aufwindigere Variante des Beweises von Lemma und

Lemma m
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und wir bezeichnen mit P’ = sz (P) den Punkt, welcher mit P identifiziert wird. Es sei
nun € = 3 - |Q — Q| die halbe Kantenlinge. Wir schreiben U := B?(P) N Eg und
U’ := B*(P') N Eg. Dann ist p(U U U’) eine offene Umgebung um P. Es sei f: R? — R?
die Spiegelung an der Geraden, welche durch die Kante ()@, definiert wird. Es folgt nun
leicht aus den Definitionen, dass die Abbildung
p(U U U) B?(P) C R?
wenn x € U

—
m’
— f(sz(z)), wennz e U’

p(x)

wohldefiniert ist, und dass diese Abbildung ein Homdomorphismus ist.

Wir wollen nun noch eine Karte um p(Q1) = p(Q3) = - -- = p(Q15) finden. Wir wéhlen
ein 7 > 0, so dass sich die n-Scheiben um @)1, ..., Q)15 nicht schneiden. Fiir £ =1,3,...,15
betrachten wir U, := Bg(Qk) N Es. Die Mengen Uy, Us, . . ., U;s sind disjunkt und man kann
sich leicht davon iiberzeugen, dass p(U;) U p(Us) U --- U p(Uys) eine offene Umgebung von

p(Q1> = p(QZS) == p(Q15) ist.

Bevor wir die Karte mathematisch sauber aufschreiben, wollen wir uns die Lage veran-
schaulichen. In der Abbildung sehen wir links die Mengen Uy, ..., U;s. Wenn wir diese wie

gegen den Uhrzeigersinn werden von zwei aufeinanderfolgenden
Tortenstiicken die Kanten der gleichen Farbe identifiziert

7 13
i '
A ey 1

Vereinigung der
Tortenstiicke ist Zusammenstauchen Verkleben ergibt
eine Umgebung von P der Tortenstiicke eine Scheibe

im zweiten Bild anordnen, dann sehen wir die , Tortenstiicke” mit den Offnungswinkeln %’T
mit den jeweiligen Identifikationen am Rand. Die Abbildung vom zweiten Bild zum dritten
Bild ist dadurch gegeben, dass wir jedes ,, Tortenstiick” auf ein Drittel des Offnungswinkels
zusammenstauchen. Diese acht Tortenstiicke, welche jeweils den Offnungswinkel 7 besitzen,
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fiigen sich dann zusammen zu einer Scheibe in R?.

Wir fiithren nun die gerade beschriebene Idee sauber aus. Wir betrachten dazu die Ab-

bildung™ ®: p(U)U---Up(Uis) — B:(0)
@ trexplia)) > r-exp(i (3(a— B +(4).
€Uy

wobei B(k) und ~y(k) durch folgende Tabelle gegeben sind:
k1 3 5 7 9 11 13 15

3 5 3. 1 11
pk) 37 m© sm ym oGm0 m 5w

3 5. 1 1 13
y(k) 37 om mogmogm 0 gmogw

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass die Abbildung ® wohldefiniert ist und das dies in
der Tat ein Homdomorphismus ist.

Wir haben bisher nur bewiesen, dass die Flache von Geschlecht 2 eine topologische 2-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Wir miissen nun noch zeigen, dass die obigen Karten
einen glatten Atlas bilden. Dies ist in der Tat der Fall. Der Kartenwechsel zwischen den
Karten von den ersten beiden Typen ist entweder die Identitédt oder eine Verkniipfung von
zwei Spiegelungen In beiden Fillen ist der Kartenwechsel glatt. Wenn wir die Karte um den
,Eckpunkt” mit den anderen Karten vergleichen, dann sieht man, dass die Kartenwechsel
im Uberlappungsgebiet Verkniipfungen von folgnden Abbildungen sind:

(1) Spiegelungen,

(2) Translationen,

(3) der Abbildung

{r-exp(ia)|r € (0,7),a € (0,5)} — {r-exp(ia)|r 63(0=77)704 € (0,5)}
z=r-exp(ip) — 7r-exp(3ip) = e

(4) und der Umkehrfunktion aus (3).
Mithilfe des Satzes iiber die Umkehrabbildung kann man zeigen, dass die Abbildung in
(3) ein Diffeomorphismus ist. Wir sehen also, dass alle vier Typen von Abbildungen glatt
sind, also ist der Kartenwechsel wie gewiinscht glatt. [

17.3. Untermannigfaltigkeiten und Produkte von Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei (M, .A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir sagen N C M ist
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, wenn es zu jedem P € N eine Karte

155y jedes Tortenstiick besitzt die Randkurve eine Orientierung. Es macht daher Sinn von der Aus-
gangskante zu reden. Die Abbildung verfihrt nun also wie folgt mit Tortenstiick k:

(1) das Tortenstiick wird in den Ursprung verschoben,

(2) es wird gegen den Uhrzeigersinn um (k) gedreht, so dass die Ausgangskante auf der z-Achse liegt,

(3) dann wird das Tortenstiick auf ein Drittel des Offnungswinkels gestaucht,

(4) dann wird das Tortenstiick um den Winkel (k) im Uhrzeigersinn gedreht.
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®: U —Vin A um P gibt, so dass
(UNN) = VNE;.

Die Einschrankungen der Karten in A auf N bilden, wie wir schon in Fufinote [152] gesehen
hatten, einen glatten Atlas fiir N. Wir kénnen deshalb N wiederum als Mannigfaltigkeit
auffassen.

Beispiele.

(1) Essei M = R™ und es sei A der glatte Atlas, welcher gegeben ist durch alle Diffeomor-
phismen ®: U — V zwischen offenen Teilmengen von R"™. Dann ist eine Teilmenge
von R™ eine Untermannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit (R", A) genau dann, wenn
sie eine Untermannigfaltigkeit im Sinne der Definition von Kapitel ist.

(2) Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist eine Untermannigfaltigkeit von Ko-
dimension 0. Insbesondere auch wieder eine Mannigfaltigkeit.

(3) Jeder Grofikreis auf S?, d.h. jeder Schnitt von S? mit einer Ebene durch den Ursprung,
ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von S2.

o:U—-V

(I)(A\Y N (/Y) = El NV

Lemma 17.4. Es sei (M, A) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei (N, B) eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Es sei @: U — V eine Karte aus A und es sei ¥: W — X eine Karte aus B. Dann
ist OxV:UxW — VxX
(p,q) = (®(p),¥(a))
eine (m + n)-dimensionale Karte fiir M x N und alle solche Karten & x ¥ bilden
einen glatten Atlas fiir M x N.
(2) Das Produkt M x N ist eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beispiel. Es folgt beispielsweise aus Lemma [17.4] dass das Produkt S* x S von zwei
Sphiiren S* und S' eine (k + [)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Beweis. Die erste Aussage kann man problemlos iiberpriifen. Die zweite Aussage folgt aus
der ersten Aussage zusammen mit Lemmas und [16.2 |

Bemerkung. Wir haben jetzt viele Beispiele von Mannigfaltigkeiten kennengelernt. Ins-
besondere konnen wir den Torus auf verschiedene Weisen als Mannigfaltigkeit auffassen:

(1) Auf Seite [27  hatten wir den Torus als ,,explizite” Teilmenge von R? hingeschrieben:
T? == {((3+sinf) - cos¢p, (3+sind) -sinp, cosb) |6, € R}.

Wir hatten mithilfe des Satzes vom reguliren Wert gezeigt, dass T? eine Unter-
mannigfaltigkeit ist, also nach der obigen Diskussion auch eine Mannigfaltigkeit.

(2) Wir kénnen den Torus als Quotient R?/Z? auffassen. Dies ist nach Satz ebenfalls
eine Mannigfaltigkeit.
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(3) Wir kénnen den Torus als Produkt S' x S' von zwei Mannigfaltigkeiten auffassen.
Nach Lemma ist dies eine Mannigfaltigkeit.

Mit einer elementaren, aber etwas langwierigen, Rechnung kann man nun zeigen, dass die
drei Mannigfaltigkeiten T, R?/Z? und S x S! diffeomorph sind.
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18. DER TANGENTIALRAUM VON MANNIGFALTIGKEITEN

Wir wollen, als gute Mathematiker, nun natiirlich die Begriffe , Orientierbarkeit”, k-
Formen” und , Integral einer k-Form” von Untermannigfaltigkeiten auf Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern. Dazu bendtigen wir den Begriff des Tangentialraums einer Mannigfaltig-
keit. Wir fiithren diesen in diesem Kapitel ein. Die Definition ist, wenn man diese das erste
Mal sieht, gewohnungsbediirftig. Zum Gliick setzt sich normalerweise auch frither oder
spiter die Gewohnung ein.

18.1. Der Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit.

Definition. Es sei (M, A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es sei ®: U — V eine
Karte. Wir sagen ® ist kompatibel mit A, wenn ®: U — V ein Diffeomorphismus zwischen
den Mannigfaltigkeiten U und V ist. Fiﬁl

Beispiel. Es sei (M, A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es folgt leicht aus den Defi-
nition, dass die Einschréinkung einer Karte aus A auf eine offene Teilmenge eine Karte ist,
welche kompatibel mit A ist.

Definition. Es sei (M, .A) eine Mannigfaltigkeit und P ein Punkt auf M.

(1) Eine Kurve in M durch P ist eine glatte Abbildung v: I — M auf einem offenen
Intervall 7 mit 0 € I und mit v(0) = P.

(2) Fiir eine Kurve v: I — M durch P und eine Karte ®: U — V um P schreiben wir
(27)(0) = (& 071,10 0).

(3) Wir sagen zwei Kurven v und § durch P sind dquivalent, wenn fiir jede Karte
®: U — V um P, welche kompatibel mit A ist, gilt: (® o)’ (0) = (P 0 §)’(0).

(4) Die Menge aller Aquivalenzklassen von Kurven durch P wird mit T pM bezeichnet.
Wir nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P.

7(0) = 5(0) N
Intervall 7 Ny, / > / o(P)
~ Karte ® ,
bod
/ 0 ) ,
J — ’\/ / s
Mébiusband ([0, 1] x (0,1))/ ~ offene Teilmenge von R?

Lemma 18.1. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es seien v und § zwei
Kurven durch einen Punkt P auf M. Dann gilt

es gibt eine Karte ®: U — V um P,

~v und ¢ sind dquivalent <= welche kompatibel mit A ist, so
dass (P o)/ (0) = (P 0 d)'(0).

1567y Erinnerung, ® ist also ein Homdomorphismus zwischen einer offenen Teilmenge U C M und
einer offenen Teilmenge V' C R™. Da U C M und V C R" offene Teilmengen von Mannigfaltigkeiten sind,
konnen wir diese nach der Diskussion auf Seite auch wieder als Mannigfaltigkeiten auffassen.

156Dje Abbildungen ® oy und ® o4 sind glatte Abbildungen von einer offenen Teilmenge von R, welches
0 enthilt, zu einer offenen Teilmenge von R™. Es macht also Sinn, die Ableitungen zu bestimmen.
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Beweis. Wir miissen natiirlich nur die ,="-Richtung beweisen. Es seien also v und ¢
dquivalente Kurven durch P auf M. Wir nehmen an, es gibt eine Karte ®: U — V um P,
welche kompatibel mit A ist, so dass ($Po~y)'(0) = (Pod)'(0). Wir miissen zeigen, dass v und
0 dquivalent sind. Es sei also ¥: W — X eine beliebige Karte um P, welche kompatibel
mit A ist. Dann ist

(F07)(0) = ((Fod)o(®oy))(0) = Do) (Vo 1) ((®0)(0)

folgt aus der Kettenregel diese kénnen wir anwenden, denn ® und ¥ sind Diffeomorphismen,
also ist der Kartenwechsel ¥ o ®~! ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R"

= Dagpy (W0 0 (®00/(0)) = (¥o)(0)

nach Voraussetzung gleiche Argument riickwérts [

Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und
es sei P € M. Ganz analog zur Diskussion auf Seite |82 betrachten wir die Abbildung

f*ZTpM — Tf(P)N
[v:I— M] — [fory:I— NJ

Fast das gleiche Argument wie im Beweis von Lemma [18.1| zeigt, dass diese Abbildung nicht
von der Wahl der Kurve v abhéngt.

- for
f(P)

Satz 18.2.
(1) Fiir eine Mannigfaltigkeit M und P € M gilt
id, = id: TpM — TpM.
(2) Es seien f: L — M und g: M — N glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
und es sei P € L. Dann ist
(gof)s = gaofu: TpL = TyspyN.

Beweis. Der Beweis ist elementar und wort-wortlich der Gleiche wie von Satz[9.2] [ |

Beispiel. Wenn ®: U — V' ein Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltigkeiten ist, dann
folgt leicht aus Satz[18.2] dass fiir alle P € M die induzierte Abbildung ®,: TpU — Tap)V
eine Bijektion ist.

Lemma 18.3. Es sei (M, A) eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei Z C M
eine offene Teilmenge. Es folgt aus der Diskussion auf Seite dass wir Z auch als glatte
n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen konnen. Wir bezeichnen mit i: Z — M die
Inklusionssabbildung. Fiir jedes P € Z ist die Abbildung

Tu TPZ = TPM
eine Bijektion.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass i,: TpZ — TpM injektiv ist. Es seien also «a, f Kurven
in Z durch P mit i,([o]) = i.([8]). Die Kurven a und g sind also dquivalente Kurven in
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M. Da Karten fiir Z auch Karten fiir M sind, sehen wir, dass a und S auch als Kurven in
Z dquivalent sind. Also gilt, wie erhofft, [o] = [8] € TpZ.

Wir zeigen nun, dass i,: TpZ — TpM surjektiv ist. Es sei also v: [ — M eine Kurve
durch P. Da Z eine offene Umgebung von P ist, ist y71(Z) eine offene Umgebung von
0 € I. Also existiert ein € > 0, so dass (—¢,e) C v '(Z). Die Kurve v|(_ ist nun eine

Kurve in Z und es folgt leicht aus den Definitionen, dass i.([v|(—e)]) = [7] € TpM. |

I L O /V_I(Z) v

7

Es sei nun M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei P € M. Wir haben nun
zwei verschiedene Definitionen eines Tangentialraum. Zum einen haben wir den klassischen
Begrift TpM, welchen wir auf Seite [64] eingefithrt hatten, zum anderen haben wir den
abstrakteren Begriff TpM, welchen wir gerade erst eingefiithrt hatten. Um einen Zusam-
menhang herzustellen fithren wir folgende Abbildung ein.

Notation. Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei P € M. Mithilfe der
Kettenregel [2.1] kann man leicht zeigen, dass die Abbildung

@pl TPM — TPM
[y: I = M] — +'(0)
wohldefiniert ist ™7

Lemma 18.4.

(1) Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten von R™
bzw. R". Fiir jedes P € M kommutiert das folgende Diagramm:

fx

TPM definiert auf Seite [I88 Tf(P)N
lep lef(P)
fx
TpM Tf(p) N.

definiert auf Seite

(2) Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei P € M. Die Abbildung

@pZTPM — TPM
y: 1= M] — +(0)

ist eine Bijektion.

Beweis.

(1) Diese Aussage folgt sofort durch Einsetzen und Anwenden der Abbildungen.

1570 der Tat. Es sei ®: U — V eine Karte um P. Es sei [7] = [§]. Dann gilt

7'(0) = (271 0 @)(7/(0)) = Dy (2 ©4)'(0)) = DDy ) (B 06)'(0) = (27 0 @)(5"(0)) = 5/ (0).
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(2) Es sei P € M. Wir wihlen eine k-dimensionale Karte ®: U — V um P. Wir bezeich-
nen mit ¢: U — M die Inklusion. Wir betrachten folgendes Diagramm:

TpM ~—2—TpU — 2 Ta)V
1x=id D
TpM TpU Ta(r)V.

Wir machen folgende Beobachtungen:

(a) Es folgt aus (1), dass das Diagramm kommutiert.

(b) Es folgt aus Lemma , dass i,: TpU — TpM eine Bijektion ist. Ganz dhnlich
sieht man auch, dass TpM = TpU, und dass i, = id: TpU — TpM.

(c) Es folgt aus der Tatsache, dass ® ein Diffeomorphismus ist, und der Funktorialitét
der beiden Typen von Tangentialrdumen, siehe Satz[9.2] und Satz [18.2] dass die
horizontalen Abbildungen auf der rechten Seite Bijektionen sind.

(d) Da V eine offene Teilmenge von R” ist kann man, mithilfe der Identititskarte und
Lemma , leicht per Hand beweisen, dass die Abbildung O Tq;( )V — Terp)V
sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Die eigentliche Aussage folgt nun aus diesen Beobachtungen. [ |

Es sei nun M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei P ein Punkt auf M. Wir
hatten gerade den Tangentialraum TpM eingefithrt. Aber es ist von der Definition her
nicht klar, in wieweit TpM eigentlich ein Vektorraum ist. Wir holen dies nun nach und
definieren eine Vektorraumstruktur auf T pM.

Definition. Es sei (M,.A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei P ein Punkt
auf M. Wir wéhlen eine Karte ®: U — V um P aus dem Atlas A. Wir bezeichnen mit
U: V — U die Umkehrabbildung und wir bezeichnen mit i: U — M die Inklusionsabbil-
dung. Wir definieren dann die Addition auf T pM mithilfe des folgenden Diagramms: .

TpM X TPM ——————————— > TPM
(i*)’lT% zT(i*)*l %Ti*
TPU X TPU TPU
SN .
TQV X TQV TQV
o= e -
TQV ” TQV Addition im TQV

Vektorraum TgV = R"™

Ganz analog fiihren wir auch die Skalarmultiplikation auf TpM ein.

Satz 18.5.

1584 folgt aus Lemma [18.3] dass die induzierte Abbildung i, : T pU — T pM ein Isomorphismus ist.
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(1) Es sei (M, .A) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und es sei P ein Punkt auf M.
(a) Die Addition und die Skalarmultiplikation auf dem Tangentialraum TpM ist
wohldefiniert und diese definieren eine Vektorraumstruktur auf dem Tangential-
raum TpM. _
(b) Der Tangentialraum TpM ist ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.
(2) Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei P € M. Die Abbildung
Op: T pM — TpM ist ein Isomorphismus von reellen Vektorrdumen.
(3) Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten. Fiir jedes
P € M ist die Abbildung ~ ~
fo: TpM — Tf(p)N
linear.

Beweis.

(1) Wir beweisen zuerst, dass die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist. Es seien also
:U—>Vud®: U=V zwei Karten um P. Wir nehmen im Folgenden der Ein-
fachheit halber an, dass U = U. Den allgemeinen Fall iiberlassen wir der Leserschaft.
Wir setzen Q := ®(P) und Q := ®(P). Wir schreiben ¥ := &' und ¥ := &L,
AuBerdem setzen wir = := ® o d~!. Wir betrachten folgende Abbildungen:

TV —2= ToV 22 TV 25 TV

D, U,
. . SN,
TPM%TPU = = Za Ea TPU—;>TPM

Wir machen folgende Beobachtungen: N
(i) Das linke und rechte Dreieck kommutieren nach Satz , da ® =Zo0d.

(ii) Das linke und rechte Quadrat kommutieren nach Lemma (1).

(iii) Das mittlere Quadrat kommutiert ebenfalls. Dies sieht man wie folgt. Fiir
=: V — V ist die induzierte Abbildung =,: R" = TV — T@V = R" gegeben
durch Multiplikation mit dem Differential D=g € M(n x n,R). Die induzierte
Abbildung ist also linear und kommutiert mit Skalarmultiplikation.

Aus dieser Diskussion folgt, dass die Skalarmultiplikation auf TpM wohldefiniert ist.
Der Beweis, dass die Addition wohldefiniert ist, verliuft nach dem gleichen Schema.
Da die Addition und Skalarmultiplikation auf TV = R" eine Vektorraumstruktur
ergeben, gilt dies auch fiir TpM. N

Per Konstruktion sehen wir, dass die Abbildung TpM — TgV ein Isomorphismus

von reellen Vektorrdumen ist. Da TgV = R" sehen wir, dass TpM isomorph zu R"”
ist. ~

(2) Aus Lemma (2) folgt, dass jede Abbildung ©p: TpM — TpM bijektiv ist. Mit
dhnlichen Methoden wie in (1a) kann man auch nachweisen, dass diese Abbildung © p
die Skalarmultiplikation und die Addition respektiert. Also ist © p ein Isomorphismus.
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(3) Mit ahnlichen Methoden wie in (1a) kann man auch nachweisen, dass jede Abbildung

fe: T pM — TypyN die Skalarmultiplikation und die Addition respektiert, also eine
lineare Abbildung ist. |

18.2. Natiirliche Transformationen und natiirliche Isomorphismen. Wir wollen
jetzt die Tangentialrdume zu Mannigfaltigkeiten und den Zusammenhang zu “klassischen”
Tangentialraumen von Untermannigfaltigkeiten von einem R™ noch etwas formaler beschrei-
ben und ausdriicken.

Definition.

(1) Wir betrachten die Kategorie der Mannigfaltigkeiten M, welche gegeben ist durch
Ob(M) := alle Mannigfaltigkeiten,
Mor(M, N) := alle glatten Abbildungen von M nach N.

(2) Eine punktierte Mannigfaltigkeit ist eine Paar (M, P), wobei M eine Mannigfaltigkeit
ist und P ein Punkt auf M. Wir betrachten die Kategorie der punktierten Mannig-
faltigkeiten PM, welche gegeben ist durch

Ob(PM) := {alle punktierten Mannigfaltigkeiten},
Mor((M, P),(N,Q)) := {alle glatten Abbildungen f: M — N mit f(P)=Q}.
Wir kénnen nun unsere bisherigen Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Satz 18.6. Die Abbildungen ~
(M,P) — TpM

und (f: (M,P) = (N,Q)) (f*:TPM%TQN)

definieren einen kovarianten Funktor von der Kategorie PM der punktierten Mannigfaltig-
keiten zu der Kategorie Vektp der reellen Vektorrdume.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz und Satz [18.5 [ |
Auf Seite [89 hatten wir ganz dhnlich gesehen, dass die Abbildungen
F: Ob(PuM) — Ob(Vekty)
(M,P) — TpM,
f = fe=Dfp
einen kovarianten Funktor von der Kategorie der punktierten Untermannigfaltigkeiten PUM
zu der Kategorie Vekty der reellen Vektorrdume bilden.

Wir haben nun also zwei Funktoren PUM — %Vektp, némlich (M, P) — TpM und
(M, P) — TpM. Es stellt sich die Frage, was es heifien soll, dass zwei Funktoren “isomorph”
sind. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition. Es seien ¢ und D zwei Kategorien.

(1) Es seien F,G: C — D zwei kovariante Funktoren. Eine natiirliche Transformation
zwischen den Funktoren F' und G weist jedem Objekt X € Ob((C) einen Morphismus
Ox: F(X) - G(X) in D zu, so dass fiir jeden Morphismus f: X — Y in C das
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folgende Diagramm von Morphismen in 9 kommutiert:

F(X)—29 | ey
ax)—Y .

Wenn fiir alle X € Ob(C) der Morphismus ®x: F(X) — G(X) ein Isomorphismus
ist, dann sagen wir, dass die natiirliche Transformation ein natiirlicher Isomorphismus
ist.

(2) Ganz analog definiert man auch eine natiirliche Transformation zwischen kontrava-

rianten Funktoren.
Bemerkung. Der Begriff einer natiirlichen Transformation kann vielleicht durch folgendes

Diagramm veranschaulicht werten:

Fi(f)

F(X) F(Y)
G(X) - a(Y)

Die gewellten Pfeile sind dabei keine Abbildungen, sondern wir deuten nur an, dass wir
jedem Objekt aus € Objekte in D zuweisen.

Wenn man die Augen aufhélt, dann sieht man, dass es deutlich mehr natiirliche Trans-
formationen gibt, als man zuerst denken wiirde.

Beispiel.

(1) Wir betrachten wiederum die Kategorie Vektp der reellen Vektorraume. Es folgt aus
der Diskussion auf Seite [90] dass die Abbildungen

Vo= (V)*
(f:V=W) = () (V) = (W))
einen kovarianten Funktor F' von %ekty zu sich selbst bilden. Fiir jeden reellen Vek-
torraum V' betrachten wir den Homomorphismus

Vo= (V)

v ((whg - Hﬁ(v))'

Man kann leicht nachweisen, dass diese Abbildungen eine natiirliche Transformati-

on vom ldentitdtsfunktor id: Vektr — Vektr zu dem oben gerade erst eingefiihrten

Funktor F': Vektr — Vekty bilden.

(2) Es sei Epi folgende Kategorie:

e Die Objekte sind Epimorphismen ¢: V' — W zwischen reellen Vektorrdumen.

e Ein Morphismus zwischen Objekten ¢: V' — W und ¢': V' — W’ besteht aus zwei
linearen Abbildunge o: V' — V' und 8: W — W', so dass folgendes Diagramm
kommutiert:
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v LW

b

VW
Die folgenden Abbildungen definieren kovariante Funktoren von der Kategorie Epi
zu der Kategorie Vekty der reellen Vektorrdume:

F: Epi — Vekty G: Tpi — Vekty
(p: V—=>W) — V/ker(yp) und - (p: V= W) = W
V/ker(p) — V'/ker(¢) (@.f) = B
@h) = o] = [afv)
Die Abbildungen V/ker(p) — W

[v] = v+ ker(p) — @(v)

bilden einen natiirlichen Isomorphismus vom Funktor F' zum Funktor G.
(3) Essei k € Ny. Es folgt leicht aus den Definitionen und Satz[11.9] dass die Abbildungen

M — Q(M) := Vektorraum der glatten k-Formen auf M
(f: M = N) — (f": Q(N) = Q.(M))
einen kontravarianten Funktor von der Kategorie UM der Untermannigfaltigkeiten
zu der Kategorie Vekty der reellen Vektorrdume definieren. In Satz [12.6] (3) hatten
wir gesehen, dass das Differential d mit induzierten Abbildngen vertauscht, d.h. dass
fiir jede glatte Abbildung f: M — N das folgende Diagramm kommutiert:

Qn(N) f* (M)
dl ld
f*
Q1 (N) Qpr1(M).

Das bedeutet nun aber nichts anderes, als dass das Differential d eine natiirliche
Transformation vom Funktor M — Qi (M) zum Funktor M — Q1 (M) ist.

Mit der Sprache von natiirlichen Transformationen und natiirlichen Isomorphismen koén-
nen wir jetzt einige der vorherigen Ergebnisse wie folgt formulieren.

Satz 18.7. Die Abbildungen ~
@pl TpM — TpM

y: I = M] = +(0)
definieren einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den Funktoren PUM — Vekty, welche

gegeben sind durch ~
(M,P) — TpM

(f: (M,P) = (N,Q)) = (f: TpM — ToN)
und (M,P) — TpM
(M, P) L (N,Q)) — (TeM L5 ToN).
Beweis. Dieser Satz folgt sofort aus Lemma [18.4] (1) und Satz (2). |
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19. ORIENTIERUNGEN AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Auf Seite hatten wir Orientierungen auf Untermannigfaltigkeiten eingefiihrt. Die
damalige Definition verallgemeinert sich problemlos zu Mannigfaltigkeiten:

Definition. Es sei (M, .A) eine Mannigfaltigkeit von Dimension k € N.

(1) Eine Pré-Orientierung fiir M ist eine Abbildung, welche jedem Tangentialraum TpM
eine Orientierung zuordnet.

(2) Es sei ®: U — V eine Karte aus dem Atlas A. Wir bezeichnen mit i: U — M die
Inklusionsabbildung. Fiir jedes « € U erhalten wir den Isomorphismus

Op(z)

T M (— T U —) Tq>( )V Tq)(I)V = R*.

Isomorphismus nach Lemma, @ natiirlicher Isomorphismus von Seite [I89]

Wir sagen eine Pra-Orientierung ist stetig beziiglich der Karte ®: U — V, wenn gilt:
fiir jede Komponente K von U ist die obige Abbildung fiir alle € K orientierungs-
erhaltend oder fiir alle z € K ist diese orientierungsumkehrend.

(3) Wir sagen eine Pré-Orientierung ist eine Orientierung, wenn die Pra-Orientierung
beziiglich allen Karten stetig ist.

(4) Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung heifit orientierte Mannig-
faltigkeit. Eine Mannigfaltigkeit, fiir die man eine Orientierung finden kann, heift
orientierbare Mannigfaltigkeit.

(5) Wenn M eine orientierte Mannigfaltigkeit ist, dann bezeichnen wir mit —M die
Mannigfaltigkeit, mit der entgegengesetzten Orientierung.

Beispiel. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit. Fiir jedes P € M betrachten wir
wieder den natiirlichen Isomorphismus ©p: TpM — TpM von Seite u Es folgt eigent-
lich sofort aus den Definitionen, dass Orientierungen der Vektorrdume TpM im obigen
Sinne gerade Orientierungen der Vektorrdume TpM im Sinne der Definition auf Seite
entsprechen. Wir erhalten also de facto den gleichen Orientierungsbegriff.

Definition. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten.
(1) Wir sagen eine Abbildung f: M — N ist ein lokaler Diffeomorphismus, wenn es fiir
alle x € M eine offene Umgebung U von x € M und eine offene Umgebung V' von
f(z) € N gibt, so dass f: U — V ein Diffeomorphismus ist.
(2) Wir nehmen nun an, dass M und N orientiert sind. Wir sagen ein lokaler Diffeomor-
phismus f: M — N ist orientierungserhaltend, wenn fiir alle x € M die induzierte

Abbildun fe: T, M — Tf(m)N ein orientierungserhaltender Isomorphismus ist.

Lemma 19.1.

(1) Es sei f: M — N ein lokaler Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeiten.
Wenn N eine Orientierung besitzt, dann besitzt M genau eine Orientierung, so dass
f: M — N orientierungserhaltend ist.

159Wenn fi: M — N ein lokaler Diffeomorphismus ist dann kann man leicht zeigen, dass fiir jedes x € M
die Abbildung f,: T, M — Tf(x)N ein Isomorphismus ist.
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(2) Es sei f: U — V ein lokaler Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen
von R™. Dann gilt:

f ist orientierungserhaltend <= det(Df,) > 0 fiir alle z € U.
Beweis. Die Aussagen folgen alle relative leicht aus den Definitionen. Aus Zeit und Platz-
griinden iiberlassen wir die Beweise der Leserschaft. [

Im folgenden wollen wir Orientierungen von Quotienten-Mannigfaltigkeiten betrachten.

Definition. Es sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit und es sei G x M — M eine glatte
Operation. Wir sagen die Operation ist orientierungserhaltend, wenn fiir jedes g € G der
Diffeomorphismus z + g - x orientierungserhaltend ist.

Satz 19.2. Es sei M eine Mannigfaltigkeit M und es sei G eine Gruppe, welche auf M frei,
eigentlich und glatt operiert.

(1) Wenn M orientiert ist, und wenn die Operation orientierungserhaltend ist, dann
besitzt die Mannigfaltigkeit M /G eine eindeutige Orientierung, so dass die Projektion
p: M — M/G orientierungserhaltend ist.

(2) Wenn die Mannigfaltigkeit M /G orientierbar ist, dann besitzt M eine eindeutige
Orientierung, so dass die Projektion p: M — M /G orientierungserhaltend ist, und
diese Orientierung auf M hat die Eigenschaft, dass die Operation von G auf M
orientierungserhaltend ist.

Beweis. Es sei M eine Mannigfaltigkeit M und es sei G eine Gruppe, welche auf M frei,
eigentlich und glatt operiert. Satzbesagt, dass wir den Quotienten M /G als Mannigfal-
tigkeit auffassen kénnen, so dass die Projektion p: M — M /G ein lokaler Diffeomorphism
ist.
(1) Wir nehmen zuerst an, dass M orientiert ist, und dass fiir jedes g € G die Abbildung
M — M, Q — g- @), orientierungserhaltend ist.

Fiir jedes Q € M/G wihlen wir ein @ € M mit p(Q) = Q und wir geben To(M/G)
die Orientierung, welche wir mithilfe des Isomorphisms Dpg: TgM — To(M/G) und
der Orientierung auf TQM erhalten. Nachdem die Operation orientierungserhaltend
ist, kann mann leicht sehen, dass diese Definition der Orientierung unabhéngig ist
von der Wahl von (). Man kann nun auch leicht nachweisen, dass diese Orientierungen
stetig sind beziiglich der Karten von M /G, welche wir in Satz konstruiert hatten.

(2) Wir nehmen nun an, dass M /G mit einer Orientierung ausgestattet ist. Da die Pro-
jektion p: M — M/G ein lokaler Diffeomorphismus ist, gibt es nach Lemma[19.1] (1)
genau eine Orientierung auf M, so dass p: M — M /G orientierungserhaltend ist. Es
sei nun g € G. Wir betrachten das folgende kommutative Diagram:

M i M
S
M/G.

Die diagonalen Abbildungen sind orientierungserhaltend. Es folgt leicht, dass die
horizontale Abbildung ebenfalls orientierungserhaltend ist. [

Beispiel. Es sei v € R". Wir bezeichnen mit £: R™ — R" die Verschiebung um v. Fiir jedes
x € R™ ist das Differential D¢, € M(n x n, R) die Identitdtsmatrix. Es folgt aus Lemma|[19.1]
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(2), dass die Operation von Z™ auf R™ orientierungserhaltend ist. Es folgt also aus Satz m
(1), dass R™/Z™ orientierbar ist.

Lemma 19.3. Das offene Mobiusband ist nicht orientierbar.

Bemerkung. Wir hatten diese Aussage auch schon in Lemma bewiesen. Der Beweis
von Lemma [19.3]ist jedoch deutlich eleganter und die Beweismethode ist viel allgemeiner.

Beweis. Es sei R x (—1,1) und Z. Wie auf Seite betrachten wir die Operation:

Zx(Rx(-1,1) — Rx(-1,1)
(n, (z,9)) = (z+n,(=1)"y).

Diese Operation ist frei, eigentlich und glatt. Es folgt aus Satz[17.2] dass (Rx(—1,1))/Z eine
Mannigfaltigkeit ist. Man kann problemlos zeigen, dass diese Mannigfaltigkeit diffeomorph
zum Mobiusband ist, welches wir in Lemma betrachtet hatten.

Wir nehmen nun, dass das Mébiusband R x (—1,1)/Z eine Orientierung besitzt. Es folgt
aus Satz (2), dass R x (=1, 1) eine Orientierung besitzt, so dass die Operation von Z
auf R x (—1, 1) orientierungserhaltend ist.

Da R x (—1,1) zusammenhéngend ist, besitzt R x (—1,1) nur zwei Orientierungen,
namlich die “iibliche”, und die entgegengesetzte. Indem wir notfalls die Orientierung auf
(R x (—=1,1))/Z umdrehen kénnen wir annehmen, dass wir auf R x (=1, 1) wiederum die
iibliche Orientierung betrachten.

Fiir n € Z betrachten wir den Diffeomorphismus von R x (—1,1), welcher durch die
Operation von n gegeben, d.h. wir betrachten den Diffeomorphismus

¢, Rx(-1,1) - Rx(-1,1)
(,y) = (@+n(=1)" y)

Fiir (z,y) € R x (—1,1) ist das Differential von ®,, gegeben durch die Matrix <(1) (_(i)n )

Es folgt aus dieser Berechnung, und Lemma (1), dass fiir ungerade n der Diffeomorphis-
mus ®,, nicht orientierungserhaltend ist. Wir haben also einen Widerspruch erhalten. M

Lemma 19.4. Die Kleinsche Flasche ist nicht orientierbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Kleinsche Flasche orientierbar ist. Dann folgt aus Lem-
ma [19.1] (1) dass auch jede Untermannigfaltigkeit von Kodimension 0 orientierbar ist. Man
kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Kleinsche Flasche eine Untermannigfaltigkeit
von Kodimension 0 besitzt, welche diffeomorph zum Mé&biusband ist. Da das Mébiusband
nach Lemma [19.3] nicht orientierbar ist, haben wir also einen Widerspruch zur Annahme
erhalten. [ |

Kleinsche Flasche —_

—1 — Mobiusband
N N N A4

N\

7

Satz 19.5. Der reelle projektive Raum RP" = S™/{+£1} ist genau dann orientierbar, wenn
n ungerade ist.
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Beweis. Es ist eine schone Ubungsaufgabe zu zeigen, dass die Abbildung
sto—= St
r = -
orientierungserhaltend ist, genau dann, wenn n ungerade ist. Es folgt aus dieser Beobach-

tung, dass die Operation von {41} auf S™ orientierungserhaltend ist, genau dann, wenn n
ungerade ist. Die Aussage des Satzes folgt nun aus Satz[19.2] |
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20. DER SATZ VON STOKES AUF MANNIGFALTIGKEITEN

20.1. Mannigfaltigkeiten mit Rand. In Kapitel hatten wir zuerst Untermannigfal-
tigkeiten von R"™ ,ohne Rand” eingefiihrt. In Kapitel [6] hatten wir diesen urspriinglichen
Begriff von Untermannigfaltigkeiten erweitert, und wir hatten Untermannigfaltigkeiten von
R" zugelassen, welche einen nichtleeren Rand besitzen. Mit fast wort-wortlich der gleichen
Vorgehensweise kann man nun auch Mannigfaltigkeiten mit Rand einfiihren.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine n-dimensionale Karte fiir X ist ein Homéomorphismus ®: U — V zwischen
einer offenen Teilmenge U C X und einer offenen Teilmenge von R™ oder des Halb-
raums H,,.

(2) Ein n-dimensionaler Atlas fiir den topologischen Raum X ist eine Familie von n-

dimensionalen Karten {®;: U; — V;};c1, so dass U U; = X.
=
(3) Ein Atlas {®: U; — V; }ies heiit glatt, wenn fiir alle ¢, j € I der Kartenwechsel
(I)jO(I);li (I)Z<UlﬂUj) — (I)J<UlﬂUj)
——— S——
offen in R™ oder Hj,, CR™

glatt ist im Sinne der Definition auf Seite [1§ und auf Seite

Definition. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, .A), wobei gilt:
(1) M ist ein topologischer Raum, welcher Hausdorff und zweitabzéhlbar ist.
(2) A ist ein glatter Atlas fiir M.

Wir sagen P € M ist ein Randpunkt, wenn es eine Karte ®: U — V aus dem Atlas A
gibt, wobei U eine offene Umgebung von P ist, wobei V eine offene Teilmenge von H,, ist,
und wobei ®(P) € 0H,, = R"! x {0}. Die Menge aller Randpunkte wird als der Rand M
bezeichnet.

(I) ‘ ‘/ C Hn,

Randpunkt P —

Bemerkung. Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerungen der Aussagen iiber Un-
termannigfaltigkeiten mit Rand und den Rand einer Untermannigfaltigkeit. Beispielsweise
gilt, ganz analog zu Satz [6.5], dass der Rand OM einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M mit Rand eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit leerem Rand ist.

Beispiel. Wir betrachten jetzt Y = [0,1]x [0, 1] C R?, wobei die Aquivalenzrelation erzeugt
ist durch
0,y) ~ (1,1 —y) fur alle y € [0, 1].

Dies ist also fast die gleiche Definition wie die Definition vom Mobiusband auf Seite [L61}
Aber dieses Mal betrachten wir das abgeschlossene Quadrat [0, 1]x [0, 1] anstatt dem halbof-
fenen Quadrat [0, 1] x (0, 1). Der Quotientenraum Y/ ~ entsteht wie zuvor aus dem Quadrat
Y, indem wir die ,linke Kante nach einer Verdrillung mit der rechten Kante verkleben”.
Den topologischen Raum Y/ ~ nennen wir das abgeschlossene Mébiusband.
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Fast das gleiche Argument wie in Lemmas und zeigt, dass das abgeschlossene
Moébiusband eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist mit Rand

({0, 1} < [0,2])/ ~ = (({0} x [0, 1) U ({1} x [0,1])) / ~,
wobei (0,0) ~ (1,1) und (0,1) ~ (1,0). Man kann nun leicht zeigen, dass der Rand von
Y/ ~ diffeomorph zum Kreis S ist.

.—
: |i mit Rand \\ entspricht mit Rand
-  ® -4

_/
([0,1] x [0,1])/ ~ die Endpunkte \ //

gleicher Farbe ein Kreis
werden verklebt

20.2. Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Auf Seite hatten wir gesehen,
wie wir den Begriff einer Orientierung auf einer Untermannigfaltigkeit zu Mannigfaltig-
keiten verallgemeinern konnen. Mit dem gleichen Ansatz konnen wir auch viele weitere
Begriffe aus der Theorie der Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern:

Definition. In den Kapiteln [11] und [I2] hatten wir fiir eine Untermannigfaltigkeit M von
R" folgende Begriffe eingefiihrt:

(1) glatte Differentialformen und deren Dachprodukte,

(2) der Vektorraum (M) der glatten k-Formen auf M,

(3) fiir eine glatte Abbildung f: M — N die induzierte Abbildung f*: Q(N) — Q. (M),
(4) das Differential dw einer glatten k-Form.

In allen diesen Definitionen hatten wir immer nur mit den Tangentialrdumen gearbei-
tet, aber wir hatten ansonsten nie verwendet, dass M einen ,,umgebenden Raum” be-
sitthNachdem wir jetzt fiir Mannigfaltigkeiten ebenfalls einen Begriff von Tangenti-
alrdumen haben, kénnen wir nun diese Begriffe und alle Aussagen aus Kapitel [11] und [12]
mithilfe des natiirlichen Isomorphismus aus Satz fast wort-wortlich zu Mannigfaltig-
keiten iibertragen["

Insbesondere erhalten wir folgendes Analogon zu Satz[12.2] Satz und Satz [12.3]

Satz 20.1.

(1) Fiir jede glatte k-Form w auf einer Mannigfaltigkeit ist dw eine glatte (k + 1)-Form
und es gilt ddw = 0.

160Dje Definitionen und Siitze wurden auch immer formuliert in der Form , Es sei M eine Untermannig-
faltigkeit”, und nie von der Form ,Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™”, weil eben der R™ nie eine
Rolle gespielt hat.

161Insbesondere hatten wir bei diesen Definitionen und Sitzen nie das Skalarprodukt des R™ in irgend-
einer Weise verwendet.

162 Allerdings miissen wir uns bei Karten dann immer auf Karten des Atlanten einschrinken. Beispiels-
weise heifit eine k-Form auf einer Mannigfaltigkeit (M, .A) glatt, wenn fiir alle Karten ®: U — V im Atlas
A die k-Form (®71)*w auf V glatt ist.
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(2) Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und es sei
w € Q(N). Dann ist f*w eine glatte k-Form auf M und es gilt
d(f'w) = f*(dw).

Beweis. Der Beweis ist fast wort-wortlich der Gleiche wie von Satz Satz und
Satz [12.3] |

Analog zur Definition in Kapitel [11] kénnen wir auch problemlos das Integral von glatten
k-Formen auf orientierten kompakten k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten einfithren. Das
Integral wird durch den folgenden Satz vollstindig charakterisiert.

Satz 20.2. Es gibt genau eine Abbildung, genannt das Integral, welche jeder glatten k-
Form w auf einer orientierten kompakten k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M eine reelle

Zahl
i w

zuordnet, welche folgende Eigenschaften besitzt:
(1) Das Integral ist linear, d.h. fiir jede orientierte kompakte k-dimensionale Mannigfal-

tigkeit M und alle glatten k-Formen w, o auf M sowie alle A € R gilt
f(w+0):fw+fa und f)\-w:)\-fw.
M M M M

M
(2) Wenn M eine kompakte Untermannigfaltigkeit von R* der Kodimension 0 ist, und
wenn f: M — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

éf-dxl/\---/\dxk: ff(a:)

zeM

J/

Vv Vv
Integral einer k-Form Lebesgue-Integral

(3) Wenn M eine Mannigfaltigkeit ist, wenn U eine offen Teilmenge von M ist und wenn
w eine glatte k-Form auf M ist mit Tréger(w) C U, dann gilt

L{wziw.

(4) Fiir jeden orientierungserhaltenden Diffeomorphismus f: M — N zwischen zwei
kompakten orientierten k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und jede glatte k-Form

w auf N gilt x .
[ [o

Beweis. Die Tatsache, dass das Integral von k-Formen diese Eigenschaften besitzt folgt
leicht aus den Definitionen, sowie aus Lemma [I1.21] und Satz[11.20, umformuliert fiir Man-
nigfaltigkeiten. Die Tatsache, dass das Integral durch diese Eigenschaften charakterisiert ist,
folgt aus der Beobachtung, dass man, ganz analog zur Diskussion auf Seite [125] jede glatte
k-Form auf einer kompakten Mannigfaltigkeit als Summe von glatten k-Formen schreiben
kann, deren Triager jeweils im Definitionsbereich einer Karte enthalten sind. Fiir solche
k-Formen ist das Integral durch die Eigenschaften (2), (3) und (4) charakterisiert. [
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Satz 20.3. (Satz von Stokes) Es sei M eine orientierte k-dimensionale kompakte Man-
nigfaltigkeit und es sei w € Q;_1(M). Dann gilt

f dw = f w.

M oM
Beweis. Der Beweist ist fast wort-wortlich der Beweis des urspriinglichen Satzes von
Stokes. -

Im Folgenden fiithren wir noch eine Moglichkeit ein, Differentialformen auf Quotienten-
mannigfaltigkeiten zu konstruieren.

Definition. Es sei G eine Gruppe, welche glatt auf einer Mannigfaltigkeit M operiert. Fiir
g € G bezeichnen wir mit ¢,: M — M den Diffeomorphismus, welcher gegeben ist durch
x +— g-x. WIir sagen eine k-Form w auf M ist G-invariant, wenn fiir alle g € G gilt, dass

¢5(w) = w.
Lemma 20.4. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt
und eigentlich operiert. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung. Es
sei w eine k-Form auf M, welche G-invariant ist. Dann gibt es genau eine glatte k-Form w
auf der Mannigfaltigkeit M /G mit .

w = p*(@).
Beispiel. Wir bezeichnen mit dz und dy die {iblichen 1-Formen auf R?, welche an jedem
P € R? gegeben sind durch

dv: TpR? = TpR2=R? — R . dy: TpR* S TpR*=R* — R
(Vg,0y) = Uy (Vg 0y) = V.
Diese 1-Formen sind invariant unter der Operation von Z? auf R?. Diese 1-Formen induzie-
ren also 1-Formen dz und dy auf R?/Z2. Die 2-Form dz A dy auf R? ist ebenfalls invariant
unter der Operation von Z? und induziert damit eine 2-Form dx A dy auf R?/Z*. Man sieht
leicht, dass dz A dy = dx A dy. Dann gilt beispielsweis
[ dzndy = 1.
R2/72

Beweis. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt und
eigentlich operiert. Wir bezeichnen mit p: M — M /G die Projektionsabbildung. Es sei w
eine k-Form auf M, welche G-invariant ist.

Es sei nun x ein Punkt in M/G. Wir wihlen ein y € M mit p(y) = z. Nach Satz [17.2]
ist p: M — M /G ein lokaler Diffeomorphismus. Es gibt also eine offene Umgebung U von
y, so dass p: U — p(U) ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen mit ¢: p(U) — U die
Umkehrabbildung und wir setzen @, = ¢*w,. Wir zeigen nun, dass w = p*(w) fiir alle
Punkte in p~'(y) = G-y = {gy|g € G}. Es sei also g € G beliebig. Wir bezeichnen mit

163Djes sieht man wie folgt: wir schreiben U = (0,1) x (0, 1), dann ist p: U — p(U) ein Diffeomorphismus
und es ist
f de Ndy = f deNdy = fp*(%/\@) = fda:/\dy = Flicheninhalt von U = (0,1)? = 1.
R2 /22 1 p(U) U tu )
denn R?/Z2 \ p(U) Satz[20.2(4)  obige Diskussion Satz 20.2(2)
ist eine ,,Nullmenge”
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~1: M — M die Abbildung, welche durch ¢,-1(z) := ¢g~! - x definiert ist. Dann gilt in
g g

der Tat Definition von @ da poq= ¢y auf gU

P@gy =P @pgy) = p*(Ws) i pH(q*(wy) = (poq)(wy) i ¢;—1(Wy) = Wgy-
+ + +

denn p(gy) = p(y) =z nach Seite [[14] ist dies ein denn w ist
kontravarianter Funktor G-invariant [l
9Y wey = ¢ (wy) Y wy
: g1 Wy : U
AN N7
L L —— @ M
D -
l q= (plv) !
— T w.’l,‘
—p(U)

M/G
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21. DIE DE RHAM-KOHOMOLOGIE VON MANNIGFALTIGKEITEN

In diesem Kapitel fithren wir die de Rham-Kohomologiegruppen von Mannigfaltigkeiten
ein. Diese werden es uns unter anderem ermdglichen zu zeigen, dass die Sphére S? nicht
diffeomorph zum Torus ist.

21.1. Quotientenvektorrdume. In diesem kurzen Kapitel erinnern wir an die Definition
der Quotientenvektorrdaume und an einige Eigenschaften derselben. Diese wurden schon in
der Linearen Algebra II eingefiihrt.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
(1) Fiir v, w € V schreiben wir

v~w <= v—wel.

In Lemma hatten wir geschen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf V' defi-
niert Wir bezeichnen mit V/U die Menge aller Aquivalenzklassen. Wir wollen jetzt
eine Addition auf V/U definieren. Es seien also z,y € V/U. Dann gibt es a,b € V,
so dass x = a+ U und y = b+ U. Wir definieren

z+y = a+b+ U

Man kann leicht zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von a und b
abhéingt@ Ganz analog konnen wir eine Skalarmultiplikation auf V/U einfiihren.
Man kann nun leicht nachweisen, dass mit dieser Addition und dieser Skalarmultipli-
kation V/U wiederum ein reeller Vektorraum ist. Die ,Null” des Vektorraums V/U
ist dabei die Aquivalenzklasse 0+ U = U. Dieser Vektorraum wird auch Quotienten-
vektorraum genannt.
(2) Die Abbildung V —- V/U
v = v+U

ist surjektiv und ein Homomorphismus. Diese Abbildung wird die Projektionsabbil-
dung von V auf V/U genannt.

21.2. Die Definition der de Rham-Kohomologie.

Definition. Es sei M eine Mannigfaltigkeit.
(1) Fiir k € Ny betrachten wir
O (M) = {glatte k-Formen auf M}.

Wir setzen zudem Q_; (M) := {0}.
(2) Nach Satz (1) definiert das Differential fiir jedes k € Ny eine lineare Abbildung

(3) Wir sagen eine glatte Differentialform w ist geschlossen, wenn dw = 0 und wir sagen
w ist exakt, wenn es eine Differentialform ¢ mit do = w gibt. Fiir jedes k betrachten

164yWir withlen o/, b’ € V mit 2 = o’ + U und y = b’ + U. Dann gilt in der Tat
d+V+U =a+b+d —a+b —b+U = a+b+U.
€U
165Jede Aquivalenzklasse ist von der Form v 4 U := {v 4 u|u € U} fiir ein v € V.
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Wir nun
Z (M) = Ker(d: Qp(M) — Q1 (M)) = {alle geschlossenen k-Formen}
Bi(M) = Im(d: Qx_1(M) — Qx(M)) = {alle exakten k-Formen}.

(4) Nach Satz (1) gilt ddw = 0 fiir jede Differentialform w € Qg _1(M). Also ist
By (M) ist ein Untervektorraum von Zy (M ). Wir kénnen also den Quotientenvektor-
rat HY(M) = Zi(M)/By(M)
bilden. Der Vektorraum H*(M) wird die k-te de Rham-Kohomologiegruppe von M

genannt @

Beispiele.
(1) Es sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, welche auf M frei, glatt und
eigentlich operiert. Es sei w eine G-invariante k-Form auf M. Nach Lemma
gibt es genau eine glatte k-Form @ auf der Mannigfaltigkeit M /G mit w = p*(W).
Wenn w geschlossen ist, dann folgt aus der Tatsache, dass p: M — M /G ein lokaler
Diffeomorphismus ist, dass auch die induzierte k-Form @ auf M /G geschlossen istFE‘
(2) Wir bezeichnen mit dz wie iiblich die 1-Form auf R?, welche an jedem Punkt P € R?
gegeben ist durch ~
dr: TpR? = TpR?*=R?*> — R
(Vg 0y) > U,
und wir definieren dy ganz analog. Wir betrachten nun die beiden 1-Formen dz und
dy auf R?/Z? welche wir auf Seite eingefiihrt hatten. Es folgt aus (1), dass dx
und dy geschlossene 1-Formen auf R?/Z? sind.

21.3. Berechnungen der de Rham-Kohomologie. Die de Rham-Kohomologie ordnet
also jeder Mannigfaltigkeit M die de Rham-Kohomologiegruppen H*(M), k € Ny zu. Wir
wollen im Folgenden einige de Rham-Kohomologiegruppen von Mannigfaltigkeiten bestim-
men.

Lemma 21.1. Fiir eine Mannigfaltigkeit M mit m Komponenten gilt
Ho(M) = R™.
Insbesondere gilt fiir jede zusammenhéngende nichtleere Mannigfaltigkeit M, dass
H'(M) = R.
Beweis. Es sei also M eine Mannigfaltigkeit. Dann ist
HY(M) = Ker{Qy(M) — (M)} = {f: M = R|df =0}.
daﬂ\Q,l(M) =0 da Qo(M) = E\glatte Funktionen M — R}

166Georges de Rham (1903-1990) war ein Schweizer Mathematiker.

167Djes siecht man wie folgt. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes b € M /G eine offene Umgebung gibt, so
dass @w auf dieser offenen Umgebung geschlossen ist. Es sei also b € M/G. Wir bezeichnen mit p: M — M/G
die Projektionsabbildung und wir wihlen ein @ € M mit p(a) = b. Nach Satz ist p ein lokaler
Diffeomorphismus, es gibt also eine offene Umgebung U von a, so dass p: U — p(U) ein Diffeomorphismus
ist. Wir bezeichnen mit ¢ = p~!: p(U) — U die Umkehrabbildung. Es folgt nun, dass

dw dg*(w) = q¢"(dw) = 0.
4 4

=p*(w) Satz[20.1](2) dadw=0

S d(q*p*w)
dagop*=(pog)*=id da
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Wir benotigen nun folgende Behauptung.

Behauptung. Die glatten Funktionen f: M — R mit df = 0 sind gerade die lokal konstan-
ten®J Funktionen.

Beweis. Es sei f: M — R eine glatte Funktion. Es sei &: U — V eine Karte, wobei V eine
offene Kugel ist. Dann gilt

(1) f ist konstant auf U, genau dann, wenn f o ®~! konstant auf V ist.
@ g —0afU = @xdf =0 <« d@f)=0 <= d(fod)=0.
4 A 4
da @ Diffeomorphismus Satz (1) Definition von ®* f

Es geniigt nun die Behauptung fiir Funktionen auf offenen Kugeln V' C R* zu beweisen.
Fiir eine konstante Funktion g: V' — R ist natiirlich dg = 0. Umgekehrt, sei g: V' — R eine
glatte Funktion mit dg = 0. Aus Lemma folgt, dass die partiellen Ableitungen von g
verschwinden. Der Schrankensatz [Fr2, Satz 12.2] aus Analysis II besagt nun, dass g auch
schon konstant ist. 22

£ mit df =0

Zusammengefasst folgt nun, dass
H°(M) = {alle lokal konstanten Funktionen auf M}.

Aber die Dimension von diesem reellen Vektorraum ist gerade die Anzahl der Komponenten
von M [ [

Bemerkung. Es sei M eine nichtleere kompakte Mannigfaltigkeit von Dimension n > 1.
Fiir k € {0,...,n} ist der Vektorraum H*(M) der Quotient zweier unendlich (sogar iiber-
abzéhlbar) dimensionalen Vektorrdumen. Fiir & = 0 hatten wir gerade gesehen, dass die
0-te de Rham-Kohomologiegruppe H(M) endlich dimensional ist. Die analoge Aussage gilt
auch fiir alle £ € N. Die allgemeine Aussage ist aber deutlich schwerer zu beweisen.

Lemma 21.2. Fiir jede k-dimensionale Mannigfaltigkeit gilt H' (M) = 0 fiir i > k.

Beweis. Jeder Tangentialraum einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist nach Satz [18.5
(1) ein k-dimensionaler Vektorraum. Fiir ¢ > k folgt also aus der Diskussion auf Seite [L08]
dass ANTpM = 0 fiir alle P € M. Insbesondere ist also Q¥(M) = 0, und damit auch
H' (M) = 0. u

Satz 21.3. Fiir jede orientierbare geschlossene nichtleere k-dimensionale Mannigfaltigkeit
gilt dim H* (M) > 1.

Bemerkung. Es gilt die stirkere Aussage, dass die Dimension von H¥(M) gerade gege-
ben ist durch die Anzahl der Komponenten von M. Wir kénnen diese Aussage in dieser
Vorlesung nicht beweisen.

168Bine Funktion f: M — R heiBt lokal konstant, wenn es zu jedem Punkt P € M eine offene Umgebung
U gibt, so das f|y konstant ist.
169Warum ist dies der Fall?
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Beweis. Es ist
HY(M) = Z(M)/Bp(M) = Ker{d: Qu(M) — Q1 (M)}/Br(M) ? Qrp(M)/By(M).
nach dem Beweis von Lemma [21.2)ist Qx41(M) = 0

Da M orientierbar und kompakt ist, konnen wir folgende lineare Abbildung einfiihren:

w o fw.
M
Es sei nun w € By (M). Es gibt also ein € Q1 (M) mit dn = w. Dann gilt
Ow) = Oy = [dy = [n = [y = o0
M 1+ oM 4 J7]

Satz 20.3] von Stokes da M geschlossen

Wir haben also gezeigt, dass Bi(M) C Ker(©). Die lineare Abbildung © induziert also eine
wohldefinierte lineare Abbildung
O: H¥(M) = Q(M)/Bp(M) — R
w] — f w.
M

Es geniigt nun also zu zeigen, dass es eine k-Form w auf M gibt mit ©(w) # 0. Da M nicht-
leer ist, konnen wir einen Punkt P € M finden. Wir wéhlen eine orientierungserhaltende
Karte ®: U — V und eine nichtnegative glatte Funktion f: V — Rso mit f(®(P)) > 0
und kompakten Tréigerm Wir betrachten nun die k-Form w auf M, welche gegeben ist
durch

w = O (f-dztA---Ad2¥) auf U

und w =0 auBerhalb von U.

Dies ist eine glatte k-Form auf M und es gilt

Satz (3) Satz (2)
+ +
fw :fw :fi)*(f-dxl/\---/\dxk) :ff-dxl/\---/\dxk :ff, > 0.
M U 4+ U v v 4
folgt aus Satz (4), da denn die Funktion f ist nicht-negativ, stetig
® orientierungserhaltend und fiir ®(P) ist die Funktion positiv
— “Graph von f o ®” __ “Graph von f

.U -V

21.4. Die Funktorialitit der de Rham-Kohomologie.

10Warum gibt es solch eine Funktion?
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Satz 21.4. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten.
Dann ist fiir jedes k € Ny die Abbildung
froHY(N) — HFY(M)
W] = [l

wohldefiniert und eine lineare Abbildung zischen reellen Vektorrdaumen.
Beweis. Wir miissen folgende drei Aussagen beweisen:

(1) wenn dw = 0, dann ist auch d(f*w) =0,

(2) wenn [w] = [o] € H*(N) dann ist auch [f*w] = [f*o] € H¥(M),

(3) f* ist eine lineare Abbildung zwischen reellen Vektorraumen.

Die erste Aussage folgt sofort aus der Tatsache, siehe Satz dass df* = f*d. Es seien nun
w und o zwei geschlossene k-Formen auf M mit [w] = [o]. Dann gilt [w — o] = [w] —[o] = 0.
Dies wiederum bedeutet, dass es eine (k — 1)-Form ¢ auf M gibt mit

w—o0o = do.
fro—fo = flw=0) = f(dd) n d(f*o)
Satz R0l

Dies impliziert, dass [f*w] = [f*¢] € H*(M). Wir haben damit die zweite Behauptung
bewiesen.

Dann gilt auch

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Abbildung wohldefiniert und linear ist. [ |
Satz 21.5. Fiir jedes k € Ny definieren die Abbildungen
M — HNM)
s (f: M > N) — (f*: HY(N) - HE(M))

einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der Kategorie
Vekty der reellen Vektorrdume.
Beweis. Im Hinblick auf Satz geniigt es folgende zwei Aussagen zu bewiesen:
(1) fiir eine Mannigfaltigkeit M gilt id}, = idgr sy,
(2) fiir glatte Abbildungen f: L — M und g: M — N gilt (f o g)* = g* o f*.
Beide Aussagen folgen leicht aus den Definitionen. [
Das folgende Korollar besagt insbesondere, dass diffeomorphe Mannigfaltigkeiten isomor-
phe de Rham-Kohomologiegruppen besitzen.

Korollar 21.6. Es sei f: M — N ein Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltigkeiten,
dann ist fiir alle k € Ny die induzierte Abbildung f*: H*(N) — H*(M) ein Isomorphismus.

Beweis. Die Aussage folgt, wie Beweis von Korollar [9.3] leicht aus der Funktorialitét der
de Rham Kohomologiegruppen. [ |
Definition. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Wir

sagen f besitzt ein Linksinverses, wenn es eine glatte Abbildung ¢g: N — M gibt, so dass
go f=idum.
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Lemma 21.7. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten,
welche ein Linksinverses besitzt. Dann ist fiir alle & € Ny die induzierte Abbildung

f*: H*(N) — H*(M) ein Epimorphismus.

Beispiel. Es sei yy € S! beliebig. Die Abbildung
f: 8t — Stxgst

r = (1373/0)

Es folgt aus Lemma 21.7] dass f*: H'(S* x S') — H'(S") ein Epimorphismus ist. Satz

besagt, dass H'(S') # 0, also ist auch H'(S* x S') # 0.

Beweis. Es sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und es sei

g: N — M eine glatte Abbildung mit g o f = id,;. Dann ist

ide’(M) j idy, =(go f) T Jfrog"

g: Stxst — St

besitzt das Linksinverse
(z,y) — =

Satz 1.5 Satz 21.5]
Da f*og* =id: H*(M) — H¥(M) insbesondere ein Epimorphismus ist, ist auch die zweite
Abbildung f*: H*(N) — H*(M) ein Epimorphismus. |

21.5. Die Sphire und der Torus sind nicht diffeomorph. In diesem Teilkapitel wollen
wir beweisen, dass die Sphére und der Torus nicht diffeomorph sind. Wir werden dabei
folgenden Satz verwenden.

Satz 21.8. Es ist H'(R?) = 0.
Bemerkung. Mit etwas mehr Aufwand kann man auch beweisen, dass fiir alle n > 0 und
fiir alle k > 1 gilt, dass H*(R") = 0.

Beweis. Wir hatten den Satz, mit etwas anderer Sprache, schon als Ubungsblatt 9 Aufgabe
2 gelost. Der Vollstandigkeit halber wollen wir das Argument noch mal ausfiithren.

Wir miissen also zeigen, dass jede geschlossene 1-Form auf R? auch schon exakt ist. Mit
anderen Worten, wir miissen folgende Behauputng beweisen.

Behauptung. Es sei

w = flz,y)-dz+g(z,y) - dy
eine 1-Form mit dw = 0, wir miissen zeigen, dass es eine glatte O-Form c gibt, so dass
dc = w. Wir miissen also eine glatte Funktion c¢: R? — R finden, mit

ax dx +f dy = f(z,y) - dz +g(z,y) - dy.

= dc, nach Lemmam

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Es gilt

0 = dw = d(f-de+g-dy) = df/\d:c—l—dg/\dy
- (‘3f da:—l—af dy)/\da:Jr(ag dr+ % dy)/\dy :( or L 9 )-dx/\dy.
" Ox N dy
Lemma [10.] denn dy A dx = —dx A dy
und dx Adx =dy ANdy =0
Es folgt also, dass of 9y

dy  Ox
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Zur Erinnerung, wir miissen eine Funktion ¢: R? — R finden mit
oc Oc
7 = f@y) wd =2 = g(z,y).
Es liegt nahe, als erstes eine Stammfunktion von f beziiglich x zu betrachten. Fiir (x,y) € U

definieren wir nun s=x
a(z,y) = [ f(s,y)ds.
s=0

Dann gilt

da o
% - &Esi‘of(svy)ds ; f(xay)
HDI
Zudem gilt
a a S=T S:xa S:xa
= D[ fewds = [ Lisyds = [ Ps,y)ds =gla,y) - 9(0,9).
Y v Lo 4, os=0 % 4 os=0 %
Satz [3.10] angewandt denn g—i(s,y) = %(s,y)

auf das Rechteck [0, 2] x [0, y]

Wir erhalten also die gewiinschte partielle Ableitung beziiglich z. Zudem erhalten wir fast
die gewiinschte partielle Ableitung beziiglich y, aber im Moment erhalten wir noch den
Extraterm —g(0,y). Wir kénnen nun jedoch noch eine geeignet gewéhlte Funktion in y
hinzuaddieren. In der Tat kann man nun leicht nachpriifen, dass

s=y

c(z,y) = alz,y) + [09(078)6&9

die gewiinschte Eigenschaft besitzt. [

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.
Satz 21.9. Die Sphére S? ist nicht diffeomorph zum Torus T' = S* x S! = R?/Z2.
Beweis. Nehmen wir also an, es gibt einen Diffeomorphismus ®: §? — T := S! x S*. Wir
bezeichnen mit N = (0,0, 1) den ,Nordpol” von S? und wir schreiben ®(N) =: (z,w). Die
Einschréinkung von ® auf S? \ {N} — T\ {®(N)} ist ebenfalls ein Diffeomorphismus von
Mannigfaltigkeiten.

Korollar besagt, dass diffeomorphe Mannigfaltigkeiten isomorphe Kohomologiegrup-
pen besitzen. Es geniigt nun also folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung. Es ist H'(S?\ {N}) = 0 und es ist H'(T'\ {®(N)}) # 0.
Beweis. Wie auf Seite 23| betrachten wir nun die stereographische Projektion

0: S?\{N} — R?
(x,y,2) — (& &)

Dies gibt uns einen Diffeomorphismus von der Mannigfaltigkeit S? \ {N} zu R2. Es folgt
nun aus Satz und aus Korollar dass H'(S%\ {N}) = 0.

Der Beweis, dass H'(T'\ {®(N)}) # 0 ist fast identisch zu dem Beweis auf Seite[209} dass
H'(T) # 0. Wir wiihlen ein v # w. Dann ist S* x {v} C (S* x SH)\ {(z,w)} = T\ {®(N)}.



214

Die Abbildung

f:80 — Stx S\ {®(N)}
r = (x,v)

Es folgt aus Lemma dass f*: H'((S' x SY)\ {®(N)}) — H'(S') ein Epimorphismus

g: (S'x SH\{B(N)} —

besitzt das Linksinverse
(x,y) — =x.

ist. Satz [21.3] besagt, dass H'(S") # 0. Also ist auch H'((S* x S*) \ {®(N)}) # 0. |
U(S?2\ {N}) =R? /N:(0,0,l) St x {w}
22577 g
9

O(N) = (z,w)

Bemerkung. Der vorherige Satz besagt also, dass die Sphire S? nicht diffeomorph zum
Torus T = S' x S' = R?/7Z? ist. A priori konnte es allerdings sein, dass die Sphire S?
homdoomorph zum Torus T ist. In der Tat gibt es Mannigfaltigkeiten, welche homéomorph
aber nicht diffeomorph sind. Wir werden jedoch in der Vorlesung Algebraische Topologie
IT sehen, dass die Sphére und der Torus in der Tat nicht homdomorph sind.

21.6. Das Dachprodukt auf de Rham-Kohomologie (). Wir beschliefen das Skript
mit einem sehr kurzen Teilkapitel, welches wir nicht mehr in der Vorlesung behandelt
hatten, und damit auch nicht mehr offizieller Teil der Vorlesung ist.

Satz 21.10. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und es seien w € Qi (M), o € Q;(M). Es ist
dwAa) = dwho+ (1) wAdo.
Beweis. Diesen Satz kann man problemlos mithilfe von Satz [12.2] (4) beweisen. [

Korollar 21.11. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann ist
A: BY(M) x BY(M) — HYY(M)
(W], o) = [wAfo] = [wAd]
eine wohldefinierte Abbildung. Diese hat zudem folgende Eigenschaften:
(1) die folgende Abbildung ist bilinear:
A HE(M) x HY(M) — HF(M)
(a,b) — aAbd
(2) fiir alle a € H*(M), b € H(M) und ¢ € H™(M) ist
aN(bAc) = (aAb)Aec.
(3) fiir alle @ € H*(M) und b € H'(M) ist
bAa = (—1)Gad@Grad®) 4 A p,
Beweis. Das Korollar kann man leicht mithilfe von Satz[IT.6lund SatzRT.10/beweisen. W

Beispiel. Wir betrachten die beiden 1-Formen dz und dy auf dem Torus T = R?/72,
welche wir auf Seite eingefiihrt hatten. Wir hatten auf Seite bewiesen, dass dz und
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dy geschlossen sind. Hierbei ist [dz] A [dy] = [dz A dy]. Wir hatten auf Seite gezeigt,
dass o
f de Ndy = 1.
R2/72
Es folgt nun aus dem Beweis von Seite , dass [dx A dy] # 0 € H*(T). Zudem folgt aus

Korollar 1] (1), dass [dz] # 0 € H'(T) und [dy] # 0 € H'(T). AuBerdem folgt aus
Korollar 1| (3), dass [dx] und [dy] linear unabhingig in H'(T) sind Wir haben also

gezeigt, dass dim HY(T) > 2.
Definition. Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M setzen wir nurm
H*(M) = é%Hi(M).
Fiir a;,b; € H(M), i = 0,...,n definieren wir
(;Z:Oai) A (;Z:ob’) = éjé a; \b

i N\ 0j.
0 . .
€I+ (M)

Es folgt aus Korollar 21.11] dass mit dieser Multiplikation H*(M) ein (nicht notwendiger-
weise kommutativer) Ring 1stm

Satz 21.12. Die Abbildungen M o H(M)
(f: M - N) — (f:H(N)—H(M))

definieren einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der
Kategorie der Ringe.

Beweis. Auf Seite[l13]hatten wir schon erwihnt, dass fiir eine lineare Abbildung f: U — V
zwischen Vektorrdumen und fiir alle « € A¥V* und B € A V* gilt, dass

[flanp) = ffanfp.

Mithilfe dieser Bemerkung kann man nun, ganz analog zu Satz[21.4] den Satz beweisen. H

1"Wenn [dz] und [dy| linear abhiingig wiren, dann gibe es ein A € R\ {0} mit [dz] = X - [dy]. Daraus
folgt, dass [da] A [dy] = A~ [dy] A [dy] Pt [dy] A [dy] = —[da] A [dy],
Korollar (3)

d.h. es ist [dz] A [dy] = 0.

1721 der Tat gilt H(T) = R,HY(T) = R? und H*(T) = R. Aber wir konnen das mit den bisher
erarbeiteten Methoden nicht beweisen.

IT3Riir Vektorrdume Vo, ..., V, bezeichnen wir hierbei mit

@V} = Vod--- @V, = {(v,...,05)|v; € V;}

die direkte Summe von Vy,...,V,.
1™Besitzt der Ring H*(M) ein multiplikativ neutrales Element?
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22. AUSBLICK

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass die 2-dimensionale Sphére und der Torus
nicht diffeomorph sind. Wir haben dies dadurch bewerkstelligt, dass wir einen Funktor von
der Kategorie der Mannigfaltigkeiten zu der Kategorie der Vektorrdume eingefiihrt hatten.
Dieser Funktor hat es uns dann ermdoglicht Mannigfaltigkeiten mithilfe von der (deutlich
einfacheren Theorie) der Vektorrdume zu studieren.

In den Vorlesungen Algebraische Topologie I-IIT werden wir ganz dhnlich verfahren. Wir
werden Funktoren von der Kategorie der topologischen Rdume in die Kategorie der Gruppen
und in die Kategorie der Vektorrdume einfithren. Diese ermdglichen es uns topologische
Probleme mithilfe von algebraischen Methoden zu studieren.

Insbesondere werden wir in der Algebraische Topologie III die ,,singuldre Kohomologie-
gruppen” fiir beliebige topologische Réume einfithren. Fiir Mannigfaltigkeiten sind diese
isomorph zu der de Rham-Kohomologie. Wir werden zudem viele Eigenschaften der Koho-
mologiegruppen kennenlernen, welche es erméglichen diese fiir viele Mannigfaltigkeiten zu
bestimmen.
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