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1. METRISCHE RAUME

In diesem Semester wollen wir uns hauptséchlich mit Abbildungen der Form X — R™
beschéftigen, wobei X eine Teilmenge von R™ ist. Ein erstes Ziel wird sein die Stetigkeit von
solchen Abbildungen zu betrachten. Allerdings werden wir die Stetigkeit nicht nur fiir solche
Abbildungen betrachten, sondern etwas allgemeiner fiir Abbildungen zwischen “metrischen
Réaumen”. Diese Verallgemeinerung wird uns im weiteren Verlauf noch von Nutzen sein.

In diesem Kapitel fithren wir also erst einmal die metrischen Rédume ein, und wir fithren
zudem einige zugehorige grundlegende Begriffe ein, bevor wir uns dann im néchsten Kapitel
der Stetigkeit zuwenden.

1.1. Normierte Vektorrdume. In diesem Teilkapitel fithren wir die normierten Vek-
torrdume ein. Diese werden eine Briicke zwischen der Analysis II und der Linearen Algebra
schlagen.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V. || — ||) bestehend aus einem Vektor-
raum V iiber R und einer Norm auf V', d.h. einer Abbildung
=1V = Rx
z = |

mit folgenden Eigenschaften:

(1) lv]] = 0 <= v=20 (positive Definitheit)
(2) IA-v]| = |\ |lv] fir alle A\ € R und v € V' (Homogenitét)
3) Jlv4+w| < |||+ |lwl @ firallev,weV (Dreiecksungleichung).

Im Folgenden werden wir verschiedene Normen auf R™ betrachten. Wir werden dabei
immer wieder folgende Konvention verwenden.

Konvention. Wenn z ein Punkt in R” ist, dann bezeichnen wir fiir ¢ € {1,...,n} mit x; die
i-te Koordinate von z. Insbesondere ist also x = (x1, ..., z,).

Das folgende Lemma gibt uns ein wichtiges Beispiel einer Norm auf R".
Lemma 1.1. Auf V = R" ist

=1V = R
(T1,...,xp) =2 = 2] =4/ X2} (Euklidische Norm)
k=1
eine Normll
R™ v v 4w

Dreiecksungleichung

o+l < [lofl + [lw]
w

!Manchmal bezeichnen wir diese auch mit Il = lleurs um Verwechslungen zu vermeiden.
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften einer Norm kann man leicht nachweisen. Wir
beweisen deswegen nur die dritte Aussage. Wir machen folgende Vorbereitung:

(1) Wir bezeichnen mit (z,y) = éml -y; das tibliche Skalarprodukt auf R™.

(2) Fiir jedes u € R" gilt, wie man leicht nachrechnen kann, ||ul|? = (u,u).

Es seien nun v, w € R™. Wir miissen zeigen, dass ||[v + w|| < ||v|| + ||w]|. In der Tat gilt:

folgt aus der Bilinearitit des Skalarprodukts denn (w,v) = (v, w)

’ +
lv+wl]? = w+wv+w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w) = (v,v) +2(v,w) + (w,w)

2
< (0,0) +2-/{v,0) - (w,w) + (w,w) = (/(v,0) +/(w,w))" = (o] + [Jwl])*
/]\
die Schwarzsche Ungleichung aus der Linearen Algebra [N1 Satz 19.7],
welche wir anwenden konnen da das Skalarpodukt positiv definit ist,
besagt, dass (v, w)? < (v,v) - (w, w)

Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhalten wir, dass ||v + w|| < |[v| + ||w]|. |
Beispiele von Normen. Auf V = R™ gibt es auch viele andere interessante Normen. Bei-
spielsweise folgt aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag auf R, dass

||| max = max{|xy|,..., |z} (Maximumsnorm)
n

[Zlsam = X |z (Summennorm)
=1

Normen auf R” definieren.

In Ubungsblatt 1 werden Sie folgendes Lemma beweisen.
Lemma 1.2. Fir x = (zy,...,2,) € R" und jedes i € {1,...,n} gilt
|xz| S ”meax S ||x||eukl S \/ﬁ : ||x||ma.x

Konvention. Im Folgenden betrachten wir R™ durchgehend als normierten Vektorraum
beziiglich der euklidischen Norm || — ||, auler wir sagen explizit etwas anderes.

Wir wollen jetzt noch weitere interessante Beispiele von normierten Vektorrdumen geben.
Wir fithren dazu erst einmal einen neuen Vektorraum ein.

Definition. Es sei X C R" eine Teilmenge, dann ist
F(X,R) := alle beschrinkten Funktionen X — R

ein Vektorraum, denn je zwei Abbildungerﬂ kann man punktweise addieren, und jede Ab-
bildung kann man mit einem Skalar multiplizieren, und wir erhalten jeweils wiederum eine

beschrinkte Abbildung ]

2Genauer gesagt, wenn ¢,1: X — R Abbildungen sind, dann definieren wir ¢ + 1 als die Abbildung,
welche fiir ¢ € X den Wert (p + ¢)(z) := p(z) + ¢(x) annimmt.

3Man kann zudem leicht verifizieren, dass mit diesen Verkniipfungen alle Axiome eines reellen Vektor-
raums erfiillt sind. Das Nullelement im Vektorraum F'(X,R) ist hierbei die Abbildung, welche jedem Punkt
x € X den Wert 0 € R zuordnet.
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Im folgenden Beispiel sehen wir nun, dass wir auf solchen Vektorrdumen eine interessante
Norm definieren koénnen.

Beispiel. Es sei X C R” eine nichtleere Teilmenge. Dann bildet der Vektorraum
F(X,R) = alle beschrankten Funktionen X — R,

zusammen mit der Supremumsnorm,
Il = sup {|f(2)| |z € X}

einen normierten Vektorraumﬂ

IfIF =2

1.2. Definition von metrischen Riumen. Jetzt wollen wir endlich die oben verspro-
chene Definition eines metrischen Raums geben.

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — R20§:{$€R|$ZO},
(z,y) = dz,y),
mit folgenden Eigenschaften:

(D) d(z,y) =0 <= z=y (positive Definitheit)
(2) fiir alle 2,y e X gilt d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(3) fiir alle z,y, z€ X gilt d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Wir nennen d(z,y) manchmal den Abstand von z zu y.

Folgender Satz gibt uns gleich viele Beispiele von metrischen Réumen.

Satz 1.3. Es sei (V,|| —||) ein normierter Vektorraum. Dann ist
VxV — RZO
(v,w) — dv,w):=|v—w| eine Metrik auf V.

4Wir haben diesen normierten Vektorraum schon am Ende von Analysis I kennengelernt. Es ist offen-
sichtlich, dass || — || die ersten beiden Eigenschaften einer Norm erfiillt. Wir miissen noch zeigen, dass || — ||
die Dreiecksungleichung erfiillt. Es seien also f,g € V, dann gilt

If+gll = sup{|f(z) +g(x)||z € X} < sup{|f(z)[ +|g(2)|[x € X}
sup{|f(z)| [z € X} +sup{[g(z)[ |z € X} = [[f[|+ llg]-

IN I
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Beweis. Die drei Eigenschaften einer Metrik folgen leicht aus den drei Eigenschaften einer
Norm. Beispielsweise gilt fiir alle v, w € V', dass

dv,w) = |lv—w|| = ||(-1)-(w—=0)|]| = |=1]|lw—2] = |Jlw—2| = dw,v).
/I\
Eigenschaft (2) einer Norm

Die anderen beiden Aussagen kann man ebenso leicht beweisen. |

Beispiele von Metriken auf X = R".
(1) In Lemma hatten wir die euklidische Norm eingefithrt. Es folgt also nun aus

Satz [1.3] dass -
d(z,y) = [z = yllewa = 1/ 2 (@x — yr)?

k=1
eine Metrik auf R" definiert. Wir bezeichnen diese als die euklidische Metrik.
(2) Auf Seite [f| hatten wir die Summennorm eingefiihrt. Wenden wir nun Satz[1.3] darauf
an, sehen wir, dass n
d(z,y) = o —ylom = 2 [or — yel

cine Metrik auf R™ definiert. Diese wird manchmal die Manhattan-Metrik [| genannt.

euklidischer Abstand +/(a; — b1)2 + (ag — ba)?
\ (b17 b2)

T Abstand in Manhattan:

|(11 — b1‘ + ‘(I/Q — b2|

(aha?)

Lemma 1.4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann ist
die Einschrinkung der Metrik auf A, eine Metrik auf A. Wir bezeichnen diese Metrik als
die Teilraummetrik auf A.

Beweis. Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen. [ |

Konvention. Im Folgenden betrachten wir R™ als metrischen Raum beziiglich der euklidi-
schen Metrik. Dies wiederum bedeutet insbesondere, dass wir R wie iiblich durchgehend

mit der Metrik d(x,y) = \/(x — y)? = |z — y| betrachten. Dariiber hinaus betrachten wir
jede Teilmenge A von R™ mit der dazugehorigen Teilraummetrik.
R? Teilmenge A des metrischen Raums R?

—— Abstand in A beziiglich der Teilraummetrik

SWarum? Wenn Sie zu Fuss von der Ecke “25th Street 6th Avenue” zu “59th Street, 3rd Avenue” gehen
wollen, wie messen Sie die Distanz beziiglich der Koordinaten (25,6) und (59, 3)?
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1.3. Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Riaumen. Wir fiithren fol-
gende harmlose Notation ein.

Notation. Sei (X, d) ein metrischer Raum, es sei @ € X und r € R. Wir bezeichnen

B.(a) = {be X|d(a,b) <r} als die abgeschlossene Kugel von Radius » um a
B,(a) = {be X|d(a,b) <r} die offene Kugel von Radius r um a.
X=R? bei der abgeschlossenen X=R? bei der Oﬁ?”CH
Kugel B, (a) ist Kugel Br(a) ist der .
, der Randkreis dabei ’ Randkreis nicht dabei

a

metrischer Raum X C R”

1 1
Folgende Definition ist etwas weniger harmlos.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M C X heiit offen, wenn es
zu jedem x € M ein € > 0 gibt, so dass B(z) ¢ M

X = R? X = R2 _ die offene Kugel
B,(x) ist in M

enthalten

By(y) ¢ M

M ist eine offene Teilmenge von X = R?

X =R es gibt keine offene
Kugel B,(x), welche

in N enthalten ist

N ={(z,y)|y* < z} N ist keine offene Teilmenge von X = R?

Wir hatten B,(x) als “offene Kugel” bezeichnet. Das folgende Lemma besagt, dass dies
in der Tat eine korrekte Verwendung des Adjektivs “offen” ist.
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Lemma 1.5. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, P € X undr > 0. Dann ist B,(P) C X
eine offene Teilmenge von X.

Beweis. Es sei x € B,.(P). Wir miissen zeigen, dass es ein € > 0 mit B.(z) C B,(P) gibt.
Per Definition von B, (P) gilt d(P,z) < r, also ist € :== r — d(P,z) > 0. Nachdem ¢ > 0
geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:
Behauptung. Es ist B.(x) C B.(P).
Es sei also y € B(z). Wir miissen zeigen, dass y € B,.(P). In der Tat gilt:
d(P,y) < d(Pzx)+dz,y) < dPx)+e¢ = also ist y € B,.(P).
——r

+ <€ 0
Dreiecksungleichung Definition von e [

ANX=R? r . A

B, (P) /

d(P, )

S
r

/

Beispiel. Wir betrachten nun X = R mit der euklidischen d(z,y) = |x — y| Metrik.

(1) Ahnlich wie in Lemma kann man zeigen, dass Intervalle der Form (a,b) in der
Tat offene Teilmengen von R sind. Dies erklért, warum wir diese in [Frll, Kapitel 1.8]
als “offene Intervalle” bezeichnet hatten.

(2) Intervalle, welche einen Randpunkt enthalten, also abgeschlossene Intervalle der Form
[a,b] oder halb-offene Intervalle der Form (a,b] und [a,b) mit a < b sind hingegen
keine offene Teilmengen von R, weil es fiir die Randpunkte kein geeignetes € > 0 gibt.

((I/7 b) [C, d] [6, ]l)
°_ < _ O X=R
offene Teilmenge keine offene Teilmenge keine offene Teilmenge
von X =R von X =R von X =R

Wir beweisen nun mehrere ganz allgemeine Aussagen iiber offene Teilmengen von metri-
schen Rdumen.

Lemma 1.6. FEs sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Die ganze Menge X ist eine offene Menge.

(2) Die leere Menge @& ist ebenfalls eine offene Menge.

Bewezs.

(1) Die Teilmenge M := X ist offen, weil fir jedes z € M = X jeder Radius € > 0 die
gewiinschte Eigenschaft besitzt.
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(2) Die leere Menge besitzt per Definition kein einziges Element, also gibt es bei der
Offenheit auch nichts zu iiberpriifen, d.h. die leere Menge ist offen. [ |

1.4. Exkurs: Etwas Mengenlehre. Bevor wir fortfahren wollen wir noch an einige grund-
legende Definitionen und Aussagen aus der Mengenlehre erinnern.

Notation. Es sei X eine Menge. Fiir Teilmengen A;, ..., A; definieren wir
AiN---NA; = allex € X, welche in allen A; liegen (Durchschnitt)
AU - UA, = alle z € X, welche in mindestens einem A; liegen ( Vereinigung).

Uy, Uy, Us UynU;NUs Uy UU;UUs

Notation. Es sei X eine Menge. Fiir eine Teilmenge A von X definieren wir
X\ A := das Komplement von Ain X = {z € X |z ¢& A}.

X

Beispiel.
(1) Ganz allgemein gilt X \ X =@ und X \ @ = X.
(2) Fir a,b € Rmit a <bgilt: R\ [a,b] = (—00,a)U (b, c0).
a  das Intervall [a,b] b
’ L 2 X =R

S (boo)

o
(—00,a) ™\ das Komplement von |[a, b]

Lemma 1.7. (de Morgansche Gesetze) Fiir beliebige Teilmengen A, B von einer Men-
ge X gilt (1) X\(AUB) = (X\A)N(X\ B),
(2) X\(ANB) = (X\A)U(X\B)

Beweis. Dies folgt sofort aus den Definition und elementarer Logik. Man kann dies auch
mithilfe der Abbildung verifizieren. [ |

Manchmal kann es auch sinnvoll sein nicht nur endlich viele Teilmengen zu betrachten,
sondern beliebig viele Teilmengen. Dies fithrt uns zu folgender Definition.



12 STEFAN FRIEDL

Definition. Es sei X eine Menge. Eine Familie {A;};,c; von Teilmengen besteht aus einer
Indexmenge (z.B. I = {1,...,k} oder I = Z, aber I kann auch z.B. iiberabzéhlbar sein),
und zu jedem Element ¢ € [ ist eine Teilmenge A; von X gegeben.

Wir koénnen jetzt die Notation oben leicht verallgemeinern.

Notation. Es sei X eine Menge und es sei {A;};c; eine Familie von Teilmengen. Wir defi-
nieren:

N A; := allex € X, welche in allen A; liegen (Durchschnitt)
el
UzAi := alle x € X, welche in mindestens einem A; liegen ( Vereinigung).
1S

Beispiel. Wir betrachten die Menge X = R und den Durchschnitt und Vereinigung von
Familien von Intervallen:

N @2-13+3) =23 und U (n,n+1) = R\Z
neN " n nez

Die de Morganschen Gesetze verallgemeinern sich wie folgt:

Lemma 1.8. (de Morgansche Gesetze) Fs sei X eine Menge und es sei {A;}ier eine
Familie von Teilmengen. Dann gilt

1) X\UA = NX\A) und (2) X\NA = UX\A).

el iel el i€l

1.5. Weitere Eigenschaften von offenen Mengen. Wir kehren zuriick zum Studium
der offenen Teilmengen eines metrischen Raums.
Satz 1.9. Es sei X ein metrischer Raum[8

(1) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Teilmengen ist wiederum offen.
(2) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen ist wiederum offen.

Beispiel.
(1) Es ist R\Z = U (nn+1).
nez S——~r——
offenes Intervall,
also offene

Teilmenge von R

Wir sehen also, dass R\ Z die Vereinigung von (unendlich vielen) offenen Teilmengen
von R ist, also ist nach Satz auch R\ Z eine offene Teilmenge von R.

(2) Der Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen nicht offen.
Ein Beispiel dafiir ist gegeben durch

N @e-.3+2) = [23]
~—_—————

neN offen in R nicht offen in R

SWenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d bezeichnet, d.h. “sei X ein
metrischer Raum” ist kurz fiir “sei (X, d) ein metrischer Raum”.
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Beweis.

(1) Es seien Uy, ..., U offene Teilmengen von X. Wir wollen zeigen, dass der Durch-
schnitt U; NU; N - - - N Uy, wiederum offen ist. Es sei also x € U;NU;N---NU,. Nach
Voraussetzung existiert fiir jedes i € {1,...,k} ein ¢; > 0, so dass B, (z) C U;. Wir
setzen € := min{ey, ..., €}

(a) Fiir jedes ie{l,. k} folgt aus € < ¢, dass B.(z) C B,,(z) C U,.
(b) Aus (a) folgt, dass (x) C U1 NU;N---NU,.

\\\\ \ -

,,,,,,,,, o

(2) Es sei also {U, }icr eine Familie von offenen Teilmengen von X. Wir miissen zeigen,

dass die Vereinigungsmenge UU ebenfalls offen ist. Es sei also x € UU;. Dann
i€l

existiert insbesondere ein j E I so dass z € U;. Nach Voraussetzung ist U; offen,
also existiert ein € > 0, so dass Be(a:) c Uj. Dann gilt aber auch, dass

BJ(z) C U; C ZEJIU -

1.6. Abgeschlossene Teilmengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Fiir eine Teilmenge U C X definieren wir:

U ist abgeschlossen <= das Komplement X \ U ist offen.

Beispiele.
(1) (a) Es seien a,b € R mit a < b, dann ist das Intervall [a,b] C R abgeschlossen, denn
das Komplement
R\ [a7b] = <—OO,CL) U (b7 OO)
offen offen

ist die Vereinigung zweier offener Mengen, also ist R\ [a, b] nach Satz eben-
falls offen. Mit anderen Worten [a, b] ist abgeschlossen.

(b) Ganz analog zeigt man auch, dass Intervalle der Form (—o0, a] und [a, c0) abge-
schlossen sind.

(¢) Andererseits kann man nun auch leicht sehen, dass diese drei Typen von Interval-
len, zusammen mit (—oo, 00), die einzigen Intervalle sind, welche abgeschlossen
sind.

Die Intervalle, welche im obigen Sinne abgeschlossen sind, sind also genau die
Intervalle, welche wir in [Frll, Kapitel 1.8] als abgeschlossen bezeichnet hatten.
(2) Es gibt auch Teilmengen, welche weder offen noch abgeschlossen sind. Beispielsweise
ist fiir reelle Zahlen a < b das halb-offene Intervall (a, b] weder offen noch abgeschlos-
sen in R.
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(a,b) ¢, d] e, f)
0 2 X =R
offene Teilmenge abgeschlossene weder offen noch
von R Teilmenge von X =R abgeschlossen in X =R

(3) Es sei X ein metrischer Raum, dann sind nach Lemma die ganze Menge X und
die leere Menge offen. IThre Komplemente sind per Definition abgeschlossen, also sind
die leere Menge und X auch abgeschlossen. Zusammengefasst gilt:
die leere Menge und die ganze Menge X sind sowohl abgeschlossen als auch offen.

(4) In Ubungsblatt 1 werden wir sehen, dass jede abgeschlossene Kugel B,(a) in der Tat
eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Das folgende Lemma ist das Analogon von Satz fiir abgeschlossene Teilmengen.

Lemma 1.10. FEs sei (X,d) eine metrischer Raum. Dann gilt:

(1) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen Teilmengen ist abgeschlossen.
(2) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist wiederum ab-

geschlossen.

Beweis. Es sei (X, d) eine metrischer Raum.
(1) Es seien also Ay, ..., Ay C X abgeschlossene Mengen von (X, d). Dann gilt:

(X\ A4),

X\ (A U---UA,) =

k

de Morgansches Gesetz [1.8

aber nach Voraussetzung sind die Mengen X \ A; offen, und nach Satz (2) ist die
Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

(2) Der Beweis der zweiten Aussage des Lemmas verlduft nach dem gleichen Schema wie
der Beweis der ersten Aussage. Es sei also {A; }ie; eine Familie von abgeschlossenen
Teilmengen von X. Dann gilt

X\ NA = U X\ 4),
iel 0 iel S~
de Morgansches Gesetz

offen

aber die rechte Seite ist nach Satz (1) eine offene Menge. |

Bemerkung. Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Teilmengen ist nicht
notwendigerweise abgeschlossen. Ein Beispiel dafiir ist gegeben durch

U[—1+%,1—%1 = (—1,1).

neN

abgeschlggsen in R nicht abgeschlossen in R



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 15

1.7. Die Hausdorff-Eigenschaft von metrischen Rdumen. Fiir die Formulierung des
letzten Satzes des Kapitels benotigen wir noch folgende Definition.

Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Wir sagen U C X ist eine Umge-

bung von x, wenn es eine offene Teilmenge Vﬂvon X gibt, mit der Eigenschaft, dass z € V'
und V C U.

metrischer Raum X

———ax€B(x)CU
Umgebung U von x

Beisprel.

(1) Wenn U eine offene Teilmenge von X ist, welche x enthalt, dann folgt sofort aus der
Definition, mit V' = U, dass U eine Umgebung von x ist. Nachdem U offen und eine
Umgebung von x ist, nennen wir U manchmal auch eine offene Umgebung von x.

(2) Es sei x = 1 € R. Dann ist fiir jedes € > 0, dass Intervall (1 — €, 1 + €) eine offene
Umgebung von 1 € R. Weitere Beispiele von Umgebungen von 1 € R sind gegeben
durch [0,2), (—o0, 3] und R.

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.

Satz 1.11. (Hausdorff-Eigenschaft) Es sei X ein metrischer Raum und es seien x,y
zwei verschiedene Punkte in X. Dann existieren offene Umgebungen U von x und V von
y, welche disjunkt sind, d.h. UNV = @.

Beweis. Es sei X ein metrischer Raum und es seien z, y € X zwei verschiedene Punkte. Wir
setzen € := %d(x, y). Nachdem z und y verschieden sind folgt aus der positiven Definitheit
von Metriken, dass e > 0. Es folgt aus Lemma [L.5 dass U := B.(z) und V := B.(y)
Umgebungen von x bzw. y sind. Wir miissen nun noch zeigen, dass diese disjunkt sind.

1
metrischer Raum X~ -

B
Nehmen wir an, es gibt einen Punkt z € U N V. Dann gilt:
2¢ = d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < e+e = 2e.
/I\
Dreiecksungleichung
Zusammengefasst folgt, dass 2¢ < 2e. Wir erhalten also einen Widerspruch. [ |

"Beispielsweise eine offene Kugel B, (z) mit r > 0.
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2. KONVERGENTE FOLGEN UND STETIGE ABBILDUNGEN

2.1. Konvergenz von Folgen. Wir erinnern an folgende Definition von [Er1l Seite 32].

Definition. Es sei (zy)ren eine Folge von reellen Zahlen. Es sei © € R. Wir definieren

x konvergiert gegen .

(ke BICTL 808 = limzy=2 <= V d V |ox—z|<e
den Grenzwert x k—o0 >0 KeN k>K ~—

d.h. z € (z—€,2 +¢€)

Dieser Begriff iibertréigt sich ganz leicht auf metrische Rdume.
Definition. Es sei X ein metrischer Raum und (zy)xen eine Folge von Punkten aus X. Es
sei x € X. Wir definieren

(xk>éc§§ éig:lirglerl: 8CECIL .y fim rp=r <= V 4 V da,1)<e
punkt z k—oo €0 KEN k>K e et
d.h. z, € BF(LE)

metrischer Raum X —

Folgenglieder x,,

Das folgende Lemma gibt eine schicke Umformulierung der Konvergenz von Folgen.

Lemma 2.1. Es sei X ein metrischer Raum und (zy)ren eine Folge von Punkten aus X .
Dann qilt fir x € X, dass

lim 2, =2 <— A 4 V z,eU.
k—o0 Umgebungen KEN k2K
U von x
Beweis. Der Beweis des Lemmas ist eine Ubungsaufgabe im 1. Ubungsblatt. |

Nach [Er1l Satz 3.1] wissen wir, dass der Grenzwert einer konvergenten Folgen von reellen
Zahlen eindeutig bestimmt ist. Der folgende Satz verallgemeinert nun diese Aussage auf
Folgen in beliebigen metrischen Rdumen.

Satz 2.2. (Satz vom eindeutigen Grenzwert) Es sei X ein metrischer Raum. Wenn
eine Folge in X konvergiert, dann ist der Grenzpunkt eindeutiq.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mithilfe eines Widersprucharguments. Nehmen wir also
an, es gibt eine Folge (1 )ren, welche gegen zwei verschiedene Punkte =,y € X konvergiert.
Die Hausdorftf-Eigenschaft besagt, dass es disjunkte offene Umgebungen U von x und
V von y gibt.

e Da l};r{}oxk = x gibt es nach Lemma ein M € N, so dass fiir alle k > M gilt: x € U.

e Da klim xr = y gibt es nach Lemma [2.1lein N € N, so dass fiir alle £ > N gilt: x € V.
—00

e Also gilt fiir alle £ > max{M, N}, dass x; € U und x;, € V. Aber dies kann nicht sein,
denn UNV = @. [ |
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metrischer Raum X ~/ —x

Umgebung U, fiir k > M liegt xy in U

Y

Folgenglieder x,, =
Umgebung V', fiir k > N liegt z; in V'

Folgendes Lemma wird im 1. Ubungsblatt bewiesen.

Lemma 2.3. Es sei X ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von X. Es sei (Tk)ken
eine Folge von Punkten in A. Wenn die Folge in X konvergiert und wenn A abgeschlossen
ist, dann liegt der Grenzwert ebenfalls in A.

X = R? — konvergente Folge von
abgeschlossene - Punkten in A
Teilmenge o
A von X = R? — Grenzpunkt liegt auch in A

Beispiel. Es sei X = R und A = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall. Lemma besagt,
dass wenn (zy) eine Folge von Zahlen in [a, b] ist, welche in R konvergiert, dann liegt auch
der Grenzwert in [a, b]. Diese Aussage folgt beispielsweise auch aus [Fr1l Satz 3.6].

Satz 2.4. Es sei (xy)ren eine Folge von Punkten in R™ und es seiy € R”ﬁ Dann gilt

limx, =y <~ limaxyg; =y; firalei=1,...,n.
k—o00 k—oco
Analysis IT Analysis I

Bemerkung.

(1) Dieser Satz erlaubt es uns die Konvergenz von Folgen im R"™ auf das Studium der
Konvergenz von Folgen von reellen Zahlen zuriickzufiithren. Insbesondere kénnen wir
die Konvergenz von Folgen im R™ mithilfe der Methoden aus der Analysis I studieren.

(2) Der Satz ist ganz dhnlich zu [Frll, Satz 10.6], dieser besagt, dass eine Folge {2, }nen
von komplexen Zahlen konvergiert, genau dann, wenn die Realteile und Imaginarteile
von den Folgengliedern konvergieren.

Beweis (). Wir erinnern zuerst daran, dass wir in Lemma gezeigt hatten, dass fiir
einen Punkt z = (21,...,2,) € R" und jedes i € {1,...,n} gilt

(*) |zl < 2l < Vinemax{[al,. .z}

Der Satz folgt nun leicht aus diesen beiden Ungleichungen und aus Standard-Argumenten.
Der Vollstandigkeit halber fithren wir das Argument noch ausfiihrlich aus. Wir beweisen

8Wie oben erwihnt, wenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir R” mit der euklidischen
Norm.
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zuerst die “="-Richtung. Wir nehmen also an, dass klim xr = y. Es gilt also:
—00

V 34 V |la—vl<e

>0 KeN k>K
Es sei nun i € {1,...,n}. Wir miissen zeigen:

V 3V |zy—wl <.

n>0 LEN I>L

Sei also n > 0. Wenn wir € = 7 setzen, erhalten wir ein K € N, so dass fiir alle £ > K gilt,
|z — y|| < €. Dann gilt fiir alle [ > L := K:

|21 — yil % |z =yl < e =n
folgt aus (x), angewandt auf z = x; — y
Wir beweisen nun die “<="-Richtung. Wir nehmen also an, dass fiir alle 7 = 1,...,n gilt,

dass lim zy; = y;. Wir wollen zeigen, dass lim x; = y, d.h. wir wollen zeigen, dass
k—oo k—o0

6\2/0 K%N kyK i —yll <e.
Sei also € > 0. Sei nun i € {1,...,n}. Nachdem kh_{goxm = y; existiert insbesondere ein
L; € N, sodass fir alle k > L; gilt: |zg—y;| <n = \/Lﬁ Wenn wir nun K := max{Ly,...,L,}
setzen, dann gilt fiir alle £k > K, dass

e —yll < Va-max{ |z —wl, . [T —ya] } < €
/I\ — € — €
folgt aus (*), angewandt auf z=x,—y S= e SN= R [ |

2.2. Cauchy-Folgen. Der Begriff von Cauchy-Folgen von reellen Zahlen iibertragt sich
problemlos auf Folgen in metrischen Rdumen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (2x)reny von Punkten in X heift
Cauchy-Folge, wenn gilt
- - s \V/ d(:vk,:vl) < €.
>0 KeN kI>K

Wie gesagt, diese Definition ist fast wort-wortlich die gleiche wie die Definition einer
Cauchy-Folge von reellen Folgen. Dementsprechend iibertragen sich auch viele Aussagen
fast wort-wortlich.

Lemma 2.5. Es sei X ein metrischer Raum. Jede konvergente Folge in X ist auch eine
Cauchy-Folge.

Beweis. Der Beweis ist fast identisch zum Beweis der entsprechenden Aussage [Frll, Satz 4.1]
fir X =R. |

Definition. Ein metrischer Raum heifit vollstédndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiel.
(1) Aus [Ex1l Satz 1.20] wissen wir, dass der metrische Raum R vollsténdig ist.
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(2) Die offene Kugel] X = B,(0) C R? von Radius 1, aufgefasst als metrischer Raum, ist
nicht vollstédndig, denn die Folge =, = (1 — %, 0) ist eine Cauchy-Folge, welche jedoch
in dem metrischen Raum X = B;(0) nicht konvergiert.

_— die Folge (1 — 1,0) ist eine
Cauchy-Folge in X = B;(0),
aber diese Folge konvergiert

in X = B;(0) nicht

_—

der metrische Raum ist die —
offene Kugel X = B;(0)

Lemma 2.6. Flr jedes n € N ist der metrische Raum R™ wvollstindig.

Beweis (x). Es sei also (zy)ren eine Cauchy-Folge in R™.
(1) Ganz analog zum Beweis der “="-Richtung von Satz sieht man, dass fiir jedes
i€ {1,...,n} die Folge (24 )ren der i-ten Koordinaten eine Cauchy-Folge ist.
(2) Nachdem R vollsténdig ist, konvergiert jede der Folgen (2 ;)ken-
(3) Also konvergiert nach Satz auch die Folge (zx)ken. [

2.3. Stetige Abbildungen. Wir erinnern an folgende Definition aus [Frll Seite 93].
Definition. Es sei D C R, essei f: D — R eine Funktion und es sei o € D. Wir definieren

f ist stetig im Punkt zp <= V J v |f(z) = f(zo)] < e
0 >0 ze D mit
|z —zo| < &

Wir sagen f: D — R ist stetig, wenn f in jedem Punkt des Definitionsbereichs stetig ist.
Wir kénnen diese Definition fast wort-wortlich auf Abbildungen zwischen zwei metrischen
R&umen iibertragen.

Definition. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Raumen. Fiir zo € X
definieren wir

f ist stetig im Punkt zp <= V 3 Vo d(f(z), f(z)) < €

>0 0>0 zeBjs(z0) ™ ~~
d.h. f(z) € Be(f(z0))

Wir sagen f ist stetig, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Das folgende Lemma gibt uns wichtige Beispiele von stetigen Abbildungen.

Lemma 2.7.
(1) Es sei X ein metrischer Raum.
(a) Fiir jede Teilmenge A ist die Inklusion 1: A — X eine stetige Abbildung.
(b) Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zu einem metrischen Raum Y . Fir jede
Teilmenge A ist auch die Finschrinkung von f auf fla: A —Y stetig.
(c) Fiir jedes P € X st die Abbildung

9Hier, und im weiteren Verlauf der Vorlesung bezeichnen wir mit 0 den Nullpunkt von R™.



20 STEFAN FRIEDL

X — RZO
r +— d(P,x) stetig
(2) Fiir jedes j € {1,...,n} ist die Projektion
R* — R
(1,0, Tn) @, stetig.

Beweis.

(1) (a) Fiir € > 0 hat 6 = € die gewiinschte Eigenschaft.
(b) Fiir z € Aund € > 0 erhalten wir fiir f: X — Y ein 0 > 0, und dieses funktioniert
auch fir fl4: A — X.
(c) Fiir € > 0 folgt leicht aus der Dreiecksungleichung der Metrik, dass § = € die
gewiinschte Eigenschaft hat.
(2) Essei j € {1,...,n}. Lemmall.2|besagt insbesondere, dass fiir z = (z1,...,z,) € R"
gilt |z;| < ||z||. Aus dieser Tatsache folgt: fiir jedes € > 0 hat § = € die gewiinschte
Eigenschatft. |

Der néchste Satz gibt uns eine Charakterisierung von stetigen Abbildungen durch die
Konvergenz von Folgen.

Satz 2.8. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen und es sei
xo € X. Dann gilt:

f ist stetig fiir jede Folge (ap)nen in X mit klim ay = Xo,
—00

im Punkt gilt, dass dann auch klim flax) = f(=o).
—00

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist fast identisch zu dem Beweis von [Erll Satz 7.4]. W

Satz 2.9. Es set X ein metrischer Raum und es seien f,g: X — R zwei Funktionen,
welche im Punkt xo € D stetig sind. Zudem sei A € R. Dann sind die Funktionen

f+9g: X — R fg: X — R Af: X - R
z = f(z)+9(z) z = f(z) g(z) z = A f(z)
ebenfalls stetig im Punkt xo. Wenn g(x) # 0 fir alle v € X, dann ist auch die Funktion
LX - R
! z o 1@ stetig 1m Punkt x.
9(x)

Beweis. Wie im analogen Fall von [Er1l Satz 7.5] kann man den Beweis einfach auf Satz
zuriickfiithren. n

Beispiel. Die Projektionen R? — R, welche gegeben sind durch (z,y) — x und (z,y) — y
sind nach Lemma (2) stetig. Es folgt nun aus Satz [2.9] dass beispielsweise auch die
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Funktionen
f:R? - R g:R? — R d h h:R> — R
(x,y) — 2x—3y (x,y) — z-y oder auc (r,y,2) — 2?+wyz—T72°

stetig sind. Ganz allgemein sieht man, dass alle Polynome in mehreren Variablen stetig
sind.

Bemerkung. Im allgemeinen ist es natiirlich schwer sich Abbildungen zwischen metrischen
Réumen vorzustellen. Fiir X C R? kénnen wir eine Abbildung f: X — R durch den Gra-

phen Graph(f) = {(z,y, f(z,y))|(z.y) € X} C R’

veranschaulichen. Wie man in der Abbildung sieht, benotigt es aber auch schon eine gewisse
Vorstellungskraft um solche Graphen richtig zu interpretieren.

Graph der Funktion
-1, 1]x[-1,1] = R _
(z,y) = 2°—y?

Graph der Funktion
—1,1]x[-1,1] - R
(z,y) = 2°+y°

Lemma 2.10. Es sei X ein metrischer Raum und es sei

f:(fla"'afn):X — R*

eine Abbildung. Dann gilt:
f: X = R" ist stetig <= fir allei € {1,...,n} ist die Funktion f;: X — R stetig.

Beweis. Das Lemma folgt fast sofort aus Satz [2.8 und Satz [2.4] |
Beispiel. Wir betrachten die Abbildung  f = (f1, fo): R* — R?

2 2
(@y.2) =~ (7,00

xy — 323
Die beiden “Koordinatenfunktionen” fi(z,y,2) = 22 + y?> — z und fo(z,y, 2) = vy — 3223
sind nach der vorherigen Diskussion stetig. Es folgt aus Lemma [2.10, dass auch f stetig ist.

Lemma 2.11. Es sei A eine reelle n x m—Matriz. Dann ist die Abbildung
R™ — R"
r — A-x stetig.

Beweis. Es sei A = (a;;) eine reelle n x m-Matrix. Aus Lemma folgt: es geniigt zu
zeigen, dass fiir jedes i € {1,...,n} die Abbildung
R — R

x=(x1,...,o,) +— i-te Koordinate von A-x = a;1-21 + -+ + Qi T,
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stetig ist. Die Stetigkeit dieser Abbildungen folgt, wie bei den anderen Beispielen oben, aus

Lemma (2) und Satz 2.9 [

2.4. Exkurs: Urbilder von Abbildungen. Bevor wir mit der Diskussion von Stetigkeit
fortfahren ist es sinnvoll nochmal einen Exkurs in die Mengenlehre durchzufithren. Dieses
Mal wollen wir uns mit dem immer wieder verwirrenden Begriff von Urbildern beschéftigen.

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Fiir eine Teilmenge B C Y definieren wir das

Urbild als )
fYB) = {reX|f(x)e B} c X.
Mit anderen Worten: x € f~(B) < f(x) € B.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung  f: R? — R

Dann gilt:
(1) 1{2}) = {(x,y) € R? |22 +y?*= 2} Kreis mit Radius v/2 um den Ursprung
2) 1,2 = {(z,y) € R?|22+y?c [1,2]}  Kreisring gegeben durch Radien 1 und /2
(3) —({0}) = {(z,y) € R?|2*+y°= 0} der Ursprung
(4) f_l({_5}) = {(z,y) € R? | 249t = -5} die leere Menge.

\
\

\
2 FHIL2) 7oy s =9
Satz 2.12. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Fiir alle U C X und V CY gilt:
1) U c ) 2 fUV) c v
Beweis. Beide Aussagen folgen aus elementarer Logik. [

Beispiele. In der Abbildung sehen wir:
(1) Wenn f: X — Y nicht injektiv ist, dann gibt es U C X mit U C f~(f(U)).
(2) Wenn f: X — Y nicht surjektiv ist, dann gibt es V' .C Y mit f(f~}(V)) C V.

Graph von nicht-injektiver Graph von nicht-surjektiver

Abbildung f: X =Y Abbildung f: X =Y

—
! — —

N S
hier ist U C f~1(f(U)) hier ist f(f~1(V)) CV

=
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Lemma 2.13. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen.
(1) Fir BCY gilt Y Y\ B) = X\ f74B).
(2) Wenn g: Y — Z eine weitere Abbildung ist, dann gilt fir jede Teilmenge U C Z:

(9o /)THU) = fH(g7'(U)).

gof U

Beweis. Wieder folgen beide Aussagen aus elementarer Logik. [

Zum Schluf betrachten wir noch den Zusammenhang zwischen (Ur-) Bildern und Verei-
nigung bzw. Durchschnitten.

Lemma 2.14. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen X und Y. Fiir jede
Familie {U;}ier von Teilmengen von X und jede Familie {V;};c; von Teilmengen von Y

1%

oo a(Yv) = ey @ () = Yo
off 7(nw) < groy @ (v = 0

Beweis. Auch hier folgen alle Aussagen aus elementarer Logik. [ |

Diese verschiedenen Beispiele und Sétze zeigen schon, dass man im Umgang mit Urbildern
vorsichtig sein muss, und im Zweifelsfall es immer eine gute Idee ist, nachzuschlagen, was
denn nun die korrekten Aussagen sind.

2.5. Charakterisierung von stetigen Abbildungen. Nach diesem Exkurs konnen wir
nun folgenden Satz formulieren, welcher uns eine iiberraschende Charakterisierung von
stetigen Abbildungen gibt.

Satz 2.15. Es set f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) f st stetig,

(2) fiir jede offene Menge U in'Y st auch das Urbild f~1(U) offen,

(3) fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y ist auch das Urbild f~'(A) abgeschlossen.

Bemerkung. Die Charakterisierung von stetigen Abbildungen in Satz [2.15] ist zwar ge-
wohnungsbediirftig, aber leicht zu merken:

f ist stetig = das Urbild jeder offenen Menge ist offen.

101 Ubungsblatt 2 werden wir sehen, dass es Beispiele gibt, bei denen die linke Seite eine echte Teilmenge
der rechten Seite ist.
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Graph einer stetigen Funktion f: X —R Graph einer unstetigen Funktion g: X —R
v \I v \I
r | 4 | —
, 1 I o) o) ' o 1
X — N / P X — N /
f7YU) ist offen in X g1 (U) ist nicht offen in X

Beweis. Wir beweisen zuerst die “(1)=-(2)”-Aussage. Wir nehmen also an, dass f stetig ist.
Es sei U eine offene Teilmenge von Y. Wir miissen zeigen, dass f~(U) offen in X ist. Es sei
also z € f~1(U). Wir setzen y := f(z). Da U offen ist gibt es ein € > 0, so dass B(y) C U.
Da f stetig ist gibt es nun ein 6 > 0, so dass fiir alle T € Bs(x) gilt f(z) € B(y). Aber das
bedeutet gerade, dass Bs(z) C f~!(B(y)) und damit auch Bs(z) C f~1(U).

y=f(z)
Bc(y)
Der Beweis der “(2)=(1)"-Aussage ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 2. Die Aqui-

valenz von (2) von (3) folgt eigentlich sofort aus Lemma [2.13] Genauer gesagt, nehmen wir
an, dass (2) gilt. Nun sei A eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Dann gilt

Lemma 213
v
YA = fAY\(Y\A4) = X\ f 1YY\ A) = Komplement einer offenen Teilmenge.
N—— —_—

offen, da A offen in X, da
abgeschlossen wir (2) annehmen

Also ist f~1(A) abgeschlossen in X. Der Beweis von (3)=(2) erfolgt nach genau dem
gleichen Muster. [ ]

Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum und es sei P € X. In Lemma hatten wir gese-
hen, dass die Abbildung

f: X — RZO
x +— d(P,x)
stetig ist. Nun sei r € R. Fast schon per Definition gilt
B.(P) == f7'([0,r)) und B.(P) :== f'( [0,7] ).
—— ~—~—~
offen in R>q abgeschlossen in R>q

Es folgt also aus Satz [2.15] dass B,(P) offen in X ist, und dass B, (P) abgeschlossen in X
ist. Insbesondere erhalten wir einen neuen Beweis von Lemma [L.5
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Satz 2.16. Die Verkniipfung von zwei stetigen Abbildungen ist wiederum stetig.

Bewets. H Es seien f: X — Y und ¢g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen
Réaumen. Wir wollen zeigen, dass die Verkniipfung g o f: X — Z ebenfalls stetig ist. Aus
Satz folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge U C Z auch das
Urbild (go f)~'(U) C X offen ist. Es sei also U C Z offen. Dann gilt

(go /)N U) = f~Y¢ Y (U)) = f*(offene Teilmenge von Y) = offene Teilmenge von X.
+ + 4

siche Lemma 2.13] denn g ist stetig denn f ist stetig [

Satz besagt, dass es bei der Stetigkeit nur auf die offenen Mengen ankommt. Ins-
besondere folgt nun aus dem néichsten Lemma, dass bei einer Abbildung R" — R™ der
Begrift der Stetigkeit nicht davon abhéngt, ob wir mit der euklidischen Metrik oder der
Maximumsmetrik arbeiten.

Lemma 2.17. Eine Menge in R¥ ist offen beziiglich der euklidischen Metrik, genau dann,
wenn sie offen ist beztiglich der Mazximumsmetrik.

Beweis (). Fiir z € R¥ und € > 0 seien
B(z) = {y eR"|[lz = yllewa <€} und  BF*(z) = {y € R" |||z — yllmax < €}

die zugehorigen offenen Kugeln beziiglich den beiden Metriken, welche wir betrachten. Es
folgt leicht aus der Definition von offenen Mengen, dass es geniigt folgende Behauptung zu
beweisen.
Behauptung. Es sei z € R¥ beliebig. Dann gelten folgende beiden Aussagen:

(1) Fiir alle 12 > 0 gibt es ein v > 0, so dass B)'*(x) C BS™(x).

(2) Fiir alle 12 > 0 gibt es ein v > 0, so dass BS™(z) C Br™(x).
Zur Erinnerung, Lemma besagt, dass fiir alle v € R¥ gilt

[Vlmax < ||v[euta und zudem []leuta < \/ﬁ'”UHmaX'

Aus diesen Ungleichung folgt nun, angewandt auf v = x — y, dass fiir alle € > 0 gilt:m
BeM(z) C B™™(z) und zudem B (z) < BM(x).
N

Die Behauptung folgt sofort aus dieser Aussage.
[

UMan kann den Satz auch genau wie [Fril Satz 7.7] zeigen, man muss nur in dem Beweis [Fr1l Satz 7.4]
durch Satz ersetzen. Der Beweis mit offenen Mengen ist aber noch mal kiirzer.
12Wir zeigen nun im Detail, dass B“j’z(x)CBEe“kl(x). Némlich aus [|v]|ewt <v/70 + ||Vl max folgt:
=

y€BL(@) = Iz~ yllmax < Jne = o —yle < e = ye B (a).
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Beispiel. Wir betrachten M(n x n,R) = alle reellen n x n—Matrizen

GL(n,R) = alle invertierbaren n x n—Matrizen.

Wir fassen im Folgenden M(n x n, R) als normierten reellen Vektorraum auf, indem wir fiir
A = (a;;) definieren ||A|| := max{|a;;||i,7 € {1,...,n}}. (Als normierter Vektorraum ist
M(n x n,R) also isomorph zu (R™, || = |lmax).) Wir verwenden diese Norm um M(n x n, R)
als metrischen Raum aufzufassen.

Wir betrachten die Abbildung

det: M(nxn,R) — R Leibniz-Formel, siehe [N1| Satz 12.5]
1
A — det(A) = > sgn(m) - azy1ccc - Are(n) -
TESn

TV
Polynom in den Variablen a;;

Es folgt aus Lemmas [2.7] und [2.17], dass diese Abbildung stetig ist. Nun gilt:
GL(n,R) = {A e M(n xn,R)|det(A) #0} = det™'( R\ {0} )
T H,—/

offene Teilmenge
von R

Wir erhalten aus dieser Diskussion und Satz dass GL(n, R) eine offene Teilmenge von
M(n x n,R) ist. Das besagt beispielsweise Folgendes: wenn A eine invertierbare n x n-
Matrix ist, dann gibt es ein € > 0, so dass jede n x n-Matrix B, deren Eintrédge sich von
den Eintrdgen von A um hochstens e unterscheiden, ebenfalls invertierbar ist.

siehe Lineare Algebra [N1|, Satz 12.8]

2.6. Hom6omorphismen.

Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Wir sagen f
ist ein Hom6omorphismus, wenn gilt:

(1) f ist stetig,

(2) f ist bijektiv,

(3) die Umkehrabbildung f~! ist stetig.
Wenn es einen solchen Homéomorphismus zwischen X und Y gibt, dann sagen wir, dass
X und Y homoéomorph sind.

Beispiel.

(a) Die metrischen Rdume R und ( , 1) sind homéomorph. In der Tat: die Abbildung
- (=L1)
Z

r arctan( )

ist stetig und bijektiv, und die Umkehrabblldung r — tan(§x) ist ebenfalls stetig.
D.h. f ist in der Tat ein Homéomorphismus.
(b) Wir geben hier noch ein weiteres Beispiel. Die Abbildung

f:X:=1[021) = Y:={(r,y) eR*|2a®+y* =1}
t — (cos(t),sin(t))
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ist stetig und bijektiv. Wir werden jedoch in Ubungsblatt 2 sehen, dass die Umkehr-
abbildung f~! im Punkt (1, 0) nicht stetig ist. Mit anderen Worten, die Eigenschaften
(1) und (2) eines Homéomorphismus sind erfiillt, nicht jedoch die Eigenschaft (3). Es

Y ={(z,y) eR? |22 +y*=1}
t +— (cos(t),sin(t)) b\

———— /
f . die Umkehrabbildung
- \j f1:Y — X ist nicht stetig
f im Punkt (1,0)

stellt sich nun jedoch die Frage, ob es iiberhaupt einen Homoéomorphismus zwischen

dem halb-offenen Intervall X und dem Kreis Y geben kann. Wir werden diese Frage
spéter noch beantworten.

X =[0,2m)
\

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Lemma.
Lemma 2.18. Es sei f: X — Y eine bijektive Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(1) f ist ein Homoomorphismus.
(2) Fir jede Teilmenge U von X gilt:
U ist offen in X <= f(U) ist offen in Y.

Beweis (x). Wir bezeichnen mit ¢g: Y — X die Umkehrabbildung der bijektiven Abbildung
f: X — Y. Per Definition ist die bijektive Abbildung f ein Homéomorphismus, genau dann,
wenn sowohl f als auch g stetig sind.

Es folgt aus Satz dass gilt:

(1) f ist stetig genau dann, wenn fiir U C X gilt: f(U) offen = f~1(f(U)) = U ist offen.

(2) g ist stetig genau dann, wenn fiir U C X gilt: U offen = ¢~ }(U) = f(U) ist offen.

Das Lemma folgt aus den obigen Beobachtungen. |
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3. KOMPAKTE MENGEN

In [Frl] hatten wir Intervalle vom Typ [a,b], also beschridnkte Intervalle bei denen die
Endpunkte enthalten sind, als kompakt bezeichnet. Wir hatten gesehen, dass kompakte In-
tervalle mehrere wichtige Eigenschaften besitzen. Beispielsweise hatten wir in [Frll Satz 8.2]
folgende Aussagen bewiesen.

Jede stetige Funktion f: I = [a,b] — R auf einem kompakten Intervall nimmt ihr Mazimum
und ihr Minimum an, d.h. es ezistieren xg,x1 € I = [a,b], so dass

flzo) < f(x) < f(x1) fir alle 2 € I = [a, b].

jede stetige Funktion f: [a,b] — R nimmt
ihr Maximum und ihr Minimum an

| (lI I /II,’() Zl)

Wenn X nun ein beliebiger metrischer Raum ist, dann werden wir im Folgenden soge-
nannte “kompakte Teilmengen” einfiihren. Wenn A C X kompakt ist, dann werden wir
sehen, dass jede stetige Funktion f: A — R ebenfalls ihr Maximum und ihr Minimum
annimmt.

3.1. Definition von kompakten Mengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und A C X. Eine offene Uberdeckung von A ist
eine Familie {U;};c; von offenen Teilmengen von X, so dass

Ac UU.

i€l

Beispiel. Wir betrachten A = (0,2] C R. Fiir n € N setzen wir U, := (£,3). Dann ist
{U,} nen eine offene Uberdeckung von A.

0 1 2 3 X=R
et |
A o—2 3~ die offenen Teilmengen U, =(%,3) von X
02 S~ bilden eine offene Uberdeckung von A= (0, 2]

Wir kénnen jetzt eine der wichtigsten Definitionen der Mathematik einfiihren.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn
es zu jeder offenen Uberdeckung {U;}ic; von A endlich viele Indizes i1, ..., i € I gibt, so
dass
A C Ui1UUi2U"'UUz‘k-
Anders ausgedriickt, A heiBt kompakt, wenn man fiir jede offene Uberdeckung {U;}ie;
von A endlich viele Mengen aus den U;’s finden kann, so dass diese schon A {iberdecken.
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Beispiel. Wir wollen zeigen, dass die Teilmenge (0, 2] von R nicht kompakt ist. Wir betrach-
ten dazu wiederum die obige offene Uberdeckung, welche gegeben ist durch U, := (%, 3),
n € N. Wenn (0, 2] kompakt wire, dann gébe es endliche viele iy, ... i € N, so dass

(0,2] C Ui1 U[]Z'2 U"'UUik,
aber es ist leicht zu sehen, dass

1 ¢ U, UU,U---Ul,

max{iy,...,ix } ket
—_———

€(0,2]
Wir haben also einen Widerspruch erhalten. Wir haben damit bewiesen, dass (0, 2] nicht
kompakt ist.
Beispiel. Wir betrachten A= {0}U {% Inc N} CR
Wir behaupten, dass A kompakt ist. Es sei also {U; }sc; eine beliebige offene Uberdeckung
von A.

(1) Nachdem {U;}e; eine offene Uberdeckung von A ist, existiert insbesondere ein j € I,
so dass 0 € U;.

(2) Nachdem U; offen ist, existiert ein € > 0, so dass (—¢,€) C Uj.

(3) Nachdem € > 0, existiert ein N € N, so dass + € (0, ¢).

(4) Dann gilt aber auch fiir alle n > N, dass = € (0,¢). Insbesonderen sehen wir, dass
alle Punkte %, ﬁ’ ... in U; enthalten sind.

(5) Nachdem {U;}c; eine offene Uberdeckung von A ist, existiert insbesondere zu jedem
ne{l,...,N—1}eini, €I, sodass * € U,,.

Es folgt nun, dass AC U; UU;, U---UU;

N-1"°

A= 0 ... s 4 1
\I 1L II I/ I/ I/ I/
(e ! =0 ! !

U; ist eine offene Teilmenge von R, welche 0 enthélt,
nachdem U; offen ist, enthélt U; auch ein Intervall (—e, €),
es liegen nur endlich viele Punkte von A auflerhalb des Intervalls (—e, €)

3.2. Der Satz von Heine—Borel. Der folgende Satz besagt nun, dass “kompakte Inter-
valle” aus der Analysis I in der Tat kompakt im obigen Sinne sind.

Satz 3.1. Fiir a,b € R ist das Intervall [a,b] C R kompakt.

Ganz analog zum Beispiel auf Seite 29 kann man zeigen, dass alle Intervalle, welche nicht
von der Form [a,b] mit a,b € R sind, auch nicht kompakt sind. Anders ausgedriickt, ein
Intervall ist genau dann kompakt, wenn es von der Form [a,b] ist. Dies sind genau die
Intervalle, welche wir auch in Analysis I als kompakt bezeichnet hatten.
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Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass a = 0
und b = 1. Wir schreiben [ := [0, 1]. Wir nehmen nun an, dass I nicht kompakt ist. Dies
bedeutet, wir nehmen an, dass es eine offene Uberdeckung {U;}jes von [0,1] gibt, so dass
I nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

Behauptung. Es gibt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I=01,>oL>L>D...

so dass fiir jedes m € Ny gilt:

(1) I,,, kann nicht durch endlich viele der U;’s iiberdeckt werden,
(2) die Lange von I, ist 27™.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion.

(a) Wir setzen I, := I. Nach unserer obigen Annahme erfiillt I, beide Bedingungen.

(b) Nehmen wir an, dass wir I, I1,. .., I, schon gefunden haben. Wir teilen I,,, in zwei
abgeschlossene Intervalle I’ und I” der halben Léange. Da I, nicht durch endlich
viele U; iiberdeckt werden kann, kann zumindest eines der Intervalle I’ oder I” nicht
durch endlich viele U; iiberdeckt werden. Dieses Intervall wihlen wir als 7,,41. H

Iy kann nicht durch endliche viele U; tiberdeckt werden
\

I — \ ' / T I

mindestens eines der beiden Intervalle kann nicht durch endliche viele U; iiberdeckt werden

L — i

Fiir jedes m € N wahlen wir ein a,, € I,,.
Behauptunyg.

(a) der Grenzwert x := lim a,, existiert (b) esgiltz e N I,.
m—0o0 meN

Wir beweisen nun die beiden Aussagen.
(a) Nachdem R vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dass (a.,)men eine Cauchyfolge ist.

Femn = Mgl 0, < Lange(ly) = 27V
N 4+

denn a,, und a, liegen in Iy Wahl von Iy

Es folgt, dass (a,,)men in der Tat eine Cauchy-Folge istﬁ

(b) Wir miissen zeigen, dass x € () I,. Anders ausgedriickt, wir miissen zeigen, dass
meN

fiir jedes m € N gilt: x € I,,,. Sei also m € N. Fiir alle n > m gilt, dass a,, € I, C I,,,.
Insbesondere ist (ay,)n>m cine konvergente Folge von Punkten in 7,,. Nachdem I,,, ein
abgeschlossenes Intervall ist, folgt aus Lemma , dass lim a, € I,,. H
n—oo
BDjes sieht man wie folgt: Sei also e > 0. Dann existiert ein N € N, so dass QLN < ¢, dann folgt aber,
dass fiir alle n,m > N gilt |a,, — a,| < 2% <e.
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Nachdem {U;};c; eine Uberdeckung von I ist, existiert ein j € J, so dass € U ;. Wegen
der Offenheit von U; existiert ein € > 0, so dass (x — €,2 4+ €) C U;. Wir wihlen nun ein
m € N, so dass 27 < e. Es folgt, dass

L, C [zx—=2"2x+2" C (x—ex+e) C U,

4 4
da x € I, und da Lénge(I,,) = 2™ Wahl von m
d.h. I, ist in einem einzigen U, enthalten, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) der Inter-
valle 1,,. ]
IO \ [2 N __/ [3 / [1
U \9)
die offene Menge U; enthélt z, - T ze N Iy

y .. meN
aber auch alle I,,,’s, fiilr m grof3 genug

Abbildung: Skizze fiir den Beweis, dass [0, 1] kompakt ist.
Ganz #hnlich, allerdings mit etwas aufwendigerer Notation, beweist man auch folgenden
Satz. Der Satz wird beispielsweise in [Fo2, Seite 26] bewiesen.
Satz 3.2. Fir jedes n € N und jedes a > 0 ist der n-dimensionale Wiirfel
[—a,a]” = {(z1,...,2,) | 21,...,2, € [—a,a]} C R"
kompakt im metrischen Raum (R™, deyq).
Mithilfe des folgenden Satzes erhalten wir weitere Beispiele von kompakten Mengen:

Satz 3.3. Es sei X ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teilmenge und es sei
A C K. Wenn A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, dann ist auch A kompakt.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Menge A = {0} U{% |n € N}. Diese ist enthalten
in der kompakten Menge K = [0, 1]. Zudem ist A abgeschlossen, denn

R\A = (—00,0) U L,l U (1,00) = offen.
\ ( offen ) nLGJN L’I’L-‘rl/_/n) ( v ) +

offen offen  flgt aus Satz
Wir erhalten nun mithilfe von Satz einen neuen Beweis dafiir, dass A kompakt ist.

Beweis. Es sei {U, }ier eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A abgeschlossen in A ist,
folgt, dass X \ A offen ist. Also ist
(X \A) zusammen mit {U, }ies

eine offene Uberdeckung von X. Insbesondere ist dies eine offene Uberdeckung von K.
Nachdem K kompakt ist, konnen wir K durch endlich viele dieser Mengen X \ A und
U;,i € I iiberdecken. Es gibt also iy, ..., i, so dass

K c (X\A4) uU,U---uU;

P
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Nachdem A C K folgt, dass

AcC (X\A) UU,U---UU,.
Aber nachdem AN (X \ A) = & erhalten wir, dass

AcC U,U---UU,.

Wir haben also gezeigt, dass A durch endlich viele der U;’s iiberdeckt wird, d.h. A ist in
der Tat kompakt. [ |

offene Uberdeckung {U;}ier von A
Abbildung: Skizze fiir den Beweis von Satz .

Definition. Wir nennen eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X beschrénkt, wenn es
ein z € X und ein C > 0 gibt, so dass A C Be(x).

Lemma 3.4. Es sei A eineleilmenge eines metrischen Raumes X. Wenn A beschrdnkt
ist, dann gibt es fir jedes y € X ein D >0, so dass A C Bp(y).

Beweis (x). Es sei A eine beschrinkte Teilmenge eines metrischen Raumes. Es gibt also
ein x € X und ein C > 0, so dass A C Bo(z). Nun sei y € X beliebig. Wir setzen
D := C +d(z,y). Dann gilt fiir alle a € A, dass
dla,y) < dla,z) +d(z,y) < C+d(z,y) = D.
——

/I\

<C,daa€B
Dreiecksungleichung aa€Bo(z)

Mit anderen Worten, es ist A C Bp(y). [

Satz 3.5. Es sei X ein metrischer Raum. Wenn A C X kompakt ist, dann ist A beschrinkt
und abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A beschréinkt ist. Wir wéhlen ein beliebiges x € X. Fiir
n € N betrachten wir
U, = B, (z).
N——

offen nach Lemma
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Nachdem jeder Punkt einen endlichen Abstand von z hat, folgt, dass U U, = X. Insbeson-
neN

dere ist also {U, }nen eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A kompakt ist, existieren
also ny,...,n; € N, so dass
AcCc U,U---UU,,.

Mit C' := max{ny,...,ng} gilt also A C Uo = Be(x).

~ die offenen Kugeln U,, = B,(z)
bilden eine offene

A kompakt z Uberdeckung von A

Abbildung: Kompakte Teilmengen sind beschrankt.

Wir wollen nun zeigen, dass A abgeschlossen ist, d.h. wir wollen zeigen, dass X \ A offen
ist. Sei also z € X \ A. Wir miissen zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C X \ A.
Fiir n € N betrachten wir die offene Teilmengd™]

1 —
U, = {y€X|d(y,x)>E} = X\ B%(x).
offen nach dem Alrg;ment von Seite [24] abgeschlossen

Dann gilt
A c X\{z} < U U..
4 4 neN
denn z ¢ A denn fiir y#z gilt d(y,x)>0

Also ist {U,}nen eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A kompakt ist, existieren

ni,...,ng € N, so dass
AcCcU,U---UU,,.

Wir setzen N := max{ni,...,ng}. Dann ist schon A C Uy und es gilt
B%(l‘) C E%(Q}) = X\UN C X\A

/'\
aus A C Uy folgt X\ Uy C X \ 4 [ |

2 -
A kompakt //%//

, — die offene Menge U,, = X \ B1(x)
///////& % Radius % /

Abbildung: Kompakte Teilmengen sind abgeschlossen.

—

Korollar 3.6. Wenn A C R eine nichtleere kompakte Teilmenge, dann besitzt A ein Mazx-
imum und ein Minimum, d.h. es es ewistieren ty, 11 € A, so dass

to < x <t fur alle x € A.

HDag Argument von Seite |24] zeigt, dass in einem metrischen Raum X fiir jedes z € X und r > 0 die
Menge {y € X|d(y,x) > r} offen ist.
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Beweis. Es sei A C R eine nichtleere kompakte Teilmenge. Wir zeigen im Folgenden die
Existenz von t;. Der Beweis der Existenz von ¢, ist fast identisch.

Es folgt aus Satz dass A beschriankt und abgeschlossen ist. Da A nichtleer und
beschrankt ist existiert nach [Frll Satz 5.2] insbesondere das Supremum ¢, := sup(A). Es
verbleibt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist t; € A.
Nach [Er1) Satz 5.3] gibt es eine Folge (a,),en von Punkten in A, so dass lim a,, = t;. Da

n—oo

A abgeschlossen ist, folgt nun aus Lemma dass der Grenzwert t; auch in A liegt. W

V4 A ist kompakte Teilmenge von R ~_
\ \ N

,// _— \ —
Folge a,, = t = sup(4)
Abbildung: Skizze fiir den Beweis von Korollar .

Fiir Teilmengen des metrischen Raums (R", deyq) gibt uns der folgende Satz die Umkeh-
rung von Satz 3.5

Satz 3.7. (Satz von Heine—Borel) Es sei A eine Teilmenge des metrischen Raums
(R™, deur1). Dann gilt:

A ist kompakt <= A st beschrdinkt und abgeschlossen.
Beweis.

(“=") Satz besagt, dass sogar eine kompakte Teilmenge eines beliebigen metrischen
Raums beschrankt und abgeschlossen ist.

(“«<") Nun nehmen wir an, dass A C R" beschrankt und abgeschlossen ist.
e Da A beschrankt ist, folgt aus Lemma , dass es ein a > 0 gibt mit A C B,(0).
e Also ist A insbesondere eine Teilmenge des Wiirfels [—a, a]” C R™.
e Der Wiirfel [—a, a]™ ist nach Satz 3.2 kompakt.
e Nachdem A abgeschlossen ist, folgt aus Satz [3.3 dass auch A kompakt ist. W

Beispiele.
(1) Wir betrachten die n—dimensionale Sphére
S* o= (w1, T) ERH 2T+ 422 =1} = {2 € R"| d(x,0) = 1}.

Wir wollen zeigen, dass S™ kompakt ist. Nach dem Satz[3.7]von Heine-Borel geniigt es
zu zeigen, dass S™ beschrankt und abgeschlossen ist. Es folgt sofort aus der Definition,
dass S™ beschrénkt ist. Wir hatten schon auf Seite [24] gezeigt, dass S™ abgeschlossen
ist. Wir zeigen nun jedoch noch einmal, dass S™ abgeschlossen ist. Wir betrachten
dazu die Funktion

f: R 5 R

2 2
(@1, Tpg1) T+ T
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Die Funktion ist stetig und es gilt S™ = f~({1}). Nachdem {1} C R abgeschlossen
ist, folgt aus Satz dass auch S™ abgeschlossen ist.

(2) Ganz analog kann man auch zeigen, dass jede abgeschlossene Kugel B, (r) im metri-
schen Raum (R", deyi) kompakt ist.

Manchmal sind nicht-Beispiele fast genauso wichtig wie Beispiele.

Beispiel. Die Voraussetzung im Satz von Heine—Borel, dass wir X = R" mit der eu-
klidischen Metrik betrachten ist essentiell. Die Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig
fiir andere metrische Rdume, auch nicht, wenn wir zwar X = R", jedoch mit einer ande-
ren Metrik betrachten. Beispielsweise werden wir in Ubungsblatt 3 sehen, dass wenn wir
auf R die Metrik d(x,y) := min{1, |x — y|}, betrachten, dann gibt es Teilmengen, welche
abgeschlossen und beschrénkt, aber nicht kompakt sind.

Lemma 3.8. Es secien X und Y zwei metrische Rdume. Wenn X und Y homdomorph
sind, dann ist X kompakt genau dann, wenn'Y kompakt ist.

Beweis (x). Es sei f: X — Y ein Homéomorphismus. Aus Lemma wissen wir, dass

fiir jedes U C X gilt: U C X ist offen = f(U) CY ist offen.
Das Lemma folgt problemlos aus dieser Tatsache. [

Beispiel. Wir haben gerade gesehen, dass die 1-dimensionale Sphiire S kompakt ist. An-
dererseits folgt aus dem Satz oder aus der Diskussion auf Seite dass [0, 27) nicht
kompakt ist. Wir sehen also mithilfe von Lemma [3.8 dass die beiden metrischen Rédume
S und [0, 27) nicht homdomorph sind. Dies gibt einen weiteren Beweis fiir die Aussage,
dass die Abbildung f: [0,27) — S von Seite [27| kein Homomorphismus ist.

3.3. Kompakte Mengen und stetige Abbildungen. Wir beginnen mit einem kleinen
Exkurs. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Raumen. In
Satz hatten wir gesehen, dass das Urbild jeder offenen Menge wiederum offen ist. Es
stellt sich nun die Frage, ist auch das Bild jeder offenen Menge wiederum offen? Kurzes
Nachdenken zeigt, dass die Antwort im Allgemeinen nein ist, wie man beispielsweise in der
Abbildung sieht.

In Ubungsblatt 3 werden wir zudem sehen, dass auch das Bild einer abgeschlossenen
Teilmenge nicht notwendigerweise wiederum abgeschlossen ist.

Folgender Satz macht nun die iiberraschende Aussage, dass hingegen Bilder von kom-
pakten Mengen wiederum kompakt sind.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Graph einer stetigen
— Funktion f: X — R

,,,,,,,,,,,,,,, 1 U C X ist offen

| / — X

f(U) ist nicht offen \;[

Satz 3.9. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Wenn
K C X kompakt ist, dann ist auch das Bild f(K) kompakt.

Beweis. Es sei K C X kompakt. Wir wollen beweisen, dass f (K) wiederum kompakt ist.
Es sei also {U; }ies eine offene Uberdeckung von f(K'). Wir miissen zeigen, dass f(K) in
der Vereinigung von endlich vielen U;’s enthalten ist. Es gilt:

K C fUK) < Y (Uun) = U i),

T i€l T icl  S=—~—
offen nach
Lemma [2.12] (1) Lemma[2.14] (2)  Satz

Nachdem f stetig ist folgt aus Satz [2.15, dass die Urbilder von den U; offen in X sind.
Insbesondere ist {f~'(U;) }ier eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K kompakt ist,
existieren endlich viele Indizes 1, ..., 1, so dass

K C fﬁl(Uil) u---u fﬁl(Ulk>
Dann folgt aber:

fIK) < f(fHU)U---UfY(U)
= f(f7NU,) U... U f(FHUL)) % Uy U...U U

Lemma [2.14] (1) Lemma (2) angewandt auf jedes f(f~*(U;,)) [

Abbildung: Skizze fiir den Beweis von Satz .
Das folgende Korollar ist die versprochene Verallgemeinerung von [Frll, Satz 8.2].

Korollar 3.10. Es sei K eine kompakte nichtleere Teilmenge eines metrischen Raum-
es XE| Es sei f: K — R eine stetige Abbildung. Dann nimmt f ein globales Minimum und
ein globales Mazximum an, d.h. es existieren xg, v, € K, so dass

f(xo) < f(z) < f(x1) fiir alle v € K.

5Hier, und in den anderen Siitzen ist natiirlich der Fall K = X zugelassen, wenn X schon selber
kompakt ist.
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Beispiel. Es folgt also aus Korollar [3.10, angewandt auf die kompakte Menge K = 52, dass
jede stetige Funktion f: S? — R auf der Sphére S? ein Maximum und Minimum annimmt.

Temperaturfunktion minimale Temperatur
T: 5% — (—273,00) wird in Gronland erreicht
am 24.4.2021

maximale Temperatur
https://climatereanalyzer org/ W]I‘d ]n der Sahara erreicht
Beweis. Nachdem K kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz dass das Bild f(K) C R
kompakt ist. Korollar angewandt auf die kompakte Teilmenge f(K), besagt, dass es
Yo, 1 € f(K) gibt, so dass

Yo <y <oy fir alle y € f(K).
Da yo, 11 € f(K) gibt es g € K mit f(z¢) = yo und 2y € K mit f(z;) = y;. Dann gilt
flxo) < flz) < f(xy) fir alle € K. [
G ‘ Graph einer stetigen Funktion f: K — R
; ~~_— Graph einer stetig
fK)— /\/ 1 .
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 kompakte Teilmenge K
yo [ L | 1 L 1 /
| ! L ! ! ! !
Zo T

Skizze fiir den Beweis von Korollar m

Auf Seite 27 hatten wir gesehen, dass eine stetige, bijektive Abbildung f: X — Y nicht
notwendigerweise auch ein Homéomorphismus ist. Der folgende Satz besagt nun, dass dies
doch der Fall ist, wenn wir zudem wissen, dass X kompakt ist.

Satz 3.11. Es sei f: X — Y eine stetige bijektive Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Wenn X kompakt ist, dann ist f sogar ein Homdomorphismus.

Beispiel. Es sei X C R? der Rand des Quadrates mit den Eckpunkten {£1,41}. Die Ab-

bildung X oS
P
P - BT

ist, wie man leicht sehen kann, stetig und bijektiv. Zudem kann man leicht mithilfe des
Satzes [3.7] von Heine—Borel zeigen, dass X kompakt ist. Es folgt also aus Satz dass
die Umkehrabbildung f~1: S' — X stetig ist.

X — f — St
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Beweis. Wir miissen also zeigen, dass die Umkehrabbildung g := f~!: ¥ — X stetig ist.
Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C X auch
das Urbild g7'(A) abgeschlossen ist.

Es sei also A C X eine abgeschlossene Menge.

Nachdem X kompakt ist, ist nach Satz auch A kompakt.

Es folgt aus Satz dass g7'(A) = f(A) eine kompakte Teilmenge von Y ist.

Nach Satz [3.5|ist g~ '(A) = f(A) auch eine abgeschlossene Teilmenge von Y. |

X ist kompakt

A abgeschlossen -

Abbildung: Skizze fiir den Beweis von Satz 3.11]
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4. KURVEN IN R"
4.1. Definition und Beispiele.

Definition. Eine Kurve in R" ist eine stetige Abbildung
f: I - R" wobei I C R ein Intervall ist.

Beispiele von Kurven.
(1) Wir betrachten die Kurven
f:00,27] — R? 4 g:[0,27] — R2
t — (cos(t),sin(t)) R t — (cos(—t),sin(—t)).

In beiden Féllen ist das Bild der Einheitskreis S um den Ursprung. Bei der Kurve f

wird der Kreis “gegen den Uhrzeigersinn”, hingegen bei der Kurve g wird der Kreis

“im Uhrzeigersinn” durchlaufen.
(2) Es seien 7 > 0 und ¢ # 0. Die Kurve  f: R — R3
t +— (c-t,r-cos(t),r-sin(t))

beschreibt eine unendliche Helix.

Z y Radius » — dlC BlldIHCH"C der Kurve
(c-t,r-cos(t),r-sin(t))
lbt eine unendliche Helix

der Abbtdnd betragt 2mc

(3) Es seien P, @ € R". Wir bezeichnen

0,1] - R tor alloomeiner TR t
H(l—t)P—f—tQ oder allgemeiner N b:a P4+ b:z Q
~—— ~——
=1, fir t=a =0, fir t=a
=0, fir t=0 =1, fir t=b

als euklidische Strecken von P nach Q).

4.2. Die Lange von Kurven. Unser néchstes Ziel ist den Begriff der Léange einer Kurve
einzufithren. Wir fangen mit einem ganz elementaren Fall an.

Definition.
Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a, b] besteht aus reellen Zahlen

a =1ty <t < ...<th <tp=hb

(2) Eine Kurve f: [a,b] — R™ heiit Polygonzug, wenn es eine solche Zerlegung gibt, so
dass fiir jedes i € {0, ...,k — 1} die Kurve auf dem Intervall [¢;,¢;11] eine euklidische
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Strecke ist. Wir definieren die Lénge des Polygonzugs f als

L(f) = z 1) = £

f(t1) f(t,) die Lénge des Polygonzugs f
—— ist definiert als

I — } ; L(f ::kilfti _ s
a 1ot b=t F(to) F(t) (F) = 2 I (ta) = ()]

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall.
Definition.
(1) Fiir eine Kurve f: [a,b] — R"™ und eine Zerlegung Z der Form
a =1ty <t < ...<tp1 <ty =0
definieren wir

L(f,2) = z 1) = £

Dies ist also gerade die Lange eines Polygonzugs, welcher gegeben ist durch die Punkte

f<t0)7 f(tl)v ceey f(tk)
(2) Wir definieren die Lénge von f wie folgtm

L(f) = sup{L(f,Z)| Z Zerlegung von |a, b|} € RyoU{oo}.

Wenn L(f) < oo, dann nennen wir die Kurve rektifizierbar.

; ’ / — f(la, b))
e — - f(to) \yfw .
/ N\ o k
- t\k -y Fte)

Beispiel. Es seien P,() € R". Wir betrachten die euklidische Strecke

f:[0,1] — R»
t —» (1—-t)-P+t-Q.

Dann gilt fiir jede Zerlegung Z der Form 0 =tg < t; < --- < tp_1 <t = 1, dass

k-1 k—1
L(f,Z) = ZHf(tiH) — [ = ZH(l—tiﬂ)'P+ti+1'Q—(1—ti)'P—ti'QH
= k—1 = =(ti+1*;")'(Q*P)
= [Q =Pl X (tisn —t:) = [Q—P].
i=0

=1

6Fiir eine nach oben unbeschriinkte Menge M C R schreiben wir sup(M) = oc.
"Diese Definition #hnelt stark der Beschreibung des Riemann-Integrals iiber das Supremum von
Untersummen.
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Es folgt, dass die Lange von f wenig iiberraschend ||@ — P|| betragt.

Satz 4.1. Es sei f: [a,b] = R™ eine Kurve und es sei a < ¢ < b. Wir bezeichnen mit f|,
und fli.y die Einschrinkungen von f auf die Intervalle [a, | und [c,b]. Dann gz’lﬁ

L(f) = L(f’[a,c]) + L(f’[c,b}) € RZO U {OO}
Insbesondere ist f rektifizierbar, genau dann, wenn sowohl f|ja. als auch fli.y rektifizierbar
sind.

f ‘ [e,b]

Bemerkung. Es folgt aus dem vorherigen Beispiel und Satz dass die erste Definition der
Lange von Polygonziigen auch der allgemeinen Definition iiber die Lénge von beliebigen
Kurven entspricht.

Beweis (x). Die Aussage dhnelt [Erll Lemma 15.6], welches besagt, dass wir Riemann-
Integrale in zwei Integrale aufbrechen konnen. Der Beweis verlauft formal ganz dhnlich.
Der Vollstdndigkeit halber skizzieren wir zumindest den Beweis. Wenn X eine Zerlegung
von [a, c] ist und wenn Y eine Zerlegung von [c, b] ist, dann ist Z = X UY eine Zerlegung
von [a, b] und es folgt leicht aus den Definitionen, dass L(f, Z) = L(f|ja,q, X) +L(flic, Y)-
Aus dieser Tatsache folgt nun problemlos, dass

(1) L(f) > L(f|[a,(‘])+L(f|[(‘,b})
Andererseits gilt, wenn Z eine Zerlegung von [a,b] ist, dann ist Z U {c} ebenfalls eine

Zerlegung, und diese ist von der Form Z U {c¢} = X UY, wobei X eine Zerlegung von [a, ]
und Y eine Zerlegung von [c, b] ist. Es folgt, dass

L(fu Z) < L(fa ZU {C}) = L(f|[a,(’]7 X) + L(f|[r,b]7y>
Aus dieser Tatsache folgt nun ebenfalls problemlos, dass

(2) L(f) < L(flia,e) + L(flie))-
Die Ungleichungen (1) und (2) ergeben die Gleichheit, welche wir beweisen sollten. [

Beispiel. Wir werden nun sehen, dass es Kurven [0, 1] — R? gibt, welche nicht rektifizierbar
sind. Fiir reelle Zahlen a < b und y > 0 sowie m € N bezeichnen wir mit Z(a, b |y, m) die
Zick-Zack-Kurve, welche in der Abbildung links abgebildet ist. Hierbei ist H

Wir betrachten die Kurve

18Wir verwenden hier die Addition auf R U {oc}, welche wir in [Fr1] Seite 42] eingefiihrt hatten.
9Man sieht dies, indem man die 4m Geradenstiicke umlegt zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit Katheten der Lénge (b — a) und 4my.
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2)

L

4
AT

Zick-Zack Kurve Z(a,b|y,m): [a, b] — R? Z(3 3

Amplitude y - [/\\/\ ffffffffffffffff Z( |

—~Z(3,11,1)

e
ST

Y

ool

/

Y V % ”” o v
m Ausschlége nach unten / \
Léange >4  Linge >4  Linge > 4
f:[0,1] — R?
PN (0,0), wenn t = 0,
Z (551, 55 |95, 2%) wenn t € (2k+1, o) fiir ein k € N,

welche in der Abbildung auf der rechten Seite skizziert wird m Fiir jedes n € N gilt:

k—1
L(f‘[g%,l}) - ;)L( 1+172Lk]) ZL( (2k+1’2k 21k72k)) > 4n.

>412k4

Wir sehen also, dass die Kurve f: [0,1] — R? beliebig lange Teilkurven besitzt, also folgt
aus Satz [1.1] dass L(f) = occ.

Beispiel. Ein weiteres Beispiel einer nicht-rektifizierbaren Kurve ist durch die Peano—Kurve

gegeben:
http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve

Diese Kurve ist eine stetige Abbildung f: [0, 1] — R?, so dass die Bildmenge aus dem Qua-
drat [0, 1]* besteht, siehe auch [Bal, Kapitel 2.4]. Die Peano—Kurve ist nicht rektifizierbar.

4.3. Stetig differenzierbare Kurven. Folgende Definition ist eigentlich noch Bestandteil
von Analysis I.

Definition. Eine Funktion g: [a,b] — R auf einem Intervall heifit stetig differenzierbar,
wenn gilt:
(1) Die Funktion ist im Inneren (a,b) stetig differenzierbar, d.h. die Funktion ist auf
(a,b) differenzierbar und die Ableitungsfunktion ist stetig.
(2) Die Ableitungsfunktion ¢': (a,b) — R setzt sich stetig auf die Randpunkte des In-
tervalls [a, b] fort. Diese Fortsetzung wird dann ebenfalls mit ¢’ bezeichnet.

Beispiel.

(1) Die Einschriankung einer stetig differenzierbaren Funktion f: R — R auf ein beliebi-
ges Intervall [a, b] C R ist stetig differenzierbar. Beispielsweise sind also Polynomfunk-
tionen, die Exponentialfunktion und die Sinus- und Kosinusfunktion, eingeschrankt
auf beliebige Intervalle, stetig differenzierbar.

20Dje Abbildung f ist in der Tat auch fiir ¢ = 0 und die Punkte ¢ = 2% stetig.


http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve
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(2) Die Funktion
0,1] — R
r = T
ist nicht stetig differenzierbar, denn die Ableitungsfunktion ﬁ &8t sich nicht stetig
von (0, 1) auf [0, 1] fortsetzen.

Jetzt wenden wir uns wieder der Analysis II zu.

Definition. Wir sagen eine Kurve f = (fi,..., fu): [a,0] — R™ ist (stetig) differenzierbar,
wenn die n Koordinatenfunktionen f;: [a,b] — R, ¢ = 1,...,n (stetig) differenzierbar sind.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die Kurve f: [0,27] — R? welche gegeben ist durch
f(t) = (cos(t),sin(t)). Die beiden Koordinatenfunktionen sind in diesem Fall f;(t) = cos(t)
und fo(t) = sin(t). Diese sind natiirlich stetig differenzierbar.

Definition. Es sei
f:la,b] — R»

t = (@), fu(D))
eine stetig differenzierbare Kurve. Fiir ¢ € [a, b] nennen wir
@) = (file),..., fo(¥)) € R

den Ableitungsvektor oder auch den Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen zeigt der Tangentialvektor in die “Durchlaufrichtung”
und die Lange des Tangentialvektors misst die “Geschwindigkeit” zum Zeitpunkt ¢.

Tangentialvektoren der Kurve Tangentialvektoren der Kurve
R — R? R — R?
t +— (cos(t),sin(t)) t — (cos(—%t), sin(—%t))

Der folgende Satz erlaubt es uns, mit etwas Gliick, Langen von stetig differenzierbaren
Kurven zu bestimmen.

Satz 4.2. Fir jede stetig differenzierbare Kurve f: [a,b] — R™ gilt:

L(f) = [ 1@ dt.
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Beispiele.
(1) Es seien P, @ € R". Wir betrachten die euklidische Strecke von P nach Q:

f:10,1] — R~
t = (1—t)-P+t-Q,

Dann ist 1
L(f) If Wl dt = [lQ—Pld = |Q-Pl.
v 0

=Q-P

o+
N

— |l
@ ot—r

Sa

Wir erhalten also in der Tat das erwartete Ergebnis.
(2) Fir a € R betrachten wir die Kurvef: 0.0] - R

t — (cos(t),sin(t)).

Es gilt:
= [lF®ldt = [ [(—sin(t),cos(t))| dt = f¢ (—sin(2))? + cos(t)2dt = a.
10 0 - -
Satz 4.2

Diese Rechnung hat mehrere interessante Konsequenzen:

(a) Fiir = 27 erhalten wir also das wenig iiberraschende Ergebnis, dass die Lange
der Kreiskurve von Durchmesser 1 gerade 27 betrdgt. Wir haben jetzt also ge-
zeigt, dass die auf den ersten Blick eigenwillige Definition von 7 aus der Analysis [
der Definition aus der Schule entspricht. Insbesondere haben wir jetzt die Defi-
nition aus der Schule “27 ist der Umfang von einem Kreis von Radius 1”7 prézise
gemacht, denn jetzt wissen wir, was “Lénge von einem Kreis” wirklich heiflen
soll.

(b) Fiir o € [0,27) sehen wir, dass der Punkt (cos(a),sin(«)) gerade dem Punkt
auf dem Einheitskreis entspricht, so dass die Lénge der Kreiskurve a betragt.
Dies zeigt, dass die Definition von Sinus- und Kosinus in Analysis I gerade der
Schuldefinition entspricht.

sin() ——— | q—— (cos(a),sin(a))

_——— Lénge der Kurve ist «

Kreis von Radius 1 ——— /

>

(‘0%(0)
(3) Es seien 7 > 0 und ¢ # 0 gegeben. Wir betrachten wiederum die Helix

R3
(c-t,r-cos(t),r-sin(t)),
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welche wir in der Abbildung auf Seite [39] skizziert hatten. Es gilt:

= JI5@lde = [ (e —rsine). reos(t)] d

Satz 1.2 = f A+ (= -sin(t)2 4 (r - cos(t))2dt = 2wV + 12

4.4. Beweis von Satz [4.2] Der Beweis von Satz [£.2 benotigt mehrere Vorbereitungen.
Lemma 4.3. FEs sei g: [a,b] — R" eine stetige Abbz’ldung. Dann gilt

| fowa | < flei

——

komponentenweises Integral

Beweis (x). Fir n = 1 ist dies gerade die Aussage von [Frll, Satz 15.9]. Der allgemeine
Beweis ist etwas aufwindiger. Wir fithren dazu folgende Notation ein. Fiir eine Zerlegung Z
der Form a =ty < t; < --+ < t;, = b definieren wir

[(g, Z) = lg g(tz) : (tiJrl - t,L) e R".

Es gilt folgende Ungleichung;:

k—1

k—1
|16, 201 = |[S 9t - =] < X gl (tisa =) < Ollgll 2).
= i=0 —
/I\
Dreiecksungleichung Obersumme von ||g|| beziiglich Z

Zudem folgt aus [Frll Satz 15.2], angewandt auf die Komponentenfunktionen von g, dass
es eine Folge von Zerlegungen Z,, des Intervalls [a, b] gibt, so dass gilt:

b b
[oydr = tm 19, 2,)  wd I O(lgl. Z) = [ gl

n—oo
Es folgt:
b b
[owat| = |1m (9, 2,)|| = Tim |16, Z)I < lim OClgl. Z) = [ lg(®)ldt.
p n—00 4 n—00 N n—00 4 a
Wahl von Z, Stetigkeit von || — || erste Ungleichung Wahlvon Z, W

Lemma 4.4. FEs sei f: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt

_ /
v 3 4 ‘ M — ') < e
>0 6>0 s s € [a,bmit t€[s,s'] g8
s<s <s+4

fir n = 1 ist diesdie
durchschnittlicheSteigung
auf dem Intervall [s, s’]
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Es sei also f: [a,b] — R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion und es sei € > 0. Die Ableitung f’: [a,b] — R ist nach Voraussetzung
stetig. Nach [Er1l Satz 7.14] ist die stetige Funktion f’ sogar gleichméBig stetig. Dies be-

deutet:
3 v 1f'(1) = f (V)] < e

6>0 4 v € [a,b] mit
lu—v[ <6

Es seien nun s < ' < s+ 6 und ¢ € [s, s']. Dann gilt

LT pw| = r@-rol < e
— +

= f'(§) fiir ein € [s, 5] aus &,t€ (s, s'| und s’ <s+4 folgt |E—t| <6
nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung

Wir haben damit also die Aussage fiir n = 1 bewiesen.
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall. Es sei also f = (f1,..., fa): [a,b] — R™ eine
stetig differenzierbare Abbildung. Es folgt aus Lemma [I.2] dass

0 o] = -
i=1,...,n

Wir wenden nun den Fall n = 1 auf die Koordinatenfunktionen fi,..., f, und ¢ = \/Lﬁ an
und erhalten 4y, ...,d, > 0. Dann hat 0 := min{dy, ..., d,} die gewiinschte Eigenschaft. W

fi(s)—fi(s') _ f((t) )

s—s’ 7

Wir kénnen jetzt zum eigentlichen Beweis von Satz iibergehen.

Beweis von Satz[4.3. Es sei f: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Wir wollen
zeigen, dass

fo’ )|l dt.

Wir zeigen, dass die Ungleichungen “<” und “>7 gelten. Wir beginnen mit folgender Be-
obachtung: Fiir eine beliebige Zerlegung Z der Form a = so < 51 < --- < s = b gilt

Si4+1 k—1 Si4+1

k—1
UFZ) = S sen) = )] f 7ty e <5 Jwron - f L)) d.
per Definition HDI angewandt auf Jede Komponente Lemma |B| Zusammenfassen der

Integrale

Dies zeigt schon die Ungleichung “<”. Die Ungleichung “>” folgt aus folgender Behaup-
tung.

b
Behauptung. Fiir jedes n > 0 existiert eine Zerlegung Z mit L(f, Z) > [ || f'(¢)|| dt —

Es sei also n > 0. Wir setzen € = ﬁ

und wir wihlen ein 6 > 0 wie in Lemma . Zudem
wéhlen wir eine Zerlegung a = sp < s1 < --- < s = b, so dass fiir alle i =0, ...,

— 1 gilt
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Sit1 — 8; < 0. Dann folgt:

Definition von L(f, Z) Berechnung des Integrals
und Zerlegung des Integrals einer konstanten Funktion
b Loy Siq1 1
SO <||f(s@+1) Fdll= i) =
1=0 i
‘ k—1 Sit
. z+1 !
= et RN VA0 K.
k 1 Sz+1 f(s —1 Sit1
> Z H“— Hdt > Z f —edt = —n.
T i=0 8 Sit1 — S
%,_/
die Dreiecksungleichung besagt, dass e da SZH <0 =—c(b—a)
16l = lla + (=a+b)|| < llall + || — a + bl = [lal| + lla — b
also gilt ||al| — [|b]| > —[la — b]] u

4.5. Parametertransformationen. Wir beschliefen das Kapitel mit der Diskussion von
Parametertransformationen von Kurven.

Definition. Es sei f: [a,b] — R™ eine Kurve und ¢: [¢,d] — [a,b] eine stetige bijektive
Abbildung. Dann ist fop:[cd — R

t o= fle(t))

ebenfalls eine Kurve. Wir sagen, diese Kurve geht aus der Kurve f durch Parametertrans-
formation ¢ hervor.

Bemerkung. Eine Parametertransformation f o nimmt also genau die gleichen Punkte an
wie die urspriingliche Kurve f, aber “zu anderen Zeiten”.

Beispiel. Fiir

f:10,27] — R? st 9: [—%.,3%] — R?
t — (cos(t),sin(t)) t — (cos(b-t+5),sin(5-t+ 7))
entstanden durch die Parametertransformation ¢: [—75, 3] — [0, 2], wobei ¢(t) = 5-t+7.

Der folgende Satz besagt, dass sich die Lange einer Kurve durch Parametertransforma-
tionen nicht &ndern.

Satz 4.5. Es sei f: [a,b] — R"™ eine Kurve und es sei zudem ¢: [c,d] — [a,b] eine stetige
bijektive Funktion. Dann gilt
L(f o) = L(f).
Etwas vereinfacht gesagt besagt der Satz, dass sich die Léange einer Kurve nicht verdndert,
wenn man die Bildpunkte mit einer anderen “Geschwindigkeit durchfahrt”.

Beweis. Wenn man sich die Definition der Lénge einer Kurve auf Seite [40/in Ruhe und mit
Adleraugen anschaut, dann merkt man, dass der Satz direkt aus der Definition folgt: In der
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Tat, denn fiir jede Zerlegung Z des Intervalls [a, b] gilt, wie man durch hinschreiben sieht,
dass L(f,Z) = L(f o p, 0 Y(Z)), und dass L(f o o, Z) = L(f, o(Z))

Wenn f und ¢ stetig differenzierbar sind, dann geben wir im Folgenden noch einen
zweiten Beweis, welcher lédnger ist, aber je nach Geschmack eingéngiger.

Nachdem ¢ stetig und bijektiv ist, folgt, dass entweder ¢ streng monoton steigend oder
streng monoton fallend ist. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ streng monoton steigend
ist, d.h. es ist ¢'(s) > 0 fur alle s € [c,d]. Insbesondere ist p(c) = a und ¢(d) = b. Dann
gilt

d d
L(f = JI( s)llds = fllf s\ds = JIf (@)l ¢'(s)ds
1 e
ach Satz [£.2] Kettenregel koordinatenweise denn ¢'(s) >0
angewandt
o(d) b
f If@lldu = [lIf' ()] du = L(f).
Japs a 0
nach der Substitutionsregel mit u = ¢(s) nach Satz [£.2]

Jetzt betrachten wir den Fall, dass ¢ streng monoton fallend ist. Es folgt, dass ¢/(s) < 0
fir alle s € [c,d]. Zudem ist ( ) = b und ¢(d) = a. Wir wenden das obige Argument noch
einmal an, allerdlngs mit zwei kleinen Modifikationen:

L(f f|| s)llds = f||f s)|ds = fo |- l¢'(s)| ds
nach Satz {2 Kettenregel koordinatenweise angewandt
d #(d)
= JIF I (=¢'(s))ds = — [ [[f'(u)lldu
1 e AR
denn ¢’ (s) 0 nach der Substitutionsregel mit u = ¢(s)
b
T —fo’ )l du : JUIf @lldu = L(f).
da ¢(c) =b und o(d) = da allgemein [," g(u)du = — f g(u [

Bemerkung. Auf Seite @ hatten wir die Lénge einer Kurve, d.h. einer stetigen Abbildung
f: |a,b] — R™ eingefiihrt. Mithilfe von Satz kann man nun den Begriff von Lénge auch
fiir bestimmte Teilmengen von R" einfiithren. Genauer gesagt, wenn K C R" eine Teilmenge
ist, fiir welche es eine injektive Kurve f: [a,b] — R™ mit f([a,b]) = K gibt, dann definieren
wir b
Lénge von K := f | f'(t)]] dt.

wenn f stetlg differenzierbar

Mithilfe von Satz[4.5kann man, mit etwas Miihe, zeigen, dass diese Definition der Lange von
K nicht von der Wahl von f abhéngt. Wir werden diesen Gedanken nicht weiter verfolgen.
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5. PARTIELLE ABLEITUNGEN

In Analysis I haben wir gesehen, dass Ableitungen eine wichtige Rolle spielen. Wir wollen
uns jetzt dem Begriff von Ableitungen von Funktionen in mehreren Variablen zuwenden.
Wir fithren dazu erst einmal folgende Notation ein.

Notation. Fir i € {1,...,n} definieren wir:
i~ten Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R
1—te ;oordinate
Definition. Es sei U C R” offen und f: U — R eine Funktion.

(1) Essei P€ U und i € {1,...,n}. Wenn der Grenzwert"P

o) 1. f(P+hee)—f(P)
o/ (F) = lim h

existiert, dann heiit f am Punkt P in der i—ten Koordinate partiell ditferenzierbar
und wir nennen % f(P) die i—te partielle Ableitung von f am Punkt P.

(2) Wir sagen f ist in P partiell differenzierbar, wenn f im Punkt P in allen Koordinaten
partiell differenzierbar ist.

(3) Die Funktion f: U — R heifit partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten P € U
partiell differenzierbar ist.

Graph von

/l /1
UcCR* P P P+h-e;

Bemerkung. Es sei U C R" offen und e sei f: U — R eine Funktion. Auflerdem sei nun
P = (p1,...,pn) € U ein fest gewidhlter Punkt. Dann ist

i . f(pla"'api+}la"'7pn)_f(pla"'?piv"'pn)
axif(plw . Jpn) - }Lll}’(l) n

nichts anderes als die iibliche Analysis I- Ableitung der Funktion
zi = f(p1,- s Dio1, Tis Piv1, -5 Pn)

2INachdem U offen ist, existiert ein € > 0, so dass P+ h - e; € U fiir alle h € (—¢,€). Wir bestimmen
hier dann den Grenzwert der Funktion (—e,0)\ {0} — R
f(Pth-e;)—f(P)

h +—
h ’
mit A — 0, d.h. wir bestimmen den Grenzwert einer reellwertigen Funktion in einer Variablen, diesen
hatten wir schon in Analysis I definiert.

2Das Symbol 9 wird als “Del” ausgesprochen. Es ist kein griechischer Buchstabe, und insbesondere

nicht mit dem griechischen Delta ¢ zu verwechseln. In Latex wird es als \partial geschrieben.
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an der Stelle x; = p;. Wir konnen deswegen partielle Ableitungen wie gewohnliche Ablei-
tungen von Funktionen einer Variablen bestimmen.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f(.fll’l, T, 31,'3) = 31)12 - To + JL'QS -+ Sil’l(l’l : .’L’g).
Wie gerade besprochen konnen wir die partielle Ableitung % “ganz normal” wie in Analy-
sis I bestimmen, wir miissen nur bedenken, dass alle anderen «; in Wirklichkeit Konstanten
sind. In diesem Fall gilt also beispielsweise{”]
o) 0 0

8_:v1f = 6xy 29+ 23~ cos(zy - x3), 8/_@f = 32,2 +5z,", und 8_zgf = x1-cos(xy - 13).
Bemerkung. Manchmal verwenden wir auch andere Namen fiir die partiellen Ableitungen.
Beispielsweise verwenden wir fiir Funktionen R? — R oft auch “z” und “y” anstatt “z;”
und “zs”. Beispielsweise gilt 9 arie )
ay° - e

2 +y?

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion.

(1) Wir sagen, f ist stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen exis-
tieren und zudem stetig sindﬁ

(2) Wenn die partiellen Ableitungen a%i f:U — R,i = 1,...,n wieder partiell diffe-
renzierbar sind, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar. Analog definieren wir
k-mal partiell differenzierbar.

(3) Wir sagen f ist k—mal stetig partiell differenzierbar, wenn die Funktion f k—mal
partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen

po - ed U R

von Grad [ < k stetig sind.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(zy, s, 73) = 371%79 + x5° + sin(x23). In diesem
Fall gilt:

87;8%1 = %(&CMQ + x5 - cos(z23)) = 1-cos(zr) — a5 - @y - sin(zy23),
und o 9 P )

8_a:18_zqf = 3_a:1<x1 - cos(x13)) = 1-cos(zy23) — 21 - 23 - sin(zy23).
Wir sehen also, dass 9 0

_ 9 0
95051 = By 0
In diesem Beispiel erhalten wir also die gleichen zweifachen partiellen Ableitungen, egal, in
welcher Reihenfolge wir die partiellen Ableitungen bilden.

BWie in Analysis I geben wir nicht immer den Definitionsbereich, sondern wir verwenden implizit den
“maximalen” Definitionsbereich, bei dem der gegebene Ausdruck Sinn ergibt. In diesem Fall ist also f auf
U = R? definiert.

24Dje partiellen Ableitungen sind wiederum Funktionen 6%7' f:R" = R.

Z5Die partiellen Ableitungen sind Funktionen 8%,» f:U—>R, welche wir auf Stetigkeit {iberpriifen kénnen.
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Der néchste Satz besagt, dass dies kein Zufall ist, sondern dass diese Aussage allgemein
fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen Funktionen gilt.

Satz 5.1. (Satz von Schwarz) Es sei U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle P € U und i,j € {1,...,n}, dass

0 9 rpy = 2 2 rp).

EERGT R

Bemerkung. Im Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass die Aussage im Allgemeinen nicht
fiir Funktionen gilt, welche zwar zweimal partiell differenzierbar sind, aber nicht zweimal
stetig partiell differenzierbar sind.

Der Beweis von Satz basiert auf dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung [Er1l,
Satz 13.2], in folgender speziellen Formulierung:

Theorem 5.2. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h: R — R eine
differenzierbare Funktion. Fir jedes d > 0 gibt es eine reelle Zahl v € (0,d), so dass

W) = g-(h(d) = h(0)).

Graph von h — — Steigung = (h(d) — h(0))

N

v d
Das folgende Lemma kann man als 2-dimensionale Version des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung auffassen.

Lemma 5.3. Es sei f: R? — R eine zweimal partiell differenzierbare Funktion. Fiir jedes
d > 0 existiert ein P € (0,d) x (0,d), so dass

L2 j(P) = & (f(dd) ~ £(d,0) - (0.4) + £(0,0))

d +£(d, d)

—£(d,0)
-P=(n)

d +/(0,0) —f(d,0)

Beweis.

Die Idee fiir den Beweis ist, dass wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(MWS) zweimal geschickt auf die rechte Seite der Behauptung anwenden wollen,
nédmlich einmal auf eine “Funktion in der x-Variable” und dann auf eine “Funktion
in der y-Variable”.
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Es gilt: 1

= (f(d,d) = f(d,0) = f(0,d) + £(0,0))
_ é . é - (h(d) — h(0)) wobei h(z) = f(x,d) — f(x,0)
- (11 (h(d) — 1(0))

= 1/(€) fiir ein € € (0,d) nach
MWS angewandt auf h(zx)

= 2

= S (ZfEd) - £1E0)  machdem h(z) = f(x,d) — f(z,0)
= = (k(d) = k(0)) wobei k(y) = 2 f(£,y)

= S (kD) = K(0)))

.

k'(n) fir ein n € (0,d) nach
MWS angewandt auf k(y)

= K(n)
0]
= 55 lEn nachdem k() = 57 f(€,v).
= (&, n) die gewiinschte Eigenschaft besitzt. [

/

o

Wir sehen also, dass P

Lemma 5.4. Es sei f: R? — R eine zweimal partiell differenzierbare Funktion. Fiir jedes
d > 0 existiert ein Q € (0,d) x (0,d), so dass

22 f(Q) = & (fdd)— 1(d.0)~ f(0,d) + £(0,0)).

Beweis. Indem wir im Beweis von Lemma [5.3 die Rollen der ersten und zweiten Koordinate
vertauschen sehen wir, dass es @ € (0,d) x (0, d) gibt, so dass

22 4@ = F - (fdd)~ F(0.d) ~ [(d.0) + £(0,0)).

~
gleich dem gewiinschten Ausdruck [ |

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz zu.

Beweis von Satz[5.1. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Spe-
zialfall, dass U = R%, i = 1, j = 2 und P = (0,0). Der allgemeine Fall wird ganz analog
bewiesen.

Es sei also f: R? — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir wollen
zeigen, dass

i 35 F(0,0) = 2L 5% £(0,0).

Nachdem fiir jedes d > 0 auf der rechten Seiten von Lemma [5.3 und [5.4] genau der gleiche
Term steht, wissen wir schon, dass es fiir jedes n € N Punkte Pn, @y in (0,2) x (0, 1) gibt
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mit: 5 9 P
Also ist

nach Voraussetzung sind die zweifachen partielle Ableitungen von f stetig,
also kénnen wir nach Satz [2.8] Grenzwert und zweifache partielle Ableitung vertauschen

¢
55 9y 100 = gz gy f(JmP) = Jim 5 55 (P
— mgy 9 S@) — gy gx (i Qu) = 3 72/(0.0).

nach Wahl von P, und @, wie beim zweiten Schritt [ |

Notation. Es sei U C R" offen und f: U — R eine zweimal partiell differenzierbare Funk-
tion. Fiir 4,7 € {1,...,n} schreiben wir
_9* ., _ 9 0 0 _ 0 9

Wir verwenden zudem die ganz analogen Notationen fiir die hoheren partiellen Ableitungen.

Der folgende Satz besagt nun, dass es bei k—mal stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen vollig egal ist, in welcher Reihenfolge wir die ersten k partiellen Ableitungen bilden.

Satz 5.5. Es set U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Es seien iy, ... ix € {1,...,n} und es sei o € Sy eine Permutatiorﬁgl. Dann gilt
oF ok

[ = f.

81‘i1 895,-2 00 0 81'%

(9:172'6(1) 6%(2) 000 8xia(k)
Beweis. Es folgt aus Satz dass man zwei partielle Ableitungen vertauschen kann, welche
direkt aufeinander erfolgen. Der Satz folgt nun leicht aus der Tatsache, welche in der Linea-
ren Algebra [N1) Satz 11.4] bewiesen wurde, dass jedes Element in der Permutationsgruppe
ein Produkt von Transpositionen ist. [ |

26Zur Erinnerung, Sj bezeichnet die k-te Permutationsgruppe, d.h. die Gruppe aller bijektiven Abbil-
dungen {1,...,k} = {1,...,k}.
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6. DIFFERENZIERBARKEIT
6.1. Grenzwerte von Abbildungen.

Definition. Es sei V' C R"™ und es sei g: V' — R™ eine Abbildung. Zudem sei vy € R und
es sei w € R™. Wir definieren, wie in Analysis I:

lim g(v) =w <= V 3 \4 . llg(v) —wl|| < e.

v—Ug e>0 >0 wv#£vgEBs(vo

Graph von g: V — R

Grenzwert lim g(v) = w
V=0 :
.

/| Vo

Viele Sétze iiber Grenzwerte, welche wir schon aus Analysis I kennen iibertragen sich
problemlos auf diesen allgemeineren Fall. Beispielsweise gilt folgende Verallgemeinerung
von [Frll Satz 7.9].

Satz 6.1. Fs sei V C R" und es sei g: V. — R™ eine Abbildung. Fir vy € V gilt:
g stetig im Punkt v, < lim g(v) = g(vo).
V—rV0

Vv

Insbesondere gilt: wenn g stetig ist, dann konnen wir Grenzwert und Abbildung vertauschen.

Beweis. Genau wie [Erll, Satz 7.9] folgt dieser Satz sofort aus den Definitionen. [

Der folgende Satz verallgemeinert zudem [Frll Satz 7.10]. Der Satz kann verwendet wer-
den um Aussagen iiber Grenzwerte von Abbildungen auf Aussagen iiber Grenzwerte von
Folgen zuriickzufiihren.

Satz 6.2. Es sei V C R™ und es sei g: V. — R™ eine Abbildung. Fir vy € R™ und w € R™
Z ' fiir jede Folge (ay)nen in 'V,

}EEO g(v) = w = mit nli_)rgloan = vy gilt, dass nh_)rgo (an) = w.
Beweis. Der Beweis ist ganz analog zum Beweis von [Frll, Satz 7.10]. Wir tiberlassen es der
Leserschaft die Details auszufiihren. [ |

Der Beweis von folgendem Lemma ist ganz dhnlich zum Beweis von [Erll Satz 3.5].

Lemma 6.3. Es set V C R", es set vg € V und es seien f: V — R™ sowie g: V — R
Abbildungen. Dann gilt
lim f(v) = 0 & g aufV beschrinkt = lim(f-g)(v) = 0.

V—V0 vV—U0

6.2. Das Landau—Symbol o. Wir fiihren jetzt das Landau—Symbole o ein. Diese Schreib-
weise wird im weiteren Verlauf der Vorlesung die Notation bei mehreren Gelegenheiten
deutlich vereinfachen.
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Definition. Es sei U C R" eine Umgebung von 0 und es seien f: U — R™ und h: U — R
Abbildung. Wir schreiben|
flx) = o(h(z)) = Vo2 @I < e b))

e>0 6>0 zeBs(0)N
Fiir Abbildungen f,g: U — R™ und h: U — R schreiben wir auch

f@) = g@)+o(h(x)) = flz)—glx) = o(h(z)).

Bemerkung. Sehr vereinfacht gilt f(x) = o(h(x)), wenn ||f(x)| beliebig viel kleiner als
|h(x)] ist in kleinen Umgebungen des Ursprungs.

Beispiel. Auf U = R gilt

2? -sin(z) = o(4 - z).
In der Tat: fiir e > 0 setzen wir § = 1¢, und dann gilt fiir alle z € (=4, 6), dass
2% - sin(z)] = 2-|z-sin(2)] |32 < 2-8-]|3-2] = e |2z

<26 =€
Wir beschlieen das Teilkapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 6.4. Es sei U C R" eine Umgebung von 0 und es seien f: U — R™ und h: U — R
Abbildungen, so dass f(0) =0 und so dass h(x) # 0 fir alle x € U. Dann gilt:

lim igg —0 =  f) = olh(x))

Beweis. Wenn man die Definitionen der Aussagen links und rechts explizit hinschreibt,
dann sieht man, dass die Aussage auch fast schon dasteht. [ |

6.3. Differenzierbarkeit. Wir fithren nun folgende Definition ein.

Definition. Es sei B eine reelle m x n-Matrix es sei C' € R™. Wir bezeichnen
f:R* = R™
r — B-z+C
als eine affine Abbildung.

In Analysis I hatten wir gesehen, dass eine differenzierbare Funktion durch affine Funktio-
nen approximiert werden kann. Genauer gesagt, [Frll Lemma 21.1] macht de facto folgende
Aussage:

Lemma 6.5. Es sei I C R ein offenes Intervall, es sei f: I — R. Wenn f differenzierbar
st im Punkt xog € I, dann ist die Abbildung

h = f(zo) + f'(z0) - h

2TGesprochen wird das wie folgt: “f(z) ist klein-O von g(z)”.
28Djie Abbildung ist eine lineare Abbildung genau dann, wenn C' = 0.
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eine Approzimation der Funktion h — f(xo+ h) in dem Sinne, dass

— — / .
lim £ @0t ) = f(zo) = ff(wo) - R _
h—0 h
Mit anderen Worten die Ableitung f'(xy) hat die Figenschaft, dass

flwo+h) = f(iﬂo) + f'(20) - h + o(h).

~
affine Abbildung in h

—— der Graph der Linearisierung
Graph v —
raph von f \ M xo+ h— f(xo) + f(x0) - h
1 T

Ty To+h

In hoheren Dimensionen soll eine Abbildung in einem Punkt zy differenzierbar heiflen,
wenn wir die Abbildung in der Néhe von zy durch eine affine Abbildung approximieren
konnen. Dieser Gedanke fiihrt uns zu der folgenden Definition.

Definition. Es sei U C R” offen und f: U — R™ eine Abbildung. Zudem sei =y € U.
(1) Wir sagen f ist im Punkt x differenzierbaﬂ wenn es eine m x n—Matrix D gibt, so

e i F@o+ )~ f@) =D v

0 o]l
(2) Wir nennen die Matrix D in (1) das Differential D f(x() von f am Punkt xOF_Tl Manch-
mal schreiben wir auch Df,, anstatt D f(z).
(3) Wir sagen f: U — R™ ist differenzierbar, wenn f in allen Punkten des Definitions-
bereichs U differenzierbar ist.

= 0.

Bemerkung.

(1) Wenn m = n = 1, dann ist die Definition von Differenzierbarkeit oben dquivalent zu
derjenigen aus Analysis I. In diesem Fall ist dann D die 1 x 1-Matrix, welche durch
f'(x0) gegeben ist.

(2) Dank Lemma6.4 kénnen wir Differenzierbarkeit auch mithilfe vom Landau-Symbol o
formulieren. Genauer gesagt, f: U — R™ ist im Punkt x differenzierbar, genau dann,
wenn es eine m X n—-Matrix D gibt, so dass gilt:

flwo+v) = flzo)+D-v+o(|v]]).

Das folgende Lemma verallgemeinert [Erll Lemma 12.1].

2n der Literatur wird dies manchmal auch als total differenzierbar bezeichnet.
30Nachdem U offen ist, gibt es ein e > 0, so dass B.(z¢) C U. Wir betrachten dann also den Grenzwert

der Abblldung B (0) \ {0} - Rm™

v f(xOJrv)ﬂgﬁzO)iD'v am Punkt vg = 0.

31Das Differential wird manchmal auch Funktional-Matriz oder Jacobi-Matriz genannt.
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Lemma 6.6. Es sei B eine m x n—Matriz es sei C' € R™. Die Abbildung
fiR* — R™
x — B-x+C
st an jedem Punkt xq € R™ differenzierbar mit Differential B.

Beweis. Es sei xg € R". Dann gilt:

F(o+v)—f (@)= B-v (B-(20+0)+C)—(B-xg+C)—Bv

lim = lim
00 (vl v0 [[o]l
. B- B-v+C)—(B- C)-B-: .
_ i B2t Bt O (BaotCO)=Bv ) 0 _ [
v—0 ]l v=0 [V

Bemerkung.

(1) Anschaulich gesprochen ist eine Funktion f(z) differenzierbar in einem Punkt ¢, wenn
der Graph am Punkt (¢, f(¢)) durch eine Gerade approximiert werden kann.

(2) Ganz analog gilt, eine Funktion f(z,y) ist diffenzierbar in einem Punkt P, wenn der
Graph am Punkt (P, f(P)) durch eine Ebene approximiert werden kann.

Graph von f(z) App‘roximation durch Gerade
M
% O | O ; o
t t
Graph von f(x,y) Approximation durch{ Ebene

2 ?

P P

6.4. Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen. Auf Seite [49 hatten wir den Be-
griff von partiellen Ableitungen eingefiihrt, und es stellt sich die natiirliche Frage, was denn
die &hnlich klingenden Begriffe von “partiellen Ableitungen” und “Differential” miteinander
zu tun haben. Der folgende Satz beanwortet diese Frage teilweise.

Satz 6.7. Es sei U C R" offen und es set

f=,. fm): U — R™
eine Abbildung, welche im Punkt x € U differenzierbar mit Differential D = (d;;) ist. Dann
qilt:
(1) f ist stetig im Punkt x,
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(2) fiir alle i € {1,...,m} und j € {1,...,n} ist f; in der j-ten Koordinate partiell

differenzierbar und es gilt

g—i(fv) = di; = 1ij-Fintrag des Differentials D.

Bemerkung. Der Satz besagt insbesondere, dass wenn f im Punkt x differenzierbar ist,
dann kann das Differential durch die partiellen Ableitungen bestimmt werden, insbesondere
ist das Differential eindeutig bestimmt.

Beweis von Satz[6.7. Es sei U C R™ offen und es sei f = (fi,..., fm): U — R™ eine
Abbildung, welche im Punkt x € U differenzierbar mit Differential D = (d;;) ist.

W Eseilt  tim f(w) = lim (f() +Dfe- (w—2)+ plw—1) )
siehe Seite [56] mit v = w — = wobei ¢(v) = o||v]l)
? f(z)+Df, \(}ulg}c (w— x))}—i—llul_r{}v(p(w — x)j = f(x).
folgt aus Satz =0 = O?genn

und Lemma 2.11] e(v) = o(|lvll)
Es folgt also aus Satz[6.1], dass die Abbildung f im Punkt z stetig ist.

(2) Es seien i € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gilt

f(z+v)—f(x)=Dwv

lim =0
v—0 o]l
Daraus folgt: . f(x4he;)—f(x)—D-he;
lim = 0.
70 17e;]

Es folgt, wie in Satz[2.4], dass dann auch die Grenzwerte fiir die m Koordinaten gegen
0 konvergieren. Die i-te Koordinate von D - he; ist hd;;, es folgt also, dass

hm fz (x—l—hej)—fZ (CL’)—}Ld”

W el =0
Nachdem ||he;|| = |h], folgt nun, dass

hm fZ(I+h€])ff1(£C)fhdw _ 0

h—0 |h|

Nachdem der Grenzwert Null ist, ist der Absolutbetrag im Nenner irrelevant, und es

folgt, dass sogar , N () — R
g g lim fi(x+he;) }fl(ac) hdi; 0,
h—0 v
also folgt , A
g lim fz(SUJrhe]g) filz) d;,
h—0 !
aber die linke Seite ist gerade die Definition der partiellen Ableitung g—i:(gs) [

Der vorherige Satz besagt, dass wenn f an einem Punkt differenzierbar ist, dann ist f

auch an diesem Punkt partiell differenzierbar. Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkeh-
rung gilt.
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Beispiel. Wir betrachten die stetige Abbildung

f:R? - R

(,y) = ]zl Vlyl.
Nachdem f(x,0) = f(0,y) = 0 fiir alle z,y € R, sehen wir, dass die partiellen Ableitungen
am Punkt (0,0) existieren, und null sind. Wenn f differenzierbar wire miisste das Diffe-
rential nach Satz also die Nullmatrix sein. Andererseits gilt fiir Punkte (z,x) auf der
Diagonale, dass f(z,z) = |z|, dies deutet schon an, dass f im Punkt (0,0) nicht durch

die Nullmatrix approximiert werden kann. Wir werden das Argument in Ubungsblatt 4
ausarbeiten.

Der folgende Satz ist in gewisser Weise doch eine Umkehrung von Satz wenn f in
jedem Punkt partiell differenzierbar ist, und wenn die partiellen Ableitungen stetig sind,
dann ist f auch in jedem Punkt differenzierbar. Genauer gesagt, wir haben folgenden Satz.

Satz 6.8. Es set U C R™ offen und f: U — R eine Abbildung. Wenn f stetig partiell
differenzierbar ist, dann ist f auch differenzierbar.

Im Beweis von Satz verwenden wir folgende Formulierung des Mittelwertsatzes.

Theorem 6.9. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h: R — R eine dif-
ferenzierbare Funktion und es sei ¢ € R. Dann gibt es eine reelle Zahl t zwischen 0 und c,

so dass
h(c) —h(0) = c-h'(1).

Beweis. Fiir ¢ > 0 und auch ¢ < 0 folgt die Aussage sofort aus dem iiblichen Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, siehe [Er1l, Satz 13.2]. Die Aussage ist aber auch trivialerweise
wahr fiir ¢ = 0. [ ]

Beweis von Satz[6.8. Wir miissen also zeigen, dass f in jedem Punkt x differenzierbar ist.
Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass U = R" und
x = 0 € R". Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Es sei also f: R® — R eine
stetig partiell differenzierbare Funktion.
Wir miissen also zeigen, dass f: R™ — R im Punkt x = 0 differenzierbar ist. Mit anderen
Worten, wir miissen zeigen, dass es eine (1 x n)-Matrix D gibt, so dass
(%) lim L LO- Dy

v—0 o]
Aus Satz wissen wir, dass die einzige Matrix, welche moglicherweise diese Bedingung
(x) erfiillt, gegeben ist durch 9 3

D= (2. 2wo).
Wir wollen nun zeigen, dass diese Matrix D in der Tat (x) erfiillt. Die folgende Behauptung
erlaubt es uns den Zéhler von (%) umzuschreiben.

Behauptung. Fiir alle v = (vy,...,v,) € R\ {0} existieren Punkte u!,... u" € R" mit
[w']] < [v]l, so dass n

f@) = fO) = D0 = % w- (gL - 5LO).
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Es sei also v = (vq,...,v,) € R" beliebig.

Wir wollen auch diese Behauptung mithilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung beweisen. Wir miissen dazu den Ausdruck f(v) — f(0) — D -v durch Funktionen
in einer Variablen beschreiben.

Wir schreiben w’ = (0,...,0),
w' = (v1,0,...,0),
w2 = <U17U27O 70)7
w" = (vl,...,vn).
Dann gﬂt alle anderen Terme heben sich weg und nach Wahl von D
+ oo
fw)=f0)—D-v = Z(f(wl)— Zall

i=1
n n 9

= Z(f(vl,...,vi_l,v,;,(), 70) - f(Ul,...,UZ‘_l,O,O, ,0)1 - Zvi : 61{(0
i=1 i=1

—~
=h;(vi)—h;(0) fiir hi(s)=f(v1,...,vi—1,5,0,...,0)

= (%).
Fiir jedes ¢ € {1,...,n} wenden wir Satz auf die Funktion
hi(s) = f(vi,...,v;-1,5,0,...,0) und ¢ = v;
an. Wir erhalten ein t; zwischen 0 und v; mit
hi(v;) — hi(0) = w; - hi(t;)
Aber durch Riickiibersetzen in die Funktion f erhalten, wir dass

flor, .o, vim1,0,0,.00) — f(vr, ooy 01,0, 00.) = v - f(vl,...,vi_l,ti,O,...,O).
ox;

S

-~

Fiir jedes 4 setzen wir nun u’ := (v1,...,v;_1,%,0,...,0) und erhalten, dass

ZUZ <8ch axl( )>
Die Behauptung folgt nun aus der Beobachtung, dass die Normen der Punkte u!,... u"
kleiner gleich der Norm von v sind. H

w® = v = (vi,v2,03)

=(0,0,0) ? = (v1,v2,0)
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Behauptung. Es gilt . f(0)—f(0)—Dw

me e =0

Sei also € > 0. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen stetig. Also existiert
ein 6 > 0, so dass fiir alle i € {1,...,n} gilt:

€

L - gho) <=

u€ Bs(0) =

Es sei nun also v € B;(0). Wir wihlen u!, ..., u™ wie in der Behauptung. Dann ist
€l0,1]
f(0)=f(0)=D ~ v | of of ~ | of of
v)— —Dwv v; i i
ol % 2 Tl o () ~ o (0)‘ < 2 o) 9 (0] < e
folgt aus der Wahl der u* und < da el < ol <9
der Dreiecksungleichung
Wir haben damit also gezeigt, dass der Grenzwert in der Tat 0 ist. [

Satz 6.10. Es sei U C R" offen und f = (f1,..., fm): U — R™ eine Abbildung. Wenn
alle Koordinatenfunktionen fi1,..., f.. stetig partiell differenzierbar sind, dann ist f diffe-
renzierbar, und fir jedes P € U gilt:

of1 of1
Differential Df(P) =

9 fm Ofm

20 (P) 90 (L)

Beweis. Wir wenden Satz und Satz auf die Koordinatenfunktionen fi,..., f,, an
und erhalten die Aussage fiir die einzelnen Koordinaten. Die allgemeine Aussage folgt dann

ahnlich wie in Satz 2.4l [ |
Satz besagt also, dass eine Abbildung f = (fi1,..., fm): U — R™, deren Koordi-
natenfunktionen fi,..., f,, alle stetig partiell differenzierbar sind, auch differenzierbar im

Sinne der Definition von Seite [56|ist. Zudem sehen wir, dass in diesem Falle die Abbildung

U — M(m xn,R)
r — Df(x)

stetig ist. Dies motiviert folgende Definition.

Definition. Es sei f = (f1,..., fm): U = R™ eine Abbildung.
(1) Wir sagen f ist stetig differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen fi,..., fn,
stetig partiell differenzierbar sind.
(2) Fiir &k > 2 sagen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar, wenn die Koordinatenfunk-
tionen f1,..., f,, alle k-mal stetig partiell differenzierbar sind.
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Bemerkung. Zusammengefasst haben wir nun also Folgendes bewiesen. Wenn eine Abbil-
dung f = (f1,..., fm): U — R™ stetig differenzierbar ist (und diese Eigenschaft kénnen
wir mit den Methoden der Analysis I normalerweise leicht nachweisen), dann erhalten wir
aus Satz dass f an jedem Punkt P € U differenzierbar ist, es gilt also

f(P+v) = f(P)+ Df(P) -v+o(v]), wobei Df(P) = (5(P)),_,
Differential J LRSI yeees

Wir konnen also f in der Nidhe von P durch eine explizite affine lineare Abbildung appro-
Ximieren.

6.5. Norm von Matrizen. In diesem kurzen Kapitel fithren wir die Norm einer Matrix
ein. Wir werden diese im néchsten Teilkapitel fiir den Beweis der Kettenregel benttigen.
Die Norm einer Matrix wird aber auch im weiteren Verlauf der Vorlesung immer wieder
auftauchen.

Lemma 6.11. Fir jede Matrizx A € M(m x n,R) existz’erﬂ
JA||l == max {||A-v||veR" mit ||v]| =1}.

Beweis. Die Abbildung
f:8"t={veR"||v]|=1} — R
v o= A

ist nach Lemma [2.7] (1), Lemma und Satz stetig. Auf Seite 34| hatten wir gesehen,
i

dass S"~! kompakt ist. Also nimmt die Funktion f nach Korollar[3.10[ein Maximum an. N
Beispiel. Fir die Matrix A = X -id mit A € R gilt || A]| = |A]

Wir fassen einige Eigenschaften von || Al in folgendem Lemma zusammen.
Lemma 6.12.
(1) Die Abbildung M(m x n,R) — Rsg
A = A

ist eine Norm auf dem Vektorraum M(m x n,R).
(2) Fir alle A € M(m x n,R) und w € R™ gilt  ||A- w||
(3) Fir jede m x n-Matriz A = (a;j) gilt | Al

LA} flewl]-

<
< n-m-max|al.
Z’]

Bemerkung. Die Norm ||A|| ist im Allgemeinen schwierig zu berechnen. Die Abschitzung in
Lemma[6.12)(3) erlaubt es uns spéter die Norm || A|| relativ einfach nach oben abzuschétzen.

32Hier ist ||v|| die euklidische Norm von v € R™ und ||A - v|| ist die euklidische Norm von A - v € R™.
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Beweis.
(1) Wir weisen die drei Eigenschaft einer Norm nach, welche wir auf Seite [5| eingefiihrt
hatten.
(a) Wir miissen also zeigen, dass ||A|| = 0 genau dann, wenn A = 0P Es ist offen-
sichtlich, dass ||0|| = 0. Es verbleibt also zu beweisen, dass || A|| # 0, wenn A # 0.
Es sei also A = (a;;) # 0. Dann gibt es zumindest ein a;; # 0. Es folgt nun also,

alj
amj

(b) Die Homogenitét von || — || folgt leicht aus den Definitionen.
(c) Es seien nun A, B € M(m x n,R). Fiir alle v € R” mit ||[v|| = 1 gilt:

[Al = [[A-esll = > |ai| > 0.

I(A+B)-vll = JA-v+B-vl < vl +]Bell < 4]+ B
Dreiecksungleichung fiir || — || auf R®  Definition von ||A|| und || B]|

Es folgt: || A+ BJ| < [[A]l + [|B]].
(2) Es sei also w € R". Wenn w = 0, dann ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.
Nehmen wir nun an, dass w # 0. In diesem Fall gilt

=w =l=1
——
|A-w| = HA ||w]| - HTI'H w” = ||w|l - HA HwH wH % |w] - ]| 4]
Homogemtat von || — || auf R™ per Definition von || A||.

(3) Es sei also A = (a;;) eine m x n—Matrix. Wir wéhlen k, [, so dass |a;;| < |ay| fiir alle
anderen 4, j. Es sei nun v = (vy,...,v,) € R” mit ||v|]| = 1. Dann gilt

da ||(z1, .., 2m)||*= Zx Dreiecksungleichung
l’ nZ:1 2 \L
Aol = S Sasu] < 2(X laul- Ju

2 m
) < S elanl? = men®fayf?
i=1"j= =1~~~ ~~ i

2 2 2
<Jar| <llwll=1 < m*n®-Jag].
————
<n-lag]

Die gewiinschte Ungleichung erfolgt nun durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. M

6.6. Die Kettenregel. Wir erinnern an die Analysis I: wenn f, g: R — R differenzierbare
Funktionen sind, dann besagt die Kettenregel [Er1l Satz 12.7], dass g o f ebenfalls differen-
zierbar ist, und es gilt

33Die Bedeutung von 0 hingt vom Kontext ab. In diesem Fall ist “0” die m x n-Matrix deren Eintriige
alle 0 sind.
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(go f)(x) = ¢ (f(x)) f'(z).
Das heifit also, dass
Ableitung von g o f am Punkt x = Ableitung von g am Punkt f(z)
mal Ableitung von f am Punkt x.

In der mehrdimensionalen Welt gilt eine ganz analoge Kettenregel:

Satz 6.13. (Kettenregel) Es seien U C R' und V' C R™ offene Mengen und es seien
f:U—=R™und g: V — R" differenzierbare Abbildungen, so dass f(U) C V. Dann ist die
Abbildung go f: U — R™ ebenfalls differenzierbar, und fiir jeden Punkt x € U gilt:

D(gof): = Dgse)y - Dfe
—— N~—— ~~—
n X [-Matrix n X m-Matrix ™ X -Matrix
RTL
Bemerkung. Die Kettenregel besagt also, dass
Differential von g o f am Punkt x = Differential von g am Punkt f(x)

mal Differential von f am Punkt x.

Beweis. In der Formulierung der Differenzierbarkeit auf Seite [56] miissen wir zeigen, dass

(goN)z+&) = (9o f)(@)+ Dygsay-Dfs - &+ o([E]])-
———

wir behaupten, dass
das Differential ist

Nach Voraussetzung ist f insbesondere im Punkt z differenzierbar und g ist insbesondere
im Punkt g(x) differenzierbar. Also gilt

(1) flx+&) = f(@)+Dfe- &+ p(8), wobei (&) = o([[€]]),
(2) g(f(x)+n) = g(f(x)) +Dgs) - n+v(n), wobei () = o(||n]])-

Mit dieser Notation erhalten wir, dass e

———
(gofilz+¢&) = g(f(x+¢)) = g(f(@) +Dfe-E+¢(8)) n g(f(x)) + Dgyey - n +1b(n)

folgt aus (1) folgt aus (2)
—(1) —2)
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Es geniigt nun also zu zeigen, dass die Terme (1) und (2) vom Typ o(||¢]]) sind ] Mit
anderen Worten, mit A := Dgs(,) und B := Df, geniigt es nun folgende Behauptung zu
beweisen:

Behauptung. 4 A-ole) = ofl€ll).
(2) V(B-E+9(€) = olEl)).

Fiir den Beweis von beiden Aussagen verwenden wir das Kriterium aus Lemma [6.4] Wir
beweisen zuerst die erste Aussage. Es gilt:

lim 22 = i (4. 2) = 4 (D) = a0 =0
e=o0 €l N €] 1 ¢=0 [[€]] 4
da Matrix-Multiplikation folgt aus Satz nach Lemma [6.4
linear ist da Multiplikation mit A da (&) = o(||&]])
nach Lemma [2.11] stetig ist
Wir wenden uns nun der zweiten Aussage zu. Es gilt: Lemma 6.3
i PB et e©) _ o (B4 (9) , I1B-e+o©l
£-50 €] -0 B+ 9@l . 1€]]
lim =0, da lim(B-&+ ¢(£)) =0 da ¢(&) = o(||€]]) existiert
£70 £0 Umgebung U mit [[o(&)]l < [&]l,
und ¥ (v) = o(|[v|) dort ist der Bruch ]

beschriinkt durch ||B|| + 1

34Hierbei beniitzen wir die elementare Aussage, dass wenn p(€) = o(||¢]]) und ¢(&) = o(||€]|), dann ist

auch (p + ¢)(&) = o([[])-
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7. GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNGEN
7.1. Exkurs: Das Skalarprodukt und orthogonale Matrizen.

Definition.

(1) Fiir eine beliebige Matrix A = (a;;) € M(m x n, R) bezeichnen wir im Folgenden mit
AT := (a;;) € M(n x m,R) die zugehorige transponierte Matrix. Diese erhalten wir
anschaulich dadurch, dass wir A “an der Diagonale” spiegeln.

(2) Eine Matrix A mit a;; = aj;, d.h. mit A = AT wird symmetrisch genannt.

Beispiel. 5 3 2 1 2 3 0
fiir A = ( 6) ist AT = [3 2|, wdB=[-3 5 7] ist symmetrisch.
-1 2 7
e 7 0O 7 7
Lemma 7.1. Es sei Q € M(m x n) eine Matriz.
(1) Es gilt: QT = Q.
(2) Fliir jedes i gilt: i-te Zeilenvektor von Q = i-te Spaltenvektor von QT .
(3) Fir jedes i gilt: i-te Spaltenvektor von Q = i-te Zeilenvektor von Q.
(4) Fir PeM(Ixm,R) gilt: (P-Q)F=Q"-PT.
(5) Wenn m = n, dann gilt: det(QT) = det(Q).

Beweis. Aussagen (1)-(4) folgen leicht aus den Definitionen und (5) ist [N1, Satz 13.4]. W

Definition. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren v = (vy,...,v,) und w = (wy, ..., w,) in

R" ist wie folgt definiert: (o) = Tea = S s e
i=1

Beobachtung 7.2.

(1) Es sei P eine (I x m)-Matriz und es sei @ eine (m X n)-Matriz. Zudem seien
ie{l,...,m}undje{l,...,n}. Aus den Definitionen folgt leicht:

17-ter Eintrag von P -Q = <i—te Zeile von P, j-te Spalte von Q) >
(2) Wenn v,w € R" sind, und wir uns diese als (n x 1)-Matrizen vorstellen, dann gilt

view = (v,w).

Skalarprodukt von
1-ter Zeile von P und
j-ter Spalte von ()

17-Eintrag von P - Q)

1j-Eintrag von P - ) i-te Zeile von P j_te Spalte von Q
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Definition.
(1) Eine Matrix A € M(n x n,R) heifit orthogonal, wenn fiir alle v, w € R" gilt:
(A-v,A-w) = (v,w).
(2) Die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen wird mit O(n) bezeichnet.

Lemma 7.3. Essei A € M(nxn,R) eine Matriz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die Matriz ist orthogonal.
(2) Die Spalten sy, ..., s, der Matriz A bilden ein Orthonormalsystem, d.h. fiir beliebige
i,j€{l,...,n} ist
(sis5) = Oy = {
/I\
Kronecker-Symbol
(3) Es ist AT - A=id. (Mit anderen Worten A ist invertierbar und A" = AT.)
(4) Die Spalten sy, ..., s, der Matriz A bilden eine orthonormale Basis fiir R".
(5) Die Matriz A ist Norm erhaltend, d.h. fir alle v € R™ gilt ||A - v|| = ||v]|.

1, wenni=j,
0, wenni+#j.

Beispiel. Fiir ¢ € R bezeichnen wir

Rip) = <COS(</>) —sin(¢)>

sin(p)  cos(y)

als Drehmatriz. Es folgt aus der Charakterisierung von orthogonalen Matrizen, welche durch
Lemma [7.3] (2) gegeben ist, dass R(y) eine orthogonale Matrix ist. Anschaulich gesprochen
ist die Multiplikation mit R(p) gerade Drehung um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn.
Im Préasenziibungsblatt 5 werden wir mithilfe der Additionstheoreme [Fr1l Satz 11.4] zeigen,
dass fiir alle ¢, € R gilt:

R(p) - R(y) = R(p+).

Multiplikation mit

R(p)= (COS(@O) —sin(s0)>

sin(p)  cos(p)

Beweis. Es sei A € M(n x n,R) eine Matrix mit den Spalten s1, ..., s,.
(1)=(2) Fiir beliebige i,j € {1,...,n} gilt

- | N 1, wenni=j,
<3i73j> = <A.@Z’A e]) 1 <€m€]> = 5zg = {Q, wenn ¢ # j.

denn A ist orthogonale Matrix
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(2)=(3) Es seien 7,5 € {1,...,n}. Es gilt:
Beobachtung [7.2] (1) Lemma [T]]

' :
ij-ter Eintrag von AT-A = (i-te Zeile von AT, j-te Spalte von A) =
= (i-te Spalte von A, j-te Spalte von A) = (s;,s;) = 0;;.

Also ist AT - A = (6;;) = id.
(2)=(4) Es verbleibt zu zeigen, dass die Spalten sy, ..., s, eine Basis bilden. Es gentigt zu
zeigen, dass det(A) # 0. Es gilt
det(A)? = det(A)-det(A) = det(AT)-det(A) = det(AT - A) = det(id) = 1.
+ + +
denn det(AT) = det(A) Multiplikativitét folgt aus (2)=-(3)
der Determinante
Also ist det(A) # 0.
(4)=-(2) Diese Aussage ist natiirlich trivial.
(3)=(1) Es seien nun v = (vy,...,v,),w = (wy,...,w,) € R" beliebig. Wir fassen die
Vektoren v, w, A - v, A-w als (n x 1)-Matrizen auf. Dann gilt

(Av, Aw) = (Av)T-(Aw) =0T AT Aw =0T idw = vlw = (v,w).
4 4 4

/r
Beobachtung Lemma [Z.1] Lemma, [7.3] Beobachtung
(1)=(5) Diese Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dass ||v|| = 1/ (v, v).
(5)=(1) Wir werden diese Implikation in Ubungsblatt 5 beweisen. |

Bemerkung. Es sei v: [a,b] — R" eine Kurve. Fiir jede orthogonale Matrix A € O(n) folgt
leicht aus Lemmal7.3|(1) = (5) und der Definition von Lénge auf Seite[2] dass Multiplikation
mit A die Lange einer Kurve nicht abéndert.

Lemma 7.4. Die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen bildet eine Untergruppe von der
Gruppe GL(n,R) der invertierbaren n x n-Matrizen.

Beweis. Aus Lemma (3) folgt, dass orthogonale Matrizen invertierbar sind. Also gilt
O(n) C GL(n,R). Wir miissen nun noch nachweisen, dass O(n) eine Untergruppe von
GL(n,R) ist. Nach [N1| Definition 2.5] miissen wir drei Aussagen iiberpriifen:

(1) Offensichtlich liegt das neutrale Element id auch in O(n).
(2) Es seien A, B € O(n). Wir miissen zeigen, dass A - B € O(n). Dies folgt aus der
Beobachtung, dass fiir alle v, w € R" gilt:

(A B)-,(4-B)-w) = (A-(B-v), A (B-w)) = (B-v.Bw) = {vu)
denn A € O(n) denn B € O(n)

(3) Es sei A € O(n). Wir miissen zeigen, dass A~' € O(n). Dies folgt aus der Beobach-
tung, dass fiir alle v, w € R" gilt:

(At v, A7 w) ? (A- (A1), A- (A7 w))

[
(=
o
<
(o=
o
£
[

(v, w).

denn A € O(n)



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 69

7.2. Exkurs: Winkel. Folgende Definition eines Winkels entspricht der Schulintuition.
Definition. Es seien v,w € R?*\ {0}. Wir definieren den Winkel

Lange eines injektiven Weges, welcher sich gegen den Uhrzeigersinn

auf dem Einheitskreis S* von ror nach o bewegt € [0, 2m).

(v, w) =

Es folgt aus der Bemerkung auf Seite dass diese Definition nicht von der Wahl der
Kurve abhéngt.

~_<(v,w) ist definiert als die Lénge des Kreisbogens

w \.\\

_w_

Folgendes Lemma gibt nun eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts.

Lemma 7.5. Fiir beliebige v,w € R*\ {0} gilt

(v,w) = cos(<(v,w)) - [|v]| - [Jwl]].

Beweis. Nachdem sich beide Seiten des Lemmas nicht d&ndern, wenn wir v und w durch die
jeweiligen Normen |[|v|| und ||w|| teilen, geniigt es den Fall zu betrachten, dass ||v|| = 1 und
[w]] = 1.

Der Satz iiber die Polarkoordinatendarstellung, d.h. [Erl, Satz 11.11] besagt, dass es
©, ¢ € [0,27) gibt, so dass v = (cos(p),sin(y)), und so dass w = (cos(v)),sin(¢))). Wir
betrachten zuerst den Fall, dass 1) > ¢. In diesem Fall gilt:

py] = 8 ) T
= L . = — t t))|ldt = — .
(v, w) ( t — (cos(t),sin(t)) 4 tf@ I( sm(\),l, cos( ))U Vo
Satz
Es folgt:
denn R(«) - e; = (cos(a),sin(a)) denn R(a)-R(B) = R(a+ B) denn R(¢y) ist orthogonal

L (R(g)en RW)e) = (R(g)-en R(o)- R — 9)-er) ~ (en, R — 0)-1)

- <((1)>’<Z?1?(($::§))>> = cos(y — o) T cos(<(v, w)).

(v, w)

sieche Berechnung oben
Der Fall, dass ¥ < ¢ wird dhnlich bewiesen. [ |

Fiir Vektoren im hoher dimensionalen Raum verwenden wir jetzt Lemma als In-
spiration um den Begriff eines Winkels einzufithren. Genauer gesagt fithren wir folgende
Definition ein:
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lvw) ) € [0, ).

70
Definition. Es sei n € N>3 und es seien v und w zwei Vektoren in R™ \ {0}. Wir definieren
= arccos(

[[oll - [[w]l

<(v,w)
€ [-1,1] nach der
Schwarz Ungleichung [N, Satz 19.7]

Graph der
Arkuskosinusfunktion
Graph der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [0, 7]

7.3. Der Gradient.
Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Es

sei P € U. Dann heifit der Vektor
0 0 n
Grad f(P) = (—8361 f(P),.... 5= f(P)) c R

L(2% +y?) auf R2. Der Gradient am Punkt

der Gradient von f am Punkt P. m

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = ;
(x,y) ist gegeben durch
0 0 1 1
Grad f(z,y) = (/(x,9), 5 f (@) = (Go.zy).  dh Gradf(P) = 3-P.
\ 1 / Gradienten der Funktion
~ M T e = et )
-2 2 4 2 per
VAR SN
~ 2R .\ ~ Gradf(P)=13%-P
/ 1 \ eingezeichnet am Punkt P

35Der Gradient Grad(f) wird oft auch als Vf geschrieben, das Symbol V wird hierbei als “Nabla”
ausgesprochen. Das Wort “Nabla” ist der hebréische Name fiir einen Harfentyp, welcher in etwa die Form

von V besitzt.

36Wir schreiben Vektoren in R™ manchmal in Zeilenform (z.B. wenn der Platz beschrinkt ist) und
manchmal in Spaltenform (z.B. wenn wir die Multiplikation mit einer Matrix verdeutlichen wollen).
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Satz 7.6. Es sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Es sei P € U
und es sei zudem v € R™ ein Vektor. Dann gibt es ein € > 0, so dass P+t-v € U fiir alle
t € (—¢,€). Fiir alle t € (—e,€) gilt

%f(P"'t'U) = Dfpity - v = <Gradf(P+t-v), v >
W—/ —~— g N ,
1xn—Matrix cRn cRn» cR™

Insbesondere erhalten wir am Punktt =0, dass

afP+t-w)_ = Dfprv = (Gradf(P)u).
Beweis. Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Zudem sei
P € U und es sei v € R" ein Vektor. Aus der Offenheit von U folgt leicht, dass es ein € > 0
gibt, so dass P+t -v € U fiir alle t € (—¢,€).
Wir erhalten nun folgende Gleichheiten:

%f(P + t- U) T DfP+t'U . (P + t- U)/ = DfP+t-U - v

Kettenregel angewandt auf die Verkniipfung f o g, wobei
f:U—=>R g: (—e,¢) > R”

s = f(s) und t— P+t-v
U1
_ (9f : of : ) o I N} 0 -,
_\<8$1(P+t v) o (PAtow) ] =X G (Pt 0) v
Berechnung VOI?B f mit Satz[6.7] Un
= (Grad f(P+t-v),0).
/]\
Definition des Skalarprodukts [ ]

Graph einer Funktion f: U — R
Werte der Funktion h — f(P +1-v)

f(P) — / — Graph der Funktion
O//_\o t— f(P+t-v)

die Steigung ist (Grad f(P),v)

- Vektor v 1 S 9
U C R? alle t € R mit der Eigenschaft, dass P+t-v € U

PeU

_ Durch zweifaches Anwenden von Satz [7.6] erhalten wir auch folgende Aussage, welche in
Ubungsblatt 5 bewiesen wird. Wir werden diesen Satz spéter benttigen, wenn wir lokale
Maxima und Minima von Funktionen auf R" bestimmen wollen.
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Satz 7.7. Es set U C R" offen und f: U — R eine zweifach stetig differenzierbare Funkti-
on. Es sei P € U und es sei zudem v = (vq,...,v,) € R™ ein Vektor. Es sei e > 0, so dass
P+t-velU firallet € (—e ). Wir betrachten die Funktion

g: (—e,¢) - R
t — f(P+t-v)

Dann gilt fiir alle t € (—e,€), dass

(2)() i:zz:

ai f(P+t-v)- v v

7.4. Richtungsableitungen. Wir beginnen dieses kurze Teilkapitel mit folgender ziemlich
intuitiven Definition.

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine Funktion. Sei P € U und v € R" ein
Vektor mit [|v|| = 1. Falls der Grenzwert

d
existiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert als die Richtungsableitung D, f(P) von f im
Punkt P in Richtung v.

Graph einer Funktion f: U — R i
— D, f(P) ist die Steigung der Funktion

h— f(P+h-v)am Punkt h =0
Graph der Funktion h +— f(P + h - v)

_ i BRI P)
t=0 h—0

Richtungsvektor v
T UCR?

Beispiel. Wenn v = e;, d.h. wenn v der i—te Einheitsvektor ist, dann folgt direkt aus den

Definitionen, dass of
D.f(P) = 2L(P)

Satz 7.8. Es sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Sei P € U
und v € R™ ein Vektor mit ||v|| = 1. Dann gilt

DLf(P) = (Grad f(P),v).
Insbesondere, wenn Grad f(P) # 0 und wenn ¢ € [0,27) der Winkel zwischen v und
Grad f(P) ist, dann gilt

D,f(P) = cos(p) - || Grad f(P)]|

Beweis. Die erste Aussage ist nur eine Umformulierung von Satz|7.6|und die zweite Aussage
folgt dann sofort aus Lemma [7.5] |
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Satz besagt insbesondere, dass die Richtungsableitung maximal ist, wenn ¢ = 0, d.h.
wenn v und Grad f(P) in die gleiche Richtung zeigen. Wir erhalten also folgendes Korollar:

Korollar 7.9. Es sei U C R" offen, f: U — R eine differenzierbare Funktion und P € U
ein Punkt, so dass Grad f(P) # 0. Dann ist 7]

_ _Grad f(P)
VT TGrad 7@

die Richtung mit maximaler Richtungsableitung.

Anders ausgedriickt, “der Gradient zeigt in die Richtung in welche f am schnellsten
ansteigt”.

7.5. Gradienten und Niveaulinien. In diesem sehr anschaulichen Teilkapitel betrachten
wir nur Funktionen h: U — R auf einer Teilmenge U von R?. Wir haben schon gesehen,
dass man sich solche Funktionen durch den Graphen

Graph(h) = {(z,y,h(z,y))|(z,y) €U} C R®

veranschaulichen kann. Wir betrachten die Graphen der Funktionen

f:R* —» R g:R* - R
@) = VETZE=lenl M @y e Py =)l

—
Graph von f(z,y) = /22 + y? Graph von g(z,y) = 2* 4+ y?

P/

Eine alternative Methode um Funktionen zu veranschaulichen ist wie folgt gegeben: fiir
verschiedene Werte C' € R betrachten wir die Niveaulinid™

{0} = {(z,y) € R*|h(z,y) = C}.
Beispielsweise werden in der oberen Abbildung auf Seite [74] Niveaulinien fiir die Funktionen
f und g angezeigt.
Fiir diese beiden Funktionen ist der Gradient gegeben durch

Gradg(z,y) = 2-(z,y).

3"Eine “Richtung” ist immer ein Vektor mit Lénge 1, wir miissen deswegen den Gradienten auf die
Lénge 1 normieren.

38 Auf klassischen Wanderkarten wird die Hohe, als Funktion (x,y) + h(z,y) durch Niveaulinien illus-
triert, diese werden dabei normalerweise Hohenlinien genannt.
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Z

Niveaulinien fiir die Funktion Niveaulinien fiir die Funktion

fl,y) = Va2 +y? g(z,y) = 2> + 3

In beiden Féllen zeigt also der Gradient “weg vom Ursprung”. Im ersten Fall besitzt der
Gradient Grad f(z,y) immer die Lénge 1, d.h. der Anstieg ist konstant. Im zweiten Fall
besitzt der Gradient Grad g(x,y) die Lange 21/x? + y?, er wird also léanger, wenn man sich
vom Ursprung fortbewegt. Die Gradienten fiir beide Funktionen werden in der unteren
Abbildung auf Seite [74] skizziert. Damit die Skizzen iibersichtlich bleiben, sind in beiden
Féllen die Gradienten auf }L der Léange gestaucht.

N\
?2\ \§
VRS

Gradienten fir die Funktion Gradienten fiir die Funktion

flx,y) = /a2 + 2 g(z,y) = 2° + ¢

Bemerkung. In den Bildern sehen wir, dass der Gradient senkrecht auf den Niveaulinien
steht. Wir werden spéter sehen, dass dies kein Zufall ist, sondern dass dies unter geeigneten
Voraussetzungen immer der Fall ist ]

7

3nsbesondere miissen wir noch prizise machen, was es heifien soll, dass ein Vektor an einem Punkt
senkrecht zu einer Kurve ist.
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In der Abbildung auf Seite [75| zeigen wir das typische Bild fiir eine Funktion h: R? — R.
Die Gradienten stehen senkrecht auf den Niveaulinien und zeigen in die Richtung, in der
die Funktion ansteigt. Desto enger die Niveaulinien aneinander liegen, desto grofler ist die
“Steigung”, und desto ldnger sind die Gradienten.

eng liegende Niveaulinien bedeutet starker Anstieg und lange Gradienten
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8. EXKURS: DER SPEKTRALSATZ

8.1. Ahnliche Matrizen und die Spur einer Matrix. Wir beginnen unseren Exkurs
in die Lineare Algebra mit folgender Definition [NI, S. 71].

Definition. Es sei K ein Korper und es sei A = (a;;) € M(n x n,K). Wir definieren die Spur
von A wie folgt:

tr(A) := Summe aller diagonalen Eintrige von A = > ay;.
=1

(Die Bezeichnung “tr” riithrt vom englischen Begriff “trace” her.)
Folgendes Lemma werden wir im Présenziibungsblatt 6 beweisen.
Lemma 8.1. FEs sei K ein Kdrper. Fir A, B € M(n x n,K) gilt
tr(A-B) = tr(B-A).
Wir fahren mit der néchsten Definition fort [N, S. 65].
Definition. Es sei K ein Korper. Wir sagen zwei Matrizen A, B € M(n x n, K) sind dhnlich,
wenn es P € GL(n, K) gibt, so dass P"'AP = B.

Das folgende Lemma besagt nun, dass dhnliche Matrizen in vielen Invarianten {iber-
einstimmen.

Lemma 8.2. Es sei K ein Korper. Wenn zwei Matrizen A, B € M(n x n,K) dhnlich sind,
dann besitzen sie die gleiche Determinante und die gleiche Spur.

Beweis. Es sei also P € GL(n,K) mit P"'AP = B. Dann gilt
(1)  det(B) = det(P7'-A-P) = det(P)™! det(A) det(P) = det(A).
)

(1) tr(B) = tr(P'-A-P) = tr(P'-A-P) = te(P-(P'-A)) = tr(A).
Leana [ |
Wir erinnern an folgende Notationen.
Notation. Es sei K ein Korper. Fiir ¢ € {1,...,n} definieren wir:
i—ten Einheitsvektor ¢; = (0,... ,O,%, 0,...,0) € K"

i—te Koordinate

Notation. Es sei K ein Korper, es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und es sei
X ={v1,...,v,} eine Basis. Wir bezeichnen mit yx den zugehérigen Isomorphismus

Xx: V — K™
=1 =l

Wir erinnern nun an folgende Definition [N, S. 35 und 40].
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Definition. Es sei K ein Korper und es sei f: V — W ein Homomorphismus zwischen

endlich dimensionalen K-Vektorrdumen. Es sei X = {vy,...,v,,} eine Basis von V und
Y ={w,...,w,} eine Basis von W. Wir schreiben
flor)= flom)=
7 N Y 7 N Y
app - Wi Aim - W1 aip Q2 ... Q4im

+az - wa +agm © W ) a1 Qg2 ... Qdam
. und bezeichnen  ®(f)xy =

+CL7L1 * Wy +anm * Wy Qp1 Ap2 ... Apm

als die zugehorige darstellende Matrix.

Bemerkung. Wir fahren mit der Notation aus der vorherigen Definition fort. Die dar-
stellende Matrix (a;;) = ®(f)x,y ist also festgelegt durch die Eigenschaft, dass fiir alle

ie{l,...,m} gilt: n
flu) = Zlaﬁ'wj'
=

Dies wiederum bedeutet, dass folgendes Diagramm kommutiert:

v ! W
X;{lj O(f)x,v: Tlgnxy

8.2. Eigenwerte. Wir erinnern an folgende Definition [N1l S. 66].

Definition. Es sei K ein Korper, es sei V' ein K-Vektorraum und es sei f: V — V ein
Endomorphismus.

(1) Wir sagen A\ € K ist ein Eigenwert von f, wenn es einen Vektor 0 # v € V mit
f(v) = X-v gibt.
(2) Einen Vektor v # 0 mit f(v) = A-v nennen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert .
Beispiel. Wir betrachten den reellen Vektorraum
V' = alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen R — R
und den Endomorphismus 1V 5> Vv
v(t) +~ die Ableitung L~(¢).
Jedes A € R ist ein Eigenwert von f, denn
d
flexp(A-1)) = Z(exp(A-1)) = A-exp(A-t).
H—/ )l\

eV folgt aus % exp = exp und der Kettenregel

Folgendes Lemma folgt sofort aus den Definitionen.
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Lemma 8.3. Es sei K ein Korper, es sei p: V. — W ein Isomorphismus von K- Vektor-
raumen und es set f: V — V' ein Endomorphismus. Wir erhalten also folgendes kommu-
tative Diagram:

Vv ! 1
wl% %ls@
W o fop W
FirAeKundv eV gilt:

v €V ist Eigenvektor zum
Eigenwert X fiir den

p(v) € W ist Figenvektor zum
Endomorphismus f: V —V

Figenwert X fiir den
Endomorphismus o fop™l: W — W.

Der Begriff von Eigenwerten und Eigenvektoren iibertrégt sich auf offensichtliche Art auf
Matrizen [N1, S. 66]:

e

Definition. Es sei K ein Korper und es sei A € M(n x n, K) eine quadratische Matrix.

(1) Wir sagen A € K ist ein Eigenwert von A, wenn es einen Vektor 0 # v € K" mit
A-v=X\-v gibt.

(2) Einen Vektor v # 0 mit A-v = A -v nennen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert .

Das folgende Lemma, welches der Aussage von [N1, Proposition 17.6] entspricht, verbin-
det den Begriff der Eigenwerte von einer Matrix und einem Endomorphismus.

Lemma 8.4. Es sei K ein Korper. Es ser V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
f:V =V ein Endomorphismus. Wenn X eine Basis fir V ist, dann gilt:

A ist Eigenwert von f <= X ist Eigenwert der darstellenden Matriz ®(f)x x

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm von Seite

14 ! v
XX l% %’lXX
Kr 2 g
Die Aussage des Lemmas folgt nun sofort aus Lemma [8.3] |
Beispiel.

(1) Es sei K ein Korper und es seien Ay, ..., A, € K. Wir betrachten die diagonale Matrix

</\1 0)
0 ... X
Es gllt D-ei = )\i-e,-, d.h. die )\1,

..., A\n € K sind Eigenwerte von D und die
Einheitsvektoren sind Eigenvektoren.
(2) Wir betrachten 11
5= 1)

D
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S () (A0 I 7 O I (e
( —D<1_1ﬂ> N (2—_\/\?> N _‘/5'<1_1ﬂ>'

Also sind v/2 und —v/2 Eigenwerte der Matrix B.

—_ =

—_ =

Bemerkung. Wir konnen eine reelle Matrix immer auch als komplexe Matrix auffassen.
Deswegen macht es Sinn bei einer quadratischen reellen Matrix von komplexen Eigenwerten
und Eigenvektoren zu sprechen.

Beispiel. Wir betrachten 11
c=(1)

Es gilt (_} 1><i> _ (11‘1) _ (11)<i>
(D)) = (2) = a0 (1)
Also sind A :=1 — i und X := 1 + i Eigenwerte der Matrix C.

Lemma 8.5. Es sei A € M(n x n,R) eine reelle Matriz. Wenn \ € C ein Eigenwert ist,
dann ist auch A € C ein Eigenwert.

Beweis. Es sei v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt

AT = AT = Av = Av = X7
0 4
denn A ist eine reelle Matrix  denn fiir z,w € Cgilt z-w =z~ w

Wir haben also gezeigt, dass 7 ein Eigenvektor zum Eigenwert \ ist. [ |

Definition. [N1, S. 66] Es sei K ein Korper. Wir sagen A € M(n x n, K) ist diagonalisierbar,
wenn A dhnlich zu einer diagonalen Matrix ist. Mit anderen Worten, A ist diagonalisierbar,
wenn es eine invertierbare Matrix P € GL(n, K) gibt, so dass P~ AP eine Diagonalmatrix
ist, d.h. so dass

At o... 0
pPtApP = ( . ;), wobei A\j, ..., A\, € K.
0 ... A\

Folgender Satz ist dquivalent zu [N1|, Satz 17.5].

Satz 8.6. Es sei K ein Korper und es sei A € M(n x n,K).

(1) A ist diaconalisierbar es gibt eine Basis von K", welche
g nur aus Figenvektoren von A besteht.
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(2) Es sei vy, ...,v, eine Basis von K". Wir setzen P := (vy ... v,) € GL(n,K). Dann
qilt

PlApP = (Al O) PN fiir allei=1,...,n gilt:

0 \ v; 1st Bigenvektor von A zum Eigenwert \;.

Beispiel. Wir betrachten

B = (1 _1) und P = (1+1ﬁ 11\@>, dann gilt P7'BP = (ﬂ 0 )

Spalten sind Eigenvektoren
zu den Eigenwerten V2 und -2
Beweis. Aussage (1) folgt leicht aus Aussage (2). Wir wollen nun Aussage (2) beweisen. Es
sei vy, ..., v, eine Basis von K". Wir setzen P := (v; ... v,) € GL(n,K). Wir betrachten
das kommutative Diagramm

K" pP-lAP. K"
P.lg glp.
A
K™ K™,
Nun gilt: Lemma K3
A1 ... 0 NE
P71AP = ( Do ) <« firi=1,...,nist ¢ EV von P7!AP zum EW )\, <=
0 ... \y

< firi=1,...,nist P-e; EV von A zum EW \;.
~ u

Wir beschlieen das Teilkapitel mit folgendem hinreichenden Kriterium fiir Diagonali-
sierbarkeit, welches in [N, Korollar 17.11] bewiesen wird.

Satz 8.7. Es sei K ein Korper und A € M(n x n,K). Wenn es n paarweise verschiedene

Eigenwerte gibt, dann ist A diagonalisierbar.

8.3. Existenz von Eigenwerten. In diesem Teilkapitel wollen wir sehen, wie man in der
Theorie und der Praxis nachweisen kann, dass eine Matrix Eigenwerte besitzt. Wir erinnern
an folgende Definition [N1l, S. 70].

Definition. Es sei K ein Korper. Fiir eine n x n-Matrix A € M(n x n, K) bezeichnen wir
xa(t) = det(t-id, —A)
/I\
n X n-Identitdtsmatrix

als das charakteristische Polynom von A.

Beispiel. Fiir

C = (_1 1) erhalten wir yc(t) = det <t<é (1)>_<

1 1)) = det (t_l -1 ) = t2—2t42.
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Satz 8.8. Es sei K ein Korper. Fir A € M(n x n,K) gilt
xa(t) = t" —tr(A) - " o (=1)" - det(A).

Bewezs.

(1) Die Aussage fiir den t"-Koeffizienten folgt leicht aus der Leibniz-Formel.

(2) Die Aussage fiir den ¢"!-Koeffizient wird in [N1], Satz 18.5] oder auch [Fi, Satz 4.2.2]
bewiesen. Wir werden diese Aussage jedoch nicht benéttigen.

(3) Die Aussage fiir den konstanten Koeffizienten folgt durch Einsetzen von t =0. W

Folgender Satz gibt uns eine einfache Methode um Eigenwerte einer Matrix zu bestim-
men.

Satz 8.9. Fs sei K ein Korper und es sei A € M(n x n,K). Fir \ € K gilt:
A ist ein Figenwert von A <= X ist Nullstelle von x a(t).

Insbesondere besitzt A hochstens n verschiedene Figenwerte.

Beispiel.

(1) Die Nullstellen von yc(t) = t* — 2t + 2 sind 1 — i und 1 + i. Wir hatten oben
schon explizit gesehen, dass dies Eigenwerte von C' sind, und wir wissen jetzt, dass
dies auch die einzigen Eigenwerte von C' sind. Insbesondere sehen wir, dass C' keine
reellen Eigenwerte besitzt.

(2) Fiir eine diagonale Matrix hatten wir schon gesehen, dass die Eintréige auf der Dia-
gonale Eigenwerte sind. Mithilfe von Satz sieht man nun auch leicht, dass dies
die einzigen Eigenwerte sind.

Beweis. Es sei A € K beliebig. Dann gilt

<= esgibteinv#0mit A-v=X\v

<= es gibt ein v # 0 mit (A -id, —A)-v =10
<= ker(A-id, —A) #0

<= det(A-id,—A) =0

<=\ ist Nullstelle von det (¢ -id, —A) = xa(t).

A ist ein Eigenwert von A

Das charakteristische Polynom von A ist nach Satz ein Polynom von Grad = n. Also
besitzt es auch héchstens n Nullstellen, insbesondere besitzt A hochstens n Eigenwerte. W

Mithilfe von Analysis I kénnen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 8.10. Fiir ungerades n besitzt jede Matriz in M(n x n,R) mindestens einen reellen
Eigenwert.

Beweis. Es sei A € M(n x n,R). Es folgt folgt aus Satz[8.8] dass

xa(t) = t"+ Terme von niedrigerem Grad .
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Da n ungerade ist folgt nun aus [Frl, Lemma 7.13], dass tlim xa(t) = —oo, und es folgt
——00

dass tlim xa(t) = +oo. Es folgt nun aus dem Zwischenwertsatz, dass x4(t) mindestens
—00
eine reelle Nullstelle besitzt. Es folgt also aus Satz [8.9] dass A mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt. u
Folgenden schénen Satz werden wir leider erst in Analysis III beweisen.

Satz 8.11. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(t) mit komplezen Koef-
fizienten zerfdllt iber C in Linearfaktoren, d.h. es gibt C € C\ {0} und z1,...,2, € C, so

dass gilt
p(t) = C-(t—2z) - (t — z).
Insbesondere besitzt jedes komplere Polynom von Grad > 1 mindestens eine komplexe Null-

stelle.

Korollar 8.12. Jede komplexe Matriz, und damit auch jeder Endomorphismus eines end-
lich dimensionalen komplexen Vektorraums besitzt mindestens einen Figenwert.

Beweis. Es sei A € M(n x n,C) eine komplexe Matrix. Das charakteristische Polynom
xa(t) besitzt Grad n. Es folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra, dass xa(t) eine
komplexe Nullstelle besitzt. Es folgt dann aus Satz dass A einen komplexen Eigenwert
besitzt. [

8.4. Euklidische und unitire Vektorraume.
Definition. Es sei V' ein reeller Vektorraum.
(1) Eine symmetrische Form ist eine Abbildung
p:VxV = R
(v,w) = o(v,w)

mit folgenden Eigenschaften:
(a) @ ist bilinear.
(b) Fir alle v,w € V gilt:  ¢(v,w) = ¢(w,v).
(2) Wir sagen ¢ ist positiv definit, wenn fiir alle v € V' \ {0} gilt: p(v,v) € R,.
(3) Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, ¢) bestehend aus einem endlich dimen-
sionalen reellen Vektorraum V' und einer positiv definiten symmetrischen Form ¢.

Wir fithren auch noch das komplexe Analogon ein.

Definition. Es sei V' ein komplexer Vektorraum.
(1) Eine hermitesche Form ist eine Abbildung
e:VxV — C
(v, w) = (v, w)

mit folgenden Eigenschaften:
(a) ¢ ist komplex anti-linear im ersten Argument und komplex linear im zweiten
Argument.
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(b) Fir alle v,w € V gilt: p(v,w) = ¢(w,v).

(2) Wir sagen ¢ ist positiv definit, wenn fiir alle v € V'\ {0} gilt: p(v,v) € R,.

(3) Ein unitédrer Vektorraum ist ein Paar (V| ¢) bestehend aus einem endlich dimensio-
nalen komplexen Vektorraum V und einer positiv definiten hermiteschen Form ¢.

Beispiel.
(1) FirV = Cn st <_’ _>: Crx(Cr — C
(v,w) = (Vw)y=0" w= > T w
j=1
eine hermitesche Form. Diese ist natiirlich positiv definit. Wir fassen C" normaler-
weise als unitdren Vektorraum beziiglich dieser hermiteschen Form auf.

(2) Fiir jeden Untervektorraum V' C C" definiert die Einschriankung von (—,—) auf
V x V — C wiederum eine positiv definite hermitesche Form.

Definition. Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Fiir v € V' definieren

wir die Lange von v als
loll = Velv,v).

Dies macht Sinn, denn ¢ ist positiv definit, d.h. p(v,v) > 0.

Satz 8.13. Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum.

(1) Es gibt eine Orthonormalbasis (ONB) fiir V', d.h. eine Basis {vy,...,v,}, so dass fir
allei,5 € {1,...,n} gilt:
p(vi,v5) = 0.
(2) Wenn {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis fir V ist, dann gilt fir jedes w € V', dass

n
w = Y. p(v,w) - v.
i=1

Beweis.

(1) Diese Aussage kann mithilfe des Gram-Schmidt Verfahrens leicht gezeigt werden,
siehe [N1, Satz 20.5].

(2) Da vy, ..., v, eine Basis von V ist existieren A1, ..., A\, mit w = A\ vy +---+ N\, - v,
Dann gilt
Ai ? PUi, A v+ Ay vn) = (v, w).
denn vq,...,v, ist eine ONB und ¢ ist linear im zweiten Argument u

Definition. Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Fiir einen Untervektor-
raum U C V bezeichnen wir

Ut = {veV]p(u,v)=0 fir alleu € U}

als das orthogonale Komplement von U. Da ¢ linear im zweiten Argument ist, ist dies ein
Untervektorraum von V.
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Lemma 8.14. Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Fir jeden Unter-

vektorraum U C V gilt L
V=UsU" .

Mit anderen Worten, per Definition einer direkten Summe, siche [N1, S. 30], gelten fol-
gende beide Aussagen:

() V =U+U,
2) UNU* = {0}.

Beweis.

(1) Es sei v € V. Wir miissen zeigen, dass es u € U und w € U+ mit v = u + w gibt.

Wir wihlen eine Orthonormalbasis ui, . .., u, fir U, welche nach Satz [8.13] existiert.
Wir setzen

d
u = Y o(ujv)-u; € U.
j=1

Es geniigt zu zeigen, dass v — u € U+. Fiir beliebiges i € {1,...,d} fithren wir erst
einmal folgende Rechnung durch:

d d
o(us, v —u) = @(Ui,v - Z p(uj,v) 'Uj> = ¢(u;,v) — Z p(uj,v) - p(ui,uy) = 0.
j=1 T j=1 N——

= d0;5, da ONB
da ¢ linear im zweiten Argument Y

Aus der (anti-) Linearitét des ersten Argument von ¢ folgt nun, dass sogar fiir alle
Linearkombinationen @ der u; gilt: ¢(w,v — u) = 0.

(2) Es sei v € UNU*. Dann gilt p(v,v) = 0. Andererseits ist ¢ per Definition positiv
definit, d.h. aus ¢(v,v) = 0 folgt v = 0. Also ist U N U+ = {0}. |

8.5. Selbstadjungierte Endomorphismen. Wir beginnen dieses Kapitel mit einer harm-
losen Definition.

Definition. Es sei A = (a;;) € M(n xn,C). Wir sagen A ist hermitesch, wenn A = ZT, d.h.
wenn fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt: a;; = a;;.
Beispiel.

(1) Eine reelle Matrix ist genau dann hermitesch, wenn sie symmetrisch ist.

(2) Die komplexe Matrix A = <3321 3221) ist hermitesch.

Folgende Definition ist eher verwirrend.

Definition. Es sei (V, ¢) ein euklidischer oder unitéarer Vektorraum. Analog zu [N1, S. 86],
nennen wir einen Endomorphismus f: V' — V selbstadjungiert, wenn fiir alle v, w € V gilt:

p(v, f(w)) = o(f(v),w).

Wir werden im Folgenden die beiden Definitionen in Verbindung setzen.
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Beispiel.

(1) Es sei A = (a;;) € M(n x n,C) eine hermitesche Matrix. Fiir alle v,w € C" gilt
beziiglich der {iblichen hermiteschen Form (—, —) auf C™:
(v,A-wy = v1T-Aw = T A
4 4
denn (z,y) =77 -y denn A = ar

cw o = (A-U)T-w = (A v,w).

Wir haben also gezeigt, dass hermitesche Matrizen, aufgefasst als Endomorphismen
von C", selbstadjungiert sind.

(2) Genau das gleiche Argument wie in (1) zeigt, dass symmetrische reelle Matrizen,
aufgefasst als Endomorphismen von R”, selbstadjungiert sind.

Das folgende Lemma besagt, dass in gewisser Weise alle selbstadjungierten Homomor-
phismen durch hermitesche Matrizen gegeben sind.

Lemma 8.15. Es sei (V,p) ein euklidischer oder ein unitirer Vektorraum und es sei
X ={v1,...,v,} eine Orthonormalbasis. Fir einen Endomorphismus f: V — V gilt:

f ist selbstadjungiert <=  ®(f)x.x ist symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir unitidre Vektorrdume durch. Der Beweis fiir euklidische
Vektorrdume ist fast identisch, man muss sich nur keinerlei Sorgen um die komplexe Kon-
jugation machen. Wir setzen A := ®(f)x x und wir schreiben A =: (a;;) € M(n x n,C).

Dann gilt n
D> ij * Ui
i=1

per Definition von

= fw) = el )
1 ro=

®(f)x,x  nach Satz da X ONB
Also gilt per Definition, dass a;; = ¢(f(v;),v;). Nun folgt:

denn ¢ ist hermitesch

. . v
f ist selbstadjungiert < (v, f(w)) = ¢(f(v),w) fir alle v,w € V &
(

< (v, f(w)) = p(w, f(v)) fir alle v,w € V
< o(v, f(v) = (v, f(v;)) fir alle 4,5 € {1,...,n} & A = A’

da ¢ (anti-) linear in den
Argumenten geniigt es die Aussage
fiir eine Basis zu iiberpriifen [ |

Satz 8.16. Es sei (V, ) ein unitirer Vektorraum. Es sei f: V — V ein selbstadjungierter
Homomorphismus. Jeder Figenwert von f ist reell.

Beispiel. Satz besagt also insbesondere, dass die Eigenwerte jeder hermiteschen Matrix
reell sind. Insbesondere sind die Eigenwerte jeder symmetrischen reellen Matrix immer reell.
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Beweis. Es sei f: V — V ein selbstadjungierter Homomorphismus, es sei A € C ein Eigen-
wert von f und es sei v € V' ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

A (v, v) = P(v, A v) = e(v, f(v)) = e(f(v),v) = e(A-v,v) = A-p(v,v).
da ¢ linear im da )\ Eigenwert da f selbstadjungiert da A Eigenwert da ¢ anti-linear im
zweiten Argument ersten Argument

Da ¢ positiv definit ist gilt ¢(v,v) > 0, insbesondere ist ¢(v,v) # 0. Es folgt also, dass
A=X dh AeER. m

Lemma 8.17. Es sei (V,p) ein euklidischer oder ein unitirer Vektorraum und es sei f

ewn selbstadjungierter Endomorphismus von V. Es sei U C V' ein Untervektorraum. Wenn
f(U) C U, dann gilt auch f(U+) C U*.

Beweis. Es sei f: V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus mit f(U) C U. Wir
miissen zeigen, dass f(U+) C UL, Es sei also

w € Ut = {veV|plu,v) =0 fir alle u € U}.
Wir miissen zeigen, dass auch f(w) € UL. Es sei also u € U. Dann gilt in der Tat:
o(u, f(w)) = o(f(u),w) = 0.
+ +

da f selbstadjungiert da f(u) € U und w € U+ [ |

8.6. Der Spektralsatz. Folgender Satz ist ein wichtiger Spezialfall von [N1, Satz 22.9].

Satz 8.18. (Spektralsatz) Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Zu
jedem selbstadjungierten Endomorphismus f: V. — V ¢gibt es eine Orthonormalbasis von
Figenvektoren. (Nach Satz sind die zugehorigen Eigenwerte zudem reell.)

Fiir den Beweis des Spektralsatzes benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 8.19. Es sei (V, ) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Jeder selbstadjun-
gierte Endomorphismus f: V — V besitzt einen reellen Eigenwert.

Beweis von Lemma[8.19. Wenn (V) ein unitdrer Vektorraum ist, dann folgt die Aussage
sofort aus Korollar B.12] zusammen mit Satz [8.16]

Fiir euklidische Vektorrdume arbeiten wir mit einem kleinen Kniff. Es sei also (V, ¢) ein
euklidischer Vektorraum und es sei f: V' — V ein selbstadjungierter Homomorphismus.
Satz besagt, das V' eine Orthonormalbasis X = {vy,...,v,} besitzt. Lemma m
besagt, dass die zugehorige darstellende Matrix A = ®(f)x.x € M(n x n,R) symmetrisch
ist.

Wir kénnen A auch als hermitesche komplexe Matrix auffassen. Korollar besagt,
dass die Matrix A einen komplexen Eigenwert besitzt. Nach Satz muss dieser jedoch
schon reell sein. Also hat die Matrix A einen reellen Eigenwert. Es folgt nun aus Lemma [8.4]
dass auch f einen reellen Eigenwert besitzt. [
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Beweis von Spektralsatz[8.18 Wir beweisen den Spektralsatz mithilfe von Induktion nach
der Dimension des Vektorraums. Wenn dim(V') = 0, dann gibt es nichts zu beweisen.

Nehmen wir nun an, dass die Aussage gilt, wenn dim(V') < k. Es sei nun (V,¢) ein
euklidischer oder unitirer Vektorraum mit dim(V) = k£ und es sei f: V — V ein selbstad-
jungierter Endomorphismus.

Lemma besagt, dass f einen reellen Eigenwert besitzt. Es sei w € V' ein zugehoriger
Eigenwert. Indem wir notfalls w durch 5 ersetzen, kénnen wir annchmen, dass |w|| = 1.

Wir setzen W := R - w beziehungsweise W := C - w. Da w ein Eigenwert von f ist gilt
f(W) c W. Aus Lemma folgt, dass f(W+) C W+ und aus Lemma folgt, dass
dim(W+) = dim(V) — 1.

Da f: W — W weiterhin selbstadjungiert ist greift unsere Induktionsvoraussetzung

und wir erhalten eine Orthonormalbasis vy, ..., vx_1 von W, welche nur aus Eigenvektoren
besteht.

Aus Lemma folgt nun, dass w, vy, ...,v,_1 in der Tat eine Orthonormalbasis von V/
ist. Per Konstruktion sind w, vy, ..., v;_1 Eigenvektoren von f. [ |

Der folgende Satz gibt uns eine hiibsche Anwendung des Spektralsatzes.

Satz 8.20. (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen) Fliir jede symmetrische reelle
Matriz A € M(n x n,R) gibt es eine orthogonale Matriz P, so dass P"*AP eine diagonale
Matrix mit reellen Eintrdagen ist.

Beispiel. Wie auf Seite |79 betrachten wir die symmetrische Matrix

b= (1 ,D mit den Eigenvektoren v := <1 +1\/§) und w = (1 _1\@)

zu den Eigenwerten v/2 und —v/2. Diese Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Wenn

wir diese nun noch auf Linge 1 normieren erhalten wir eine Orthonormalbasis fiir R?, wel-

s 0] re
4422 1

(s (1HV2) e (1-V2) - ipp _ (V20
P = ( 1 " ), erhalten wir also P "BP = < 0 7\/§>

. S

che aus Eigenvektoren besteht. Wir setzen py =

Spalten sind Eigenvektoren
und die Matrix liegt in O(2)
Beweis. Es sei A € M(n xn,R) eine symmetrische Matrix. Aus der Diskussion auf Seite
wissen wir, dass A, aufgefasst als Endomorphismus von R" selbstadjungiert ist.
Aus dem Spektralsatz folgt, dass es eine Orthonormalbasis vq,...,v, € R" gibt,
welche aus Eigenvektoren von A besteht, wobei die zugehorigen Eigenwerte Aq, ..., A, alle
reell sind. Wir setzen P := (vy ... vy,).

(1) Es folgt aus Lemma [7.3] dass P € O(n).

Ao O
(2) Es folgt aus Satz[8.6, dass P~1AP = ( Do ) |
0 ... A\
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8.7. Orthogonale Matrizen. In diesem Teilkapitel wollen wir noch einige Aussagen iiber
orthogonale Matrizen herleiten.

Satz 8.21. Es sei A € O(n). Fir jeden Figenwert A € R gilt A € {£1}.

Beweis. Essei A € O(n), es sei A € R ein Eigenwert von A und es sei v € R™ ein zugehoriger
Eigenvektor. Es gilt

(v,v) = (A-v,A-v) = (A-v, -0) = N (v,0).
4 4
denn A € O(n) denn v ist Eigenvektor zum Eigenwert A

Da v # 0 gilt (v,v) # 0. Also folgt A\* = 1. Daraus wiederum folgt A = +1. [

Lemma 8.22. Es sei A € O(n) und U C R" ein Untervektorraum. Wenn A-U = U,
dann gilt auch A-U+ = U+,

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A - U+ C U*. Es sei v € U*. Wir miissen zeigen, dass
A-v € U*. Es sei also u € U. Dann gilt

(u,Av) = (A1 -y A1 Ay = (A 1-wv) = 0.
4 4
nach Lemma [7.4]ist auch A=1 € O(n) aus A-U=U folgt U =A"1.U

also ist A1 -u € U und da v € UL gilt (A7t -u,v) =0

Nachdem A invertierbar ist, folgt, dass Multiplikation mit A injektiv ist, also besitzen
A-U* und U+ die gleiche Dimension. Aus der Inklusion A-U+ C U+ folgt also auch, dass
A-Ut=U* [ |
Satz 8.23. Fs sei A € O(2).

(1) Wenn det(A) =1, dann ist A= R(yp) := (COS(SD) —sin(y)

© L
sin(¢) cos(go)) fiir ein ¢ € R.
(2) Wenndet(A) = —1, dann gibt es eine Orthonormalbasis v, w, wobei v ein Eigenvektor

zum Figenwert +1 und w ein Figenvektor zum Figenwert —1 ist.

Bemerkung. Es sei A € O(2). Satz macht folgende Aussagen:

(1) Wenn det(A) = 1, dann ist Anwendung von A gerade Drehung um einen Winkel ¢.
(2) Wenn det(A) = —1, dann ist Anwendung von A gerade Spiegelung entlang einer
Geraden R - v.

Drehung um Winkel ¢ Spiegelung entlang R - v




ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 89

Beweis.

(1) Wir nehmen zuerst an, dass det(A) = 1. Wir schreiben A = (v w). Nach Lemma [7.3]

bilden die Spalten v,w eine Orthonormalbasis von R?. Insbesondere ist |v]| = 1.
Aus dem Satz tiber die Polarkoordinatendarstellung, d.h. aus [Frll Satz 11.11], folgt,
cos()

dass es ein ¢ € R mit v = < ) gibt. Es geniigt nun folgende Behauptung zu

sin(y)

beweisen:

. _( —sin(p) )
Behauptung. Es ist w = ( cos(s) )

Wir schreiben w = (Z) Dann gilt

(I) Eos(cp) -a + sin(yp) - b =0 und (II) Eos(gp) -b—sin(yp) - a =1

=(v,w) =det(A)

Wir nehmen zuerst an, dass cos(yp) # 0.

_ _yp. sin(p) posint(e) > PV
= b 28 o cos(p) b+ S b = 1 ko (o) £ (e = cont)
folgt aus (1) Einsetzen in (IT) =1

und dann folgt auch a = —sin(y). Also ist A = R(¢). Wenn cos(¢) = 0, dann 16sen
wir nach b auf, und erhalten mit fast dem gleichen Argument die gleiche Aussage.
(2) Es sei nun det(A) = —1.

Behauptung. Die Matrix A besitzt einen reellen Eigenwert .

ebenfalls ein Eigenwert ist. Wenn A\ # A, dann folgt aus Satz|8.7] dass A diagonalisier-
bar ist mit Eigenwerten A, X. Aber dann folgt aus Lemma 8.2} dass det(A4) = A\-X > 0.
Dies wiederum widerspricht der Voraussetzung, dass det(A) = —1. Also besitzt A
einen reellen Eigenwert. H

Es sei nun v ein Eigenvektor zum Eigenwert A\. Wir konnen diesen auf |jv]| = 1
normieren. Da (R - v)* 1-dimensional ist gibt es ein w € R? mit ||w|| = 1, so dass
w = (R-v)*. Aus Lemma [8.22] folgt, dass A-w € (R-v)* = R - w. Es gibt also ein
peERmMit A - w=p-w.

Wir haben also eine Basis v, w von Eigenvektoren gefunden, welche zudem eine
Orthonormalbasis ist. Aus Lemma 8.6 folgt, dass A+ = det(A) = —1. Aus Satz
folgt nun, dass einer der beiden Eigenwerte = —1 und einer der beiden Eigenwerte
= +1. [

Nach Korollar besitzt A einen Eigenwert A € C. Es folgt aus Lemma/8.5] dass A

Der Rest dieses Kapitels wurde in der Vorlesung nicht behandelt, und ist damit nicht
offizieller Teil der Vorlesung.
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Wir betrachten zum Abschlufl noch Matrizen in O(3). Der folgende Satz ist etwas va-
ge formuliert, weil wir den Begriff “Drehung um eine Gerade” nicht eingefiihrt hatten.
Nichtsdestotrotz sollte die Formulierung anschaulich klar sein.

Satz 8.24. Jede Matriz A € O(3) mit det(A) = 1 beschreibt die Drehung um eine Gerade
in R3.

Beweisskizze. Es sei A € O(3) mit det(A) = 1. Wir bezeichnen mit f: R® — R3 den
Endomorphismus, welcher gegeben ist durch v — A - v.

Da 3 natiirlich ungerade ist folgt aus Satz dass A € O(3) einen Eigenvektor u
zu einem reellen Eigenwert A besitzt. Wir setzen K := (R - u)*. Nach Lemma gilt
f(K) = K. Zudem gilt:

det(A) = det(f) = det(Endomorphismus f|x: K — K) - .

Satz besagt, dass A = 1 oder A = —1. Wir unterscheiden daher jetzt zwei Fille.

(1) Wenn A = 1, dann folgt aus Satz [8.23] dass f|x: K — K eine Drehung ist. Also ist
f eine Drehung um die Gerade R - u.

(2) Wenn A = —1, dann folgt aus Satz [8.23] dass f|x einen Eigenvektor v € K zum
Eigenwert +1 und einen Eigenvektor w € K zum Eigenwert —1, und v und w stehen

senkrecht aufeinander. Aber dann ist f gerade Drehung um die Gerade R - v um den

Winkel 7. [ |
u mit EW =1 u mit EW = —1

— U Zu EW =1
— w zu EW = —1

—— K= R-u)t
~ Drehung um R - u
Drehung um R - v mit Winkel 7
Skizze fiir den Beweis von Satz M
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9. DER SATZ VON TAYLOR

In Analysis I hatten wir gesehen, dass wir Funktionen auf R in der Umgebung von
einem Punkt durch die Taylorpolynome approximieren kénnen. Ganz analog wollen wir jetzt
Taylorpolynome in mehreren Variablen einfithren, um Funktionen auf R™ zu approximieren.

9.1. Die Taylorpolynome aus der Analysis I. Bevor wir Taylorpolynome fiir Funktio-
nen R"” — R einfiihren, erinnern wir an das Taylorpolynom aus der Analysis I.
Definition. Es sei I C R ein offenes Intervall, es sei g: I — R eine k-mal differenzierbare
Funktion und ¢ € I. Dann heif3t
k
1

pr(t) = pre(t) == X

m=0

970 (t =)

m!

das k-te Taylorpolynom von g bei ¢. Wir bezeichnen die Differenz ¢(t) — py (t) manchmal
als das k-te Restglied bei c.

Bemerkung. Zur Erinnerung, das Taylorpolynom py(¢) am Punkt ¢ zeichnet sich nach [Fr1,
Lemma 21.3] dadurch aus, dass fiir alle m = 0,. ..k gilt:

() = g™(),
d.h. die ersten k& Ableitungen von py .(t) und ¢ stimmen am Punkt ¢ iiberein.

___— Graph von f(t) =2 —sin(t) + ¢ - sin(t)
\ Graph des 2. Taylorpolynoms
t)=2—t+1t*

Taylorpolynome “approximieren” die urspriingliche Funktion in der Nahe eines Punk-
tes ¢. Der folgende Satz [Frll Satz 21.4] macht den anschaulichen Begriff einer “Approxi-
mation” prézise.

Satz 9.1. Es sei [ C R ein offenes Intervall, es sei g: I — R eine k-mal differenzierbare
Funktion und ¢ € I. Dann gilt:

. g(t) _ pk,c(t) _
}tlgg (t—c)* =0
Oder, mithilfe von Lemma[6.4) anders ausgedriickt, es ist

glc+&) = pelc+€) +o(eh).

Im Folgenden wollen wir noch etwas besser verstehen, wie weit sich denn nun das Tay-
lorpolynom von der urspriinglichen Funktion unterscheidet. Wir erinnern an die Restglied-
formel von Taylor, welche wir als [Frll, Satz 21.6] in Analysis I bewiesen hatten.
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Satz 9.2. (Restgliedformel von Taylor) Es sei I C R ein offenes Intervall, es sei
g: I — R eine k-mal differenzierbare Funktion und ¢ € I. Dann gilt fiir jedes t € I:

t
(k) (g
g(t) = pk_l,c(t) + f ?k—(l))' (t— S)k—l .
t
aF) (g ’
_ (](t) - pkfl(t) = f (2 (1>)' . (t o S)k,*l ds

——— Graph von g

‘ / ¢ t \\ Graph des (k — 1)-ten Taylorpolynoms bei ¢
Abbildung: Illustration von Satz
Folgender Satz gibt eine weitere Abschéitzung des Restgliedes des Taylorpolynoms.
Satz 9.3. (Restgliedformel von Lagrange) FEs sei I C R ein offenes Intervall, es sei

g: I — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und es sei ¢ € I. Zu jedem t € I
existiert ein 0 zwischen ¢ und t, so dass

9(t) = Prre®) + 77 9®(0) - (¢ - o).

Bemerkung.

(1) Fiir k£ = 1 ist die Aussage der Restgliedformel von Lagrange nur eine Umformulierung
des Mittelwertsatzes der Integralrechnung, siehe [Frll, Satz 15.11].
(2) Der Term - - g™ (6)- (t—c)* &hnelt dem k-ten Summanden des k-ten Taylorpolynoms

k
pr(t) = X_:O L. gt (c) - (t — ¢)™, der einzige Unterschied ist, dass wir ¢ (6) anstatt
g% (c) betrachten.
Beweis (x). Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass ¢ < t. Der Fall, dass ¢ > t
wird ganz analog bewiesen. Wir miissen zeigen, dass es ein 0 € (¢, t) gibt, so dass
) k!
g( )(0) = \(g(t) - pk—l(ﬂ)} ’ (t—c)k'

-~

=9l (k)
=/ Gonr 9 (s)ds, nach

der Rcestgliedformel von Taylor

Wir miissen also ein 6 € (¢, t) finden, so dass

§(0) = (=) g (s) ds.

=
o ~—s8

(t—c)*

Wir wollen solch ein # mithilfe des Zwischenwertsatzes [Frll, Satz 8.3], angewands
auf die nach Voraussetzung stetige Funktion ¢*), finden. Ganz analog zum Beweis
des Mittelwertsatzes [Frll, Satz 15.11] der Integralrechnung schrénken wir uns dabei
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ein auf ein Teilintervall [a, b], so dass ¢*) an den Endpunkten maximal und minimal
wird.

Nach Voraussetzung ist die Funktion ¢g*) auf dem kompakten Intervall [c,t] stetig. Nach
dem Beschranktheitssatz [Frl, Satz 8.1] existieren also a,b € [c, t], so dass

1]
g™ (a) < g®(s) < g"(0)
fir alle s € [c, t].

Damit der mittlere Term genauso ausschaut, wie der gewiinschte Wert fiir g (),
vollziehen wir jetzt folgende drei Umformungen:

(a) wir multiplizieren die Ungleichung mit der (auf dem Intervall [c, ¢] nicht-negativen

Funktion) (t — s)*71,
(b) wir integrieren von ¢ bis ¢,

(¢) wir multiplizieren mit (f%)k

Es folgt aus der Monotonieeigenschaft des Integrals [Frll, Lemma 15.5], dass die Unglei-
chungen erhalten bleiben. Wir erhalten also, dass

t t ‘
k _ k B k -
(t—c)F -f(t—s)k hg(a)ds < (t—c)* -f(t—s)k HgW(s)ds < (t—c)* 'f(t—s)k t-g") (D) ds.
:g(@(a).% =g(k)(b)-(t_kc)k

Die linke und die rechte Seite vereinfachen sich zu ¢*)(a) und ¢'*)(b), und wir erhalten die
Ungleichung ¢
g®(a) < o f(t —s)k L. g (s)ds < g®(b).

C

Nach Voraussetzung ist g**) stetig. Also existiert nach dem Zwischenwertsatz [Fr1l, Satz 8.3]

ein ¢ zwischen a und b, so dass

t
g® () = 0 _’fc)k -[(t — sk gW) () ds. .

9.2. Die Taylorformel im R". Die Idee ist nun eine Funktion R” — R in der Néhe eines
Punktes P durch ein Polynom in n Variablen zu approximieren. Analog zum 1-dimensional
Fall wollen wollen wir jetzt ein Polynom, dieses Mal in n Variablen &, ..., &, einfiihren,
dessen partielle Ableitungen am Punkt P bis zu einem fest gewédhlten Grad k& mit den
partiellen Ableitungen von f iibereinstimmen.

Wenn man sich diese Idee etwas durchdenkt landet man bei folgender Definition.
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Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Es sei P € U. Wir bezeichnen [

Plib) = > &%

Z: amil o 8mi7n f(P) ’ gil T 5im'

J/

- Qm(gh 7571)
als das k-te Taylorpolynom von f im Punkt P.
Beispiel. Wenn n = 1, dann gibt es fiir jedes m genau die Moéglichkeit ¢4 = --- =14, = 1

zu beriicksichtigen, d.h. wir bilden genau die m-te Ableitung von f. Es folgt, dass

k

1 m m

p(©) = X L) e

m=0 """

Wenn P = 0, dann ist dies gerade das iibliche Taylorpolynom aus der Analysis I. Wenn

P # 0, dann erhalten wir das Taylorpolynom aus der Analysis I um “P auf der x-Achse
verschoben”.

Bemerkung. Diese Definition wirkt am Anfang etwas einschiichternd, aber wie fiir das k-
te Taylorpolynom in Analysis I betrachten wir wieder fiir m = 0,...,k die (partiellen)
Ableitungen von Grad m. Nachdem es viele solche partiellen Ableitungen gibt, miissen wir
notgedrungen auch alle partiellen Ableitungen von Grad m beriicksichtigen.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir fast durchgehend nur die Taylorpolynome
Do, P1, P2 betrachten. Wir wollen daher im Folgenden explizite Formeln fiir die Polynome
qo, ¢1 und @9 und damit auch fiir die Taylorpolynome pg, p; und ps geben.

Beobachtung 9.4. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Fir P € U hatten wir definiert:

qm(gh"'agn) = WL i_

9 )
Z_ drsy " Oy, F(P) - &ix+ oG

im=1
Fiir kleine m vereinfacht sich das wie folgt:

(m = 0) Wl &) = A(P)

(m=1) a1 &) = Y gf(P)-&

(WL: 1) q2(§1,...,£n) = %ii ax?zxj g 5]

i=1 j=

Wir koénnen jetzt den wichtigsten Satz dieses Kapitels formulieren: @

40Selbst wenn es die Notation etwas verheimlicht, der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein Polynom
in den Variablen &1,...,&,.

4 Spezialfall n = 1 ist die Aussage von Satz dquivalent zu der Aussage von Satz allerdings
mit einer etwas anderen Notation.
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Satz 9.5. (Satz von Taylor) Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. FEs sei P € U. Wir bezeichnen mit py, das k—te Taylorpolynom
von f im Punkt P. Dann gilt

FP+8) = pe(©) + o([€]®).
Der Beweis des Satz [9.5 von Taylor beruht auf folgendem Satz.

Satz Es sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, es sei P € U und es sei zudem
& € R™ ein Vektor. Fiir allet € R gilt

GHP+t-6) = LEIP+E-9)6

Wir stellen im Folgenden erst die Idee fiir den Beweis des Satzes von Taylor vor.
Danach werden wir die Details ausarbeiten.

Beweisidee. Es sei f: R™ — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und es sei P € R".
Das Ziel ist also zu zeigen, dass man fiir “kurze” Vektoren £ € R™ den Funktionswert
f(P+¢) durch pg(&) anndhern kann.

Der Beweis von Satz besteht grob gesprochen aus den folgenden drei Schritten.

(1) Fiir jedes “kurze” £ wollen wir f(P + &) annihern, dazu betrachten wir fiir jedes &
die Funktion R — R®

t — f(P+t-9§).
Wir kénnen nun die Restgliedformel von Lagrange auf diese Funktion und mit
t = 1 anwenden.

(2) Um das Ergebnis aus (1) mit Satz in Verbindung zu bringen, miissen wir die
Ableitungen von t — f(P +t-¢) durch die partiellen Ableitungen von f ausdriicken.
Fir £ = 1 und k£ = 2 hatten wir solche Formeln schon in den S&tzen und
formuliert und bewiesen.

(3) Wir miissen dann noch zeigen, dass die Aussagen fiir jedes einzelne ¢ dann auch in
der Tat die gewiinschte Aussage liefern. Hierbei verwenden wir, dass f k-mal stetig
differenzierbar ist, d.h. wir kénnen den Fehlerterm in der Restgliedformel von
Lagrange in der Néhe von 0 kontrollieren.

9.3. Beweis des Satz von Taylor. In diesem Kapitel werden wir die obigen drei
Schritte fiir den Beweis von Satz[9.5] ausfithren. Wir beginnen dieses Kapitel mit folgendem
Satz, welcher dem 2. Schritt entspricht.

Satz 9.6. Es sei f: R" — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € R"
und zudem sei & € R™ ein Vektor. Dann ist die Funktion
g:10,1] — R
t — f(P+t-§)
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k—mal stetig differenzierbar, und es gilf‘_?'
0
g(k)(t) = Z émk"'ax f(P+t-8) &, &,

7:1 ..... Zk 1
Bemerkung. Fir k = 1 entspricht dieser Satz gerade der Aussage des oben zitierten Sat-
zes [7.6) und fiir k& = 2 ist dies Satz[7.7] Wir werden den jetzigen Satz mithilfe eines Induk-
tionsarguments auf Satz [7.6] zurtickfiihren.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist dies der
gerade erst zitierte Satz[7.6] Wir fiihren nun den Induktionsschritt & — 1 ~» k durch. Wir
nehmen also an, dass die Aussage fiir £ — 1 gilt. Dann folgt, dass

Induktionsannahme Linearitét von Ableitungen
! n N
d (p_ d 0 0

= 2 e Prr9) bk

11

Vv
hierauf wenden wir Satz [[.6] an

= 2 S (G P 9) &b G

ik 1j=1 axlk 1
- B
¥ zlzz;c 13%';0” 7f(P+t 5) gik.”gil'

wir ersetzen j durch iy.

Wir haben damit den Induktionsschritt vollzogen, insbesondere haben wir jetzt den Satz
bewiesen. |

Der folgende Hilfssatz entspricht gerade den oben genannten ersten beiden Schritten im
obigen Programm fiir den Beweis von Satz |9.5]

Satz 9.7. Es sei f: R" — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. AufSerdem sei
P € R". Wir bezeichnen mit px_1 das (k — 1)-ste Taylorpolynom von f am Punkt P. Fir
alle Vektoren & € R™ existiert ein 0 € [0, 1], so dass

fP+8) = pea(6) + 5 Z ax%"'ax J(P+0-8) &\ &,

11,..0,0=1

Beweis. Wir wenden die Restgliedformel [0.3] von Lagrange an auf die Funktion

ggR — R
to= g(t):=f(P+t-¢),

n n n n
42Dje Notation 5. ist eine Abkiirzung von 3. >0 -+ 3.

i1,eyin=1 i1=1 ig=1  ip=1
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mit ¢ = 0 und ¢ = 1. Es existiert also 6 € [0, 1], so dass

fP+8) = g(1) = pa() + g-9M(0)
e AGEE P e L RN
folgt aus Satz e m

Wir kénnen nun Satz beweisen.

Beweis von Satz[9.4. Wir beweisen Satz im Spezialfall, dass U = R™ und P = 0.
Der allgemeine Fall wird fast genauso bewiesen. Es sei also f: R"™ — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Wir miissen nun zeigen, dass

F(&) = pr(€) = olllEll").

Mit anderen Worten, wir miissen folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 gibt, so dass

1£(&) —pe(©)] < e-|I€|” fiir alle £ € B;(0).
Es sei also € > 0. Nach Satz existiert zu jedem £ € R™ ein 0 € [0, 1], so dass

O = ma©) + F Ym0 Gk

Es folgt:
£ =Pl = [£(8) = Pra($) — ar()]

= ';% ) ax%@.. FO-€) &Gy — & D g o F(0) -6, -

’ gik

i1, =1 Tiy i1,eyip=1
= f(§)-pr-1(§) nach der Wahl von ¢ =qk (f)
<do > L9 - 5l o) ] 6
—_ k' i Zk:l aﬁzk'ale axik...amil 1 1k
— - <€l <li&ll
nkF Summanden S——
o <lgll*
1
< NIl - max | T £ ) — gl 0)]

miissen ¢ > 0 finden, so dass der Term < e fiir alle £ € Bs(0)

Aus der Stetigkeit der k-fachen partiellen Ableitungen folgt, dass es ein § > 0 gibt, so dass
fur alle 41,...,i4, € {1,...,n} und y € Bs(0) gilt:

" o N
‘Wﬂy)_mﬂo)" < e

'k 1
Es folgt aus der obigen Abschéitzung, dass dieses ¢ die gewiinschte Eigenschaft besitzt. W
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9.4. Das zweite Taylorpolynom und die Hesse-Matrix. Es sei U C R" offen und
f: U — R eine geniigend oft stetig differenzierbare Funktion. Zudem sei P € U. Das erste
Taylorpolynom ist gegeben durch

pi&)= @(&) +a(é) = f +Z%f )& = f(P)+(Grad f(P),§) = f(P)+Dfp-¢&.

Beobachtung [0.4

Mit anderen Worten, das erste Taylorpolynom ist im Prinzip nichts anderes die iibliche
Linearisierung. Insbesondere ist in diesem Fall die Aussage des Satz von Taylor nichts
anderes als die Aussage von Satz

Wir wenden uns jetzt dem zweiten Taylorpolynom zu. Es folgt aus der obigen Berechnung
zusammen mit Beobachtung [0.4] dass

p2(§) = f(P)+ (Grad f(P),¢) +2 ZZ@@ 355 )& &5

i=1 j=1
Unser Ziel ist nun den Term rechts notationsméfig zu entschlacken. Wir fithren dazu die
Hesse-Matrix ein:

Definition. Es sei U C R™ offen, P € U ein Punkt und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Die n x n—Matrix

02 02
52 0x1 011 f(P) T Oxg 8xnf(P)
Hess f(P) = (6x-8xjf(P)) = : 5
® i,5=1,....n 52 92
Oxy, 011 fe) ... Oxy, Oy, i)

wird als die Hesse-Matrix von f im Punkt P bezeichnet.

Bemerkung. Nach dem Satz von Schwarz sind die partiellen Ableitungen von zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen vertauschbar. Es folgt, dass Hess f(P) eine symmetri-
sche Matrix ist.

Diese Hesse-Matrix erlaubt uns nun das zweite Taylorpolynom elegant aufzuschreiben.
Lemma 9.8. Es sei U C R" offen, P € U ein Punkt und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

p2(€) = f(P) +(Grad f(P),€) + 35 - (& Hess f(P)-£).

Beweis. Das Korollar folgt aus der obigen Gleichung und der elementaren Berechnung, dass
fiir eine beliebige n x n-Matrix H = (h;;) und einen beliebigen Vektor £ = (§i,...,¢&,) € R”

gilt: . .
<§7H£> = <(§1’7§ﬂ)a<l§1hlz£7v7Z;1hm§7)>
= ;hli'fl'Si‘f‘""i‘;hm'fﬂ'& = EZhﬂ & & -

Jj=1l1=
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Wir beschlieen das Kapitel mit folgender, hoffentlich hilfreicher Interpretation von den
Werten (v, Hess f(P) - v):

Lemma 9.9. Es sei U C R" offen, P € U und es sei f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei v € R™ ein Vektor und € > 0, so dass P+t -v € U fiir
alle t € (—e,€). Fir die Funktion

g: (—e,e) — R
t — f(P+t-v).
gt 90) = J(P)
g(0) = (Grad f(P),v)
#(0) = {v Hess f(P)-v).
Beweis. In Satz [7.6] und Satz [7.7] hatten wir die erste und zweite Ableitung der Funktion
g(t) = f(P+t-v) am Punkt ¢ = 0 durch die einfachen und zweifachen partiellen Ablei-

tungen von f ausgedriickt. Mithilfe der Definitionen und der Berechnung vom Beweis von
Lemma erhélt man problemlos die Aussagen des Lemmas. [ |

Graph einer Funktion f: U — R die Steigung ist (Grad f(P),v)
| Werte der Funktion t — f(P+tw) die zweite Ableitung

£(P) //betmgt (v,Hess f(P) - v)
—

Graph der Funktion
/ ts f(P+t-v)

Vektor v I /
TUCR? alle t € R mit der Figenschaft, dass P +t-v € U
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10. LOKALE EXTREMA

10.1. Definition von lokalen Extrema. Folgende Definition erweitert die dementspre-
chende Definition aus [Er1l, Kapitel 13.1].

Definition. Es sei X ein metrischer Raum (z.B. eine Teilmenge von R”) und essei f: X — R
eine Funktion.

(1) Wir sagen, f nimmt in P € X das globale Minimum an, wenn

f(P) < f(Q) fiir alle Q € X.

(2) Wir sagen, f nimm in P € X ein lokales Minimum an, wenn es eine offene Umgebung

V von P gibt, so dass
f(P) < f(Q) fiir alle @ € V.

(3) Wir sagen, f nimmt in P € X ein striktes lokales Minimum an, wenn es eine offene
Umgebung V' von P gibt, so dass

F(P) < f(Q) firall P£QeEV.

Ganz analog definieren wir globales Maximum und (striktes) lokales Maximum. Ein (strik-
tes) lokales Extremum ist ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum.

Graph von Funktionen f: R? — R

bei a wird das globale
Maximum von f bei b liegt ein striktes
angenomimen lokales Maximum vor, denn

f(b)> f(y) fiir alle y € V\{b}
Beispiel. Wir betrachten die Funktion
iR - R
(r,y) — 2-22+3-y*+5.
Die Funktion f nimmt bei (0,0) das globale Minimum an, denn fiir alle (x,y) # (0,0) gilt:
flz,y) = 2-22+3-y*+5 i 5 = f(0,0).

aus (z,y)#(0,0) folgt 20 oder y# 0, also ist 2- 22>0 oder 3-y*>0

bei ¢ besitzt f
ein lokales Minimum aber
kein striktes lokales Minimum

Dies zeigt, dass man manchmal ganz leicht per Hand nachweisen kann, dass ein lokales oder
globales Minimum vorliegt.

Folgendes einfaches Lemma wird sich immer wieder als hilfreich herausstellen.
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Lemma 10.1. Es seip: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdaumen
und es sei f:Y — R eine Funktion. Es sei P € X. Wenn f: Y — R bei p(P) € Y ein
lokales Maximum annimmt, dann nimmt fop: X — R bei P € X ein lokales Mazimum
an.

Graph von f: Y —R

_~ Graph von
fop: X—=R

2

Nlustration von Lemma .

Beweis. Wir nehmen also an, dass f bei ¢(P) € Y ein lokales Maximum annimmt.
(1) Es gibt also eine offene Umgebung V von ¢(P) € Y, so dass f(¢(P)) > f(Q) fir alle

QeV.
(2) Satz Nbesagt, dass ¢~ 1(V) eine offene Umgebung von P ist.
(3) Fir alle @ € ¢ (V) gilt damn (f 0 )(P) > (0 )(Q). C

Unser Ziel in den folgenden Kapiteln ist es Methoden kennenlernen, um lokale und globale
Extrema von Funktionen explizit zu bestimmen. Wir erinnern dazu erst einmal an folgende
Séatze aus der Analysis L.

Satz 10.2. [Frll, Satz 13.1] Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei f: I — R eine
differenzierbare Funktion. Wenn f ein lokales Extremum in xo € [ annimmt, dann ist

]U(.'I}o) = 0.
Satz 10.3. [Erll, Satz 13.6] Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei f: I — R eine
Funktion, welche zweifach differenzierbar ist. Zudem sei xq € I.

bei xq liegt ein lokales Minimum vor = f'(zo) =0 und f"(z9) >0
bei xg liegt ein striktes lokales Minimum vor <= f'(x¢) =0 und f"(xq) > 0.

lokales Minimum, f'(b) =0, jedoch f'(¢)=0und f"(c)>0, also
also f'(a)=0 und f"(a)>0 kein lokales Extremum striktes lokales Minimum

Wir wollen im Folgenden der Frage nachgehen, inwieweit sich Satz und Satz
auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

10.2. Lokale Extrema I. Es ist offensichtlich, dass das Differential von f: U — R (oder
dquivalent, der Gradient), die Rolle der 1. Ableitung spielt, und wir erhalten, nicht {iber-
raschend, folgenden Satz:
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Satz 10.4. Es sei U C R” offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn f in P € U ein lokales Extremum von f annimmt, dann gilt
Grad f(P) = 0.

Graph von f: U —- R
~ die Funktion t > f(P +1 - e3) besitzt
— ein lokales Maximum in ¢ = 0, also ist

of ¢ i,
d_qéf(P) = ﬁf(P—i-t-eg)‘t:O —0.

— U

f nimmt in P ein lokales Maximum an

Beweis. Es sei i € {1,...,n}. Nachdem U offen ist gibt es ein € > 0, so dass P +1t-¢; € U
fiir alle ¢ € (—e, €). Es folgt:

per Definition Satz [10.2]

+ } +
of Y odf (—€¢) R M
(P) = dt< t = f(P+t-e) )Jt:O = 0

(.

es folgt aus der Voraussetzung

und Lemma dass diese
t

Funktion bei ¢ = 0 ein
lokales Extremum annimmt

Wir haben also gezeigt, dass alle partiellen Ableitungen von f am Punkt P verschwinden.
Insbesondere haben wir bewiesen, dass Grad f(P) = 0. [

Die Rolle der 2. Ableitung einer Funktion f: (a,b) — R iibernimmt im mehrdimensio-
nalen die Hesse-Matrix. Es ist auf den ersten Blick vielleicht nicht offensichtlich, was die
Verallgemeinerung von ¢”(z) > 0 sein soll. Der folgende Satz gibt uns eine Idee, wie wir
diese Aussage auf den mehr-dimensionalen Fall verallgemeinern kénnen.

Fast der gleiche Beweis wie von Satz liefert uns folgende Aussage.

Satz 10.5. Es sei U C R" offen und es sei f: U — R eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion. Wenn f am Punkt P € U ein lokales Minimum annimmt, dann gilt fir alle

£ e R", dass (f,Hess f(P) f> > 0.

Beweis. Es sei £ € R™. Nachdem U offen ist gibt es ein € > 0, so dass P+t -& € U fiir alle
t € (—e,€). Es folgt:

folgt aus Lemma Satz 0.3l
Vo !
eressiryg 2 E(Te) 2 E L
t=0

J/

TV -
lokales Minimum bei ¢t = 0
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Im Hinblick auf Satz stellt sich nun die Frage, wie man bei einer symmetrischen
Matrix H feststellen kann, dass (£, H - £) > 0 fiir alle £ € R". Wir werden dieser Frage im
folgenden Exkurs beantworten.

10.3. Exkurs: Definite Bilinearformen. Wir bewegen uns noch einmal in den Bereich
der linearen Algebra.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Bilinearform ist ein bilineare Abbildung
p: VxV = R

Beispiel. Jede Matrix A € M(n x n,R) definiert eine Bilinearform:
O4:R"xXR* — R
(v,w) = vI-A-w = (v,A-w)

Fiir A = id ist dies das iibliche Skalarprodukt auf R".

Definition. [N1, S. 74] Es sei ¢ eine Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V.

¢ heifit positiv definit <= ¢(v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0}
¢ heiflt positiv semidefinit = o(v,v) >0 fiir alle v € V.

Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit.
© heifit indefinit <= © ist weder positiv noch negativ semidefinit
d.h. es gibt v€V mit p(v,v) <0 und ve€V mit (v, v)>0.

Beispiel. Es seien Ay, ..., \, reelle Zahlen. Wir betrachten die diagonale Matrix

Moo 0 S| .
D=|: " |, danmgiltfir = | : |, dass Op(&,¢) = &7-D-€ = Y\ - &2
0 ... M\ &n =1
Es folgt leicht aus dieser Berechnung:
die Bilinearform ©p ist positiv definit <= alle \; sind > 0
die Bilinearform ©p ist positiv semidefinit <= alle \; sind > 0
die Bilinearform ©p ist indefinit <= es gibt positive und negative \;.

Definition. Wir sagen zwei Bilinearformen ¢: V x V — R und ¢: W x W — R sind
isometrisch, wenn es einen Isomorphisms f: V' — W gibt, so dass gilt:

o(v,v9) = Y(f(v1), f(v2)) fir alle vy,v9 € V.

Bemerkung.

(1) Isometrische Bilinearformen haben die gleiche Definitheit. D.h. wenn ¢ und % iso-
metrisch sind, dann ist beispielsweise ¢ positiv definit genau dann, wenn 1 positiv
definit ist.
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(2) Es sei (V, ¢) eine Bilinearform auf einem Vektorraum mit Basis vy, ..., v,. Man kann
nun problemlos zeigen, dass (V) isometrisch ist zu der Form ©4: R" x R" — R,
wobei A = (¢(vi,v))ij=1,..n-

Das folgende Lemma beantwortet die Frage, welche Matrizen denn nun isometrische
Bilinearformen definieren.

Lemma 10.6. Es seien A, B € M(n x n,R). Dann gilt:
es gibt ein
sind isometrisch <= P € GL(n,R)
mit A= PT.B-P.

R*"xR" —+ R R"xR"™ — R
(v,w) =~ v Aw un (v,w) =~ v Bw

=04 =Op

Beweis. Es sei P € GL(n,R). Dann gilt

v P - v ist eine Isometrie <= O4(v,w) = Op(Pv, Pw) fir alle v,w € R”
< vl Aw = (Pv)T BPuw fiir alle v,w € R"

< v Aw =T (PTBP)w fiir alle v,w € R"
< el'Ae;j = el (PTBP)e; fiir alle i,j € {1,...,n}
< A=P"'BP. n

Im Folgenden Interessieren wir uns, auch im Hinblick auf Satz und die obige Be-
merkung, nur fiir Bilinearformen der Form © 4 (v, w) = (v, A-w). Wir fithren dazu folgende
Definition ein.

Definition. Es sei A € M(n x n,R) eine Matrix.
A heiit positiv definit <= = (v, A-v) > 0 fiir alle v € R™\ {0}
A heifit positiv semidefinit <= (v, A-v) >0 fiir alle v € R™.
Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit. Zudem definieren wir:
A heifit indefinit : <= A ist weder positiv noch negativ semidefinit.

Der folgende Satz besagt nun, dass man an den Eigenwerten ablesen kann, ob eine sym-
metrische Matrix A definit oder indefinit ist.

Satz 10.7. Es sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gilt:
A ist positiv definit
A ist positiv semidefinit

A ist negativ definit
A ist negativ semidefinit

alle Eigenwerte von A sind positiv
alle Eigenwerte von A sind > 0
alle Eigenwerte von A sind negativ
alle Eigenwerte von A sind <0,

(R

zudem, gilt L . : . N
A ist indefinit <= A besitzt positive und negative Eigenwerte.

Bemerkung. In Ubungsblatt 7 werden wir sehen, dass die Aussage von Satz im Allge-
meinen fiir nicht-symmetrische Matrizen nicht gilt.
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Beweis. Es sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix. Nach dem Spektralsatz [8.20)
gibt es eine orthogonale Matrix P, so dass

Ao 0
P'AP = | @ . 1],
0 ... A

wobei A, ..., \, reell sind. Es folgt:
da P orthogonal folgt aus

nach Lemma [[0.0] Lemma dass PT = p~1
" 4
A positiv definit <= PT AP positiv definit <= P LAP positiv definit

A1 0
— ( Do ) positiv definit <= alle \;’s sind positiv
T 0 ... )\n T

nach Wahl von P siehe Diskussion auf Seite 103

<= alle Eigenwerte von A sind positiv
/I\
denn es folgt aus Satz[8.6] und Satz dass

A1, ..., A\, gerade die Eigenwerte von A sind
Alle weiteren Aussagen werden ganz analog bewiesen. [

Der folgende Satz macht die “«<"-Richtung der ersten beiden Aussagen vom vorherigen
Satz noch etwas préziser.

Satz 10.8. Es sei A € M(n xn,R) eine symmetrische Matriz. Wenn X der kleinste Eigen-
wert von A ist, dann gilt fir alle £ € R™:

(& A-€) > X [l¢I””
Beweis. Es sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass A eine diagonale Matrix ist mit diagonalen Eintrdgen A;,...,\,. Dann gilt fiir alle

u € R™ dass n n
(o Aopy = p"Ap = S N > XY pd = A |l
i:l:: i=1

Es sei nun A € M(n x n,R) eine beliebige symmetrische Matrix. Der Spekralsatz gibt
uns eine orthogonale Matrix P, so dass

A ... 0
P 'AP = D = o],
0 ... X\,

wobei A1, ..., \, gerade die Eigenwerte von A sind. Es sei nun £ € R™. Dann gilt
ALy = ({P(PTAP)PLE) = (PRED-PTRE) > M PTREE = M€
(€48 (& P > ) P-E) N (P71-¢, £) - [P~ N 1€]]
da P orthogonal ist da X kleinster Lemma, [7.3]
nach Lemma [7.4] Eigenwert von D

auch P! orthogonal [ ]
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Wir beschlielen das Kapitel iiber Eigenwerte und definite Matrizen mit der Diskussion
von 2 x 2-Matrizen. Im Folgenden erinnern wir daran, dass die Spur einer n x n-Matrix
A = (a;;) definiert ist als

tr(A) := > a; = Summe der Diagonaleintriige von A.
i=1

Folgendes Lemma gibt nun fiir 2 x 2-Matrizen eine einfache Methode, um schnell festzu-
stellen, ob die Matrix definit oder indefinit ist.

Lemma 10.9. Es sei A eine symmetrische 2 X 2-Matrixz. Dann gilt

A st positiv definit <= det(A) > 0 und tr(A) > 0,
A ist negativ definit <= det(A) > 0 und tr(A) <0,
A ist indefinit <= det(A) < 0.

Beweis. Nachdem A symmetrisch ist gibt es nach dem Spektralsatz [8.20] eine orthogonale

Matrix P, so dass \ 0
plap = (¢ )
0 n
eine diagonale Matrix ist. Aus Lemma [8.2] wissen wir, dass
det(P'AP) = det(A)
tr(P7'AP) = tr(A).
Da P orthogonal ist, folgt aus Lemma [7.3] dass P! = PT. Also folgt aus Lemma [10.6}

P~ AP ist positiv definit < A ist positiv definit.
—pT

und

Es geniigt also das Lemma fiir diagonale 2 x 2-Matrizen zu beweisen. Aber fiir solche
Matrizen folgt die Aussage aus einer elementaren Fallunterscheidung, je nach Vorzeichen
von A und pu. [

10.4. Lokale Extrema II. Nach dem kurzen Ausflug in die Lineare Algebra kehren wir
jetzt gestidrkt zur Analysis zuriick. Wir wollen also jetzt unsere Analysis-Fahigkeiten und
unsere erworbenen Kenntnisse aus der linearen Algebra kombinieren.

Wir fiihren erst einmal folgende Definition ein.

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Wir
sagen P € U ist ein kritischer Punkt von f, wenn Grad f(P) = 0.
Mit dieser Definition kénnen wir Satz noch einmal etwas anders formulieren.

Satz Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn f in P € U ein lokales Extremum von f annimmt, dann ist P ein kritischer Punkt
von f, d.h. es ist Grad f(P) = 0.

Mit der Sprache vom vorherigen Teilkapitel konnen wir jetzt zudem die Aussage von

Satz wie folgt formulieren.
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Satz 10.10. Es set U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Fir P € U gilt:

f hat im Punkt P ein lokales Minimum = Hess f(P) ist positiv semidefinit
f hat im Punkt P ein lokales Mazimum =— Hess f(P) ist negativ semidefinit.

Insbesondere gilt

Hess f(P) indefinit —

f nimmt im Punkt P weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Mazximum an.

Graph von f(z,y) =2 +y*+1 Graph von f(z,y) = 2% — y* + 3

& \i/'

2 0\ .. . .
0 _2> ist indefinit

7/

Hess f(0,0) = (3 g) ist positiv definit Hess f(0,0)= (

Beweis. Die erste Aussage ist genau die Aussage von Satz [10.5l Die zweite Aussage wird
ganz analog zur ersten Aussage bewiesen. Die letzte Aussage folgt sofort aus den ersten
beiden Aussagen. [ |

Der folgende Satz gibt die deutlich interessantere Aussage, dass man mithilfe der Hesse-
Matrix zeigen kann, dass ein striktes lokales Extremum vorliegt.

Satz 10.11. Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Es sei P € U ein kritischer Punkt, d.h. ein Punkt mit Grad f(P) = 0. Dann gilt:

Hess f(P) ist positiv definit = bei P liegt ein striktes lokales Minimum vor
Hess f(P) ist negativ definit => bei P liegt ein striktes lokales Mazimum vor.

Bemerkung.

(1) Essei U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Aus
dem Satz von Schwarz folgt, dass Hesse-Matrizen symmetrisch sind. Wir kénnen
also mithilfe von Satz und Satz leicht iiberpriifen, ob eine Hesse-Matrix
positiv (semi-) definit ist.

(2) Die Kombination aus Satz [10.11| und [10.10| gibt uns nun die ersehnte Verallgemeine-
rung von Satz zum mehrdimensionalen Fall.

Beuspiel. Es sei a € R. Wir betrachten die Funktion
f:R? - R
(r,y) = 22+y*+a-z-y.
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Wir wollen alle lokalen und globalen Minima bestimmen. Wir machen uns also auf die
Suche nach kritischen Punkten:

Grad f(z,y) = (0,0) 3;123 _ 8 = (2 ;>(§>

=(2z+a-y,2y+a-x) N e’
wenn a # +2,
dann ist det # 0

(a=+2) Wenn a = 2, dann ist f(z,y) = 2* + y* + 22y = (x + y)*. Die kritischen Punkte
sind genau die Punkte der Form (¢, —t). An diesen Punkten ist f = 0, und an
allen anderen Punkten gilt f > 0. Wir sehen also, dass f an jedem Punkt der
Form (¢, —t) ein lokales (aber nicht striktes) Minimum annimmt.

(a=—=2) Wenn a = —2, dann ist f(z,y) = 2? + y* — 22y = (z — y)®. Wir sehen also,
dass f an jedem Punkt der Form (¢,t) ein lokales (aber nicht striktes) Minimum

annimmt.
(a#+£2) Wenn a # +2, dann ist (0,0) der einzige kritische Punkt. Wir berechnen

Hess f(0,0) = (Z ;)
Da tr(Hess f(0,0)) = 4 > 0 und da det(Hess f(0,0)) = 4 — a? folgt aus Lem-
ma und Satz [10.10| und Satz [10.11] dass gilt:

la| <2 < Hess f(0,0) ist positiv definit < f hat lokales Minimum in (0, 0)
la| >2 < Hess f(0,0) ist indefinit < f besitzt kein lokales Minimum.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite wird natiirlich ganz analog bewie-
sen. Wir betrachten also den Fall, dass Grad f(P) = 0, und dass H := Hess f(P) positiv
definit ist. Wir miissen folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es gibt ein § > 0, so dass
f(P+¢) > f(P) fiir alle £ € Bs(0) \ {0}.

Es sei nun A\ der kleinste Eigenwert von H. Nachdem H positiv definit ist, folgt aus
Satz dass A > 0. Fiir £ € R™ gilt nun:

f(P+E) = f(P)+ (Cradf(P).€) + 1 (€.H-€) +p(6)., wobei o(€) = of[¢]2).
4 - ———

fOlgt aus dem Satz @ =0 nach Voraussetzung > M- €)13,
von Taylor zusammen nach Satz
mit Lemma

Nachdem ¢(&) = o(||¢]|*) gibt es insbesondere ein § > 0, so dass

1 ) :
() < 7 A liEll® fiir alle & mit ||| < 4.
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Dann folgt fiir alle £ # 0 € Bs(P), dass

F(P4E) = F(P)+ 3 M EP+0(€) = F(P)+ 5 A lIEIP = A€l = F(P)+ Al > £(P).
0 0
denn aus ||€]| < § da&#0und A >0
folgt ¢(€) > —3A - [[€]

Wir haben also gezeigt, dass f im Punkt P ein striktes lokales Minimum annimmt. [ |
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11. GLOBALE EXTREMA

11.1. Das Innere und der Rand. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Nach Satz 8.2], beziehungsweise Korollar [3.10, nimmt f ein
globales Maximum an einem Punkt xy € [a, b] an. Es gibt zwei Moglichkeiten:

(1) Der Punkt z liegt im Inneren des Intervalls. Wenn f auf (a,b) differenzierbar ist,
dann folgt aus Satz [10.2] dass f'(zo) = 0.
(2) Der Punkt z, ist einer der Randpunkte des Intervalls.

Ableitung 77

a ) b a b = Zo
globales Maximum wird im globales Maximum wird am
Inneren angenommen Rand angenommen

Diese Beobachtung fithrt uns zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus 11.1. (Bestimmung von globalen Maxima) Es sei f: [a,b] — R eine
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall. Wir nehmen an, dass f auf (a,b) differen-
zierbar ist.

(1) Wir bestimmen alle kritischen Punkte von f, d.h. alle Punkte in (a,b) an denen die
Ableitung verschwindet und wir berechnen die zugehdrigen Funktionswerte.
(2) Wir berechnen f an den Randpunkten des Intervalls.

Das globale Mazimum von f auf [a,b] ist dann das Mazimum der Funktionswerte, welche
wir in (1) und (2) berechnet haben.

In diesem Kapitel wollen wir uns iiberlegen, wie wir diesen Algorithmus verallgemeinern
konnen, um fiir Funktionen auf kompakten Teilmengen von R™ das globale Maximum zu
bestimmen.

wie kann man das globale Maximum bei folgenden Definitionsbereichen bestimmen?

&
b NI

Scheibe B Kreis S1 Rechteck Kugel B’ Zylinder

Wir beginnen unsere Diskussion des mehrdimensionalen Falls mit folgendem Lemma.
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Lemma 11.2. Es sei K C R" eine Teilmenge und es sei f: K — R eine Funktion. Wenn
f: K — R"™ im Punkt P € K ein lokales Extremum annimmt, und wenn es ein € > 0 gibt,

so dass B.(P) C K und so dass f auf B.(P) differenzierbar ist, dann gilt Grad f(P) = 0.
o Grad f(P) =0

Graphvon f: K - R ——

f: K — R nimmt lokales Maximum an

Beweis. Es folgt aus Lemma dass B.(P) eine offene Teilmenge von R" ist. Es folgt also
aus Satz angewandt auf die Einschrankung f: B.(P) — R, dass Grad f(P)=0. H

Lemma [11.2] motiviert nun folgende Definition.

Definition. Es sei A C R” eine abgeschlossene Teilmenge.

(1) Wir sagen, P € A ist ein innerer Punkt von A, wenn es ein € > 0 gibt, so dass
B.(P) C A. Andernfalls sagen wir, dass P ein Randpunkt von A ist.

(2) Die Menge der inneren Punkte bezeichnen wir als das Innere von A, und die Menge
der Randpunkte bezeichnen wir als den Rand A von A.

P B.(P)Z A der Rand 90A von A

abgeschlossene Menge A C R? P B(P)CA das Innere von A

Beispiel. In der folgenden Tabelle bestimmen wir das Innere und den Rand von mehreren
Teilmengen von R"™.

Teilmenge A von R das Innere von A der Rand von A
[a, b] (a,b) {a, b}
[a,00) (a,00) {a}
Teilmenge A von R” das Innere von A der Rand von A
R” R” %)
B'={veR"||v]| <1} | B"={z e R"||v] <1} | S"' = {z e R"|[|v] = 1}
Sl ={v e R||v| =1} 1%} St

In der Abbildung sehen wir zudem fiir drei verschiedene abgeschlossene Teilmengen von R?
das Innere und den Rand.
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\ ) were Punkte /
das Innere von B’ ist die offene Scheibe B2

., Randpunkte
der Rand von B’ ist der Kreis S!

Es sei nun K C R™ eine kompakte Teilmenge und es sei f: K — R eine stetige Funktion.
Korollar 3.10| besagt, dass f ein globales Maximum besitzt. Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

(1) Das globale Maximum wird an einem Punkt P im Inneren angenommen, oder
(2) das globale Maximum wird an einem Punkt P am Rand angenommen.

Im ersten Fall konnen wir dieses P mithilfe von Lemma und etwas Gliick aufspiiren.
Fiir den zweiten Fall benotigen wir einen neuen Gedanken. Wir betrachten dazu erst einmal
ein Beispiel.

Beispiel. Wir wollen das globale Maximum der Funktion
f: EQZ{(az,y) eR?|2?+¢y* <1} — R
(z,y) = z+y

bestimmen.

(1) Nachdem Grad f(z,y) = (1,1) immer ungleich null ist, besitzt f im Inneren von B
keine kritischen Punkte.
(2) Das globale Maximum von f wird also auf dem Rand

0B = S' = {(z,y) e R* |2 +y* =1}
angenommen. Um das Maximum dort zu finden betrachten wir die Abbildung

p: [0,27] — St
t — (cos(t),sin(t)).

Diese Abbildung ist surjektiv, also gilt:
maximaler Wert von f auf S' = maximaler Wert von f o p auf [0, 27].

Es geniigt also das globale Maximum der Funktion

fop:[0,2n] — R
t — (fop)(t) = cos(t)+ sin(t)

zu bestimmen. Mithilfe von Algorithmus kann man problemlos zeigen, dass das
globale Maximum dieser Funktion v/2 betriigt.

Wir haben also gezeigt, dass das globale Maximum von f: B SR gegeben ist durch v/2.
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Der folgende Algorithmus — welcher nicht unbedingt immer anwendbar ist — verallgemei-
nert jetzt den obigen Losungsansatz.

Algorithmus 11.3. (Bestimmung von globalen Maxima II) Es sei K C R" eine
kompakte Teilmenge und es sei f: K — R eine stetige Funktion, welche auf dem Inneren
von K differenzierbar ist.

(1) Wir bestimmen alle kritischen Punkte von f im Inneren von K und berechnen die
zugehdrigen Funktionswerte.

(2) Wir wdhlen eine geeignete surjektive Abbildung p: A — OK (genannt “Paramet-
risierung”) und bestimmen das globale Mazimum von fop: A — R. (Beispielsweise
kann es hilfreich sein, wenn A ein Intervall oder ein Rechteck ist.)

Das globale Mazimum von f: K — R ist dann das Maximum der Funktionswerte, welche
wir in (1) und (2) berechnet haben.

Graph von f: K - R

Graph von fop: A—R I

AN

1 p 7 7 T 0K
/ AN Parametrisierung o
A x kritische Punkt von f

im Inneren von K

Beweis. Es folgt aus Korollar dass f: K — R das globale Maximum an einem Punkt
P annimmt.

(i) Wenn P im Inneren von K liegt, dann folgt aus Lemma [11.2] dass wir mit (1) den
Punkt P finden.

(ii) Wir nehmen nun an, dass P am Rand von K liegt. Da p: A — 0K surjektiv ist, ist
f(P) nun auch der maximale Funktionswert von fop: A — R. Dieses haben wir in
(2) bestimmt.

In beiden Fallen haben wir also den maximalen Funktionswert bestimmt. [ |
Beispiel. Es seien a; < as und b; < by und es sei

fZ .\Kv: [al,ag] X [bl,bgl — R

={(z,y) | z€la1,a2] und ye€[b1,b2]}

eine stetige Funktion, welche im Inneren des Rechtecks K differenzierbar ist. Eine leich-
te Verallgemeinerung von Algorithmus [11.3] schldgt nun folgendes Verfahren vor um das
globale Maximum von f zu finden:

(1) Wir finden alle kritischen Punkte von f im offenen Rechteck (a1, as) x (b, b2) und
berechnen die zugehérigen Funktionswerte.
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(2) Wir verwenden insgesamt vier Parametrisierungen um den Rand des Rechtecks ab-
zudecken:

a1, a] = R? [br,bs) & R? a1, a5) = R? by, o] = R
t = (t,b), t = (ag,t), t — (t,ba), t — (ag,t).

Wir bestimmen jeweils das globale Maximum der Verkniipfung der Parametrisierung
mit der Funktion f.

Wir nehmen dann wieder das Maximum aller Werte, welche wir in (1) und (2) bestimmt
haben, und erhalten den maximalen Funktionswert von f.

bg' b2 / _— OK
- K = [ay,a3] X [by, ba]
0 B
R | g = a
a1 a2 ay a2

Um Algorithmus|[11.3] auf interessantere Beispiele anzuwenden, miissen wir Kreise, Schei-
ben, Kugeln und Sphéren sowie Zylinder (-Oberflichen) parametrisieren. Wir werden im
folgenden Teilkapitel verschiedene wichtige Abbildungen kennenlernen, welche, manchmal
mit gewissen Abwandlungen, verwendet werden kénnen um diese Objekte zu parametrisie-
ren.

11.2. Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphirische Koordinaten.
Wir fithren in diesem Teilkapitel die Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphé-
rische Koordinaten ein. Diese sind ganz allgemein — auch losgelost von der jetzigen Dis-
kussion — wichtig. Im darauffolgenden Teilkapitel werden wir dann sehen, wie wir diese
verwenden kénnen um Teilmengen von R? und R? zu parametrisieren.

11.2.1. Polarkoordinaten.
Notation. Wir betrachten die Abbildung
P: RZO xR — R?

)}

r ist der Abstand zum Ursprung T P(r, ) = (r - cos(g), r - sin())

Winkel ¢

T

Bemerkung. Der Satz iiber die Polarkoordinatendarstellung [Er1l, Satz 11.11] besagt, dass
die Abbildung P: Rsq x [0, 27] — R? surjektiv ist, und dass fiir ;7" > 0 und ¢, ¢’ € R
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gilt, dass
P(r,p)=P(r',¢)) <= r=7r"und p=¢ + 27 -k wobei k € Z.
Definition. Wenn (z,y) = P(r,¢), dann bezeichnen wir r und ¢ als Polarkoordinaten von

(x,y). Die Diskussion oben zeigt, dass fiir einen Punkt (z,y) # (0,0) die Polarkoordinaten
(r, ), bis auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt sind.

11.2.2. Zylindrische Koordinaten. Bevor wir die Zylinderkoordinaten und die sphérischen
Koordinaten betrachten, fithren wir noch eine Definitionen ein, welche uns in der Beschrei-
bung der verschiedenen Koordinaten behilflich sein werden.
Notation. Fiir ¢ € R schreiben wir:
Strahl S, = {(r-cos(p),r sin(p))|r >0}
Halbebene  H, := {(r-cos(¢),r-sin(p),z)|r >0 und z € R}.

Se =A{(rcosp, rsing)|r e Rxo} H,:={(rcosp,rsinp,z)|r € Rso und z € R}

"o o

N — — der Schnitt der Halbebene H,,
> > mit der xy-Ebene ist
X x der Strahl S
¢ ist der Winkel v
vom Strahl S, zur z-Achse Winkel ¢

Notation. Wir betrachten die Abbildung
Z: Rzo xR? — R?
7 - cos(p)
(ryp,2) — | r-sin(p) |.
z

A fir r > 0 liegt der Punkt

__— P =(rcosp,rsing,z)
Y

in der Halbebene
7 H, :={(rcosp,rsing, z)|r € Rsg und z € R}

7’

. @ Projektion P’ = (rcosp,rsiny,0) vom Punkt P auf die zy-Ebene

> T

. T ‘%
v ist der Winkel vom Vektor OP’ zur z-Achse

r ist der Abstand von P’ = (r cos ¢, rsin ¢, 0) zum Ursprung
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Bemerkung. Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass die Abbildung
Z: Ry x [0,27] x R — R3 surjektiv ist Zudem folgt, dass fiir r,7" > 0, ¢, ¢’ € R und
2,2 € R gilt

Z(ryp,2) =20, ¢, 7)) <= r=rz2=2ud p=¢ + 27k wobei k € Z.

Definition. Es sei P = (x,1y,2) € R3. Wenn P = Z(r, ¢, z), dann bezeichnen wir (r, o, 2)
als Zylinderkoordinaten von P. Die obige Bemerkung besagt, dass fiir einen Punkt (z,y, 2)
mit (z,y) # (0,0) die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), bis auf Addition von einem Vielfachen
von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt sind.

11.2.3. Sphdrische Koordinaten. Zuletzt fithren wir noch die sphérischen Koordinaten ein.

Notation. Wir betrachten die Abbildung
SZRZ(]XRXR — R3
7 - cos(¢) - sin(6)
(r,p,0) — | r-sin(ep) -sin(d) |.
r - cos(0)
Lemma 11.4.
(1) Der Punkt P = S(r,¢,0) hat Abstand r vom Ursprung.
(2) Firr >0 und 0 € [0, 7] liegt der Punkt P := S(r,¢,0) in der Halbebene H,,.

(3) Fiir 0 € [0, 7| betrdgt der Winkel vom Vektor O? zur positiven z-Achse gerade 0.

Winkel 0 P =5(r,¢,0)

- Sphére von Radius r
Winkel ¢ —
Y

~ Halbkreis ist Schnitt der Halbebene H,
mit der Sphére von Radius r

Aquator

~—

Lemma. 11.4l
(4) Fiir ein fest gewdhltes r > 0 ist die Abbildung
S:[0,27] x [0,7] — R3
r - cos(ip) - sin(G))

(p,0) — (r - sin(y) - sin(6)
r - cos(0)

eine Parametrisierung der 2-dimensionalen Sphdre mit Radius r.
Beweis. Es seien r € R>g und ¢, 0 € R.

(1) Es folgt aus einer leicht heroischen Rechnung, unter Verwendung von cos? +sin? = 1,
dass [|S(r, ¢, )] =r.
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(2) Es ist
(r - cos(¢p) - SiD(H)) { (S . cos(cp)) }
r-sin(p) -sin(f) | € H, = s-sin(p) | |s€Rspund z€ R p .
7 - cos(6) z
(3) Es ist

B (S(r,p,0),e3)
US(r, p,0), e3) ¥ arceos <HS(n ©,0)]| - H63H>

siehe Definition auf Seite

rcos(@)-l) _ 0

= arccos(
r-1

(4) Diese Aussage kann mit etwas Nachdenken auf den Satz tiber die Polarkoordinaten-
darsellung sowie den Zwischenwertsatz der Analysis I zuriickgefiihrt werden. [

Definition. Es sei P = (z,y,z) € R. Wenn P = S(r, ¢, 0), dann bezeichnen wir (7, ¢, 0) als
sphérische Koordinaten (oder auch Kugelkoordinaten) von P = (z,y, 2).

Bemerkung. Wenn (z,vy,2) € R3 ein Punkt ist, welcher nicht auf der z-Achse liegt, d.h.
wenn (z,y) # (0,0), dann kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir v, > 0,
0, ¢ € Rund 0,0" € (0, ) gilt

S(r,p,0) =S, ¢,0) <= r=10=0 und p=¢' + 27 -k wobei k € Z.

Anders ausgedriickt, fiir einen Punkt (x,y, z) mit (z,y) # (0,0) sind die sphérischen Ko-
ordinaten (r,¢,0) mit 6 € (0,7), bis auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢,
eindeutig bestimmt.

11.3. Parametrisierungen. Mit den Abbildungen des vorherigen Teilkapitels kann man
nun verschiedene Teilmengen von R? oder R? elegant parametrisieren. Wir fithren das nur
an zwei Beispielen aus.

(1) Wir betrachten den Zylinder
Z = {(z,y,2) eR*|2* +y* <9 und z € [-1,2]}.

Wir geben eine Parametrisierung des “oberen Deckels” und der “Mantelfliche”.

Parametrisierung des “oberen Deckels” Parametrisierung des Mantels

I

[0,3] %[0, 27] — R?
T COS (p
(r,p) = | rsing

0,27 x[~1,2] — R?
3cos
(p,2) — | 3sing

2 z
——= ] —
=Z(rp,2) l =Z(3,p.2)

Zylinder mit Radius 3 und z-Koordinate zwischen z = —1 und z = 2



118 STEFAN FRIEDL

(2) Wir betrachten
M = {(z,y,2) e R®*|2* + 9+ 22 =1und 2 > 0,y > 2,2 > 0}.
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12. DIE NORM VON MATRIZEN UND ABSCHATZUNGEN VON FUNKTIONSWERTEN

Folgender Satz ist ein Korollar zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus der Ana-
lysis I, siehe [Frl, Satz 13.2].

Satz 12.1. (Schrankensatz) Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem
offenen Intervall I. Wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |f'(x)| < C fir alle x € I, dann gilt

fiir beliebige s, t € I, dass
[f(s) = f)] < C-[s—1.

Beweis. Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall I mit

der Eigenschaft, dass |f'(z)| < C fiir alle x € I. Es seien zudem s,t € I. Wenn s = ¢, dann

ist die gewiinschte Ungleichung trivialerweise erfiillt. Wir nehmen also an, dass s # ¢. Dann

gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein £ zwischen s und ¢, so dass
-t

s—t

Es folgt, dass
1f(s) = f@) = [f(E)]1s .

= n
foTt ; \»\ durchschnittliche Steigung ist w
T Steigung der Tangente bei &
PR st f1(g) = =1

Anders ausgedriickt, Satz besagt, dass wenn wir eine Schranke fiir den Absolut-
betrag der Ableitung besitzen, dann kénnen wir den Abstand zwischen Funktionswerten
abschétzen.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist eine analoge Aussage fiir differenzierbare Abbildungen
f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R" zu finden. Diese Verallgemeinerung wird
dann im weiteren Verlauf der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen.

Definition. Fiir eine stetige Abbildung f = (f1,..., fm): [a,b] — R™ definieren wir

fbf(t)dt = (fbfl(t)dt,...,fbfm(t)dt) c R™

d.h. wir integrieren die Abbildung f komponentenweise.
Wir erinnern an folgendes Lemma.

Lemma. 4.3} Fiir jede stetige Abbildung v: [a,b] — R™ gilt:

fv(t)dtH < [|o@ldt  €R

a
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Beweis. Wir geben hier einen zweiten Beweis des Lemmas. Der erste Beweis auf Seite
war direkt, der Beweis den wir jetzt geben ist sehr elegant, aber fillt etwas vom Himmel.
Wir setzen b
= [o(t)dt € R™.

Wenn |ju|| = 0, dann gibt es nichts zu zeigen. Wir kénnen also annehmen, dass ||u| > 0.
Dann gilt
b b
| foterae| = 1ud? = Guy = (o, foce ar)
a a b b
- <(u1, ), (fvl(t) dt,..., [vm(t) dt>>
m b a a
i=1  a
b m
= [ > u-v(t)dt
a 1=1
b b
= [ {wo@®))dt < [l [lo@ldi = full- f lo(#)
a T a
die Cauchy-Ungleichung besagt, dass fiir z,y € R"™ gilt {z,y) < ||z] - ||ly]]
Das Lemma folgt nun indem wir durch ||Ju|| kiirzen. |

Wir konnen jetzt die Verallgemeinerung des Schrankensatz formulieren und be-
weisen. Die Rolle der Ableitung spielt dabei natiirlich das Differential, und anstatt dem
Absolutbetrag der Ableitung betrachten wir die Norm des Differentials. Wir erinnern an
folgende Definition von Seite

Definition. Die Norm einer reellen m x n-Matrix A ist definiert als
|A||l = max{||4-v||v€R" mit [|v]| =1}.
Wir konnen jetzt das einzige echte Ergebnis von diesem kurzen Kapitel formulieren und

beweisen.

Satz 12.2. (Schrankensatz) Es sei U C R™ offen und f = (f1,..., fm): U — R™ eine
stetig differenzierbare Abbildung. Es sei x € U und v € R"™ ein Vektor, so dass x+t-v € U
fiir alle t € [0,1]. Wir setzen

C = sup |Df(z+t-v)|.

i t€[0,1]
Dann gilt
If(z +v) = F@)| < C-ol.
Beweis. Fir eine stetige Abblldung f: la,b] = M(m x n,R) definieren wir das Integral

ff(t)dt € M(m x n,R)

(t)|| dt.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 121

—— Graphvon f: U - R

— x4+ v

indem wir jeden Matrixeintrag separat integrieren. Mit dieser Definition kénnen wir nun
folgende Behauptung aufstellen.

Behauptung. Es gilt: 1
PR fav - g@) = (DSt ) 0 e R
0
mXT:K/[atrix

Es geniigt die Aussage fiir die m verschiedenen Koordinaten zu beweisen. Es sei also
i€ {l,...,m}. Dann gilt
1
d
filz +v) = fi(x) = f dtf (x+t-v)
T

Hauptsatz der Differential- und Sa
Integralrechnung mit g(t) = f;(z+t-v)

1
=i-te Koordinate von <f Df(z+t-v) dt) v
0
A H

m X n-Matrix
Mithilfe der Behauptung kénnen wir jetzt die eigentliche Aussage des Satzes beweisen:

n 1

Q

5‘7]

1 n
f > Ofi (x+t-v)- v]dt =
0

j=1 % 7=10

— |

z [0 Lineantat des Integrals

+

folgt aus der Behauptung folgt aus der Linearitit des Integrals

!

o)

f(z+v) — £l i“ <Olef(x+t.v) dt) "

1
< [IDf(z+t-v)vldt < fHDf (z+t-v)]]- Hdet<fC [o]} dt = C[|v]].
0 ﬁ_/

T T =¢
nach Lemma [£.3] nach Lemma (2) gilt [|A-v]| < A - ||lv]| |
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13. BANACHRAUME UND DER BANACHSCHE FIXPUNKTSATZ

In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Auf den
ersten Blick hat dieser wenig Bezug zu dem eigentlichen Ziel dieser Vorlesung, ndmlich dem
Studium von Abbildungen R™ — R™. Wir werden aber spéter sehen, dass der Banachsche
Fixpunktsatz eine essentielle Rolle im Beweis von zwei sehr wichtigen Aussagen spielt.

13.1. Banachriume. Wir erinnern an folgende Definition von Seite [5]

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V.|| — ||) bestehend aus einem Vektor-
raum V iiber R und einer Norm auf V', d.h. einer Abbildung
=1V = Rx
v ol

mit folgenden Eigenschaften:

(1) v = 0 <= ©v=0 (positive Definitheit)
(2) Ao = |- |lv] fir alle A € R und v € V' (Homogenitét)
3) JJv+w| < ||v]+|w| @ firalev,weV (Dreiecksungleichung).

Beispiel. In Lemma [I.1] hatten wir gezeigt, dass
| — || R* — RZO

(x1,... 1) =2 — |z] = szn: i (Euklidische Norm)
=1

eine Norm auf R" definiert.

Notation. Fiir eine nichtleere Teilmenge A C R™ definieren wir

C(A,R™) := Vektorraum aller stetigen Abbildungen A — R™

Wenn A ein kompaktes Intervall ist, dann kénnen wir auf diesen Vektorrdumen zwei
interessante Normen einfiihren.

Definition. Es sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir f € C([a,b], R™) definieren wir:
Supremumsnorm 1Fll == sup {||f(z)|||z € [a,b]}
b

Integralnorm  I(f) = f||f(a:)||dx

Lemma 13.1. Sowohl die Supremumsnorm als auch die Integralnorm sind in der Tat
Normen auf dem Vektorraum C([a, b], R™).

3T Craph vou f:[L,6] =R 37 _ Graph von ¢g:[1,6] =R
e B 2 -
ol Ifl=2 2 loll =3
/ I(f) =5 1 I(g) ist klein
1 6 1 6
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Beweis. Die Supremumsnorm hatten wir schon auf Seite [7] behandelt. Mithilfe der Eigen-
schaften des Integrals kann man auch problemlos nachweisen, dass die Integralnorm in der
Tat eine Norm ist. [ |

Es sei (V.|| —||) ein normierter Vektorraum. Nach Satz definiert d(v,w) := ||v — w||
eine Metrik auf V. Wir erhalten also den Begriff von Konvergenz von Folgen, sowie den
Begriftf von Cauchy-Folgen. Wir schreiben im Folgenden die Definitionen von Seite
und [I8 in unserem Kontext noch einmal auf.

Definition. Es sei (V, || — ||) ein normierter Vektorraum, es sei (v, )nen eine Folge in V' und
es sei v € V. Wir definieren

limov, =v <= V 3V |lun—v] <e

n—o00 e>0 NeN n>N

(Un)nen ist Cauchy-Folge = GYO N%N m;’zN |vm — vn|| < €.

Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum C([0, 1], R) und die Folge von Funktionen
fo: 0,1 = R
{ s+n-z, wemnz € [0,1),
r =

: wenn z € [+, 1].

N

Diese Funktionen sind alle stetig, also definieren diese Funktionen eine Folge von Elementen
des Vektorraums C([0, 1], R). Es sei zudem f die konstante Funktion f(x) = 2.

2
(1) Fur alle n € N gilt: || f, — fll = 1.
(2) Fiir alle n € N gilt:  I(f, — f) = =

%-
Es folgt:
(1) Im normierten Vektorraum (C([0,1],R), || — ||) konvergiert (f,)nen nicht gegen f.
(2) Im normierten Vektorraum (C([0, 1], R), I) konvergiert (f,)nen gegen f.
3 ] 3
2 2 — f
L 1
2 2
j — I I
1o 2 ;1 2
Definition. Ein normierter Vektorraum (V, || — ||) heiBt Banachraum, wenn der zugehdorige
metrische Raum vollsténdig ist, d.h. wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.
Beispiel.
(1) In Lemma hatten wir gesehen, dass der normierte Vektorraum (R", | — ||euk)

vollstandig ist. Also ist dies ein Banachraum.
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(2) Wir betrachten den Vektorraum C'([—1,2],R) aller stetigen Funktionen [—1,2] — R
zusammen mit der Integralnorm. Wir werden im Folgenden sehen, dass der normierte
Vektorraum (C([—1,2],R),I) kein Banachraum ist. Wir betrachten dazu die Folge
von Funktionen

fni[-1,2] - R

0, wenn x € [—1,0),
T n-xz, wennz € [0,1),
1, wenn z € [+, 2].

Diese Funktionen sind alle stetig, also definieren diese Funktionen eine Folge von
Elementen des Vektorraums C([—1, 2], R). Fiir n > m gilt:

1
2 m
1
[(fo=fu) = [ fal@) = fu(@)lde = [ |ful2) = fulo)ldz < —.
-1 4 0 4
die Funktionen unterscheiden sich auf dem Intervall [0, -]
nur auf dem Intervall [0, %] unterscheiden sich die beiden

Funktionen maximal um den Wert 1

Es folgt, dass (fn)nen eine Cauchy-Folge beziiglich der Integralnorm [ ist. Anderer-
seits konvergiert die Folge nicht in dem normierten Vektorraum (C([—1,2]),I). In
der Tat, wenn es einen Grenzpunkt f der Folge (f,)nen in (C([—1,2]), ) gébe, dann
miisste gelten f(x) = 0 fir x € [-1,0) und f(x) = 1 fur x € (0,2]. Aber es gibt keine
stetige Funktion auf [—1,2] mit solchen Eigenschaften.

Der folgende Satz besagt nun, dass sich die Supremumsnorm ganz anders als die Inte-
gralnorm verhélt.

Satz 13.2. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Der Vektorraum
C([a,b],R¥) = Menge aller stetigen Abbildungen f: [a,b] — R¥
mit der Supremumsnorm, d.h. mit der Norm

Il = sup { [If(2)]l | € [a,0]}
st ein Banachraum.
Beweis. Wir beginnen mit zwei Vorbereitungen:

(i) Fiir eine beliebige (nicht notwendigerweise stetige) Funktion g: [a, b] — R* definieren
wir nun
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lgll := sup{llg(z)[[ | = € [a,b]}  C RxpU{oo}.
Es gilt also ||g|| = oo, wenn g unbeschrénkt ist.
(ii) Fir jedes x € [a, b] folgt dann aus der Definition des Supremums, dass

lg@)ll < lgll
Wir beginnen jetzt mit dem eigentlichen Beweis. Es sei also (f,: [a,b] — R¥),cy eine
Cauchy-Folge in dem normierten Vektorraum ((Cla, b], R*), || —||). Wir miissen nun zeigen,

dass es ein f € C([a, b], R¥) gibt, so dass die Folge (f,)nen beziiglich der Supremumsnorm
gegen f konvergiert.

Behauptung 1. Fiir jedes x € [a, b] existiert der Grenzwert f(z) := lim f,(x).
n—oo

Es sei z € [a,b]. Da R¥ nach Lemma vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dass die
Folge (f.(7))nen eine Cauchy-Folge in R” ist. Wir miissen also zeigen

eYO NEelN mmvzzv i = faull <€ — eYO NEelN mn\’LV/zN HMH <€
=(fm—Ffn)(x)
Dies folgt sofort aus der Vorbereitung (ii) angewandt auf g = f,, — fa. H

Behauptung 2.
V 3 Y = fall<e

e>0 NeN n>N

Es sei also € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N € N so dass fiir alle n,m > N gilt
||fn — fmll < 5. Insbesondere gilt fiir alle n > N, dass

If = fall = sup{|f(2) = fu(2)|| |2 € [a,0]}
_ Sup{HTg& (fnl2) — fol@)) H ‘aze [a,b]} <

(. /

< €.

DO |

fiir m> N gilt nach Vorbereitung (ii)
fmxif"m S fmffn < £
folgt aus f(z) = lim f(x) ([ fm(2) (@)]| <] | < £ .
m— 00

Es verbleibt folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung 3. Die Funktion f: [a,b] — RF ist stetig.

Es sei also xq € [a, b] und es sei zudem € > 0 gegeben. Wir miissen nun zeigen: es existiert
ein 0 > 0, so dass

|f(z) = flzo)|l < € fir alle x € (29 — 9,20+ 6) N [a, b].

Die vorherige Behauptung zusammen mit Vorbemerkung (ii) besagt, dass wir Kon-
trolle tiber || f(z) — fu(z)| fir alle € [a,b] zugleich haben. Die Stetigkeit der f,
besagt, dass wir fiir jedes n € N Kontrolle tiber || f,(z) — fn(x0)|| erhalten. Mithilfe
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folgender Abschatzung konnen wir dann diese Informationen auf unsere Problemstel-
lung anwenden:

1 () = Flo)ll < [[f(2) = fa(@)| + [[falx) = falzo) | + I fn(x0) = f(20)l[-

Die Idee ist nun, n € N und ¢ > 0 so geschickt zu wihlen, dass alle drei Terme jeweils
kleiner als £ sind.

Es folgt aus Behauptung 2, dass ein n € N existiert, so dass

(A) 1f () = fu@)ll < § fiir alle y € [a, b].
Wegen der Stetigkeit von f,, existiert zudem ein § > 0, so dass

(B) [ fu(®) = fulzo)| < % fir alle x € (g — 0,20 + 0) N [a, b]
Dann gilt fiir alle x € (xg — 0,29 + d) N [a, b], dass
1f(z) = flzo)ll < [[f(2) = ful@)|| + I fa(z) = ful@o)l| + |[[fn(zo) = f(zo)]| < e

TV NV TV
<§ wegen (A) <§ wegen (B) <5 wegen (A) ]
_____ cmoeo, s __— Funktion f(z) = lim f,(x)
e - n—00

N T es gilt If = fall < 5 und f, ist stetig

13.2. Der Banachsche Fixpunktsatz. Bevor wir den Banachschen Fixpunktsatz formu-
lieren, fithren wir noch zwei Begriffe ein:

Definition.
(1) Es sei (V,|| — ||) ein normierter Vektorraum und es sei A C V eine Teilmenge. Eine
Abbildung ®: A — V heifit Kontraktion, wenn es ein © € [0, 1) gibt, so dass

[2(z) =) < ©-flz—yl|  firales,yeV.

Solch ein © € [0,1) wird Kontraktionsfaktor genannt.
(2) Es sei ®: X — X eine beliebige Abbildung. Ein Punkt x € X heifit Fixpunkt von ®,
wenn ¢(z) = z.

Beispiel.
(1) Es sei a € (0,27). Wir betrachten die Abbildung
f:R? — R?
v +— R(a)-v = Drehung von v um den Winkel o im Uhrzeigersinn.

Diese Abbildung ist nach Lemma langenerhaltend, also keine Kontraktion. Diese
Abbildung besitzt genau einen Fixpunkt, ndmlich den Ursprung.
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(2) Es sei P € R™ ein Punkt. Dann ist die Abbildung
¢:R* — R”
r — - (P+ux)

eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor %ﬁ und der Punkt P ist (der einzige)
Fixpunkt von ®. Geometrisch bildet ® jeden Punkt z auf den Mittelpunkt von z

und P ab.
P d(x) i
d(y)
Yy
(3) Die Abbildung o: R\ {0} — R*\ {0}

1
xr—>3x

ist eine Kontraktion, aber die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt.

Satz 13.3. (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (V.| — ||) ein Banachraum und es sei
A C V eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge. Jede Kontraktion ®: A — A besitzt genau
einen Fizpunkt.

Dieser unscheinbare Satz spielt eine wichtige Rolle in der Mathematik, wir werden ihn
spéter bei mehreren Gelegenheiten wieder treffen.

Beispiel. Es sei B der Freistaat Bayern, aufgefasst als abgeschlossene Teilmenge von R2.
Wenn man nun irgendwo in Bayern eine Karte K von Bayern im Mafistab 1:100000 auf
den Tisch legt, dann ist die Kartenabbildung ®: B — K C B eine Kontraktion mit
Kontraktionsfaktor WIOOO' Der Banachsche Fixpunktsatz besagt also, dass es genau einen
Punkt auf der Karte gibt, welcher mit dem direkt darunter liegenden Punkt in der realen
Welt iibereinstimmt.

Karte von Bayern in
Moosburg auf den Tisch gelegt

genau ein Punkt in Bayern
ist auf der Karte auf genau
der gleichen Stelle in Bayern

Im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden wir folgendes Lemma verwenden.

4311 der Tat, denn fiir alle z,y € R" gilt
1) =2l = Iz3(P+2)—3(P+yl = ls@-wl = 3 lz—yl
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Lemma 13.4. Es sei V' ein normierter Vektorraum, A C 'V eine Teilmenge und f: A — 'V
eine Abbildung. Wenn es ein A € R gibt, so dass fir alle z,y € A folgende Ungleichung

gilt: || f(z) = f(y)|| < A-|lz =y, dann ist f stetig.

Beweis. Es sei a € A und € > 0. Wenn A < 0, dann hat 6 = 1 schon die gewiinschte
Eigenschaft. Ansonsten hat ¢ = £ die gewiinschte Eigenschaft. [ |

Wir wenden uns nun dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes zu.

Beweis des Banachschen Fizpunktsatzes. Es sei (V|| — ||) ein Banachraum, es sei A C V
eine abgeschlossene Teilmenge und es sei zudem ®: A — A eine Kontraktion mit Kontrak-
tionsfaktor © € [0,1).

Behauptung. Die Kontraktion ®: A — A besitzt hochstens einen Fixpunkt.
Es seien also v,w € A C V zwei Fixpunkte. Dann gilt
[ — wl = [ (v) — @ (w)]] K O flv—wl.
da v und w Fixpunkte da © Kontraktionsfaktor

Nachdem © € [0, 1) ist dies nur moglich, wenn |[v — w|| = 0. Aus der positiven Definitheit
von || — || folgt, dass v = w. H
Wir zeigen nun, dass ® einen Fixpunkt besitzt.

Behauptung. Die Kontraktion ®: A — A besitzt mindestens einen Fixpunkt.

wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge

A= {(z,y) € R*|2* + y* < 1} des Banachraums R?
mit der Kontraktion

A - A

(x,y) — (—%y, %m) = % - Drehung von (z,y) um
die Folge vg = (0,1) und v; = ®(v;_1) fiir i > 1
konvergiert gegen den Fixpunkt (0, 0)

In dem Beispiel auf Seite , welches gegeben ist durch ®(z) = %(P + x) kann
man leicht den Fixpunkt P finden: man fingt mit irgendeinem Punkt z € R™ und
wendet die Abbildung ® immer wieder darauf an und erhélt eine Folge von Punkten
in R"”, welche gegen den Fixpunkt P konvergiert. Das legt nahe, dass dieses Prozedere
vielleicht immer funktioniert.

Es sei v9 € A beliebig. Wir betrachten die durch vy := ®(vj_1) rekursiv definierte Folge.
Wir wollen zeigen, dass diese Folge gegen einen Fixpunkt in A konvergiert. Wir wenden
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uns erst dem Beweis der Konvergenz der Folge zu. Da (V, || — ||) vollstandig ist, geniigt es
zu zeigen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist. Fiir beliebige m > k € N berechnen wir:

Nullergénzung Dreiecksungleichung per Definition da © Kontraktionsfaktor
v m—1 v m—1 ¥ m—1 ¥ m—1
[vm = vkl = || 22 (viri—wi)|| < D flvim—wll = >0 [®(vi) =P(vi)[| < 32 O [Jvi—vi|
i=k i=k i=k =k
m—1 m—1-k o 1
< Y Oh|vy—wgl| =c-OF. Y O <c-0F. 30 =c-0F. —.
4 i=k — i=0 i=0 4 1-©
=:C
iterieren des Arguments geometrische Reihe
Wir machen folgende Beobachtungen:
e Nachdem ¢ - ©F - 5 = %5 - ©F und nachdem © € [0, 1) sicht man leicht, dass (v, )nen

eine Cauchy-Folge in V' ist[™]

e Da V nach Voraussetzung vollsténdig ist, konvergiert die Folge gegen ein v € V.

e Da A nach Voraussetzung abgeschlossen ist, und nachdem alle Folgenglieder v, in A
liegen, folgt aus Lemma [2.3] dass der Grenzpunkt v € A.

Wir wollen nun noch zeigen, dass v € A ein Fixpunkt von ®: A — A ist. In der Tat gilt:

d(v) = @(hmvn) = lim ®(v,) = limov,y1 = v.
n—oo

nach Lemma ist @ stetig, die Aussage folgt nun aus Satz |

Der folgende Satz gibt uns ein Beispiel fiir eine kontrahierende Abbildung, welches im
néchsten Kapitel noch wichtig werden wird.

Satz 13.5. Fs sei g: R™ — R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0.

(1) Es gibt ein v > 0, so dass fir alle x € B,(0) gilt: |Dg(z)| < 3.

(2) Die Einschrinkung g: B,(0) — R™ ist kontrahierend mit Kontraktionsfaktor %
(3) Wenn ||g(0)|| < %, dann gilt

— 27

9(B,(0)) c B(0).

Do) =0 P

g ‘// | . & g (B" <0))
7

\ A |
\ /
\ N /

1 o ~_/
D g(x)]| < 3 fiir \\ B P B.0)

alle z in der Scheibe

Beispiel. Wir betrachten die Funktion g(x) = 2% Dann ist Dg(z) = ¢/(x) = 2x. Insbeson-
dere gilt Dg(0) = ¢'(0) = 0, und in diesem Fall hat r = ; die gewiinschte Eigenschaft. Die
Einschriinkung von g(z) = z? auf

411 der Tat, nachdem © € [0,1) existiert fiir gegebenes € > 0 ein N € N, so dass %5 - oV < e Fir
alle k,m > N folgt dann: |[vn, — v < 55 - O <.
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—awal = =5
r — 2’
ist also nach Satz eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor %ﬁ
Beweis. Es sei g: R"™ — R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0.
(1) Fiir x € R™ gilt:

|IDg(z)]| % n? - max {| 8gi(x)| |i,j=1,...,n}.

81’j
Lemma (3)
Es folgt also aus Dg(0) = 0 und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen, dass es ein

r > 0 gibt, so dass ||Dg(x)|| < 3 fiir alle z € B,(0).
(2) Es seien nun z,y € B,(0). Dann gilt:

I£@) = f@)I < sup{|Df(z+t-(y—a)lte 0,1} lly—z] < 5-lly—zl.
N—— /T\
folgt aus (1)

/I\
B, (0
Schrankensatz [12.2] €B-(0)

(3) Wir nehmen an, dass [|g(0)|| < 5. Es sei nun = € B,.(0). Dann gilt:

r

lg(@)] < llg(x) = g(0)[ +[lg(O)]] < %-I|$—0H+Hg(0)|| < stz =
A A A

Dreiecksungleichung folgt aus (2) da |lz||<r und [[g(0)||< 5

Wir haben also gezeigt, dass g( B,(0)) C B,(0).

4*Dies kann man auch direkt sehen, denn fiir z,y € [—3, 3] gilt
9(x) —g()] = |2° —=9?| = e —y|-|e+y| < Flz—yl
——

<

N
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14. DER SATZ UBER DIE UMKEHRABBILDUNG
14.1. Erinnerung an Analysis I. Wir erinnern zuerst an [Frll, Monotoniesatz 13.4].

Satz 14.1. (Monotoniesatz) Es sei [ C R ein offenes Intervall und es sei f: I — R eine
differenzierbare Funktion. Dann gilt:

(1) f'(x) >0 fir allex € I = [ ist streng monoton steigend

(2) f'(x) <0 fir allex € I = f ist streng monoton fallend.
Insbesondere gilt:

(3) f'(x) #0 fir allex € I = [ ist injektiv.

Der folgende Satz kombiniert einige Aussagen, welche wir in Analysis I bewiesen hatten.

Satz 14.2. (Umkehrregel) Es sei I C R eine offene Teilmenge und es sei f: I — R eine
stetig differenzierbare Funktion. Es sei xg € I. Wenn f'(xo) # 0, dann gibt es ein U C I
mit folgenden Eigenschaften:

(1) (a) U ist ein offenes Intervall um x.
(b) Die Abbildung f: U — R ist injektiv.
(¢) Das Bild f(U) ist ein offenes Intervall um f(xg).
(2) Die Umkehrfunktion f~t: f(U) — U ist stetig.
(3) Die Umkehrfunktion f=': f(U) — U ist sogar differenzierbar.
4) Fir alley € f(U) gilt:
W v YW) = i
(=)

(5) Die Umkehrfunktion f=': f(U) — U ist sogar stetig differenzierbar.
Beweis.

(1) Nach Voraussetzung ist die Ableitung f’ stetig. Da f'(zg) # 0 existiert ein offenes
Intervall U = (a,b) um xg, so dass f’ # 0 auf (a,b). Es folgt aus dem Monotonie-
satz[14.1] dass f: (a,b) — R injektiv ist. Es folgt aus [Er1, Lemma 9.2], dass das Bild
f von U = (a,b) gerade das offene Intervall mit Grenzen f(a) und f(b) ist.

(2) Es folgt aus [Fr1l Satz 9.6], dass die Umkehrabbildung f~': f(U) — U stetig ist.

(3) Die Umkehrregel [Fr1, Satz 12.9] besagt, dass f~': f(U) — U differenzierbar ist.

BB oy~ o) = ) Y )

Y Y 4
Kettenregel, welche wir anwenden konnen, da f~! nach (3) differenzierbar ist

Wir erhalten die gewiinschte Gleichheit, durch Auflssen nach (f~1)'(y).
(5) Es folgt aus (4), dass (f~!)" die Verkniipfung von stetigen Funktionen ist, also ist
(f~Y) stetig. Dies bedeutet gerade, dass f~' stetig differenzierbar ist. [ |

Beispiel. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
R — R

T %-xQ
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und den Punkt zg = 2 in R. Dann ist f’(z¢) = x¢ = 2 ungleich null. Wir betrachten das
offene Intervall U = (1, 3) um xy = 2. Die Abbildung f ist auf U injektiv und das Bild ist das
offene Intervall V := f(U) = (3,2) um yo = f(z0) = 2. Die zugehorige Umkehrabbildung
f~t: V — U ist gegeben durch x — +/z, welche auf dem offenen Intervall (%, %) stetig und
stetig differenzierbar ist.

5 -+
4 4
/ 3 T
Graph von 27T
SR
1 / 2 3
die Einschriankung
die Ableitung bei zy = 2 offene Umgebung fauf U — V besitzt
ist nicht-null U von xg =2

eine Umkehrabbildung

14.2. Der Satz iiber die Umkehrabbildung. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob
und wie man den Monotoniesatz und die Umkehrregel auf den mehrdimensiona-
len Fall verallgemeinern kann. Die Verallgemeinerung der Voraussetzung f’(z¢) # 0 ist,
dass wir nun annehmen, dass das Differential D f(x) eine invertierbare Matrix ist. Damit
erhalten wir folgende Fragen:

Frage 14.3. Es sei X C R” offen und f: X — R" eine stetig differenzierbare Abbildung.

(1) Kénnen wir eine allgemeine Aussage iber Injektivitit treffen, wenn D f(x) invertier-
bar ist fir alle v € X ?

(2) Es seia € X. Wenn Df(a) invertierbar ist, was fir eine Aussage tiber f kinnen wir
in einer offenen Umgebung um a treffen?

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
P:RyyxR — R?

(r o) (r - cos(p) )

7 - sin(p)
Das Differential der Abbildung P an einem Punkt (r,¢) € R.y x R ist gegeben durch

_ (cos(p) —r-sin(p) : : : :
DP(r,p) = <sin(g@) rcos(p) ) insbesondere ist DP(r, ¢) invertierbar.

Determinante = r > 0

Das Differential ist also an jedem Punkt (r, ¢) € Ry x R invertierbar. Aber P ist natiirlich
nicht injektiv, nachdem immer gilt P(r, ¢) = P(r, ¢ + 27). Wir sehen also, dass die Verall-
gemeinerung des Monotoniesatzes auf den mehrdimensionalen Fall nicht gilt.
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¥
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Der folgende Satz verallgemeinert nun die Umkehrregel auf den mehrdimensionalen
Fall.

Satz 14.4. (Satz iiber die Umkehrabbildung) Es sei X C R"™ offen, es sei f: X — R"
eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem sei a € X. Wenn Df, € M(n x n,R) eine
invertierbare Matrix ist, dann gibt es eine Teilmenge U C X mit folgenden Eigenschaften:

(1) (a) U ist eine offene Umgebung von a.

(b) Die Abbildung f: U — R™ ist injektiv.

(¢) Das Bild f(U) ist eine offene Umgebung von f(a) € R".
(2) Die Umkehrabbildung f=1: f(U) — U ist stetig.
(3) Die Umkehrabbildung f=*: f(U) — U ist sogar differenzierbar.
(4) Fiir alle b € f(U) gilt:

Df~!(b) = das Inverse des Differentials Df am Punkt f=1(b).
(5) Die Umkehrabbildung f~1: f(U) — U ist sogar stetig differenzierbar.

f(a)

a mit D f, invertierbar f

f(U) ist offen in R

Bemerkung. Es ist sehr leicht zu iiberpriifen, ob eine lineare Abbildung invertierbar ist,
beispielsweise geniigt es die Determinante zu berechnen. Andererseits ist es im Allgemei-
nen sehr schwer festzustellen, ob eine beliebige Abbildung f: U — V umkehrbar ist. Der
Satz iiber die Umkehrabbildung besagt nun, dass wenn das Differential D f(a) einer
stetig differenzierbaren Funktion f an einem Punkt a invertierbar ist, dann ist f “lokal
umkehrbar”m d.h. es gibt eine kleine Umgebung U von a, so dass die Einschriankung von
f auf U umkehrbar ist.

Die Teilaussagen des Satzes iiber die Umkehrabbildung werden im Folgenden separat
behandelt.

46Dje Begriffe “(lokal) umkehrbar” und “(lokal) invertierbar” sind vollig austauschbar.
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Beweis von Aussagen (1) und (2) des Satzes tiber die Umkehrabbildung. Wir beginnen

mit zwei Vorbemerkungen:

e Wir beweisen den Satz iiber die Umkehrabbildung fir X = R™, a = 0 und f(a) = 0.
Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

e Es sei A = Df(0). Indem wir gegebenenfalls die Abbildung f durch die Abbildung
g(z) := A7'. f(x) ersetzen, geniigt es den Fall zu betrachten, dass Df(0) = id["]

Es sei nun also f: R" — R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit f(0) = 0 und
Df(0) = id. Wir miissen zeigen, dass es offene Umgebungen U von 0 und V' von f(0) gibt,
so dass f: U — V eine Bijektion ist und so dass die Umkehrfunktion f=!: V — U stetig
ist. Wir fangen mit folgender &hnlich klingender Behauptung an.

Behauptung 1. Es existiert ein » > 0, so dass es zu jedem Punkt y € B%(O) genau ein

x € B,(0) mit f(z) =y gibt.

B.(0) D f(0) = id f(0)=0
ﬁ % / (I
\éégii:i;yL—_ggiﬁg/e_B;ankm$;;:;;——k1\4yi\\\B£«n
eindeutiges Urbild in B, (0)

Unser Ziel ist also, in der Nihe des Ursprungs eine Umkehrfunktion f~! zu finden.
Es sei also y € R™ ein Punkt nahe am Ursprung. Das Ziel ist nun zu zeigen, dass
es ein x mit y = f(z) gibt. Wir wollen solch ein z mithilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes [13.3] finden. Wir miissen die Problemstellung also als Fixpunktproblem
umformulieren. Offensichtlich gilt

y=fla) = z=y+(@-[()).
=:gy(z)

Um den Banachschen Fixpunktsatz [13.3] anwenden zu kénnen, miissen wir nun die
Lage so arrangieren, dass die Abbildung ¢, kontrahierend ist.

Fiir ein beliebiges y € R™ betrachten wir die Abbildung
gy: R" — R"
r — g,(v)=y+ (v — f(x)).
Wir schreiben g := go, also g(z) = x — f(z). Wir machen folgende Bemerkungen:

(i) Es sei y € R™. Fiir alle z € R" gilt, dass Dg,(xr) = Dg(z), denn y ist nur eine
Konstante.

4Mn der Tat, denn wenn z g(z) = A~!. f(z) eine lokale Umkehrabbildung ¢ besitzt, dann ist
x + ¢(A71 - z) eine Umkehrabbildung fiir f.
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(ii) Fiir alle y € R™ gilt:

Dgy(O) T Dg(0) : D(@d—-f)(0) = Did(0) —Df(0) = id—id =0.
siehe (i) denn g =id —f =id =id

(iii) Aus (i), (ii) und Satz folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass fiir alle y € R™ und

z € B,(0) gilt: |[Dg, ()| < 5.
(iv) Zudem folgt aus g,(0) = y und aus Satz[13.5((2) und (3), dass fiir alle y € Br(0) die
Abbildung g, sich einschrankt auf eine kontrahierende Abbildung

9y - m —  B.(0)
——

abgeschlossene Teilmenge
des Banachraums R"™

mit Kontraktionsfaktor %
(v) Der Banachsche Fixpunktsatz [13.3 besagt nun, dass es fiir jedes y € Bz (0) genau ein

x € B,.(0) mit g,(z) = z, also mit f(z) =y, gibt. H

5:0) D g,(0) = 0
\J | D gy(z)|| < é fir k
alle x in der Scheibe

Es folgt aus Behauptung 1, dass wir nun folgende Abbildung einfiihren kénnen:

f=:B:(0) — B.(0)
y + das nach Behauptung 1 eindeutig bestimmte = € B,.(0) mit f(z) = v.

Behauptung 2. Fiir alle y, 2 € Bz (0) gilt
1~ ) = @0 < 20 ly = 2.

Es seien also y, 2 € Bz(0). Dann gilt

folgt aus g(w)=w—f(w), mit w=f"1(y) und w=f~1(2) Dreiecksungleichung

4 v
1) = 1@ = o)+ JU )~ U E) + U E))| <
— % e
< 9 @) = g EDI+ =2 < 311 w) = £+ Dy = 211

-~

<3l - ), dag
kontrahierend auf V' C B, (0)
mit Kontraktionsfaktor %




136 STEFAN FRIEDL

Indem wir die Ungleichung nach || f~*(y) — f~(z)|| auflésen erhalten wir die gewiinschte

Ungleichung . . 0
o , 1~ W) =@ < 2-fly—z]. ‘

Wir miissen nun eine offene Umgebung U von a = 0 finden, so dass f(U) offen ist, so

dass f: U — f(U) bijektiv ist, und so dass die Umkehrabbildung f~!: V — U stetig ist.

Wir setzen nun
U = B.(0)nf(B5(0)).
Nach Satz ist U eine offene Umgebung von a = 0. Es folgt aus Behauptung 1, dass
f: U — f(U) injektiv ist. Also ist f: U — f(U) bijektiv. Zudem folgt aus Behauptung 2,
zusammen mit Lemma dass f~1: f(U) — U stetig ist.
Es verbleibt noch zu zeigen, dass f(U) C R™ offen ist. Wir werden folgende etwas ge-
nauere Behauptung beweisen.

Behauptung 3. Es ist f(U) = Bz(0).

Per Definition gilt f(U) C Bz (0). Wir miissen nun noch zeigen, dass auch Bz (0) C f(U).
Es sei also y € Bz(0). Da f~! auf Br(0) definiert ist, gibt es nach Behauptung 1 ein

x € B,(0) mit f(z) = y. Wir miissen zeigen, dass « € U, d.h. wir miissen zeigen, dass
|z|| < 7. In der Tat ist

[zl = [lz =0l = [I/7"(y) = F7(0)] = 2-ly=0f <2-5 =

nach Behauptung 2
[

Beweis von Aussagen (3) und (4) des Satzes tiber die Umkehrabbildung. Es sei also wie-
derum X C R” offen, es sei f: X — R" eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem
sei a € X, so dass Df(a) € M(n x n,R) eine invertierbare Matrix ist. Wir hatten gera-
de gesehen, dass es eine offene Umgebung U um a gibt, so dass f(U) offen ist, so dass
f: U — f(U) ein Bijektion ist, und so dass die Umkehrabbildung f~': f(U) — U stetig
ist.

(3) Der Beweis, dass die Umkehrabbildung f~!: f(U) — U sogar differenzierbar ist, ist
vom Ansatz her ganz dhnlich zum Beweis der Umkehrregel [Frll Satz 12.9] aus Ana-
lysis I. Allerdings ist der Beweis technisch aufwéndiger. Aus Zeit und Platzgriinden
verweisen wir auf [K2| Seite 104] beziehungsweise [Br2, Seite 47] fiir die Details.

(4) Es sei also b € f(U). Wir schreiben g = f~!. Dann gilt

id = Didb) = D(fog)d) = Dfys - Dg.
4 4 4

Lemma da g Umkehrabbildung nach der Kettenregel welche wir anwenden
gilt fog=id koénnen, da wir gerade in (4) gesehen haben,
dass die Umkehrabbildung differenzierbar ist

Durch Auflésen nach Dg, = D(f~!), erhalten wir die erwiinschte Aussage. [ |
Bevor wir uns dem Beweis von Aussage (5) des Satzes iber die Umkehrabbildung

zuwenden, wollen wir erst folgendes Lemma beweisen.
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Lemma 14.5. Es set U C R™ und es sei

U — GL(n,R)

z - A@) = (ay())
eine Abbildung, so dass die Matrizeintrige stetig sind, d.h. die Funktionen x — a;;(x) sind
stetig. Dann sind auch die Eintrdge von

U — GL(n,R)

r = A(z)?

stetig.

Beweis. Die Cramersche Regel [N1, Satz 13.4] besagt, dass fiir eine beliebige quadratische
reelle Matrix A mit det(A) # 0 gilf™

-1 _ 1 adj
AT = g A

wobei A*d die Adjungierte der Matrix A ist, d.h. der ij-Eintrag von A*¥ ist gegeben durch

(—1)* - Determinante der Matrix, welche man aus A durch
Streichen der i—ten Spalte und der j—ten Zeile erhélt.

Es folgt also, dass die Eintrége von A~ rationale Funktionenﬁ in den Eintragen von A sind.

Insbesondere, wenn die Eintrige von x — A(x) stetig sind, dann sind auch die Eintréige

von = — A(z)7! stetig. |

ij-Eintrag = (—1)"*/ - det —— werden gestrichen

Beweis von Aussage (5) des Satzes iiber die Umkehrabbildung. Es sei X C R™ offen,
es sei f: X — R" eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem sei a € X, so dass
Df(a) € M(n x n,R) eine invertierbare Matrix ist. Wir hatten schon gesehen, dass es eine
offene Umgebung U um a gibt, so dass f(U) offen ist, so dass f: U — f(U) ein Bijektion
ist, so dass die Umkehrabbildung g := f~1: f(U) — U differenzierbar ist, und so dass das

48Fiir eine invertierbare 2 x 2-Matrix besagt die Regel, dass

a b\ 1 d —b
¢c d)  ad—be\—-c a)’

49Eine rationale Funktion ist ein Bruch von Polynomem, moglicherweise in mehreren Variablen.
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Differential von g = f~! gegeben ist durch
f(U) — M(n xn,R)
b — ( Dfyw )' = das Inverse der Matrix mit Eintréigen 0J; (g(b)).
——

&Bj
. . —_———
Differential von
am Punkt g(b)f /‘\ die Funktion b~ %(g(b)) ist stetig
folgt aus Satz da die partiellen Ableitungen

stetig sind und da g stetig ist

Fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt also:

29(b) = ij-Eintrag von Dg, = (D fy) "
J

/T\
Satz
Es folgt nun aus diesen Beobachtungen und Lemma dass alle partiellen Ableitungen
von g stetig sind. Mit anderen Worten, g ist stetig differenzierbar. |
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15. TANGENTIALVEKTOREN UND LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN
15.1. Tangentialvektoren.

Definition. Es sei M C R" eine Teilmenge und es sei P € M.

(1) Eine Kurve in M durch P ist eine stetige Abbildung v: I — M auf einem offenen
Intervall I mit v(0) = P.

(2) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt P, wenn es eine stetig
differenzierbare Kurve v in M durch P gibt, so dass 7/(0) = v.

(3) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird mit TpM bezeichnet. Wir
nennen TpM den Tangentialraum am Punkt P.

Fliche M in R? 7/(0) ist ein Tangentialvektor

an M im Punkt P

~ Punkt P
Kurve v in M durch P

Bemerkung. Bildlich gesprochen ist ein Tangentialvektor am Punkt P ein Vektor, welcher
sich am Punkt P an die Teilmenge M “anschmiegt”.

Beispiel.

(1) Der Nullvektor ist die Ableitung der konstanten Kurve durch P, also ist der Null-
vektor immer ein Tagentialvektor.

(2) Wir betrachten den Kreis
St = {(x,y) e R?*|2® + 4> = 1}.

Es sei (z,y) = (cos(ip),sin(p)) ein Punkt auf S*. Fiir A € R betrachten wir die diffe-

renzierbare Kurve L
W (—m,m) — S

t — (cos(p+ \-t),sin(p + \-t)).
Dann ist v,(0) = (cos(p),sin(p)) = (z,y) und
W(0) = (=A-sin(p), Acos(p)) = (=A-y, A ).

Die Menge aller dieser Ableitungen ist gerade die Menge der Vektoren, welche ortho-
gonal zum Vektor (z,y) sind. Wir werden gleich in Satz sehen, dass dies in der
Tat alle Tangentialvektoren zum Punkt (z,y) sind.

\ Tangentialvektoren an S!,

— jeweils in den Punkt verschoben

Lemma 15.1. Es sei M C R" eine Teilmenge und P € M. Fiir jeden Vektor v € TpM
und jedes A € R gilt auch, dass A -v € TpM.
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Beweis. Es sei v =1/(0) € TpM ein Tangentialvektor und A € R. Der Vektor A - v ist die
Ableitung der Kurve ¢ — (X - t), also ebenfalls ein Tangentialvektor. [ |

Satz 15.2. Fiir jedes P € S® C R"! gilt: ~ TpS™ = P+ = {v e R""!| (v, P) =0}.
Insbesondere ist TpS™ ein n-dimensionaler Untervektorraum von R™ 1.

Beweis. Es sei P € S™. Wir miissen zeigen, dass TpM = {v € R""| (v, P) = 0}. Wir
beweisen die beiden Inklusionen “C” und “D2”.

(“C”) Es sei y: I — S™ eine stetig differenzierbare Kurve mit v(0) = P. Fiir jedes t € I

gilt dann d d ) d )
0= L1 = L@ = L a0 = 2- (/0A0).
+ +
da v auf S™ verlauft gilt ||v(¢)] =1 folgt aus der Produktregel
Insbesondere erhalten wir fir t = 0, dass 0 = (7/(0),7(0)) = (7/(0), P).
(“D”) Essei nun v € R™™ mit (v, P) = 0. Der Nullvektor ist sowieso ein Tangentialvektor,
wir miissen also nur den Fall v # 0 betrachten. Es folgt aus Lemma dass es
geniigt den Fall zu betrachten, dass ||v|| = 1. Wir betrachten die Kurve

v:R — R
t — P-cos(t)+v-sin(t).
Offensichtlich gilt v(0) = P und +/(0) = v. Wir miissen nur noch zeigen, dass -y
wirklich auf S™ verlauft. In der Tat gilt fiir alle ¢ € R, dass
YOI = (y(8),7(1)) = (P-cos(t) + v-sin(t), P-cos(t) + v-sin(t))
= (P-cos(t), P-cos(t)) + 2-(v-sin(t), P-cos(t)) + (v-sin(t),v-sin(t)) = 1.

-~ -~ -~

=cos?(t)-|| P||2=cos?(t) =0,da (v,P)=0 =sin?(t)-||v||2=sin?(t) |

\ v mit (v, P) =0 (‘
v(t) = P-cos(t) + v-sin(t)

Lemma 15.3. Es sei A eine k x n-Matrixz. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) A besitzt Rang Fk,

(2) die Zeilen von A sind linear unabhingig
(3) die Abbildung R™ — RF v+ A - v ist surjektiv.

15.2. Der Satz vom reguliren Wert.
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Beispiel. Eine 1 x n-Matrix (b; ... b, ) hat Rang 1 genau dann, wenn es mindestens einen
Eintrag b; gibt, der nicht Null ist.

Wir fithren nun folgende Definition ein.

Definition. Es sei X C R" offen und g: X — R* eine differenzierbare Abbildung.
(1) Wir sagen P € X ist ein regulidrer Punkt von g, wenn das Differential Dg(P) den
Rang £ besitzt. Ein Punkt, welcher nicht regulér ist, wird singulér genannt.

(2) Wir sagen w € R” ist ein reguliirer Wert von g, wenn alle Punkte im Urbild g~!({w})
regulir sind '

Beispiel. Es seien aq, ..., a, € Ry positive reelle Zahlen.
(1) Wir betrachten die Abbildung
g R*" —- R
(T, ) — a2+t a, 22

Fiir jeden Punkt z = (z1,...,x,) in R" gilt, dass

Dg(x1,...,x,) = (2-a1 -1 ... 2+ a, -x,).
- -
#0 #0

Nach dem vorherigen Beispiel hat diese Matrix Rang = 1, genau dann, wenn gilt
(x1,...,2,) # (0,...,0). Mit anderen Worten, alle P € R\ {(0,...,0)} sind regulér.
(2) Es folgt aus (1), dass alle Zahlen in R \ {0} reguldre Werte sind.

Von besonderem Interesse ist das Urbild von 1 € R, ndmlich
E(ay,...,a,) = ¢ ({1}) = {(z1,...,2,) ER" |y -2? +--- +a, - 22 = 1}.
Dies ist eine Ellipse (n = 2) oder Ellipsoid (n > 3).

1
?——\/ die Ellipse E(ay,as) = {(x1,72) | a; - 23 + ay - 23 = 1}
k_/\ 1
Jar

Satz 15.4. (Satz vom reguliren Wert) Es sei X C R" offen, es sei g: X — R*
eine stetig differenzierbare Abbildung und es sei w € R¥ ein requlirer Wert. Wir setzen
M = g *{w}). Fiir jedes P € M = g *({w}) gilt

TpM = ker(Dgp: R" — R").

Insbesondere ist TpM ein (n — k)-dimensionaler Untervektorraum von R"™.

5

%0Anders ausgedriickt, ein Wert w € R¥ ist reguliir, wenn dieser nicht das Bild von einem singuléiren
Punkt in X ist.
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Bemerkung. Mit “Satz vom reguldren Wert” wird in der Literatur normalerweise die Aus-
sage bezeichnet, dass das Urbild eines reguldren Wertes eine “Untermannigfaltigkeit” ist.
Wir werden den Begriff einer “Untermannigfaltigkeit” in dieser Vorlesung jedoch nicht
einfiihren.

Beweis. Es sei P € M := g '({w}). Wir zeigen zuerst die Inklusion “C”. Es sei also
v € TpM. Dann gilt

d
Dgp-v = Dgp-7(0) = =Z(g07)],_, = 0
4 4 4
wir withlen v: I—M  Kettenregel [6.13] denn go~y hat den
mit 7'(0) = v konstanten Wert w

Wir zeigen nun die Inklusion “27”.
Es sei v € ker(Dgp: R® — RF). Wir miissen eine geeignete Kurve y: [ — M C R
finden. Aber die einzige Abbildung, welche wir besitzen ist f: R" — R*, welche “in
die falsche Richtung” geht. Um eine Abbildung in die richtige Richtung zu erhalten
wollen wir den Satz iber die Umkehrabbildung anwenden. Dazu brauchen wir
jedoch eine Abbildung mit invertierbarem Differential. Diese erhalten wir, in dem wir
f: R" — RF durch eine weitere Abbildung ©: R — R"* ergiinzen.

Nach Voraussetzung ist w ein reguldrer Wert, also ist P per Definition ein regulérer
Punkt, d.h. das Differential Dgp: R® — R* ist ein Epimorphismus. Wir benétigen nun
folgende allgemeine Aussage aus der linearen Algebra.

Behauptung. Es sei §: R* — R* ein Epimorphismus. Dann existiert ein Epimorphismus
©: R® — R"*, so dass die Abbildung

IxO:R" —» RFxRr*=R"
v = (6(v),0(v))

ein Isomorphismus ist.

Da §: R® — R* ein Epimorphismus ist kénnen wir fiir i = 1,...,k jeweils ein v; € R”
mit 6(v;) = e; wiahlen. Man kann nun leicht zeigen, dass vy, . .., v; linear unabhéngig sind.
Nach dem Basisergénzungssatz [N1, Satz 5.13] gibt es Vektoren wy, ..., w,_; € R™, so dass
Vly oo, Ug, W1, ..., W, eine Basis von R” ist. Wir betrachten nun den Epimorphismus

6:R* — R
k n—k n—k
_Zl,ui-vi—l— Zlyzwl — _le/i-ei.
i= i= i=

Dieser Epimorphismus hat nun die gewiinschte Eigenschaft, denn ¢ x © schickt die Basis
V1, .., Uk, W1, ..., Wy auf die Standardbasis von R¥ x R"~% = R". M
Es folgt also aus der Behauptung, dass es einen Epimorphismus ©: R” — R** gibt, so
dass die Abbildung Dgp x ©: R* — RF x R** =R"
v (DgP v, @<U))
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ein Isomorphismus ist. Wir setzen u := ©(P). Wir betrachten nun die Abbildung
P:=gxO0:R* - RFxR" =R"
v (g(v), B(v).
Man kann leicht iiberpriifen, dass D®p = Dgp x O. Insbesondere ist D®p also ein Iso-
morphismus. Es folgt aus dem Satz iber die Umkehrabbildung, dass es eine offene
Umgebung U von P € R" und eine offene Umgebung V' von ®(P) = (w,u) € R™ gibt,
so dass ®: U — V bijektiv ist, und so dass die Umkehrabbildung ®~': V' — U stetig
differenzierbar ist.
Es sei nun v € ker(Dgp: R"® — R¥). Dann gilt

d L _ _ _
2O (w, 1) +1-(0,0(v)))],_y; = D@y - (0,0(v)) = (DP')(0,6(v)) = wv.
— A 4 4
Kurve in M = g ({w}) durch P Kettenregel Satz iiber die da aus v€ker(Dgp: R" —RF)
Umkehrabbildung folgt D@ p(v)=(0,0(v))
Wir haben also gezeigt, dass v € TpM. [ |
o M=g""({w}) Rk
\ P
© ~
—
l p=0(P)
g
Rk
|\

reguldrer Wert w
Skizze fiir den Beweis von Satz .

Bemerkung. In der folgenden Diskussion werden wir nur noch den Fall £ = 1 betrachten.
Fiir £ =1 entspricht das Differential gerade dem Gradienten. Wir sehen also, dass ein
Punkt P € X ein reguldarer Punkt einer Abbildung ¢g: X — R ist, genau dann, wenn
Grad g(P) # 0.

Wir kénnen jetzt folgendes freundliche Korollar zum Satz [15.4] vom regulidren Wert for-
mulieren.

Korollar 15.5. Es set X C R" offen, es sei g: X — R eine stetig differenzierbare Abbil-
dung und es sei w € R ein requlirer Wert. Wir setzen M := g~*({w}). Fiir jeden Punkt

PeM gii: TpM = (Gradg(P)).
Beweis. Fiir jedes P € M gilt:

oM = ker (K R — {veR"|(Gradg(P),v) = 0} = (Gradg(P))*
P I T\ s Dgpeo = v rad g(P),v) = = (Gradg :

Satz [5.4] aus Satz [7.6] folgt Dgp - v = ( Grad g(P), v) [
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Beispiel. Es seien nun ay, ..., a, positive reelle Zahlen. Wie oben betrachten wir die Funk-
tion g:R* - R
(T1,..y2n) — ap- x4 4 a, -2l

Wir hatten oben schon angemerkt, dass jedes w € R\ {0} ein reguldrer Wert von g. Wir
betrachten wiederum das Ellipsoid

E(ala"'aan) = g_l({l}) = {(ZL‘l,...,xn) ERn|a1 x?++an1)i — 1}
Aus Korollar folgt, dass fiir jeden Punkt (xy,...,2,) € E(ay,...,a,) gilt:
T(xl,---@n) E<a17 v 7an> — (2 a1 L1y .- 72 Ay - [El)l,

\

-~

=Grad g(z1,...,%n)

Wenn wir nun den Spezialfall a; =...=a, =1 betrachten, dann erhalten wir die Sphére

S™~! und wir sehen, dass - N N
Tz, ) S = (2zq,...,22,)" = (1,...,2,)".

Dies gibt uns einen neuen Beweis von Satz [15.2]

— Gradg(ar,a2) = (2 a1 - 71,2 - as - )
/‘%/'/ ('/I"l ’ '712)
\\ > T(;I;l ,T2) E((“ ’ (12)

—/\ die Ellipse E(ay,as) = {(x1,22) | a1 - 23 + ay - 25 = 1}

Beispiel. Es sei X C R? offen, es sei g: X — R eine stetig differenzierbare Abbildung und
es sei C' € R ein reguldrer Wert. Dann ist
M = g7'({C}) = {r e X][g(z) =C}

insbesondere eine Niveaulinie von g. Korollar besagt nun, dass diese Niveaulinie or-
thogonal zu den Gradienten von g ist. Dies ist genau die Aussage, welche wir schon auf
Seite [74] ohne Beweis, formuliert hatten.

15.3. Die Methode der Lagrangemultiplikatoren. In diesem Kapitel werden wir eine
Methode einfiithren, welche es in vielen Fiéllen erlaubt elegant lokale Extrema einer Funktion
auf geeigneten Teilmengen von R™ zu bestimmen.
Satz 15.6. (Satz iiber den Lagrange-Multiplikator) Wir haben folgende Lage:

(1) Es set M C R™ eine Teilmenge der Form

M = g~ '({w}),
wober w € R ein regqulirer Wert einer stetig differenzierbaren Funktion g: X — R
ist, welche auf einer offenen Teilmenge X C R™ definiert ist.
(2) Es sei f: R™ — R eine weitere differenzierbare Funktion.
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Wenn f: M — R an einem Punkt x € M ein lokales Extremum annimmtY| dann existiert
ein A € R, so das{] Grad f(z) = M- Gradg(x).
/1\

solch A wird als Lagrangemultiplikator bezeichnet

fiir f(z,y)=224y gilt— N /!
Grad f(z,y)=(22,2y) ~ 5~ M 7 =
<~ > —
é"KZAJ $$\

f nimmt lokales Extremum
auf M = g7 1({w}) an

Beispiel. Ganz dhnlich zur Diskussion auf Seite betrachten wir die Funktion
::g(:r,y)

——
f: S8 ={(z,y) eR? |2 +¢* =1} — R
(x,y) — x+uy.

Da S! kompakt ist folgt aus Korollar [3.10) dass f ein globales Maximum und Minimum
annimmt. Die Punkte an denen das globale Maximum angenommen wird sind natiirlich
auch Punkte, an denen ein lokales Extremum angenommen wird. Es geniigt also alle solche
Punkte und deren Funktionswerte zu bestimmen. Wir finden diese Punkte nun mithilfe von

Satz [15.6t
(1) Wir suchen also Punkte (z,y) € R? und A € R, welche folgende Bedingungen erfiillen:

M2 +y?=1 (dies garantiert, dass (x,y) € S),
(IT) Grad f(x,y) = A - Grad g(z,y), dh. (') 1 = X -2z
———— ————

e o I 1 = -2
Dies sind nun also drei Gleichungen (I), (II') und (II”) in drei Variablen z,y, A.
(a) Aus (II') folgt A # 0.
(b) Aus (IT') und (1I”) folgt = = 5 und y = 5;.
¢) Wir setzen (b) in (I) ein und erhalten 7 + 5 = 1, also A = i\/Li'
(d) Wir setzen (c) in (b) ein und erhalten die Punkte (z,y) = (\%, \/Li) =: P, sowie

(0.9) = (~ g~ ) = P
(2) Die Extrema von f auf S' werden also bei den beiden Punkten P, und P_ angenom-
men

(3) Wir .berechnen f(P)=—v2und f(P,) =2

1In der Literatur bezeichnet man 6fters ein lokales Extremum der Funktion f: M = g~ '({w}) — R als
lokales Extremum von f: R™ — R unter der Nebenbedingung g = w.

"2Djies ist, wie so oft, nur eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums. Mit
anderen Worten, wenn es solch einen Lagrangemultiplikator gibt, heifit das noch lange nicht, dass ein lokales
Extremum vorliegt.
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(4) Wir erhalten aus (3), dass f(P_) = —/2 das globale Minimum, und dass f(P;) = v/2
das globale Maximum von f auf S* ist.

Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie auf Seite [I12] Die Rechnung verlduft ganz
anders, je nach Geschmack ist die eine oder die andere Variante effizienter. Auf dhnliche
Weise kann man den Satz iiber den Lagrange-Multiplikator auch anwenden, um das
globale Maximum einer Funktion f: S™ — R zu bestimmen.

Fiir den Beweis von Satz benotigen wir folgendes Lemma.
Lemma 15.7. Fiir jeden Untervektorraum U C R™ gilt: U = (U+)L.

Beweis von Lemma[15.7. Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Es folgt direkt aus der Definition, dass U C (U+)*.

(2) Fiir einen Untervektorraum V CR™ folgt aus Lemma [8.14f dim(V+)=n—dim(V).

(3) Aus (2) folgt: dim((U+)4) = n — dim(U+) = dim(U).
Aus (1) und (3) folgt: U = (U+)*. |
Beweis von Satz[15.6. Wir nehmen an, dass die Funktion f: M = ¢~ '({w}) — R bei
x € M ein lokales Extremum annimmt. Wir wollen zeigen, dass

Grad f(x) € R-Gradg(x).
Aus Korollar und Lemma folgt, dass
R - Gradg(z) = (T,M)".

Es geniigt also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Der Gradient Grad f(z) ist orthogonal zu allen Vektoren in T, M.
Sei also v € T, M. Dann gilt in der Tat:

(Grad f(z),v) = (Grad f(2),7(0)) = “(fom)(t)l,_, = O
+ + +

wir wihlen eine Kurve nach Satz folgt aus Satz[10.2] denn nach
auf M durch x mit +'(0)=wv Lemma [10.1] nimmt f o~ beit =0
ein lokales Extremum an

Mithilfe des Fundamentalsatzes der Algebra, welchen wir erst in Analysis I1I bewei-
sen werden, hatten wir in Lemma |8.19| gesehen, dass jede symmetrische reelle Matrix einen
reellen Eigenwert besitzt. Wir konnen nun einen weiteren Beweis dieser Aussage geben.
Satz 15.8. Jede symmetrische Matriz A € M(n x n,R) besitzt einen reellen Eigenwert.

Mithilfe von Satz kann man nun den Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen
beweisen, ohne auf den Fundamentalsatz der Algebra zuriickgreifen zu miissen.

Beweis. Es sei A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix. Wir betrachten die Funktionen
frR* - R nd g:R* — R
r — (x,A-x) " r=(x1,...,2,) — |z|P=2%4--+22.
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Da S™ ! kompakt ist folgt aus Korollar [3.10, dass f auf S"! = ¢g71({1}) ein globales

Maximum an einem Punkt x € S"! = ¢g7'({1}) annimmt. Insbesondere nimmt f dort
auch ein lokales Extremum an. Es folgt also aus Satz [I5.6] dass es ein A € R gibt, so dass

(%) Grad f(z) = A- Gradg(x).
—_———
=(221,...,.20n)=2x
Behauptung. Es ist Grad f(z) =2- A - x.
Esseii € {1,...,n}. Dann gilt:

n n
i-te Koordinate von Grad f(z) = %(m, A-z)y = Oi 2 2L Tjt Qg T
% vj=1k=1
n n n
= > ;- Tp + Y Q-x) = 2-aj;-x; = i-te Koordinate von 2- A - x.
j=1 k=1 L, =
denn A ist symmetrisch H

Wenn wir (%) mit den Berechungen der Gradienten kombinieren erhalten wir, dass es ein

A € R gibt, so dass:
2-A-x = N-2-x.

Da 2 -z # 0 haben wir also gezeigt, dass A einen reellen Eigenwert, ndmlich A, besitzt. W
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16. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN: DEFINITION UND BEISPIELE
16.1. Definition von Differentialgleichungen.

Definition. Es sei A C R” eine beliebige Teilmenge. Ein Vektorfeld auf A ist eine stetige
Abbildung f: A — R".

Beispiel. Ein Vektorfeld auf A ordnet also jedem Punkt in A C R™ einen Vektor in R" zu.
Beispielsweise ist f:R2 - R2

(z,y) — 3(-y.2)
ein Vektorfeld auf R?. Dieses Vektorfeld ist in der Abbildung auf der linken Seite skizziert.

\/ Vektorfeld e = ;
/ . O T flz,y) = 5(=y,) S — Vektorfeld auf R?
A ~ [ ) 779
v - N s 7 7i
\L \L N 2 ﬂ/ aél;}’z .
— 1

Definition. Es sei f: A — R” ein Vektorfeld auf einer Teilmenge A C R". Eine Lésung der
Differentialgleichung v = fly)

ist eine differenzierbare Kurve ¢: I — A C R" auf einem offenen Intervall, so dass fiir alle
t el gilt P(t) = fle(t)).

Bemerkung. Eine Losung der Differentialgleichung ¢ = f(t,y) ist also eine Kurve ¢, so
dass zu jedem Zeitpunkt ¢ die Ableitung durch den Vektor des Vektorfeldes f am Punkt
©(t) gegeben ist.

Beispiel. Wir betrachten wiederum das Vektorfeld

e(t) = (cos(3t),sin (3t))
eine Losung der Differentialgleichung 3’ = f(y), denn fiir alle ¢ € R gilt in der Tat

Dann ist

¢'(t) = (cos(it),sin (%t))/ = 2 (—sin(3t),cos(3t)) = fle(t)).
A Vektorfeld A v < x
< /
N f(z,y) = 3(~y,2) A Vektorfeld
/<\¢ >s o7 ﬂ;) gauf]R2

l}&;ﬁN\;@—um SEE

\
: _ 1 (1
die Kurve p(t) = (COS (5t) , S0 <5t)) die Kurve 7 ist eine Losung
ist eine Losung der ‘

der Differentialgleich =
Differentialgleichung v' = f(y) er Differentialgleichung y' = g(y)
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Definition. Es sei A C R™ eine Teilmenge. Ein variables Vektorfeld auf A besteht aus einem
Intervall I C R und einer stetigen Abbildung

f:IxA — R"
(t,y) = f(t,y).

Bemerkung. Ein variables Vektorfeld definiert also insbesondere fiir ein fest gewéhltes t € T
ein Vektorfeld y — f(t,y). Anders ausgedriickt, f ist ein Vektorfeld auf A, welches sich
mit der “Zeit” t verdndern kann. Umgedreht definiert jedes Vektorfeld v auf A durch
f(t,y) := v(y) auch ein variables Vektorfeld.

Wir konnen jetzt auch die obige Definition einer Losung einer Differentialgleichung etwas
verallgemeinern.

Definition. Es sei f: I x A — R" ein variables Vektorfeld auf A C R”. Eine Lésung der
Differentialgleichung v = f(ty)

ist eine differenzierbare Kurve ¢: J — A C R"™ auf einem offenen Intervall J C I, so dass

fiir alle ¢t € J gilt )
Hrane = ©'(t) = f(t, (t)).

Bemerkung. Eine Losung der Differentialgleichung ' = f(¢, y) ist also eine Kurve ¢, so dass
zu jedem Zeitpunkt ¢ die Ableitung gerade durch den Vektor des variablen Vektorfeldes am
Punkt o(t) zur Zeit t gegeben ist.

Beispiel. Wir betrachten das variable Vektorfeld™]

fiRoy xR2 — R?
(ty) — 1-y

und die dazugehorige Differentialgleichung ' = f(t,y) = % -y. Fiir jedes A € R?\ {0} ist

0:Ryy — R?
t = t-A

eine Losung der Differentialgleichung 3’ = f(¢,y). In der Tat, denn fiir alle t € R gilt

Ft) = X = Jot X = fttN) = fto(t)):

Bemerkung. Es gibt kein allgemeines Verfahren, um Differentialgleichungen zu 16sen. Wir
werden in diesem Kapitel verschiedene Verfahren kennenlernen, um bestimmte Typen von
Differentialgleichungen zu lésen. In den folgenden Kapiteln werden wir dann die Theorie
der Differentialgleichungen behandeln.

%Das Vektorfeld zeigt an einem Punkt y € R? “nach auBen” und hat die Linge + - [lyll, d.h. mit
zunehmender Zeit werden die Vektoren immer kiirzer.
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16.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Wir betrachten jetzt im
verbleibenden Teil des Kapitels nur noch Differentialgleichungen im Fall n = 1.

Definition. Es seien I, J C R offene Intervalle und es seien f: I — R, sowie g: J — R zwei
stetige Funktionen. Eine Differentialgleichung vom Typ

y = f(t)-9(y)

heifit Ditferentialgleichung mit getrennten Variablen.

Beispiel. Die Differentialgleichung ' = 2-t-y? ist eine Differentialgleichung mit
getrennten Variablen.

Wir versuchen zuerst einmal die Differentialgleichung ¢ = f(t) - g(y) ganz naiv zu lésen.
Hierbei fithren wir folgende suggestive “Physikerrechnung” durch:

dy

o = f)-9)
= ﬁdy = f(t)dt “wir bringen alle y auf die gleiche Seite”
1
= [y = Jrod
- Gly) = F() wobei F, G Stammfunktionen von f und é sind
- y = GYF®)).

Der folgende Satz besagt nun, dass unter geigneten Voraussetzungen diese naive Rechnung
in der Tat eine Losung der Differentialgleichung y' = f(¢) - g(y) liefert.

Satz 16.1. Es seien I,J C R offene Intervalle und es seien f: I — R sowie g: J — R
zwei stetige Funktionen, so dass g(y) # 0 fir alle y € J. Es sei ty € I und und es sei
Yo € J. Wir definieren

F:1 — R und G:J — R
t v 9
1 d 1 ——ds.
Ht{f(S)S yHy{g(s)S
Wenn F(I) C G(J), dann isf] o] > R
t — GYF(t))

die einzige Losung der Differentialgleichung y' = f(t) - g(y) auf dem Intervall I, welche die

Anfangsbedingung p(to) = yo erfillt.

<

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Funktion ¢: I — R in der Tat eine Losung ist. Fiir
jedes t € I gilt:

1
a(y)
d.h. G ist eine streng monotone Funktion, insbesondere besitzt G eine Umkehrfunktion.

4Die Voraussetzung g(y) # 0 impliziert, dass G'(y) = durchgehend das gleiche Vorzeichen besitzt,
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Kettenregel [6.13] Umbkehrregel
¥ ¥
A = (@) S GVED)FO 2 g PO
= g(GH(F®) - f(t) = gle(t) - f(1).
R +

aus dem Hauptsatz der Differential- =¢(®)

und Integralrechnung folgt G/ = 1

Definition von ¢

Wir haben also gezeigt, dass ¢ eine Losung der Differentialgleichung vy’ = g(y) - f(¢) ist.
Man kann zudem leicht verifizieren, dass ¢(ty) = vo.

Wir zeigen nun noch die Eindeutigkeit der Losung. Es sei also ¥: I — R eine beliebige
Losung der Differentialgleichung vy’ = f(t) - g(y) mit ¥ (ty) = yo. Wir wollen zeigen, dass
P(t) = GTY(F(t)), oder anders ausgedriickt, dass G(¢(t)) = F(t) fiir alle ¢ € I. In der Tat
gilt

P(t)
G(p(t) = i % du Definition von GG
yo=u(to) I
t I
- f g(q/)((z Substitutionsregel mit u = ¥(s) riickwérts angewandt

5 denn ¢’ (s) = f(s)-g(¥(s)), da ¢ Losung von y" = f(t)-g(y)
Definition von F'. [

=if
= Fi

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung

()
)

y = 2t-y>

Es sei ¢ # 0. Wir suchen die Losung der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung
©(0) = ¢ erfiillt. Mit der Physikermethode erhalten wir Losungen der Differentialgleichung
y = 2 - ty? wie folgt

-1

@:2ty2:>%dy:2tdt:> fyizdy:f%dt — —$:t2—|—D:>y:m.

dt
/T\
da Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante bestimmt sind

fithren wir noch eine Konstante D ein

Wir wollen nun eine Losung mit ¢(0) = ¢. Wir setzen ¢ = 0 ein und erhalten D = —2.

Zusammengefasst erhalten wir aus Satz [16.1], dass

p(t) = 2_1

c

die einzige Losung der Differentialgleichung 3’ = 2ty* mit (0) = c ist. Wir betrachten nun
noch das maximale Intervall auf dem ¢ definiert ist, und welches 0 enthélt.

e Wenn ¢ < 0, dann ist ¢(t) auf ganz R definiert.
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e Wenn ¢ > 0, dann ist ¢ nicht fiir ¢ = £4/1/c definiert. Also ist das maximale Intervall

um 0 gegeben durch
I = (—+/1/c,\/1/c).

Anders ausgedriickt, fiir ¢ > 0 divergiert die Losung ¢(t) fiir t — +c~'/2. Insbesondere
gibt es zur Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ > 0 keine Losung der Differentialgleichung,
welche auf ganz R definiert ist. E]

16.3. Homogene lineare Differentialgleichungen.

Definition. Es sei a: I — R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I. Wir nennen
eine Differentialgleichung der Fomﬂ

homogene lineare Ditferentialgleichung.

Satz 16.2. Es a: I — R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I, es seity € I
und es sei ¢ € R. Dann besitzt die homogene lineare Differentialgleichung

y = alt)-y
genau eine Losung p: I — R, welche die Anfangsbedingung o(to) = c erfillt, namlich

o(t) = c-exp(f‘a(s)ds).

to

Beispiel. Es sei a € R. Satz besagt insbesondere, dass es genau eine differenzierbare
Funktion ¢: R — R mit ¢/(t) = a - ©(t) und o(ty) = ¢ gibt, namlich ¢(t) = c - e?~t0),

Nachdem homogene lineare Differentialgleichungen ein Spezialfall von Differentialglei-
chungen mit getrennten Variablen sind, kann man Satz insbesondere mithilfe von
Satz beweisen. Wir geben im Folgenden allerdings einen unabhéngigen, etwas einfa-
cheren Beweis.

Beweis. Wir setzen also ¢
o(t) = c-exp (f a(s) ds)

to

Dann gilt J(t) = (Zoexp(ft a(s) ds) ? c-exp(ft afs) ds) ~a(t) = o(t) - a(t).

to to

folgt aus exp(g(t))’ = exp(g(t)) - ¢’(¢) und dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
Zudem ist offensichtlich die Anfangsbedingung ¢(ty) = c erfiillt.

5Die Differentialgleichung v = 2ty? ist fiir alle ¢,y € R definiert. Warum besagt dann Satz nicht,
dass auch die Losung auf ganz R existiert?

%Eine homogene lineare Differentialgleichung ist also ein Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen.
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Es sei nun ¢: I — R eine beliebige Losung der Differentialgleichung mit ¢ (tg) = ¢. Wir
wollen zeigen, dass 1(t) = ¢(t) fiir alle t. Nachdem 9 (t) = ¢(to) geniigt es zu zeigen, dass

die Quotientenfunktion t % konstant ist. Dies ist aber der Fall, denn
(Uf(ﬂ)’ _ o) -(t) —0(t) - ') e(t)-a(t) - p(t) —P(t) - a(t) - o)
N 2 N 2 = 0.
Pt/ 4 () 4 (1)
Quotientenregel da ¢, 1 Losung der DGL ¢’ = a(t) - ¢ |

16.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Wir betrachten jetzt eine Verall-
gemeinerung der homogenen linearen Differentialgleichung des letzten Teilkapitels.

Definition. Es seien a,b: I — R stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I. Wir
nennen eine Differentialgleichung der Form

y' = a(t)-y+b(t)
inhomogene lineare Ditferentialgleichung.

Sei nun ¢y € I und ¢ € R. Das Ziel ist eine Losung ¢ der inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung v = a(t) - y + b(t) zu finden, welche die Anfangsbedingung ¢(ty) = ¢
erfiillt.

e Sei ¢: I — R die Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 3/ = a(t) - y
zu der Anfangsbedingung 1 (ty) = 1, welche wir beispielsweise mithilfe von Satz m
finden konnen.

e Es sei u: I — R eine weitere beliebige differenzierbare Funktion.

Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen das Produkt ¢(t) = 9(t) - u(t) ei-
ne Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung v = a - y + b ist, welche die
Anfangsbedingung ¢(ty) = c erfiillt. Es ist

o = Wuw) = Y u+d = aYpoutou = a-p+-u.
4 4 et 4 —~
Produktregel da 1 Losung v Definition von ¢
von y' =af(t) -y
ir seh 1
Wir sehen also, dass o = a-p+b
genau dann, wenn b= i,

Nachdem 1 und b schon gegeben sind, miissen wir nach u “aufléosen”, und dieses geschickt
wéhlen. Die obige Gleichung gilt genau dann, Wennﬂ
’ 1
u = —-b,

(4

oder mit anderen Worten, genau dann wenn

t
1
u(t) = -b(s)ds -+ const.
(1) = f g0

5TAus Satz folgt, dass 1(t) # 0 fiir alle ¢ € I. Wir konnen also in der Tat durch ¢ teilen.
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Die Anfangsbedingung ¢(ty) = ¢ ist zudem genau dann erfiillt, wenn wir die Integrations-
konstante gleich ¢ setzen. Wir erhalten nun folgenden Satz:

Satz 16.3. Es seien a,b: I — R stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I. Es sei
to € I und c € R. Die einzige Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y = alt)-y+0(1),
welche die Anfangsbedingung ¢(to) = ¢ erfillt, ist gegeben durch die Funktion

o) = () <c+ [ 40 ds)

wobei 5 = oxp ( [ a(s) ds).

to

Beweis. Wir haben vor dem Satz schon bewiesen, dass ¢ eine Losung der Differentialglei-
chung ist (und man kann das auch noch mal leicht durch Einsetzen nachweisen). Zudem
ist ¥(ty) = 1, es folgt, dass p(typ) = c. Die Funktion ¢ erfiillt also auch die gewiinschte
Anfangsbedingung.

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ die einzige Losung der inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung v’ = a(t) - y + b(t) ist, welche die Anfangsbedingung ¢(ty) = c erfiillt.
Sei dazu 0(t) eine weitere Losung. Nachdem v (t) # 0 fiir alle ¢, existiert eine Funktion v,

namlich v(t) = %, so dass 0(t) = 1(t) - v(t). Aber vor dem Satz hatten wir schon gesehen,
dass es genau eine solche Funktion v mit v(ty) = ¢ gibt, ndmlich v = u. Es folgt also, dass
0= . [

Beispiel. Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
y = 2-t-y+1°.

Wir suchen eine Losung, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ erfiillt. Die zugehorige
homogene lineare Differentialgleichung y’ = 2t - y besitzt nach Satz die Losung

P(t) = exp<£2sds> = exp(t?),

welche die Anfangsbedingung ¢(0) = 1 erfiillt. Aus dem obigen Satz folgt, dass die
einzige Losung der Differentialgleichung ' = 2y + t3 mit »(0) = ¢ gegeben ist durch

¢
2 3 g2 2 1 /0 ) —t2>
o(t) = e <c—|—‘£3 e ds) =e <c+2 5 (t*+1)-e").

das Integral bestimmt man mithilfe der Substitution u = —s? und partieller Integration
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17. DER EXISTENZ— UND EINDEUTIGKEITSSATZ

Es sei ¢y = f(t,y) eine Differentialgleichung. Es stellen sich folgende Fragen:

(1) Besitzt die Differentialgleichung immer eine Losung?
(2) Ist eine Losung, zu einer gegebenen Anfangsbedingung, eindeutig bestimmt?

In allen bisherigen Beispielen haben wir gesehen, dass beide Fragen bejaht werden kénnen.
In diesem Kapitel wollen wir auf beide Fragen ganz allgemein eingehen.

17.1. Lipschitz—stetige Abbildungen. Bevor wir uns den oben genannten Fragen zu-
wenden, miissen wir allerdings noch kurz ein etwas trockenes Kapitel abarbeiten.

Definition. Es sei D C R"™ eine Teilmenge und es sei f: D — R™ eine Abbildung. Wir
sagen, f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, wenn fiir alle x,y € D gilt, dass

1f(@) = F)ll < L-[lz—yll

Bemerkung. Es folgt aus Lemma [13.4] dass jede Lipschitz-stetige Abbildung auch stetig
ist.

Beispiel. Wir werden folgende Beispiele teilweise im (Présenz-) Ubungsblatt 11 behandeln:

a:R — R b:R — R c:R —- R d:[0,00) — R
T o~ 2-x T |z r — 2’ r = T
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-stetig mit nicht Lipschitz-stetig nicht Lipschitz-stetig

Lipschitz-Konstante 2 Lipschitz-Konstante 1

Graph von |z Graph von 22 Graph von /x

/ K \
I 1

Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 2
Der folgende Satz, welcher direkt aus dem Schrankensatz folgt,gibt uns nun viele

weitere Beispiele von Lipschitz-stetigen Funktionen.

nicht Lipschitz-stetig nicht Lipschitz-stetig

Satz 17.1. Es sei I C R ein Intervall und es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion.
Wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |f'(z)| < C fir alle inneren Punkte x von I, dann ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C.

Definition. Es sei D C R"™ eine Teilmenge und es sei f: D — R™ eine Abbildung. Wir
sagen, f ist lokal Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, falls jeder Punkt P € D eine
Umgebung U besitzt, so dass f: D N U — R™ Lipschitz-stetig ist.

Beispiel.
(1) Wir betrachten die Funktion
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ccR — R
r — T
Diese Funktion ist zwar nicht Lipschitz-stetig, jedoch ist sie lokal Lipschitz-stetig. In
der Tat, denn fiir a € R ist die Einschrénkung von f auf [a — 1,a + 1] nach Satz[I7.1]
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2 - (Ja| 4 1).
(2) Die Funktion d: [0,00) — R

r = \Jr

ist auf keinem Intervall [0, €] Lipschitz-stetig, also ist d nicht lokal Lipschitz-stetig.

Wir schreiten jetzt zur Definition einer etwas verwirrenderen Version von Lipschitz-
Stetigkeit.

Definition. Es sei G C R™ x R™ und es sei f: G
t,y)

— Rk
= f(ty)
eine Abbildung.

(1) Wir sagen die Abbildung f ist Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante L > 0, wenn fiir alle (¢,y), (t,y) € G gilt:

1f@&y) = fE9l < L-lly =yl
(2) Wir sagen f ist lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable, falls jeder Punkt

(a,b) € G eine Umgebung U besitzt, so dass f: GNU — R™ Lipschitz—stetig beziiglich
der y-Variablen ist.

Beispiel.
(1) Wie oben sieht man, dass die Funktion f:RxR — R
(ty) — ys
am Punkt (0,0) nicht lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist.
(2) Wir betrachten die Funktion fiRxR = R

(t,y) — t3 + 42,
Fir alle (t,y), (t,y) € R x R gilt:
Es folgt nun, fast mit dem gleichen Argument wie zuvor, dass die Funktion f zwar

nicht Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable ist, aber dass die Funktion f immerhin
lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable ist.
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Satz 17.2. Es sei G C R™ x R" offen und es sei
f:G — R”
(t,y) = [f(ty)

eine Abbildung, welche beziiglich der Variableny = (y1,. .., yn) stetig partiell differenzierbar
1st. Dann ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die Funktion f(¢,y) = t3 + y. Es gilt g—i = 2y, diese
Funktion ist stetig, also ist f ist beziiglich der y-Variable stetig partiell differenzierbar.
Satz macht also noch einmal die Aussage, dass die Funktion f lokal Lipschitz-stetig

beziiglich der y-Variable ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall G = R™ x R", der allgemeine Fall wird ganz &hnlich
bewiesen. Es sei also (a,b) € R™ x R™. Wir wéhlen ein beliebiges r > 0. Wir betrachten
folgende Umgebung von (a, b):

U = {ty) ]It —all <rund |y -0 <r},

welche nach dem Satz [3.7] von Heine-Borel kompakt ist.
Wir werden jetzt zeigen, dass f Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen auf U ist. Es
seien also (¢,y) und (t,y + v) in U. Dann gilt

1) = Sty0)| < felln® max - |SE(@rt)| < ol n? max | 2L (w)| < Jlol)n-C.
N teo dy, CweU 10y
folgt aus dem bi=lm N ”’:L,
Schrankensatz [[2.2 da U kompakt, ist dieser
angewandt auf w — f(t, w) Term nach Korollar 3.10]
und aus Lemma [6.12] durch ein C beschrinkt

Wir haben also gezeigt, dass f auf U Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante n? - C' ist. |

17.2. Der Existenzsatz von Picard—Lindelo6f.
Herausforderung. FEs sei p

y = flt.y)
eine Differentialgleichung. Wir mdochten nun gerne zeigen, dass es zu jeder Anfangsbedin-
gung p(s) = ¢ eine Losung ¢ gibt, welche zumindest auf einem kleinen offenen Intervall
(s —€,s 4 ¢€) definiert ist.ﬂ

Das Hilfsmittel, welches wir dabei verwenden wollen, um solch ein ¢ zu finden ist der
Banachsche Fixpunktsatz [13.3] Zur Erinnerung, dieser lautet wie folgt.

58Tm Beispiel nach Satz hatten wir gesehen, dass selbst wenn die Differentialgleichung auf R x R"”
definiert ist, und wenn f: G — R"™ ein variables Vektorfeld ist, welches lokal Lipschitz—stetig beziiglich der
y-Variablen ist, dann ist eine Losung der Differentialgleichung ¢y’ = f (¢, y) nicht notwendigerweise auf ganz
R definiert. Wir koénnen also nicht hoffen, eine Losung auf ganz R zu finden.
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Satz (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei A eine nichtleere abgeschlossene Teil-
menge eines Banachraumed™| (V,|| — ||) und es sei T: A — A eine Kontraktio®} Dann
besitzt T genau einen Fizpunkt, d.h. es gibt genau ein a € A mit a = T'(a).

Es stellen sich nun verschiedene Fragen:
(A) Was soll der Banachraum in unserem Fall sein?

(B) Wie kénnen wir das Losen einer Differentialgleichung als Fixpunktproblem formulie-
ren?

(C) Welche Kontraktion 7" wollen wir verwenden?
(D) Welche abgeschlossene Teilmenge A wollen wir verwenden?

Antwort zu (A). Wir suchen die Losung einer Differentialgleichung, d.h. wir suchen eine
Abbildung I — R™ auf einem Intervall /. Oder noch mal anders ausgedriickt, wir suchen
einen Punkt im Vektorraum der Abbildungen I — R™. Satz besagt, dass fiir jedes
beliebige kompakte Intervall [a,b] der Vektorraum

C(la,b],R™) = Vektorraum aller stetigen Abbildungen f: [a,b] — R"

mit der Supremumsnorm, d.h. mit der Norm

lell = sup {lo@®)] |t € [a, 8]}

ein Banachraum ist.
Antwort zu (B). Das folgende Lemma erlaubt es uns nun das Auffinden einer Funktion
e mit ¢'(t) = f(t,¢(t)) als Fixpunktproblem umzuformulieren.

Lemma 17.3. Es sei I ein Intervall, es sei C' C R™ offen, es sei f: I x C — R" ein
variables Vektorfeld und es sei (s,c) € I x C. Fir eine Kurve ¢: J — R" auf einem
Intervall J C I sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(1) ¢ ist eine Losung der Differentialgleichung y' = f(t,y) beziglich der Anfangsbedin-
gung p(s) = ¢, d.h. es ist
P(t) = f(t, (1)) fir alle te J, und es gilt o(s)=c.
(2) Es gilt ¢
pt) = c+ [ f(z,¢(2)dz fiir alle te J.

Beweis.

597ur Erinnerung, ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Vektorraum, d.h. ein normierter
Vektorraum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.

60Fine Abbildung T': A — A heift Kontraktion, wenn es einen Kontraktionsfaktor © € [0,1) gibt, d.h.
0 dass IT(2) ~ Tl < ©-llz—yll fir alle 2,y € A,
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(1)=-(2) Nehmen wir zuerst an, dass ¢ eine Losung der Differentialgleichung beziiglich der
Anfangsbedingung ¢(s) = ¢ ist. Dann folgt fiir alle ¢ € J, dass

t t
J f(z0(2)) dz T Jo(R)dz = o(t) —p(s) = ¢(t) —c.
denn ¢ ist Losung der DGL ¢/ = f(t,y)  folgt aus dem HDI

(2)=-(1) Nehmen wir nun an, dass ¢ die Integralgleichung erfiillt. Dann gilt ¢(s) = ¢ und

fiir alle ¢ € J gilt: g p t
() = folt) = Fet [ 1)) = fte)
folgt aus dem HDI u

Antwort zu (C). Es sei ¥ = f(t,y) eine Differentialgleichung, wobei f: R x R* — R"
stetig ist. Wir suchen eine Losung mit ¢(s) = c. Es sei erst einmal € > 0 beliebig. Wir
betrachten im Folgenden den Banachraum C'([s—e¢, s+¢], R™) zusammen mit der Abbildung

T:C([s—e€s+¢€,R") — C([s—e¢s+¢€,R")
T(): [s—e,s+¢ — R

v o= t — c+ [ flz,¢(z))dz

Fiir o € C([s — €, s + €, R™) gilt, per Definition von T

¢
e=T(p) <= ) =T = c+ [ [flz,0(2)dz firallet € [s—¢ s+ €
< @ lost die Integralgleichu;g aus Lemma [17.3 (2).

Es geniigt nun also zu zeigen, dass T einen Fixpunkt besitzt. Aus dem Banachschen Fix-
punktsatz folgt, dass wir eine abgeschlossene Teilmenge A C C([s—¢, s+¢], R™) finden
miissen, so dass T: A — A eine Kontraktion ist.
Antwort zu (D). Wir miissen also besser verstehen, unter welchen Voraussetzungen die
Abbildung T kontrahierend ist. Es seien nun ¢, 1 € C([s — €, s + €], R"). Dann gilt

|T(p) =T(@W)|| = sup | IT(e)(t) = T()()]|

te[s—e,s+€
t

= s [ fep() - fla () d

t€[s—e,s+e] ' s
t
< sup [[|f(z0(2) = [z, 0(2)]| dz = (%)
4 t€[s—e,st+¢€| s
folgt aus Lemma [4.3]

Um zu zeigen, dass T" kontrahierend ist wollen wir als ersten Schritt zumindest (x)
durch ||¢ — 9| abschétzen. Anders ausgedriickt, wir miissen den Integranden durch
llo — 9| abschitzen. Wir konnen dies dadurch bewerkstelligen, dass wir im Folgen-
den annehmen, dass f (lokal) Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen mit einer
Lipschitz—Konstante L > 0 ist.
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Wir nehmen jetzt an, es gibt ein » > 0 mit folgenden Eigenschaften:
(1) Die Abbildung f, eingeschrinkt auf [s — ¢, s +¢] X B,(c) ist Lipschitz-stetig beziiglich
der y-Variable mit Lipschitz-Konstante L.
(2) Fiir alle z € [s — €, 5 + €] gilt ¢(2),¥(2) € B,(c).

Dann gilt: t
() = sup [ ||f(z0(2)) = f(z9(2)]| dz

te[s—e,st¢€] s

t

< sup  [Leo—¢lldz < Lift—s|-llo =9l < Leello =l
te[s—e,s+e| s

aus (1) und (2) folgt, dass fiir alle z € [s — €, 5 + €] gilt:

f(z0(2)) = f(2,0(2)) S L-lo(z) = (2)| < Ll =

Wenn wir uns jetzt beispielsweise auf € = ﬁ einschrinken, dann ist also die Abbildung T°

kontrahierend, mit Kontraktionsfaktor % Also liegt es nahe A als eine geeignete Teilmenge

von C([s — €, s + €], R") zu wihlen. Die genaue Wahl von A wird im néchsten Beweis erar-

beitet.

auf [s—e, s+¢€| x B,(c) ist f Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variable

B,(c)
R™ R" ;
Graph von 1 3~ Graph von T'()
c T c T
Graph von ¢ Graph von T'(¢)
; ; f R f ; f
S—€ S S+€ S

Wir sehen also, dass es hilfreich ist anzunehmen, dass f Lipschitz—stetig beziiglich der
y-Variablen ist. Nachdem wir uns nur Gedanken iiber Losungen auf kleinen Intervallen
machen, geniigt es wohl anzunehmen, dass f lokal Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen
ist. Wir kénnen also jetzt den Hauptsatz von diesem Kapitel formulieren.

Satz 17.4. (Existenzsatz von Picard—Lindelof) FEs sei I ein Intervall, es sei C' C R”
offen und es sei f: I x C — R™ ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y—Variable ist. Dann gibt es zu jedem (s,c) € I x C ein € > 0 und eine
Lésung ¢: (s — €,s + €) — R™ der Differentialgleichung

y = fty),
welche die Anfangsbedingung ¢(s) = ¢ erfillt.
Bemerkung. Die Existenzaussage fiir Losungen gilt auch unter der schwécheren Vorausset-

zung, dass f stetig ist. Dies ist dann der Satz von Peano [W] Seite 76], welchen wir nicht
beweisen werden.

Beweis. Wir beweisen den Existenzsatz fiir den Spezialfall [ = R und C' = R". Der allge-
meine Fall wird ganz &hnlich bewiesen. Es sei also s € R und ¢ € R". Nach Voraussetzung
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ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable. Es existiert daher ein 6 > 0 und ein
r > 0, so dass die Einschrankung von f auf die kompakte Teilmenge

Q = [s—0,5+06 xB.(c) C RxR"

Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable mit einer Lipschitzkonstante L > 0 ist. Es sei nun
e € (0,9]. Es folgt aus der Diskussion vor Satz dass fiir Funktionen auf dem Intervall

[s — €, 5+ €] gilt

IT(p) =T < L-e-[lg—=2,
solange auf dem Definitionsbereich gilt, dass ||¢(z) — ¢|| < r und ||¢(2) — ¢|| < r. Insbeson-
dere ist also fiir jedes € € (0,6] mit e < 5> die Abbildung

T: A = \{Qﬁ €eC(s—es+€,R)|v—cf < T}/ — C([s—€¢,s+¢€,R")

TV
abgeschlossene Teilmenge
nach der Diskussion auf Seite 24]

kontrahierend mit Kontraktionsfaktor % Wir miissen nun also noch sicher stellen, dass
T(A.) C A.. Es sei also ¢ € A.. Wir wollen also wissen, ob ||T(¢) — ¢|| < r. Es gilt

t t
IT(W)=cll = sup |T(W)t)—c| = sup | [f(z9(x))dz|| < sup [If (z9(2) )l dz
te[s—e,s+e€| T te[s—e,s+€ || s /[\ t€[s—e,s+¢€] s SN——
eQ: dad}EAe
Definition von T'(1)) nach Lemma [£3]
< Sup ]\t—S\' max { || f(r,y)[ [ (rny) € Q} = e- M.
te[s—e,s+€ N ~ -

=: M, das Maximum existiert nach
nach Korollar da @ kompakt
Damit T'(A.) C A muss auch [|[T'(¢)|| < r gelten. Dies konnen wir dadurch erreichen, dass
€M <r,dh. in dem wir sicher stellen, dass € < 7.
Zusammengefasst haben wir nun folgende Aussage bewiesen. Fiir
€ := min {4, =, und A= A = {eC([s—€s+¢,R)

"M’ 2L

[ —cll < r}.

schrinkt sich T: A — C([s — ¢, s + €], R") auf eine kontrahierende Abbildung 7: A — A
ein. Diese Abbildung 7: A — A besitzt nun nach dem Banachschen Fixpunktsatz [13.3]
genau einen Fixpunkt ¢ € A C C([s — €, s + €], R"). Es folgt aus Lemma [17.3] dass die
Abbildung ¢ eine Losung der Differentialgleichung v’ = f(t,y) ist. [ |

17.3. Das Picard-Lindelof Iterationsverfahren. In dem Beweis vom Banachschen Fix-
punktsatz hatten wir folgende, etwas stérkere Aussage bewiesen:
Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes (V|| —||) und es sei T: A — A
eine Kontraktion. Es sei vy € A beliebig. Dann konvergiert die durch vy := T(vg_1) rekursiv
definiert Folge gegen ein v € A mit T'(v) = v.

Es sei f: R x R® — R" ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz—stetig beziiglich
der y-Variablen ist und es sei zudem (s, ¢) € RxR"™. Wir suchen eine Losung der Differential-

gleichung
y = fty),
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welche die Anfangsbedingung ¢(s) = c erfiillt. Es sei nun ¢q: [s —¢€, s+¢] — R™ erst einmal
eine beliebige stetige Abbildung mit ¢q(s) = cﬁ Wir erinnern uns an folgende Abbildung,
welche wir auf Seite [I59] eingefithrt hatten:

T:C([s—¢s+¢€¢,R") — C(s—¢s+¢€,R")
T(p):[s—es+e — R”

v oo E o ot [ f(z(2) ds

Wir wenden diese Abbildung nun iterativ an und wir erhalten die Folge von Funktionen
wo(t)
t
pi(t) = c+ [ fz,00(2))dz

oolt) = et [flzpi())dz

p3(t) = C+ftf(27902(z))dz

Fiir geeignetes € > 0 folgt aus der obigen Formulierung des Banachschen Fixpunktsatzes
und aus der Diskussion auf Seite [I61] dass diese Folge von Funktionen im Banachraum
C([s —€,s + €], R™) gegen eine Losung der Differentialgleichung i = f(t,y) konvergiert.

Beispiel. Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung vy’ = 2t - y. Wir wollen eine
Losung finden, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ erfiillt. Wir setzen

wo(t) = c.
Mit f(t,y) = 2t - y erhalten wir die Funktionenfolge

¢ ¢
o1(t) = ¢+ [22-9p(2)dz = c+ [2z-cdz = c-(1+1t?
0 0

t t
0a(t) = ¢+ [22-p1(2)dz = ¢+ [22-¢c- (1422 dz = c'(1+t2+%)
) 0 0

Mit einem Induktionsargument kann man nun beweisen, dass fiir jedes k € N gilt:
t2k

B 9 4 46
er(t) = ¢ L+ + S+ 5+ + 7).

Fiir jedes b > 0 konvergiert diese Folge von Funktionen im Banachraum C([—b, b], R) gegen

. . t4 t6 tQk
e(t) = limg(t) = 11mc-(1+t2+5+§+---+ﬁ) = c- o= c-exp(t?).

k—o00 k—o0

61Wir kénnten beispielsweise die konstante Funktion ©o(t) = ¢ wihlen.
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Die Funktion ¢(t) = ¢ - exp(t?) ist also eine Losung der Differentialgleichung ¢/ = 2 - ¢ - .
Dies kann man natiirlich auch durch Einsetzen leicht verifizieren oder mithilfe der Methode
der getrennten Variablen beweisen.

Bemerkung. Es ist natiirlich unwahrscheinlich, dass fiir eine beliebige vorgegebene Differen-
tialgleichung, die Rechnung so schon aufgeht, wie in dem gerade durchgefithrten Beispiel
y' = 2-t-y. Das Picard-Lindelof Iterationsverfahren kann aber durchaus verwendet werden,
um Néaherungslosungen von Differentialgleichungen zu finden.

17.4. Der Eindeutigkeitssatz. Wir gehen nun der Frage nach, ob eine Ldsung einer
Differentialgleichung zu einer vorgegebenen Anfangsbedingung immer eindeutig ist.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
2
y = y3.
p(t) == 0
eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(0) = 0. Andererseits kann man diese Differenti-

algleichung mithilfe der Methode der getrennten Variablen von Seite 16sen. Man erhalt
die Funktion 1
Y(t) = ﬁﬁ

Es gilt ¢(0) = 0 und

Offensichtlich ist

1 1,33 2

W) = 1= (Lot = pd
Wir sehen also, dass 9(t) in der Tat eine Losung fiir die gleiche Anfangsbedingung ist. Die
Differentialgleichung y' = y% besitzt also keine eindeutig bestimmte Losung zur Anfangs-

bedingung ¢(0) = 0. Man kann das obige Beispiel noch wie folgt verallgemeinern: es sei
a < 0 und b > 0, dann kann man leicht nachweisen, dass

L. (t—a)? firt<a,

27
o(t) = { 0, fiir ¢ € [a, b],
5= (t—0b)3, firt>b.

ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung ist, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = 0
erfiillt.

Wir sehen also, dass eine Differentialgleichung im Allgemeinen keine eindeutig bestimm-
te Losung besitzt. Im Hinblick auf die Tatsache, dass in unserem Beispiel die Funktion
fly) = y§ nicht Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist, und im Hinblick auf den
Existenzsatz von Picard-Lindelof liegt es nahe sich einzuschranken, auf variable Vek-
torfelder f(t,y), welche lokal Lipschitz—stetig in der y—Variable sind. In der Tat gilt folgen-
der Satz.

Satz 17.5. (Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f) Es sei I C R ein offenes Inter-
vall, C' C R™ eine offene Teilmenge und es sei f: I x C — R™ ein variables Vektorfeld,
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welches lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variablen ist. Wenn die Differentialgleichung

y = f(ty)
zwer Losungen @, 1: J — R™ besitzt, welche an einem Punkt s € J tibereinstimmen, dann
ist o(t) = ¥(t)  firaleteJ.

Bemerkung. Der Eindeutigkeitssatz hat die gleichen Voraussetzungen wie der Exis-
tenzsatz [17.4] Es folgt also insbesondere, dass die Losung von Satz auf dem Intervall
(s — €, s + €) zudem eindeutig ist.

Bevor wir den Eindeutigkeitssatz beweisen, formulieren wir zuerst folgendes Lemma,
welches ein Kriterium dafiir gibt, dass zwei Funktionen auf R iibereinstimmen.

Lemma 17.6. Es seien f,g: R — R" zwei stetige Funktionen. Wir nehmen an, dass
folgende zwei Aussagen erfillt sind:
(1) es gibt ein s € R mit f(s) = g(s),
(2) zu jedem b € R mit f(b) = g(b) gibt es ein € > 0, so dass f und g auf dem Intervall
(b —€,b+ €) dbereinstimmen.
Dann stimmen f und g auf ganz R dberein.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass f und g auf dem Intervall [s, 0o) iibereinstimmen. Neh-
men wir an, dies sei nicht der Fall, es gibt also ein x > s mit f(x) # g(x). Wir betrachten

T := {t> s|die Funktionen f und g stimmen auf s, t] iiberein}.
Nach unserer Annahme ist s € 7" und T ist durch z nach oben beschréankt. Wir setzen
b := sup(T).
Aus der Definition von b folgt, dass es fiir jedes e > 0 ein t € [b — ¢,b] mit f(¢) = g(¢) gibt.
Aus der Stetigkeit von f und g erhalten wir, dass f(b) = g(b). Nach Voraussetzung gibt
es dann aber ein € > 0, so dass f und g auf dem Intervall (b — €,b + €) iibereinstimmen.
Nachdem f und g zudem auf [s,b] iibereinstimmen, sehen wir also, dass f und g sogar
auf dem Intervall [s,b + €) gleich sind. Wir sehen also, dass b+ § € T', im Widerspruch
zur Definition von b. Wir haben also bewiesen, dass f und g auf dem Intervall [s,c0)

iibereinstimmen.
Die Aussage, dass f und g auf dem Intervall (—oo, s] ebenfalls iibereinstimmen wird ganz

analog bewiesen. [
. | aus der Stetigkeit ol o
(1) : - (2)  folgt f(b) =g(b), (3) —
§ b also stimmen f und g 5 /b
fir alle s <¢ < b stimmen auf ganz [s, ] tiberein nach Voraussetzung

stimmen f und g dann
auch auf einem Intervall
(b —¢,b+ ¢) tiberein

f und g auf dem
Intervall [s,?] iberein
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Wir wenden uns jetzt dem Beweis des Eindeutigkeitssatzes zu:

Beweis von Satz[17.5 Wir behandeln nur den Fall, dass I x C = R x R” und J = R.
Der allgemeine Fall wird ganz dhnlich bewiesen. Es sei also f: R x R® — R" eine ste-
tige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variablen ist. Zudem seien
v, R — R"™ zwei Losungen der Differentialgleichung y' = f(t,y), welche an einem Punkt
s € R iibereinstimmen. Wir wollen zeigen, dass ¢(t) = v(t) fiir alle ¢ € R. Nach Lemma[17.6]
geniigt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei b € R, so dass ¢(b) = 1(b). Dann existiert ein € > 0, so dass
o(t) = (1) fir alle t € (b—€,b+¢€).

Das Ziel ist mithilfe der Eindeutigkeitsaussage vom Banachschen Fixpunktsatz [13.3)]
zu beweisen, dass ¢ und v auf einem kleinen Intervall {ibereinstimmen.

Wir setzen ¢ := p(b) = ¢(b). Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich
der y—Variable. Es existiert deswegen ein § > 0 und ein r > 0, so dass die Einschrankung

von f auf Q = [b—6,b+38 xBy(c) C RxR"
Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable ist.
Im Beweis vom Existenzsatz von Picard-Lindelof hatten wir gesehen, dass es ein
n € (0, 6] gibt, so dass sich fiir jedes € € (0, 7] die Abbildung
T:C(b—eb+¢,R") — C(b—¢b+¢€,R")
T(H): [b—eb+¢ — R"

T t — c+bff(z,7(z))dz

einschréinkt auf eine Kontraktion 7': A, — A, auf der abgeschlossenen Teilmenge
A, = {7 eC([b—e€b+¢,R") ‘ lv— | < 7“}
von C([b—€,b+¢€|,R").
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt also T: A, — A. genau einen
Fixpunkt. Wir miissen jetzt nur noch e so wihlen, dass die Einschriankungen von ¢
und ¢ auf [b —€,b+ €] in A, liegen, denn dann greift die Eindeutigkeitsaussage des
Banachschen Fixpunktsatzes.
Da ¢(b) = ¢ und ¢ (b) = ¢ und da ¢ und 1 stetig sind, existiert ein € € (0,7], so dass
llo(t)—c|| < rund ||¢(t)—c| < rfirallet € [b—e, b+e|. Also liegen die Einschrankungen von
pund ¢ auf [b—e,b+¢€ in A, zudem folgt aus Lemma , dass diese Einschréankungen von
o und ¢ Fixpunkte von T sind. Es folgt also aus der Eindeutigkeitsaussage des Banachschen

Fixpunktsatzes, dass die Einschrinkungen von ¢ und ¢ auf [b — €,b + €] iibereinstimmen.
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. [
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Graph von v
Graph von ¢

auf [b — 0,b+ 0] x B,(c) ist f Lipschitz-stetig

"
T

b+0

R beziiglich der y-Variable
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18. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Definition. Es sei G C R x (R¥)" eine Teilmenge und f: G — R* eine stetige Funktion.
Wir nennen ym = f (t, Uy, 7y(n*1))

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf R¥. Eine Losung davon ist eine n-mal diffe-
renzierbare Funktion ¢: I — R¥ auf einem offenen Intervall I, mit der Eigenschaft, dassﬂ

oM (t) = fto®),¢®),...," V() firalletel

Bemerkung. Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist also gerade eine Differentialglei-
chung der Form y' = f(¢,y), wie wir sie schon auf Seite eingefiihrt hatten.

Physikalisches Beispiel. Wir betrachten einen Korper der Masse m und wir bezeichnen
mit y die Lage beziiglich des Mittelpunkts der Erde zum Zeitpunkt ¢. Nach dem zweiten
Newtonschen Gesetz gilt fiir die Bahn y des Koérpers
y' = % - F € R?,
4
Kraft, welche auf den Korper wirkt

Die Kraft F' kann dabei von der Zeit, vom Ort, aber auch von der Geschwindigkeit abhéngen.

Beispielsweise gilt fiir einen Koérper der Ladung ¢ bei in einem elektrischen Feld E = E (t,y)
und bei einem magnetischen Feld = B(t,y), welche beide vom Ort y und der Zeit ¢
abhéngen koénnen, dass
F(yat) = _G'm'MErde'Lg_l_Q' (E_F (ylxg) )
[l N
Kreuzprodukt

Wir sehen also, dass die Bahn durch folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
schrieben wird:

' = LBty = G Mg 2+ L (Ety)+ (/ x Blt.y)).

¥
lyl3
Mathematisches Beispiel. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
y' = -y

wird gelost von den Funktionen sin(t) und cos(t). Genauer gesagt sogar von allen Linear-
kombinationen

o(t) = a-sin(t) +b-cos(t), wobeia,be R.
Insbesondere ist zur Anfangsbedingung ¢(0) = 0 jede Funktion der Form ¢(t) = a - sin(t)
eine Losung. Wir sehen also, dass es keine eindeutige Losung gibt, wenn wir nur den An-
fangspunkt festlegen. Wir werden in Satz sehen, dass man fiir Differentialgleichungen
n—ter Ordnung die Anfangswerte fiir die ersten (n — 1) Ableitungen vorgegeben muss, um
eine eindeutige Losung zu erhalten.

62Damit die rechte Seite definiert ist, muss fiir alle ¢ € I gelten, dass (t, p(t), ¢ (1), ...,V (t)) € G.
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Wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung stellen Sich jetzt folgende Fragen:

(1) Unter welchen Voraussetzungen besitzen solche Differentialgleichungen Losungen?
(2) Unter welchen Voraussetzungen sind die Losungen eindeutig?

Wir werden beide Fragen dadurch beantworten, indem wir im Folgenden geschickt das
Studium von Differentialgleichungen héherer Ordnung auf das Studium von Differential-
gleichungen 1. Ordnung zuriickfithren. Wir fithren dazu folgende Notation ein.

Notation. Es sei f: R x (R¥)» — RF eine stetige Funktion. Wir definieren]
F:Rx (RF)" — (RF)™

Yo Y1
Y1 :
(ta Y) = F(t,Y) = F(ta ) = Yn—2
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(t7 Yo, - - - ,yn—l)
=y
Wir wollen nun im Folgenden zeigen, dass die Losungen der Differentialgleichung n—ter
Ordnung n n—
y " o= fltyy, .yt Y)
in ein—eindeutiger Beziehung zu den Losungen der Differentialgleichung erster Ordnung
Y' = F(t,Y) stehen.

Lemma 18.1. Es sei ¢: I — RF eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung
v = fltyy, .y Y).

Dann st P ] — (Rk)n o)
b o) =| 70
P (1)

eine Losung der Differentialgleichung Y' = F(t,Y") erster Ordnung.

Beweis. Dieses Lemma folgt sofort durch Einsetzen. In der Tat, es sei ¢: I — R* eine
Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(t’ y? y,7 A 7y(n_1)).

D.h. 1
o o) = F(tp®). (D). .. (D).
Damn il o) 1) (0
/ t I/ t /! t
() = % Wf) _ @E() _ 905() — F(t,5()
(1) (1) F(to(t), ..., D(t)) u

63Jedes y; ist also jeweils ein Punkt in RF.
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Das folgende Lemma ist das Gegenstiick zu Lemma [18.1]

Lemma 18.2. Es sei ® = (1, ...,0,): I — (R¥)" eine Lisung der Differentialgleichung
Y' = F(t,Y) erster Ordnung, dann ist p1: I — R* eine Lisung der Differentialgleichung
y ™ = f(t,y,y,...,y" V) n-ter Ordnung.

Beweis. Es sei nun also ® = (¢1,...,¢,): I — (RF)" eine Losung der Differentialgleichung
Y’ = F(t,Y). Ausgeschrieben bedeutet dies, dass
/(1) oa(t)
G P = w0 = Feem) = Pl
() F(t1(8) a0 (D))
Indem wir die ersten n — 1 Eintrége betrachten sehen wir, dass fiir jedes j € {1,...,n—1}
ilt: j
¢ (%) el = git) = ) = .. = ¢
Es folgt:
AV = ) = Sa®) @) = F(Ea@ A0l ),
folgt aus (xx) folgt aus (x) folgt aus (xx)

d.h. ¢y ist eine Losung der Differentialgleichung

y" o= ftyy, o y™Y). m

Mithilfe von Lemmas und kénnen wir jetzt das Studium von Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung auf das Studium von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick-
fithren. Dies erlaubt es uns jetzt kurz- und schmerzlos den Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir Losungen von Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu beweisen.

Satz 18.3. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es sei G C R x (R¥)" eine offene
Teilmenge und f: G — RF eine stetige Funktion, welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich der
y-Variablen ist. Wir betrachten die Differentialgleichung n-ter Ordnung

y" = ftyy, ...,y ).
Dann gelten folgende Aussagen.
(1) (Existenz) Fir jeden Punkt (s,aq,...,an,—1) € G gibt es ein € > 0 und eine Lisung

p: (s—€,s5+€) >R

der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingungen
p(s) = ag
¢'(s) = m

gp("_l)(:;) — dn,l erfiillt.
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(2) (Eindeutigkeit) Es seien @,1: I — R* zwei Lésungen der Differentialgleichung n-ter
Ordnung. Wenn es ein s € I gibt, so dass gilt

e(s) = P(s)
¢'(s) = '(s)

P D(s) = plH(s)
Dann gilt o(t) = (t) fir allet € 1.
Beweisskizze. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall G = R x (R*)™.
Es sei f: R x (R¥)" — R* eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich
der y-Variablen ist. Dann kann man leicht sehen, dass die Abbildung
R x (RF)* — (Rk)"
Yo Y
Y1 :
(t, ) = FY):= .
. Yn—1
Yn—1 f(tv y07"'7yn—1)
———
=Y
ebenfalls lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist. Der Satz folgt nun sofort aus

Lemmas und [18.2] sowie aus dem Existenzsatz und dem Eindeutigkeitssatz [I7.5]
[ |

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung zweiter Ordnung

iz

y' = —v.
Esseixz € Rund v € R. Es gibt genau eine Losung ¢: R — R, welche die Anfangsbedingung
©(0) = z und ¢'(0) = v erfiillt, ndmlich
o(t) = x-cos(t) + v - sin(t).

Nachdem wir jetzt gesehen haben, dass man die Theorie der Differentialgleichungen
héherer Ordnung auf die Theorie von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren
kann, werden wir uns im Folgenden hauptséchlich mit Differentialgleichungen erster Ord-
nung beschaftigen.
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19. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Auf Seite hatten wir (in-) homogene lineare Differentialgleichungen im eindimension-
alen Fall eingefiihrt. Wir verallgemeinern nun die Definition auf den mehrdimensionalen
Fall.

Definition. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei A: I — M(n x n,R) eine stetige
Abbildung. Wir nennen ,
y = Alb)-y

eine homogene lineare Differentialgleichung. Es sei zudem b: I — R" eine weitere stetige
Abbildung, dann heifit .
y = A(t)-y+b(t)

inhomogene lineare Ditferentialgleichung.

Satz 19.1. Fs sei I C R ein offenes Intervall. Es seien zudem A: I — M(n x n,R) sowie
b: I — R"™ stetige Abbildungen. Es sei a € I und ¢ € R™. Die inhomogene lineare Differen-

tialgleichung y = A(t)-y+bt)

besitzt genau eine Lisung p, welche die Anfangsbedingung ¢(a) = c erfillt und welche auf
dem ganzen Intervall I definiert ist.

Bemerkung. Die Funktion b kann natiirlich die Nullfunktion sein, d.h. der Satz gilt insbe-
sondere fiir homogene lineare Differentialgleichungen.

Der Satz besagt insbesondere, dass die Lisung auf dem ganzen Intervall I existiert. Dies
ist eine stérkere Aussage als der Existenzsatz von Picard-Lindeldf liefert, denn dieser
liefert nur die Existenz von Losungen auf einem Intervall der Form (a —¢, a+¢). Im Beispiel
auf Seite[I51] hatten wir gesehen, dass im Allgemeinen Losungen von Differentialgleichungen
nicht notwendigerweise den Definitionsbereich der Differentialgleichung besitzen. Die Tat-
sache, dass die Losung auf ganz I definiert ist, ist also eine Besonderheit von inhomogenen
linearen Differentialgleichungen.

19.1. Beweis von Satz (x). In diesem Kapitel werden wir Satz beweisen. Aus
Zeitgriinden ist dieses Kapitel nicht Teil der offiziellen Vorlesung.

Um Satz zu beweisen brauchen wir also ein Kriterium dafiir, dass eine Losung auf
dem ganzen Intervall I definiert ist. Folgender Satz gibt uns solch ein Kriterium.

Satz 19.2. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei f: I x R* — R" eine stetige
Abbildung mit der Figenschaft, dass es zu jedem kompakten Intervall J C I ein L € R gibt,
so dass fir alle x € J und y,y € R" gilt

1z, y) = fl@ o)l < L-lly =yl

Dann gibt es zu jedem (a,c) € I x R™ genau eine Lisung ¢: I — R™ der Differentialglei-
chung /

y = f(ty),

64Bine Losung ist also eine differenzierbare Abbildung ¢: I — R” mit ¢/ (t) = A(t) - p(t).
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welche die Anfangsbedingung ¢(a) = c erfiillt.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall I = R. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

Die Abbildung f ist insbesondere lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable. Die
Eindeutigkeit der Losung folgt also sofort aus Satz [I7.5] Der Existenzsatz von Picard-
Lindel6f garantiert nur die Existenz einer Losung auf einem Intervall der Form (a—¢€, a+¢).
Wir wollen aber zeigen, dass es eine Losung gibt, welche auf ganz R definiert ist.

Ganz analog zum Picard-Lindel6f Iterationsverfahren betrachten wir folgende Folge von

Abbildungen ¢ : R — R" polt) = ¢
t

p1(t) = c+ [ f(s,¢0(s))ds

a(t) = c+ [ f(s,¢1(s))ds

a

Alle diese Abbildungen sind auf R definiert und differenzierbar.

Behauptung. Fiir jedes r > 0 konvergiert die Folge (¢x)ren auf dem Intervall [a — r,a + 7]
beziiglich der Supremumsnorm gegen eine stetige Abbildung ¢: [a — r,a + 7] — R™

Es sei also 7 > 0. Wir werden zuerst zeigen, dass die Funktionenfolge (g )ren auf dem
kompakten Teilintervall [a—r, a+r] C I beziiglich der Supremumsnorm gegen eine Funktion
konvergiert. Es sei dazu L die Lipschitz-Konstante fiir die Abbildung f auf dem kompakten
Teilintervall [a — r,a + r|, welche nach Voraussetzung existiert. Da ¢q und ¢; stetig sind
existiert

K = max{”gpl(t) —@o(t)|| }t €la—ra+ r]}
Wir zeigen nun mit Induktion, dass fiir alle k € Nund ¢t € [a — r,a + r| gilt

LE |t —al*
lorn () — o)) < K- B0

Die Aussage gilt fiir k£ = 0 per Definition von K. Der Induktionsschritt k& — k + 1 verlduft

wie folgt: per Definition von @2 und @gi1 nach Lemma [£.3]

t 4t
J #(s:00n1() = F(s () ds| < |

t t
< L[ lorn(s) — ouls)|ds < Ko [l as - &

0 + @
Eigenschaft von L Induktionsvoraussetzung

+
lers2(t) —pra () =

Wir haben damit also den Induktionsbeweis abgeschlossen.
Fiir also t € [a — r,a + r] gilt also

o oo th_ k oo 1 oo Lk k
> lleen®) — el < S-S < S phh = KoY B = Keexp(Lr),
k=0 k=0 : k=0"" k=0

+ 0 0
siehe oben datefa—ra+7] Definition von exp

f(sv SOkJrl(S)) - f(87 %0/6(8))

ds

‘ Lk’+1 . ‘t _ a|k)+1
R
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Es folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen [Erll Satz 19.5], dass die
Reihe Z (pr41 — @r) auf [a — r,a + r| beziiglich der Supremumsnorm gegen eine Funktion

konverglert Zudem folgt aus dem Beweis von Behauptung 3 im Beweis von Satz[13.2] dass
die Funktion

¢;1m¢wz%+2@m—%)

auf [a — r,a + r] stetig ist. H

Wir fahren mit der Notation der vorherigen Behauptung fort. Wir miissen nun noch
zeigen, dass ¢ in der Tat auf (a — r,a + r) eine Losung der Differentialgleichung ist. Nach
Lemma geniigt es dabei folgende Behauptung zu beweisen.

¢
Behauptung. Fir alle t € (a —r,a+7r) gilt: o) = c+ [ f(s,¢(s))ds.

Wir fithren folgende Berechnung durch: Satz 19.6 aus Analysis T besagt, dass wir

Definition von ¢y, Grenzwert und Integral vertauschen kénnen
+ t + t
o(t) =1mwd)=:mﬂ@+ff@wmﬂﬁﬂﬂ = c+ [ lim f(s, or-1(s)) ds
k—o00 k—o00 o “ k—o0
t t
= ot [ f(s mpa(s))ds = e [ f(s.0(5) ds
4 " —00 4 a
Stetigkeit von f Definition von ¢ H

Wir haben nun also bewiesen, dass fiir jedes r > 0 die Funktionenfolge (¢ )ren auf dem
Intervall (a—r, a+r) beziiglich der Supremumsnorm gegen eine Losung ®,.: (a—r,a+r) — R
der Differentialgleichung konvergiert. Alle diese Funktionen ®, zusammengefasst ergeben
eine Losung, welche auf ganz R definiert ist. [ |

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [19.1] zu.

Beweis von Satz[19.1. Wir schreiben f(t,y) = A(t) - y + b(t). Mit Verweis auf Satz
geniigt es nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei J C I ein kompaktes Intervall. Dann gibt es ein L € R, so dass fiir alle
te Jund y,y € R" gilt -
pUEEE 1fty) = FEDI < L-lly =7l
Es sei also J C I ein kompaktes Intervall. Wir setzen

L = n*. , max {|aw ‘SEJ}ﬁ
ij=

Nun gilt fiir alle ¢t € J und y,y € R", dass

1Fty) = F&DI = [[(A®) -y +b(1) = (A(t) - T+ (1))
:HAU'@—@HXIM(WWW—M\XLWW—MW
Lemma (2) Lemma (3)

65Nach Voraussetzung ist t — a;;(t) stetig, also existiert L nach Korollar
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Wir haben also damit die Behauptung bewiesen. [ |

19.2. Homogene lineare Differentialgleichungen. In diesem und dem néchsten Teil-
kapitel wollen wir die Menge aller Losungen einer (in-) homogenen linearen Differential-
gleichungen studieren.

Notation. Fiir eine (in-) homogene lineare Differentialgleichung ' = A(t)-y+b(t) auf einem
offenen Intervall I bezeichnen wir

L(y = A(t) -y + b(t)) := Menge aller Losungen von y' = A(t) - y + b(t) auf I
als die Losungsmenge.

Das folgende Lemma besagt, dass fiir homogene lineare Differentialgleichungen die Losung-
menge einen Vektorraum bildet.

Lemma 19.3. Fiir eine homogene lineare Differentialgleichung y' = A(t) - y auf einem
offenen Intervall I ist die Lisungsmenge L(y' = A(t) - y) ein Vektorraum

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

V' := {differenzierbare Abbildungen I — R"} — W := {alle Abbildungen I — R"}
p o= g Al p
Dies ist eine lineare Abbildung zwischen zwei reellen Vektorrdumen. Der Kern dieser Ab-

bildung ist gerade L(y/ = A(t) - y). Nachdem der Kern einer linearen Abbildung ein Unter-
vektorraum ist, ist L(y’ = A(t) - y) also in der Tat ein Untervektorraum von V. [

Nachdem die Losungsmenge L einer homogenen linearen Differentialgleichung ¢’ = A(t)-y
ein Vektorraum ist, geniigt es eine Basis zu finden, um die Losungsmenge L zu beschreiben.
Wir erinnern an folgende Definition aus der linearen Algebra.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir sagen Vektoren vy, ...,v, € V sind linear
unabhéngig, wenn fiir beliebige A{,..., \, € R gilt
)\1.U1+...+)\n.vn:0 e )\1:---:)\”:0,

Wir erinnern an folgende Aussage, welche wir in Ubungsblatt 6 bewiesen hatten.

Lemma 19.4. Es set f: V — W ein Homomorphismus zwischen zwei reellen Vektor-

raumen. Es seien vy, ... v, € V. Wenn f(v1),..., f(v,) € W linear unabhingig sind,
dann sind auch vy, ... ,v, € V linear unabhdingig.
Beweis. Wir nehmen also an, dass f(v1),..., f(v,) € W linear unabhéngig sind. Es seien

Ay .oy Ay € R Dann gilt
Ao+ + AN, =0 = f(Arror 4+ A0,) =0
e M)+ A f(0) =0 = A ==\, =0,
+ 0
denn f ist linear denn f(v1),..., f(vn) sind linear unabhingig [

66Genauer gesagt, die Losungsmenge L(y' = A(t) - y) bildet einen Untervektorraum des Vektorraums
aller Abbildungen I — R™.
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Der folgende Satz gibt ein Kriterium dafiir, dass Losungen linear unabhéngig sind.

Satz 19.5. Es seien ¢q,...,pr: I — R™ Losungen der homogenen linearen Differential-
gleichung y = A(t)-y
auf dem offenen Intervall I. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die Abbildungen @1, ...,pr sind linear unabhdngig im reellen Vektorraum C(I,R™)
aller stetigen Abbildungen I — R™.
(2) Es existiert ein tg € I, so dass die Vektoren

©01(to), - - -, r(to) € R” linear unabhdngig sind.
(3) Fiir jedes to € I sind die Vektoren
01(to), - -, or(to) € R” linear unabhdngig.
Beweis.

(3)=(2) Diese Implikation ist trivial.
(2)=(1) Es sei ty € I. Die Abbildung C(I,R") — R

o= f(to)
ist linear. Also folgt die Implikation aus Lemma [19.4]
(1)=(3) Es seien also ¢, ..., ¢ linear unabhéngige Losungen von 3’ = A(t) - y und es sei

to € I. Wir miissen zeigen, dass ¢1(fo), ..., ¢r(to) € R™ linear unabhéingig sind.

Es seien also Aj,..., Ay € R, so dass Ay - ¢1(to) + -+ + A - or(to) =0 € R™.

(a) Die Linearkombination ¢ := Aj - ¢1 + - -+ + g - ¢, ist nach Lemma eine
Losung der Differentialgleichung ¢y’ = A(t)-y beziiglich der Anfangsbedingung
p(to) = 0.

(b) Die Nullabbildung #(¢) = 0 ist offensichtlich ebenfalls eine Losung der Diffe-
rentialgleichung y' = A(t) - y beziiglich der Anfangsbedingung ¢ (tq) = 0.

(c) Aus (a) und (b), sowie Satz folgt, dass gilt ¢ = . Mit anderen Worten,

es gilt Mg+ + oo =0 €C(I,RY.
(d) Aus der linearen Unabhéngigkeit der Abbildungen ¢, ..., ¢ folgt nun, dass
AM=--=X\=0. [ |

Satz 19.6. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei A: I — M(n x n,R) eine stetige
Abbildung. Die Losungsmenge I der homogenen linearen Differentialgleichung

y = At)-y
1st ein n—dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Esseity € I. Aus Satz folgt, dass es fiir jedes i € {1,...,n} genau eine Losung
;. I — R™ der Differentialgleichung 3’ = A(t) - y gibt, welche die Anfangsbedingung

ei(te) = (0,...,0,1,0,...,0)
/I\

i-te Koordinate
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erfiillt. Wir werden nun zeigen, dass {¢1,. .., p,} eine Basis von L ist.

Aus Satz (2)=-(1) folgt, dass die Abbildungen ¢y, ..., ¢, linear unabhéngig sind.
Es sei nun ¢ eine beliebige Losung der Differentialgleichung ' = A(t) - y. Wir setzen
(A1, An) == 1(tp). Dann gilt

¢(t0) = ()\1, ceey /\n> = A gOl(t()) + A QOn(to) e R™.
~—— ~——

=e1 =€n
Die Abbildungen ¥ und Ay - @1 + -+ - + Ay, - ¢, sind also Losungen der Differentialgleichung

und haben den gleichen Wert zur Zeit t,. Aus Satz folgt nun, dass v = Ay -1 +--- +
A P [

Definition. Es sei y' = A(t) - y eine homogene lineare Differentialgleichung. Eine Basis des
Losungsraumes der Differentialgleichung wird Losungsfundamentalsystem genannt.

Beispiel. Es sei ¢ € R. Wie auf Seite betrachten wir die homogene lineare Differential-

gleichung v\’ 0 —c n
( Yo ) B ( c 0 ) ( Y2 )
—— \‘2_./ ——

:y/ = =y

Dann kann man durch Einsetzen leicht zeigen, dass
_ (cos(c-t) [ —sin(c-t) )
p(t) = ( sin(c - t) ) und () = ( cos(c - t)

Losungen der Differentialgleichung sind. Nachdem die Vektoren

20 = () wd oo(0) = ()

eine Basis von R? sind, folgt aus Satz und Satz [19.6, dass ¢; und ¢, ein Losungs-
fundamentalsystem der Differentialgleichung 1 = A -y bilden. Insbesondere kann jede
andere Losung v der Differentialgleichung y' = A(¢) - y geschrieben werden als Linearkom-
bination ¥ = A1 - o1 + A2 - ©s.

19.3. Inhomogene lineare Differentialgleichungen.

Notation. Fiir einen Vektorraum V', einen Vektor v € V und einen Untervektorraum U C V

schreiben wir v+ U = {v+u|ueU}.

Anders ausgedriickt, v 4+ U ist die Translation des Untervektorraums U um den Vektor v.

Eine solche Teilmenge von V' wird manchmal auch als affiner Unterraum von V' bezeichnet.
Mit dieser Notation kénnen wir den néchsten Satz formulieren.

Satz 19.7. Es sei I C R ein offenes Intervall und es seien A: I — M(n x n,R) und

b: I — R" stetige Abbildungen. Es sei 1 eine Lisung der inhomogenen Differentialglei-
chung y' = A(t) -y + b(t). Dann ist
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Lésung der inhomogenen Differentialgleichung y' = A(t) - y + b(t)

1
Ly =A@®)-y+b(t) =+ Ly=A401)y).
Lésungsmenge?igr inhomogenen Lésungsmeng(:ger homogenen
linearen Differentialgleichung linearen Differentialgleichung
1) ist eine Losung von ¢’ = A(t) - y + b(t) L(y = A(t) -y + b(t)), d.h. Losungen
der inhomogenen linearen
\ / Differentialgleichung

A Y = A(t) -y +b(d)

L(y = A(t) - y), d.h. Losungen

/ der homogenen linearen

_ Differentialgleichung
Vektorraum aller differenzierbaren Abbildung I — R” vy =At)-y

Beweis. Wie im Beweis von Lemma betrachten wir die lineare Abbildung

V' := {differenzierbare Abbildungen I — R"} S W= {alle Abbildungen I — R"}
p = O Al e
Fiir eine differenzierbare Abbildung ¢: I — R™ und eine stetige Abbildung c¢: I — R" gilt
also:

(*) ¢ e Ly =A(t)-y+c(t) = ¢ = A(t) - o +c(t) < O(p) = c(t).
Definition von L Definition von ©

Es folgt aus (x), dass es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Wir betrachten die lineare Abbildung ©: V — W. Es sei b € W und es sei
¥ € V mit O(¢) = b. Dann gil{"]

{p eV |O(p)=0b} = ¢+ ker(O).
Es sei also ¢ € V. Dann gilt:
Olp) = b <= Blp—1) =0 <= p—1Y cker(0) < @) +ker(O).
da g(w) — b und da © linear ]

Bemerkung. Satz[19.7|besagt, dass wir zur vollstéindigen Losung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung ' = A(t) - y + b(t) folgende zwei Schritte durchfithren miissen.
(a) Wir miissen ein Losungsfundamentalsystem fiir die homogene lineare Differentialglei-
chung 3/ = A(t) - y finden.
(b) Wir miissen zumindest eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
y' = A(t) -y + b(t) finden.

6"Diese Aussage entspricht fast der Aussage von [NT, Proposition 16.2] aus der linearen Algebra.



178 STEFAN FRIEDL

Wir werden (a) spéter noch allgemein behandeln. Im Folgenden wollen wir (b) beantworten,
unter der Voraussetzung, dass wir schon eine Losung zu (a) besitzen.

Bemerkung. Fiir den Fall n = 1 hatten wir schon gesehen, wie wir aus einer Losung der
homogenen linearen Differentialgleichung 3y’ = a(t) - y eine Losung der inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung y' = a(t) - y + b(t) erhalten. Genauer gesagt, in Satz hatten
wir folgende Aussage bewiesen: wenn ¢: I — R eine Losung der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung v’ = a(t) - y ist, dann ist fiir jedes to € I und ¢ € R

t
Y(t) = @(t)-u(t), wobel wu(t) = c+ [p(s)~t-b(s)ds
to
eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung v = a(t) - y + b(t). Wir wollen
nun dieses Verfahren verallgemeinern. Allerdings stellt sich nun die Frage, was die Rolle
von 1(s)~! spielen soll, wo doch nun die Losungen Abbildungen I — R" sind.

Demnéchst werden wir Satz [19.§ auf den mehr-dimensionalen Fall verallgemeinern. Um
diese Verallgemeinerung zu formulieren benotigen wir allerdings noch folgende Definition.
Definition. Es seien ¢1,...,¢,: I — R™ Losungen einer homogenen linearen Differential-

leichun
5 g yo= Alt)-y
auf einem offenen Intervall I. Fiir beliebiges ¢ € I heif3t

W) = (1) ... gpn(t))l

(.

vV
n X n-Matrix

Wronski—Matrixﬁ der Losungen @1, ..., ©,.

Beispiel. Es sei ¢ € R. Wir betrachten wiederum die homogene lineare Differentialgleichung

Y2 c 0 y2 /)’
—— T ——
=y’ = =y

Die Losungen ¢; und ¢, von Seite [176] ergeben die Wronski-Matrix
[ cos(c-t) —sin(c-t)
wit) = ( sin(c - t) cos(c-t) )

-~ -~

=p1(t) =pa(t)

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz [16.3]

Satz 19.8. Es sei I C R ein offenes Intervall, es seien A: I — M(nxn,R) und b: I — R"
stetige Abbildungen, und es sei @1, ..., p, ein Lisungsfundamentalsystem der homogenen
linearen Differentialgleichung ,

y = Al)-y.

68Djese Matrix ist benannt nach dem polnischen Mathematiker Josef Hoéné-Wronski.
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Fiir jedes t € I bezeichne
W) = () ... gpn(t))J

(.

Vv
n X n-Matrix

die Wronski—Matriz der Lisungen o1, ..., ¢,. Es seien ty € [ und C € R". Dann istfﬂ

Y(t) = W(t) - ul(t), wobei  wu(t) = j W(s)™t-b(s)ds+ C.
fo €R®
eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y' = A(t) -y + b(t).
Beweis. Wir zeigen durch Einsetzen, dass 1 eine Losung der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung 3/ = A(t) - y + b(t) ist. In der Tat gilt:

o= W-u) = W-u+W- o = (¢} ... @) u+ W-W-b(t)
+ 4

Produktregel fiir Ableitungen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
komponentenweise angewandt angewandt auf u ergibt v/ = W~ . b
= (A(t)-p1 ... A(t)- o) u + b(t) = A®L)- (g1 ... oa)-u + bt) = A(t) -+ b(t).
+ — +
denn ¢, ..., v, sind Losungen der =W denn W-u =1
Differentialgleichung y' = A(t) - y [ |

09Es folgt aus Satz [19.5, dass fiir jedes ¢ € I die Vektoren ¢y (t), ..., @, (t) linear unabhingig sind, d.h.
fiir jedes t ist die Matrix W (t) invertierbar.
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20. DER FLUSS VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
20.1. Exkurs: Volumen und Matrizen.

Notation. Fiir Vektoren vy, ..., v, in R" bezeichnen wir im Folgenden mit
P(Ul,...,Un) = {;)\zvz /\1,...,)\n € [0,1]}

das durch vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop. Fiir n = 2 ist dies insbesondere das durch v,
und v, aufgespannte Parallelogramm. Fiir n = 3 ist dies der durch vy, v und v3 aufgespannte
Spat.

Po,w) = {\-v+p-w|\pel01]} das Parallelotop P(u,v,w) in R?

ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

der Fliacheninhalt betriagt | det(v w)] das Volumen betréigt | det(u v w)|

In Analysis III werden wir fiir jedes n € N einen allgemeinen Volumenbegriff fiir Teil-
mengen von R” einfithren. Wir werden dann insbesondere folgendes Lemma beweisen.

Lemma 20.1. Es seien vy, ...,v, € R". Dann gilt
Vol (P(vy,...,v,)) = |det (v1 ... vy,) |
—_——
n X n-Matrix
Beweisskizze. Zur Veranschaulichung wollen wir zumindest den Fall n = 2 betrachten,
obwohl wir streng genommen den Begriff des Flacheninhalts gar nicht eingefiihrt hatten.
Wir wollen also nun folgende Aussage zumindest plausibel machen.
Behauptung. Es seien v, w € R? zwei Vektoren. Dann gilt
Flacheninhalt von P(v,w) = |det(v w)].
Wenn v der Nullvektor ist, dann ist sowohl der Flacheninhalt als auch die Determinante

null. Insbesondere gilt die Aussage der Behauptung.
Wir betrachten nun den Fall, dass v nicht der Nullvektor ist. Wir schreiben

G L. g w - (0 ) e
V=Y und v = R(3)-v = (1 0) v

Mit anderen Worten, v ist die Normierung von v auf Lange 1. Zudem ist 7 ist der Vektor v,
welchen wir erhalten, indem wir v um den Winkel 7 gegen den Uhrzeigersinn drehen. Nach-
dem v # 0 bilden die Vektoren o und 9+ eine Basis von R?. Wir schreiben w = \- 04 p- 0.
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Dann gilt

Cavalierisches Prinzip Flacheninhalt von Rechteck

' '
Flicheninhalt von P(v,w) = Flicheninhalt von P(v,p-0%) = ||v|| - || - 7|
——

=Rechteck
= oll - = | det@ ) -det (T 2| = Jaee (@ 7 (101 2))].
S———— 0 p 0 u
=1, da orthogonale T ~ ~ ~
Matrix Multiplikativitit =(vw)
der Determinante [ ]

P(v,w)

v=7-lo] v=7-lo]

20.2. Differentialgleichungen in Abhingigkeit vom Anfangspunkt. Der Existenz-
satz [17.4] von Picard-Lindel6f besagt, dass eine Differentialgleichung, unter verniinftigen
Voraussetzungen, zu jeder Anfangsbedingung eine eindeutige Losung besitzt. Der folgende
Satz besagt nun, dass diese Losung “stetig von der Anfangsbedingung abhéngt”.

Satz 20.2. Es sei f: R x R" — R" eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass fir jedes x € R™ die Liosung p, der
Differentialgleichung y' = f(t,y) zur Anfangsbedingung ¢,.(0) = x auf ganz R definiert ist.
Dann ist die Abbildung P RxR* — R

(t,x) +— P(t,x) := p.(t) stetig.

Beweis. Wir werden diesen, nicht ganz einfachen, Satz nicht beweisen. Der Satz wird jedoch
beispielsweise in [Br3, Kapitel 2] bewiesen. |

Korollar 20.3. Unter den gleichen Voraussetzungen und der gleichen Notation wie in
Satz[20.3 gilt: fir jede Teilmenge A C R™ und jedes t € R ist die Abbildung

A = R
x = O(t,z) = (1) stetig.

die Abbildung = — ®(t, ) ist stetig

Vektorfeld f

A=9(0,A)
[Mustration von Korollar m
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Beweis. Es sei t € R. Die Abbildung A 5 R

r = p(t)
ist die Verkniipfung der Abbildungen

A —- RxR” q RxR* — R"
r — (t,x) R (s,2) = @u(s) = D(s,2).
Die erste Abbildung ist offensichtlich stetig, und die zweite Abbildung ist stetig nach

Satz [20.2] Das Korollar folgt nun aus der Tatsache, siche Satz [2.16| dass die Verkniipfung
von zwei stetigen Abbildungen wiederum stetig ist. [ |

Definition. Es sei 4 = f(t,y) eine Differentialgleichung auf R™, wobei f Lipschitz-stetig
beziiglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass fiir jedes x € R" die Losung ¢, der
Differentialgleichung mit ¢, (0) = = auf ganz R definiert ist.

(1) Wir bezeichnen die Abbildung
O:RxR* — R"
(t,x) — P(t,x) := pu(t)
als den Fluss der Differentialgleichung v = f(t, ).
(2) Fiir x € R™ heifit die Kurve 0 R — M
t = (I)(t, Z‘) = Soz(t)
die Flusslinie zum Anfangspunkt x.

Physikalisches Beispiel. Wir betrachten die “Welt” R3. Die Abbildung

RxR} — R?
(t, P) +— Windstarke - Windrichtung zur Zeit ¢ am Punkt P

ist ein Vektorfeld. Es sei Q@ € R3 der Ort eines Molekiils zum Zeitpunkt ¢t = 0. Mit der
obigen Notation ist

®(t,QQ) = der Ort des Luftmolekiils zum Zeitpunkt t.
Allgemeiner gilt: wenn W C R3 eine Wolke zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschreibt, dann ist
O(t,W) = Ausdehnung der Wolke zum Zeitpunkt t.

Korollar besagt also, bildlich gesprochen, dass sich die Form einer Wolke stetig verdndert.

Wolke W zum Zeitpunkt ¢t = 0 ®(t, W) beschreibt die Entwicklung der Wolke
_

 Flusslinie von x

niedrige Windgeschwindigkeit hohe Windgeschwindigkeit
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Im Folgenden betrachten wir hauptsiachlich homogene lineare Differentialgleichungen.

Lemma 20.4. Es seiy’ = A(t)-y eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem of-
fenen Intervall I. Fiir jedes x € R™ bezeichnen wir mit ¢, : I — R™ die nach Satz[19.]] ein-
deutige Liosung der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung . (0) = x erfillt.
Fiir jedes t € I ist die Abbildung
R* — R"
r = Ot z) = @.(t) linear.

Beweis. Die Aussage wird in Ubungsblatt 13, mithilfe von Satz bewiesen. [

Definition. Es sei v/ = f(t,y) eine Differentialgleichung auf R™, wobei f Lipschitz-stetig
beziiglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass fiir jedes x € R" die Losung ¢, der
Differentialgleichung mit ¢, (0) = = auf ganz R definiert ist.

(1) Ein Punkt z heifit Fixpunkt des Flusses, wenn ¢, (t) = x fiir alle ¢t € R.

(2) Eine Flusslinie ¢, heifit periodisch, wenn diese nicht konstant ist, und wenn es ein

p > 0 gibt, so dass
0z(t) = wz(t +p) fiir alle t € R.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die lineare Differentialgleichung

-EDE) e

, dabei ist gp(é> (t) = <sin(t)> und go((l)) (t) = ( cos(t))'
Aus Lemma oder einfache Nachrechnen, folgt nun, dass der Fluss gegeben ist durch
®:RxR? — R? .
() = e = mepy@rrem® = (56 "awn) )

0 1 N

-~

Rotation um Winkel ¢

Im obigen Beispiel ist (0,0) der einzige Fixpunkt des Flusses. Fiir jedes (z,y) # (0,0) ist
die dazugehorige Flusslinie periodisch.

: : 0 —1 _
Vektorfeld f(yl’y2):(1 0)<z;>:( gi>

(P

P e R?
T /K\ " Flusshin Punkt P fi
~_— Flusslinie zum Pun ir
\\ die Differentialgleichung

periodische Flusslinien

]

/ 7
3

\\
7 /,//\

>
>

A

der Ursprung ist ein Fixpunkt
des Flusses

\Y
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20.3. Die Wronski—Determinante und der Satz von Liouville. Wir wollen in diesem
Kapitel untersuchen, wie sich das Volumen unter einer homogenen linearen Differentialglei-
chung verdndert.

Definition. Es sei y' = A(t) - y eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem of-
fenen Intervall I. Zudem sei ¢q,...,p,: I — R" ein Losungsfundamentalsystem dieser
Differentialgleichung. Wir nennen

D(t) = det (p1(t) ... ¢n(t))

~
Wronski-Matrix W (¢)

die Wronski-Determinante der Losungen ¢4, ..., ¢p,.

=2~ _ Fldcheninhalt = |D(?)|
m . Zeit t

Il
Iy

fiir jedes t ist die Abbildung x +— ®(t, x) linear,

g/ insbesondere werden Parallelogramme
auf Parallelogramme abgebildet
Bemerkung. Nach Lemma gibt die Funktion ¢ — |D(t)| also an, wie sich unter der
homogenen linearen Differentialgleichung y' = A(t) - y das Volumen eines Parallelotops
verdandert. In vielen Féllen studiert man volumenerhaltende Differentialgleichungen, d.h.
Differentialgleichungen, so dass | D(t)| konstant ist fiir ein Losungsfundamentalsystem. Bei-
spielsweise ist jede Differentialgleichung, welche den Fluss von Wasser beschreibt, notwen-
digerweise volumenerhaltend.

Satz 20.5. (Satz von Liouville) Es sei ¢1,...,p,: I — R™ ein Losungsfundamentalsys-
tem einer homogenen linearen Differentialgleichung y' = A(t)-y. Die dazugehorige Wronski—
Determinante D(t) erfillt die Differentialgleichung

D'(t) = tr(A(t)) - D(t).

Bemerkung.
(1) Sei tg € I. Aus dem Satz von Liouville zusammen mit Satz folgt, dass

D(t) = D(ty) - exp ( [ tr(A(s)) ds).

to

Insbesondere folgt, dass D(ty) # 0, genau dann, wenn D(t) # 0 fiir alle ¢. Der
Satz von Liouville gibt damit insbesondere einen neuen Beweis der Aquivalenz der

Aussagen (2) und (3) in Satz (19.5]
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(2) Die homogene lineare Differentialgleichung y' = A(t) - y ist also volumenerhaltend,
genau dann, wenn tr(A(t)) = 0 fiir alle ¢. Fiir beliebiges ¢ € R betrachten wir
beispielsweise wiederum die homogene lineare Differentialgleichung

() - (%) G
Y2 c 0/ \y2/
N—— |
:y/ =A =y
In diesem Fall ist also tr(A) = 0. Der Satz von Liouville besagt also, dass der Fluss
Volumenerhaltend ist. Dies kann man auch direkt sehen, denn die Losungen ¢; und

9 von Seite ergeben die Wronski-Matrix
W) = ( cos(c-t) —sin(c-t)
_(« ( )

sin(c - t) cos(c - t)

—o1(t) —pa(?)

~
Drehung um den Winkel ¢ -t

Die Determinante der Wronski-Matrix ist hierbei immer 1. Das Volumen bleibt also
in der Tat konstant.

Der Beweis des Satzes von Liouville beruht auf folgendem Lemma.

Lemma 20.6. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei B: I — M(n xn,R) eine dif-

ferenzierbare Abbildunﬂ. Firi=1,...,n bezeichnen wir mit b;(t) den i—ten Zeilenvektor
von B(t). Dann gilt by (t)
s det( t)) = z det | b:/(t)
ba(t)

Beweis von Lemma [20.0.

Anstatt die Ableitung direkt zu berechnen, schreiben wir die Abbildung ¢ — det(B(t))
geschickt als Verkniipfung von zwei Abbildungen, bei denen es einigermaflen leicht
ist die partiellen Ableitungen zu bestimmen. Wir erhalten dann die Ableitung der
Abbildung t — det(B(t)) mithilfe der Kettenregel.

Wir betrachten die Abbildungen
d: 1 — R

" O: R - R

= () und (t1> <bl(t1)>
£ : —  det : .

tn bn(tn)

Dann gilt:

0D h. alle n2 Eintrage der Matrix sind differenzierbar.
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Kettenregel Satz

%det(B(t)) = %(cp od)(t) ! D &gy - d(2) - (2% ty.oot). .. g%(t, .
= i_fjlgi(t,...,t).
Es geniigt nun also folgende Behauptung zu beweisen:
Behauptung. Fiir alle i = 1,...,n gilt: bu(t1)
gj’ (tr,....t,) = det b;(:ti)
by (tn)

Es sei also i € {1,...,n}. Wir berechnen die i-te partielle Ableitung wie folgt:

per Definition auf Seite

0b M
. —(t1, ..., tn) = }llgr(l)ﬁ-(@(tl,...,ti+h,...,tn)—@(tl,...,ti,...,tn))
b (t1) ba(t1) br(h) ba(t)
= Tim - (det | bi(; +/L) —det | bt |) = det lim M — det| ()
h—0 h : : . :
bn(tn)) bn(tn)) T bn(tn)) bn(t)
Definition von ® Multilinearitéit und Stetigkeit der Determinante |
Beweis des Satzes von Liouville. Es sei also ¢1,...,¢,: I — R" ein Losungsfundamental-

system der homogenen linearen Differentialgleichung v = A(t) - y.

e Wir bezeichnen mit W (t) = (p1(t) ... pn(t)) die Wronski-Matrix der Losungen ¢, . . ., ¢p,.

e Wir bezeichnen mit wy, ..., w, die Zeilen von W.
Wir kénnen nun folgende Rechnung durchfiihren:
w1 w1
: : n n

det Za” wj [ i-te Zeile = Y > a;; -

i=1j5=1

Ms

d n :/
£ det(W(B) = 3 det| uf | =

i=1 : 1 Jj=1 .
[ T & |
LemmaR0.6]  aus ¢}, = A-¢; folgt W' =AW, Multilinearitét
der Determinante

daraus folgt w}= Z @ij-Wj

j=1
wl
Za“ det w7 +— i-te Zeile = tl‘(A) . det(W(t)).
=1
w7l

=W

w1y
det u}j +—i-te Zeile.

wy,
—_———
=0 fiir 7 # j,
denn fiir ¢ # j sind
zwei Zeilen gleich
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21. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es sei a € R und ¢ € R. Die homogene lineare Differentialgleichung

/

y = a-y
mit Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ ist leicht zu 16sen, ndmlich die Losung ist gegeben durch
gO(t) = C- ea.t7
wobei die Exponentialfunktion natiirlich definiert ist durch die Exponentialreihe
o0 k
T . — FL
e® = exp(z) = kX::O ko WILI—I)I;O kEO

Es sei nun A € M(n x n,R) und C' € R. Wir wollen jetzt die homogene lineare Differenti-
algleichung _ Ay

mit Anfangsbedingung p(0) = C 16sen. Anstatt einen echt neuen Gedanken aufzubringen,
verwenden wir einfach den gleichen Ansatz wie fiir n = 1, und verallgemeinern diesen:

Satz 21.1. Es sei A eine beliebige reelle n x n—Matriz. Dann konvergz’ertEl

) k
e = exp(4) = kz A~ lim Z k'

—o k! m—00 k=0

im Vektorraum der reellen n x n—Matrizen beziiglich der Norm

| Bllmax = ij n}
Beispiel. Es sei D eine Diagonalmatrix mit den Eintragen A, ..., \,. Dann gilt
. o /M0 0\"
1 1 .
=2 b= mlo 0
k=0 k=0 0 O An
. (M0 0 M 00 M0 0
=Y %lo o)== o 0 =10 . 0
k=0 0 0 )\Z 0 0 io: l )\k 0 0 €>\n
k=ok! "

Insbesondere gilt also fiir die Nullmatrix, dass €® = id,,.

Im Beweis von Satz verwenden wir folgendes Konvergenzkriterium.
Lemma 21.2. (Majoranten-Kriterium) Es sei >° By eine Reihe in M(nxn,R). Wenn
k=w

es eine konvergente Reihe ) ¢, von reellen Zahlen gibt, so dass fir alle k > w gilt:
k=w

| B ||l max < ¢k, dann konvergiert auch die Reihe - By.
k=w

"IWir verwenden die Konvention, dass Nullmatrix® = id,,. Daraus folgt insbesondere eNullmatrix — 54
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Beweis (x). Wort-wortlich der gleiche Beweis wie vom Majoranten-Kriterium fiir Reihen
von reellen Zahlen, siche [Frll Satz 6.8] zeigt, dass die Folge von Partialsummen ;" By,
eine Cauchy-Folge im normierten Vektorraum (M(n x n,R), || — ||max) bildet. Es geniigt
nun folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Der normierte Vektorraum (M(n x n,R), || — ||max) ist vollstandig.

Der normierte Vektorraum (M(n x n,R), || — ||max) ist offensichtlich isomorph zum nor-
mierten Vektorraum (R™, || — |lmax). Es folgt aus Lemma [1.2] dass eine Folge von Punkte

in R", welche eine Cauchy-Folge beziiglich der Maximumsnorm || = ||max bildet, auch ei-
ne Cauchy-Folge beziiglich der euklidischen Norm bildet. Aber in Lemma hatten wir
gesehen, dass jede solche Cauchy-Folge konvergiert. [ |

Beweis von Satz[21.1. Wir wollen den Satz mithilfe von Lemma 21.2] beweisen. Um Lem-
ma 21.2)anwenden zu kénnen miissen wir natiirlich zuerst die Normen der Summanden, also
insbesondere die Normen der Potenzen A™ abschéitzen. Wir beweisen dazu zuerst folgende
Behauptung:

Behauptung. Es seien P,Q € M(n x n,R). Dann gilt
[P Qllmax < 7 [|Pllmax - [|Qlfmax-
Es seien also P, @ € M(n x n,R). Dann gilt fiir alle 4,j € {1,...,n}, dass

S Z |pzk : |qkj| S '”PHmax : ||QHmax~
k=1 N~ ~—~—
SIPllmax <||Qllmax

‘ij-Eintrag der Matrix P - Q| = kglpik * qkj

Die Behauptung folgt folgt nun direkt aus der Definition von ||P - Q||max-
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Satzes zu.

Der Gedanke ist nun das Majoranten-Kriterium auf die Exponentialreihe und eine

geeignete geometrische Reihe Y A\¥ anzuwenden.

k=w

Es sei also A € M(n x n,R). Dann gilt fiir alle & € N, dass

Ak
|

k
1 1 g 11 1 :
= LA < Hoarap = LAt = LA - ).

(k — 1)-faches Anwenden der Behauptung
Wir wéhlen nun ein w € N mit w > 2n - ||A]|. Dann gilt fir & > w, dass
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Nachdem die geometrische Reihe - C' - 2% konvergiert, konvergiert nach dem Majoranten-
k=w

Kriterium [21.2[ auch die Reihe io: é—f, und damit auch die Reihe f é—f. [
k=w ™ k=0 "
Satz 21.3. Es seien A, B € M(n x n,R). Wenn A und B kommutieren, das heifft wenn
A-B=B-A, dann gilt QATB _ AL B
Insbesondere gilt fir alle A € M(n x n,R), dass
)7 = et

A

insbesondere ist die Matriz e invertierbar.

Beweis. Die erste Aussage wird fast genauso bewiesen wie die analoge Aussage fiir reelle
Zahlen. Die einzige echte Subtilitét ist, dass wir dabei den binomischen Lehrsatz verwen-
det hatten. Dieser besagt, ganz allgemein, dass wenn R ein Ring ist und wenn A, B € R

kommutieren, dann gilt: koL
(A+BF = 3 ( )-Am-B'f—m.

m=0
In unserem Fall arbeiten wir mit dem Ring M(n x n,R). Um den binomischen Lehrsatz
anwenden zu konnen miissen wir eben fordern, dass A und B kommutieren.
Die zweite Aussage folgt, wie in [ErI Satz 6.19] leicht aus der ersten Aussage. In der

Tat gilt: :
&t et e = ATEA) = 0 = id,, daraus folgt: (e4)™! = e™4.
4 4
denn A und —A kommutieren siehe Beispiel auf Seite n

Wir wenden uns jetzt wieder den Differentialgleichungen zu. Wir betrachten dabei nun
hauptséchlich folgenden Typ von homogenen linearen Differentialgleichung.

Definition. Es sei A € M(n x n,R). Wir bezeichnen

y = Ay
als homogene lineare autonome Ditferentialgleichung. Eine solche homogene lineare Diffe-
rentialgleichung wird manchmal auch zeitunabhéngig genannt.

Bemerkung. Dieser Typ von Differentialgleichung erscheint erst einmal natiirlich sehr re-
striktiv. Andererseits konnen viele Differentialgleichungen durch homogene lineare Diffe-
rentialgleichungen approximiert werden.

Mithilfe der Abbildung A — e kénnen wir jetzt die vollstindige Losung einer homogenen
linearen autonomen Differentialgleichung hinschreiben.

Satz 21.4. Es sei A € M(n x n,R) und v € R". Die Lisung ¢ der homogenen linearen
autonomen Differentialgleichung
y = Ay
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beziiglich der Anfangsbedingung ©(0) = v ist gegeben durch

p:R — R7
t — et
Bemerkung. Mit anderen Wort, Satz besagt, dass der Fluss, welcher durch die Diffe-
rentialgleichung v’ = A - y definiert ist, gegeben ist durch die Abbildung
. RxR* — R”
(t,v) — e,

Beweisskizze. Es sei also o(t) = et - v.

Wir bestimmen die Ableitung von ¢’ mit fast dem gleichen Argument wie im Beweis
von [Ex1, Satz 12.6], bei dem wir gezeigt hatten, dass 4 exp(z) = exp(x).

Dann gilt p(0) = e v =€ - v = id v = v. Zudem gilt:
nach Satz da die Matrizen Ah und At kommutieren

.1 ¥ 1
"(t) = lim = (eAtth) g — At .y = lim 5 (e . et — eAt) .y
SO ( ) h—0 h ( ) h—0 h( )
. 1 .
= hmf(eAh—ld)-eAt-v = lim — <1d—|—Ah+ Z—hk—1d> )
h—0 h h—0 |
_:;;h
= hm(/H— hk 1)- ety = lim(A hl> ety = A.e .
h—0 Z2 k! T h—0 \/ Z o (1 +2) N
lim —0 =p(t)
S "0 Beweis von Satz 2T
Substitution zeigt, dass die Norm fiir
l=k-2 h € [-1, 1] beschrénkt ist u

Wir haben damit, zumindest theoretisch, eine Losung der homogenen linearen autono-
men Differentialgleichung 4

gefunden. Es stellt sich aber die Frage, ob man denn die Matrizen e
Wir werden dieser Frage im néchsten Kapitel nachgehen.

At guch berechnen kann.
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22. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN DIMENSION 2

Wir wollen zum Abschlufl der Vorlesung die homogenen linearen autonomen Differenti-
algleichungen 3/ = A - y fiir eine reelle 2 x 2-Matrix A explizit 16sen.

22.1. Reelle 2 x 2-Matrizen. Folgende Definition prézisiert die Definition von Seite [76]
Definition.

A, B € M(nxn,R) heifien reell dhnlich <= es gibt P € GL(n,R) mit P"'AP =B
A, B € M(nxn,R) heiflen komplex dhnlich <= es gibt P € GL(n,C) mit P"'AP = B.

Lemma 22.1. Es seien A, B zwei reelle n x n-Matrizen. Wenn A und B komplex dhnlich
sind, dann sind sie auch reell dhnlich.

Beweis. Es seien A, B zwei reelle n x n-Matrizen. Wir beginnen mit der Vorbemerkung,
dass A und B komplex (bzw. reell) dhnlich sind, genau dann, wenn es eine invertierbare
komplexe (bzw. reelle) Matrix P mit A- P = P - B gibt.

Wir nehmen nun an, dass A und B komplex dhnlich sind. Es gibt also eine Matrix
Z € GL(n,C) mit A7 — 7.8

Wir schreiben Z = X 4 1Y, wobei X und Y reelle Matrizen sind. Durch Ausmultiplizieren
und Trennen nach Real- und Imaginérteil erhalten wir, dass
A-X = X-B,
und AY =Y. B
Es sei nun s € R. Indem wir die untere Gleichung mit s € R multiplizieren und beide
Gleichungen addieren, erhalten wir, dass

A (X+sY) = (X+s-Y)-B.

Nachdem X + s-Y fiir jedes s € R eine reelle Matrix ist, miissen wir nur noch zeigen, dass
es ein s € R gibt, so dass X + s - Y invertierbar ist, d.h. so dass det(X + s-Y') # 0.

Das Polynom p(t) := det(X +¢-Y) ist nicht das Nullpolynom, denn nach Voraussetzung
gilt p(i) = det(X + 1Y) = det(Z) # 0. Also besitzt das Polynom p nur endlich viele
Nullstellen. Fiir jedes s € R, welches keine Nullstelle des Polynoms ist, gilt dann also, dass
det(X 4+ s-Y) =p(s) #0. |

Definition. Es sei A € M(n x n,R). Wir definieren:
A ist reell diagonalisierbar :<=> A ist dhnlich zu einer reellen Diagonalmatrix
A ist komplex diagonalisierbar :<= A ist dhnlich zu einer komplexen Diagonalmatrix.
Satz 22.2. Es sei A eine reelle n x n-Matriz.

(1) Wenn A = z+1iy € C ein Figenwert von A ist, dann ist auch die komplez-konjugierte
Zahl A = x — iy ein Eigenwert von A.
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(2) Wenn es n verschiedene Figenwerte Ay, ..., A\, zu A gibt, dann ist A diagonalisierbar.

Genauer gesagt, es seien vy,...,v, FEigenvektoren zu Ay,...,\,. Wir bezeichnen mit

P = (vy ... v,) die Matriz deren Spalten gerade vy,...,v, sind. Dann ist P inver-
tierbar und es gilt N OO0 0
P7'AP = |0 . 0
0 0 X\,

Wenn alle Figenwerte reell sind, dann kann P auch reell gewdhlt werden.

Beweis. Die erste Aussage ist gerade Lemma [8.5 und die zweite Aussage folgt aus Satz
und Satz 8.0l |

Satz 22.3. Es sei A eine reelle 2 X 2—Matriz. Dann tritt genau eine der folgenden Moglich-
keiten ein.

(1) A ist reell diagonalisierbar,
(2) A ist komplex diagonalisierbar aber nicht reell diagonalisierbar,
(3) A ist nicht diagonalisierbar.
Dariiber hinaus gelten folgende Aussagen:
(1) Wenn A reell diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matriz P, so

dass
plap = (5 0,
wobei \, u € R die Eigenwerte von A sind.
(2) Wenn A komplex aber nicht reell diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare
reelle Matriz P, so dass A —a
P AP — ( )
« A
wobei o # 0 und wobei \ + i die Figenwerte von A sind.
(3) Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matriz P,

so dass piap _ ()\ 0)

wobei X € R der einzige Figenwert von A ist.

Beweis. Es sei A eine reelle 2 x 2-Matrix. Die Aussage, dass A in genau eine der drei
Klassen fillt ist klar. Wir wenden uns nun dem zweiten Teil des Satzes zu.

(1) Diese Aussage ist gerade die Definition von reell diagonalisierbar.

(2) Es sei also A komplex diagonalisierbar aber nicht reell diagonalisierbar. Es folgt aus
Satz [8.9 und Satz[22.2] dass A genau zwei Eigenwerte besitzt und diese sind von der
Form A = i, wobei A € R und a € R\ {0}. Wir schreiben[”]

5= (a7

"2Die Matrix B beschreibt gerade den Homomorphismus ¢: C — C des 2-dimensionalen reellen Vektor-
raums C, welcher gegeben ist durch ¢(z) = (A + i) - 2z, beziiglich der Basis 1, i.
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Eine elementare Rechnung, beispielsweise mithilfe von Satz zeigt, dass die Matrix
B ebenfalls die komplexen Eigenwerte \ + i« besitzt. Die beiden Matrizen A und B
sind also nach Satz komplex dhnlich zu der diagonalen Matrix mit Diagonalein-
tragen p und p. Insbesondere sind auch A und B komplex dhnlich. Es folgt nun aus
Lemma [22.1] dass A und B sogar reell dhnlich sind.

(3) Es sei nun A nicht diagonalisierbar. Der Satz iiber die Jordan-Transformation [N2|
Satz 14.13] besagt, dass es eine invertierbare komplexe Matrix P gibt, so dass

—1 (A0
PIAP = J = (1 A).

Hierbei ist A der einzige Eigenwert von A. Nachdem A eine reelle Matrix ist, ist nach
Satz auch das komplex-konjugierte A ein Eigenwert von A. Aber \ ist der einzige
Eigenwert, also muss A = X gelten, d.h. \ ist reell. Wir sehen also, dass A komplex
ghnlich zu der reellen Matrix J ist. Nach Lemma sind die Matrizen A und J
auch reell dhnlich. [ |

Es sei also A eine reelle 2 x 2-Matrix. Wir wollen nun die homogene lineare autonome
Differentialgleichung 3’ = A -y studieren. In Satz hatten wir gesehen, dass wir eine in-
vertierbare Matrix P finden kénnen, so dass P~ AP “besonders einfach” ist. Dies motiviert
folgendes Vorgehen:

(1) Wir versuchen die Differentialgleichung fiir die “besonders einfachen” drei Typen zu
16sen. Dies erfolgt in den folgenden drei Teilkapiteln.

(2) Wir miissen einen Zusammenhang zwischen Losungen der Differentialgleichungen
y' = Ay und 3y = P~'AP -y herstellen.

Das folgende Lemma gibt uns die Antwort zu (2).

Lemma 22.4. Es sei A eine reelle n x n-Matriz und es sei P eine invertierbare reelle
n X n-Matriz. Fir eine differenzierbare Abbildung ¢: R — R™ gilt

o(t) ist Losung vony' = PTYAP -y <= P-p(t) ist Losung vony' = A -y.
Beweis. Es gilt:

p(t) ist Losung der DGL y = PTIAP-y <= ¢/(t) = PTIAP-¢(t) <= P-¢/(t) = AP-¢(1)
< (P-p(t)) = A-P-p(t) <= P-p(t) ist Losung der DGL ¢/ = A-y.
/r

aus der Linearitat der
Ableitung folgt (P-¢(t)) =P-¢'(t) [ |

22.2. Der reell diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst die Differentialgleichung
=0 )
y - 0 i y7

wobei A\, u € R. Fiir (a,b) € R? ist die Losung ¢ mit Anfangsbedingung ¢(0) = (a,b)
gegeben durch
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(1) — (/\-t 0 ) a\ (e 0\ [(a\ _ [a-eM
Plab) ; P p-t) \ b ; 0 e)\b) = \b-ert)-
Satz T4 siehe Seite 8T
Fiir den Ausgangspunkt (1,0) erhalten wir inbesondere

¥(1,0) (t) = (e/\t> 0).
Diese Kurve verlauft also auf der positiven x-Achse. Das Verhalten der Kurve héngt dabei
von A ab. Genauer gesagt,

wenn A\ > 0, dann lduft die Losung fiir ¢ — oo ins Unendliche,
wenn A = 0, dann ist die Losung konstant,
wenn A < 0, dann lduft die Losung fiir ¢ — oo gegen den Ursprung.

Eine ganz analoges Verhalten zeigt auch die Losung ¢(o,1), welche sich auf der positiven
y-Achse bewegt. Etwas schwieriger sind die anderen Losungen. Beispielsweise ist

ean@®) = {(", \e‘f/ )|t eR} = {(z,25%) ]z € (0,00)}.
—(M)A
Anders ausgedriickt, die Losung ¢(1,1)(R) ist der Graph der Funktion z +— zx. In der
Abbildung skizzieren wir qualitativ die Losungen fiir verschiedene Spezialféilldﬁ
A=p>0 A> >0 A>0und g <0 A>0und p=0

o (t) = (0,e") a0 (t) = (e, 0) @1 (t) = (0,1) ist konstant

N A

7 7 // 7
der Ursprung ist eine konstante Losung die y-Achse besteht
die Losungen streben weil A > i iberwiegt fiir grofie ¢ aus konstanten Losungen

radial weg vom Ursprung die z-Koordinate

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung v/ = A-y, wobei A eine diago-
nalisierbare 2 x 2-Matrix ist, welche zwei reelle Eigenwerte A und p besitzt. Wir bezeichnen
mit v einen Eigenvektor zu A und wir bezeichnen mit w einen Eigenvektor zu p. Zudem
sei P = (v w) die 2 x 2-Matrix, deren Spalten aus den Vektoren v und w besteht. Aus

Satz folgt, dass

73Alle weiteren Fille kann man sich aus diesen Fillen herleiten. Zum Beispiel, wenn A < w < 0,
dann erhalten wir die gleichen Linien wie in der Abbildung, der einzige Unterschied ist, dass wir die
Orientierungen der Losungen umdrehen miissen.
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1 o 1% 0
pap = (7).
Wir wenden nun Lemma [22.4] an. Fiir eine beliebige differenzierbare Abbildung ¢: R — R”
gilt also

o(t) ist Losung von y = (g ?\)y <= P (t) ist Losung von y = P(g ?\)P‘ly.

—
=pP-1AP

Anders ausgedriickt, in dem wir die Matrix P auf die uns bekannten Losungen der Diffe-

w0

0 A) P~y anwenden, erhalten wir die gewiinschten Losungen von

rentialgleichung ¢/ = P (
y=A-y.

Insbesondere erhalten wir die Losungen von 3/ = A -y, in dem wir die Matrix P, oder
genauer gesagt die lineare Abbildung u — P - u, auf die Losungen in der Abbildung oben
anwenden. Das Ergebnis wird in der Abbildung unten illustriert. Die z-Achse wird dabei
auf die Gerade R - v geschickt und die y-Achse wird in die Gerade R - w iibergefiihrt.

A=pu>0 A>p>0 A>0und p <0 A>0und =0

Yu(t) = et - w o, (t) = e w ¢w(t) = w ist konstant

R-w
Ry L e
/

/

der Ursprung ist eine konstante Losung die Gerade R - w besteht
aus konstaten Losungen

22.3. Der komplex diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst wieder einen Spe-
zialfall. Genauer gesagt, fir « € R\ {0} und A € R betrachten wir im Folgenden die
Differentialgleichung . A —a

v (a /\> '
Wir fiihren folgende Berechnung durch:

. (()\ —a>'t> . ((/\t o>+( 0 —at)) o ()\t 0>.eX (0 —at)
Pla = P\ o at 0 PLo Plat 0

nach Satz da die beiden Matrizen kommutieren

_ (e” 0) . (cos(at) —sin(at)) oM. <cos(at) — sin(at) )

R 0 eM sin(at)  cos(at) sin(at)  cos(at)

siehe Seite und Ubungsblatt 13

-
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Es folgt aus dieser Berechnung und Satz 21.4] dass die Losung ¢ mit Anfangsbedingung
©(0) = (1,0) gegeben ist durch:

_ cos(at)
90(1,0)(t) = e (sin(at) >
Das Verhalten der Kurve hiangt dabei von A\ und « ab. Genauer gesagt

e wenn A > (0, dann beschreibt die Losung eine Spirale, welche fiir ¢ — oo ins Unendliche
lduft,

e wenn A\ = 0, dann ist die Losung ein Kreis,

e wenn A < 0, dann beschreibt die Losung eine Spirale, welche fiir ¢ — oo gegen den
Ursprung lauft.

Zudem gilt:

e wenn « > 0, dann wird die Losung gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen,
e wenn « < 0, dann wird die Losung hingegen im Uhrzeigersinn durchlaufen.

A<Ound >0 A=0und a >0 A>0und a>0

- I
RN

25
-/

N Z

die Losung (e - cost, e -sint)  die Losung durchlauft — die Losung ist eine Spirale,
ist eine Spirale, welche mit einen Kreis gegen welche mit t — oo
t — oo in den Ursprung lauft den Uhrzeigersinn ins Unendliche lauft

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung i/ = A -y, wobei A eine
diagonalisierbare 2 x 2-Matrix ist, welche zwei komplexe, nicht-reelle Eigenwerte A + i«
besitzt.

Es folgt aus Satz dass es eine invertierbare reelle Matrix P = (v w) mit

prap = (2 79)
o} A
gibt. Wie im vorherigen Kapitel erhalten wir also die Losungen fiir die Differentialgleichung
y = A -y indem wir die Matrix P = (v w) auf die uns schon bekannten Losungen der
Differentialgleichung , ( \ —a) ‘
Yy = « by Yy
anwenden. Das Ergebnis wird in der Abbildung unten illustriert.lﬂ
"Die Frage, ob die Losung sich nun im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn dreht ist allerdings

etwas subtil. Genaueres iiberlegen zeigt, dass sich die Losung gegen den Uhrzeigersinn dreht, genau dann,
wenn « - det(vw) > 0.
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A<0Ound o >0 A=0und a >0 A>0und oo >0

22.4. Der nicht diagonalisierbare Fall. Auch in diesem Kapitel betrachten wir zuerst
einen Spezialfall. Genauer gesagt, fiir A € R betrachten wir die Differentialgleichung

=)
N YA

nach Satz da die beiden Matrizen kommutieren
1

In diesem Fall ist

o </\t 0>_ex <<)\t 0)+<0 0)) A ()\t 0>‘ex (0 0)
PUt at) =P A t 0 =P o A )P 0
———
At =u
_ (€ 0 : 1 2 1 3 St 1 0
—<O e}\t)~(1d+U—|—§'g/+§'g/+...)—et-(t 1).
N—— =0 =0

=eMids
Insbesondere erhalten wir also aus Satz dass
pao(t) = (M t-e),
pont) = (0,e).
Diese beiden Losungskurven werden, mit weiteren Losungen, in der Abbildung unten qua-
litativ skizziert[™]

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall einer Differentialgleichung 3’ = A - y, wobei
A eine 2 x 2-Matrix ist, welche nicht diagonalisierbar ist. Nach Satz besitzt A einen
reellen FKigenwert A mit Eigenvektor v. Zudem gibt es eine Matrix P mit Spalten v und w,

so dass y 0
-1
PAP™ = (1 A).

Hierbei ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\. Wie in den beiden vorherigen Unter-
kapiteln erhalten wir also die Losungen fiir die Differentialgleichung 3/ = A - y indem wir

"Die Losungskurve ¢(g,1) kann man wie folgt bestimmen. Es ist

eon®R) = {(Mt-eM)[teR} = {(z,+In(z) -2)|z € (0,00)} = Graphvon z— §In(z)-z.
/I\

folgt durch Substitution z = e
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A<0 A=0 A>0

P(0,1)(t) ~_ L//
< 171 ¥
/ P.0)(t)

konstante Losungen

die Matrix P = (U w) auf die uns schon bekannten Losungen der Differentialgleichung
o ()\ 0) )
— 1 a7

anwenden.

Pu(t) A<0 A=0 A>0

~
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