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1. Metrische Räume

In diesem Semester wollen wir uns hauptsächlich mit Abbildungen der Form X → Rm

beschäftigen, wobei X eine Teilmenge von Rn ist. Ein erstes Ziel wird sein die Stetigkeit von
solchen Abbildungen zu betrachten. Allerdings werden wir die Stetigkeit nicht nur für solche
Abbildungen betrachten, sondern etwas allgemeiner für Abbildungen zwischen “metrischen
Räumen”. Diese Verallgemeinerung wird uns im weiteren Verlauf noch von Nutzen sein.

In diesem Kapitel führen wir also erst einmal die metrischen Räume ein, und wir führen
zudem einige zugehörige grundlegende Begriffe ein, bevor wir uns dann im nächsten Kapitel
der Stetigkeit zuwenden.

1.1. Normierte Vektorräume. In diesem Teilkapitel führen wir die normierten Vek-
torräume ein. Diese werden eine Brücke zwischen der Analysis II und der Linearen Algebra
schlagen.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V, ‖−‖) bestehend aus einem Vektor-
raum V über R und einer Norm auf V , d.h. einer Abbildung

‖ − ‖ : V → R≥0

x 7→ ‖x‖
mit folgenden Eigenschaften:

(1) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0 (positive Definitheit)
(2) ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖ für alle λ ∈ R und v ∈ V (Homogenität)
(3) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ für alle v, w ∈ V (Dreiecksungleichung).

Im Folgenden werden wir verschiedene Normen auf Rn betrachten. Wir werden dabei
immer wieder folgende Konvention verwenden.

Konvention. Wenn x ein Punkt in Rn ist, dann bezeichnen wir für i ∈ {1, . . . , n} mit xi die
i-te Koordinate von x. Insbesondere ist also x = (x1, . . . , xn).

Das folgende Lemma gibt uns ein wichtiges Beispiel einer Norm auf Rn.

Lemma 1.1. Auf V = Rn ist

‖ − ‖ : V → R≥0

(x1, . . . , xn) = x 7→ ‖x‖ :=

√
n∑
k=1
x2
k (Euklidische Norm)

eine Norm.1

�
�
�
�

����

��
��
��
��Rn v + wv

w

Dreiecksungleichung
‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

1Manchmal bezeichnen wir diese auch mit ‖ − ‖eukl um Verwechslungen zu vermeiden.
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften einer Norm kann man leicht nachweisen. Wir
beweisen deswegen nur die dritte Aussage. Wir machen folgende Vorbereitung:

(1) Wir bezeichnen mit 〈x, y〉 =
n∑
i=1
xi · yi das übliche Skalarprodukt auf Rn.

(2) Für jedes u ∈ Rn gilt, wie man leicht nachrechnen kann, ‖u‖2 = 〈u, u〉.
Es seien nun v, w ∈ Rn. Wir müssen zeigen, dass ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖. In der Tat gilt:

folgt aus der Bilinearität des Skalarprodukts denn 〈w, v〉 = 〈v, w〉
↓ ↓

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉+ 〈w,w〉 = 〈v, v〉+ 2 · 〈v, w〉+ 〈w,w〉
≤ 〈v, v〉+ 2 ·

√
〈v, v〉 · 〈w,w〉+ 〈w,w〉 =

(√
〈v, v〉+

√
〈w,w〉

)2
= (‖v‖+ ‖w‖)2.

↑
die Schwarzsche Ungleichung aus der Linearen Algebra [N1, Satz 19.7],
welche wir anwenden können da das Skalarpodukt positiv definit ist,
besagt, dass 〈v, w〉2 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉

Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhalten wir, dass ‖v + w‖ ≤ ‖v|+ ‖w‖. �

Beispiele von Normen. Auf V = Rn gibt es auch viele andere interessante Normen. Bei-
spielsweise folgt aus der Dreiecksungleichung für den Absolutbetrag auf R, dass

‖x‖max := max{|x1|, . . . , |xn|} (Maximumsnorm)

‖x‖sum :=
n∑
i=1

|xi| (Summennorm)

Normen auf Rn definieren.

In Übungsblatt 1 werden Sie folgendes Lemma beweisen.

Lemma 1.2. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn und jedes i ∈ {1, . . . , n} gilt

|xi| ≤ ‖x‖max ≤ ‖x‖eukl ≤
√
n · ‖x‖max.

Konvention. Im Folgenden betrachten wir Rn durchgehend als normierten Vektorraum
bezüglich der euklidischen Norm ‖ − ‖, außer wir sagen explizit etwas anderes.

Wir wollen jetzt noch weitere interessante Beispiele von normierten Vektorräumen geben.
Wir führen dazu erst einmal einen neuen Vektorraum ein.

Definition. Es sei X ⊂ Rn eine Teilmenge, dann ist

F (X,R) := alle beschränkten Funktionen X → R
ein Vektorraum, denn je zwei Abbildungen2 kann man punktweise addieren, und jede Ab-
bildung kann man mit einem Skalar multiplizieren, und wir erhalten jeweils wiederum eine
beschränkte Abbildung.3

2Genauer gesagt, wenn ϕ,ψ : X → R Abbildungen sind, dann definieren wir ϕ + ψ als die Abbildung,
welche für x ∈ X den Wert (ϕ+ ψ)(x) := ϕ(x) + ψ(x) annimmt.

3Man kann zudem leicht verifizieren, dass mit diesen Verknüpfungen alle Axiome eines reellen Vektor-
raums erfüllt sind. Das Nullelement im Vektorraum F (X,R) ist hierbei die Abbildung, welche jedem Punkt
x ∈ X den Wert 0 ∈ R zuordnet.
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Im folgenden Beispiel sehen wir nun, dass wir auf solchen Vektorräumen eine interessante
Norm definieren können.

Beispiel. Es sei X ⊂ Rn eine nichtleere Teilmenge. Dann bildet der Vektorraum

F (X,R) = alle beschränkten Funktionen X → R,
zusammen mit der Supremumsnorm

‖f‖ := sup
{
|f(x)|

∣∣x ∈ X}
einen normierten Vektorraum.4
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1

−1 Graph von f

−2

‖f‖ = 2
X ⊂ R

1.2. Definition von metrischen Räumen. Jetzt wollen wir endlich die oben verspro-
chene Definition eines metrischen Raums geben.

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

X ×X → R≥0 := {x ∈ R |x ≥ 0},
(x, y) 7→ d(x, y),

mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (positive Definitheit)
(2) für alle x, y∈X gilt d(x, y) = d(y, x) (Symmetrie),
(3) für alle x, y, z∈X gilt d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Wir nennen d(x, y) manchmal den Abstand von x zu y.

Folgender Satz gibt uns gleich viele Beispiele von metrischen Räumen.

Satz 1.3. Es sei (V, ‖ − ‖) ein normierter Vektorraum. Dann ist

V × V → R≥0

(v, w) 7→ d(v, w) := ‖v − w‖ eine Metrik auf V .

4Wir haben diesen normierten Vektorraum schon am Ende von Analysis I kennengelernt. Es ist offen-
sichtlich, dass ‖−‖ die ersten beiden Eigenschaften einer Norm erfüllt. Wir müssen noch zeigen, dass ‖−‖
die Dreiecksungleichung erfüllt. Es seien also f, g ∈ V , dann gilt

‖f + g‖ = sup{|f(x) + g(x)| |x ∈ X} ≤ sup{|f(x)|+ |g(x)| |x ∈ X}
≤ sup{|f(x)| |x ∈ X}+ sup{|g(x)| |x ∈ X} = ‖f‖+ ‖g‖.
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Beweis. Die drei Eigenschaften einer Metrik folgen leicht aus den drei Eigenschaften einer
Norm. Beispielsweise gilt für alle v, w ∈ V , dass

d(v, w) = ‖v − w‖ = ‖(−1) · (w − v)‖ = | − 1| · ‖w − v‖ = ‖w − v‖ = d(w, v).
↑

Eigenschaft (2) einer Norm

Die anderen beiden Aussagen kann man ebenso leicht beweisen. �

Beispiele von Metriken auf X = Rn.

(1) In Lemma 1.1 hatten wir die euklidische Norm eingeführt. Es folgt also nun aus
Satz 1.3, dass

d(x, y) := ‖x− y‖eukl =

√
n∑
k=1

(xk − yk)2

eine Metrik auf Rn definiert. Wir bezeichnen diese als die euklidische Metrik.
(2) Auf Seite 6 hatten wir die Summennorm eingeführt. Wenden wir nun Satz 1.3 darauf

an, sehen wir, dass
d(x, y) := ‖x− y‖sum =

n∑
k=1
|xk − yk|

eine Metrik auf Rn definiert. Diese wird manchmal die Manhattan-Metrik 5 genannt.

���
���
���

���
���
���

��
��
��

��
��
��

euklidischer Abstand
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

Abstand in Manhattan:
|a1 − b1|+ |a2 − b2|(a1, a2)

(b1, b2)

Lemma 1.4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. Dann ist
die Einschränkung der Metrik auf A, eine Metrik auf A. Wir bezeichnen diese Metrik als
die Teilraummetrik auf A.

Beweis. Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen. �

Konvention. Im Folgenden betrachten wir Rn als metrischen Raum bezüglich der euklidi-
schen Metrik. Dies wiederum bedeutet insbesondere, dass wir R wie üblich durchgehend
mit der Metrik d(x, y) =

√
(x− y)2 = |x − y| betrachten. Darüber hinaus betrachten wir

jede Teilmenge A von Rn mit der dazugehörigen Teilraummetrik.
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����������������������R2 Teilmenge A des metrischen Raums R2

Abstand in A bezüglich der Teilraummetrik

5Warum? Wenn Sie zu Fuss von der Ecke “25th Street 6th Avenue” zu “59th Street, 3rd Avenue” gehen
wollen, wie messen Sie die Distanz bezüglich der Koordinaten (25, 6) und (59, 3)?
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1.3. Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Räumen. Wir führen fol-
gende harmlose Notation ein.

Notation. Sei (X, d) ein metrischer Raum, es sei a ∈ X und r ∈ R. Wir bezeichnen

Br(a) := {b ∈ X | d(a, b) ≤ r} als die abgeschlossene Kugel von Radius r um a
Br(a) := {b ∈ X | d(a, b) < r} die offene Kugel von Radius r um a.

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

����
����

a a

bei der offenen
Kugel Br(a) ist der

Randkreis nicht dabei

bei der abgeschlossenen
Kugel Br(a) ist

der Randkreis dabei r

X=R2

r

X=R2

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

�
�
�
�

�
�
�
�

metrischer Raum X ⊂ Rn

a a

metrischer Raum X ⊂ Rn

Br(a)r

Folgende Definition ist etwas weniger harmlos.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M ⊂ X heißt offen, wenn es
zu jedem x ∈M ein ε > 0 gibt, so dass

Bε(x) ⊂ M.
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N = {(x, y) | y2 ≤ x}

X = R2

y

x

M ist eine offene Teilmenge von X = R2M = {(x, y) | y2 < x}

X = R2

x

N ist keine offene Teilmenge von X = R2

X = R2

X = R2

es gibt keine offene
Kugel Br(x), welche
in N enthalten ist

die offene Kugel
Br(x) ist in M

enthalten

Bs(y) ⊂M

Wir hatten Br(x) als “offene Kugel” bezeichnet. Das folgende Lemma besagt, dass dies
in der Tat eine korrekte Verwendung des Adjektivs “offen” ist.
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Lemma 1.5. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, P ∈ X und r > 0. Dann ist Br(P ) ⊂ X
eine offene Teilmenge von X.

Beweis. Es sei x ∈ Br(P ). Wir müssen zeigen, dass es ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ Br(P ) gibt.
Per Definition von Br(P ) gilt d(P, x) < r, also ist ε := r − d(P, x) > 0. Nachdem ε > 0
genügt es folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Es ist Bε(x) ⊂ Br(P ).

Es sei also y ∈ Bε(x). Wir müssen zeigen, dass y ∈ Br(P ). In der Tat gilt:

d(P, y) ≤ d(P, x) + d(x, y)︸ ︷︷ ︸
<ε

< d(P, x) + ε = r, also ist y ∈ Br(P ).

↑ ↑
Dreiecksungleichung Definition von ε �
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Bε(x)
ε = r − d(P, x)

r
r

d(P, x)

x

P

Br(P )

P

x

d(P, x)
y ∈ Bε(x)

X=R2

Beispiel. Wir betrachten nun X = R mit der euklidischen d(x, y) = |x− y| Metrik.

(1) Ähnlich wie in Lemma 1.5 kann man zeigen, dass Intervalle der Form (a, b) in der
Tat offene Teilmengen von R sind. Dies erklärt, warum wir diese in [Fr1, Kapitel 1.8]
als “offene Intervalle” bezeichnet hatten.

(2) Intervalle, welche einen Randpunkt enthalten, also abgeschlossene Intervalle der Form
[a, b] oder halb-offene Intervalle der Form (a, b] und [a, b) mit a < b sind hingegen
keine offene Teilmengen von R, weil es für die Randpunkte kein geeignetes ε > 0 gibt.

X = R
keine offene Teilmenge

von X = R
offene Teilmenge

von X = R
keine offene Teilmenge

von X = R

(a, b) [c, d] [e, f)

Wir beweisen nun mehrere ganz allgemeine Aussagen über offene Teilmengen von metri-
schen Räumen.

Lemma 1.6. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(1) Die ganze Menge X ist eine offene Menge.
(2) Die leere Menge ∅ ist ebenfalls eine offene Menge.

Beweis.

(1) Die Teilmenge M := X ist offen, weil für jedes x ∈ M = X jeder Radius ε > 0 die
gewünschte Eigenschaft besitzt.
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(2) Die leere Menge besitzt per Definition kein einziges Element, also gibt es bei der
Offenheit auch nichts zu überprüfen, d.h. die leere Menge ist offen. �

1.4. Exkurs: Etwas Mengenlehre. Bevor wir fortfahren wollen wir noch an einige grund-
legende Definitionen und Aussagen aus der Mengenlehre erinnern.

Notation. Es sei X eine Menge. Für Teilmengen A1, . . . , Ak definieren wir

A1 ∩ · · · ∩ Ak := alle x ∈ X, welche in allen Ai liegen (Durchschnitt)
A1 ∪ · · · ∪ Ak := alle x ∈ X, welche in mindestens einem Ai liegen (Vereinigung).
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U1, U2, U3 U1 ∪ U2 ∪ U3U1 ∩ U2 ∩ U3

Notation. Es sei X eine Menge. Für eine Teilmenge A von X definieren wir

X \ A := das Komplement von A in X = {x ∈ X |x 6∈ A}.
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AX X \ A

Beispiel.

(1) Ganz allgemein gilt X \X = ∅ und X \∅ = X.
(2) Für a, b ∈ R mit a ≤ b gilt: R \ [a, b] = (−∞, a) ∪ (b,∞).

X = R
a bdas Intervall [a, b]

(−∞, a) (b,∞)
das Komplement von [a, b]

Lemma 1.7. (de Morgansche Gesetze) Für beliebige Teilmengen A,B von einer Men-
ge X gilt (1) X \ (A∪B) = (X \ A)∩ (X \B),

(2) X \ (A∩B) = (X \ A)∪ (X \B).

Beweis. Dies folgt sofort aus den Definition und elementarer Logik. Man kann dies auch
mithilfe der Abbildung verifizieren. �
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Manchmal kann es auch sinnvoll sein nicht nur endlich viele Teilmengen zu betrachten,
sondern beliebig viele Teilmengen. Dies führt uns zu folgender Definition.
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Definition. Es sei X eine Menge. Eine Familie {Ai}i∈I von Teilmengen besteht aus einer
Indexmenge (z.B. I = {1, . . . , k} oder I = Z, aber I kann auch z.B. überabzählbar sein),
und zu jedem Element i ∈ I ist eine Teilmenge Ai von X gegeben.

Wir können jetzt die Notation oben leicht verallgemeinern.

Notation. Es sei X eine Menge und es sei {Ai}i∈I eine Familie von Teilmengen. Wir defi-
nieren: ⋂

i∈I
Ai := alle x ∈ X, welche in allen Ai liegen (Durchschnitt)⋃

i∈I
Ai := alle x ∈ X, welche in mindestens einem Ai liegen (Vereinigung).

Beispiel. Wir betrachten die Menge X = R und den Durchschnitt und Vereinigung von
Familien von Intervallen:⋂

n∈N

(
2− 1

n
, 3 + 1

n

)
= [2, 3] und

⋃
n∈Z

(n, n+ 1) = R \ Z.

Die de Morganschen Gesetze verallgemeinern sich wie folgt:

Lemma 1.8. (de Morgansche Gesetze) Es sei X eine Menge und es sei {Ai}i∈I eine
Familie von Teilmengen. Dann gilt

(1) X \
⋃
i∈I
Ai =

⋂
i∈I

(X \ Ai) und (2) X \
⋂
i∈I
Ai =

⋃
i∈I

(X \ Ai).

1.5. Weitere Eigenschaften von offenen Mengen. Wir kehren zurück zum Studium
der offenen Teilmengen eines metrischen Raums.

Satz 1.9. Es sei X ein metrischer Raum.6

(1) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Teilmengen ist wiederum offen.
(2) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen ist wiederum offen.

Beispiel.

(1) Es ist R \ Z =
⋃
n∈Z

(n, n+ 1).︸ ︷︷ ︸
offenes Intervall,

also offene
Teilmenge von R

Wir sehen also, dass R\Z die Vereinigung von (unendlich vielen) offenen Teilmengen
von R ist, also ist nach Satz 1.9 auch R \ Z eine offene Teilmenge von R.

(2) Der Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen nicht offen.
Ein Beispiel dafür ist gegeben durch⋂

n∈N

(
2− 1

n
, 3 + 1

n

)︸ ︷︷ ︸
offen in R

= [2, 3].︸ ︷︷ ︸
nicht offen in R

6Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d bezeichnet, d.h. “sei X ein
metrischer Raum” ist kurz für “sei (X, d) ein metrischer Raum”.
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Beweis.

(1) Es seien U1, . . . , Uk offene Teilmengen von X. Wir wollen zeigen, dass der Durch-
schnitt U1∩U2∩ · · · ∩Uk wiederum offen ist. Es sei also x ∈ U1∩U2∩ · · · ∩Uk. Nach
Voraussetzung existiert für jedes i ∈ {1, . . . , k} ein εi > 0, so dass Bεi(x) ⊂ Ui. Wir
setzen ε := min{ε1, . . . , εk}.
(a) Für jedes i ∈ {1, . . . , k} folgt aus ε ≤ εi, dass Bε(x) ⊂ Bεi(x) ⊂ Ui.
(b) Aus (a) folgt, dass Bε(x) ⊂ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Uk.
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(2) Es sei also {Ui}i∈I eine Familie von offenen Teilmengen von X. Wir müssen zeigen,

dass die Vereinigungsmenge
⋃
i∈I
Ui ebenfalls offen ist. Es sei also x ∈

⋃
i∈I
Ui. Dann

existiert insbesondere ein j ∈ I, so dass x ∈ Uj. Nach Voraussetzung ist Uj offen,
also existiert ein ε > 0, so dass Bε(x) ⊂ Uj. Dann gilt aber auch, dass

Bε(x) ⊂ Uj ⊂
⋃
i∈I
Ui. �

1.6. Abgeschlossene Teilmengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Für eine Teilmenge U ⊂ X definieren wir:

U ist abgeschlossen :⇐⇒ das Komplement X \ U ist offen.

Beispiele.

(1) (a) Es seien a, b ∈ R mit a ≤ b, dann ist das Intervall [a, b] ⊂ R abgeschlossen, denn
das Komplement

R \ [a, b] = (−∞, a)︸ ︷︷ ︸
offen

∪ (b,∞)︸ ︷︷ ︸
offen

ist die Vereinigung zweier offener Mengen, also ist R \ [a, b] nach Satz 1.10 eben-
falls offen. Mit anderen Worten [a, b] ist abgeschlossen.

(b) Ganz analog zeigt man auch, dass Intervalle der Form (−∞, a] und [a,∞) abge-
schlossen sind.

(c) Andererseits kann man nun auch leicht sehen, dass diese drei Typen von Interval-
len, zusammen mit (−∞,∞), die einzigen Intervalle sind, welche abgeschlossen
sind.

Die Intervalle, welche im obigen Sinne abgeschlossen sind, sind also genau die
Intervalle, welche wir in [Fr1, Kapitel 1.8] als abgeschlossen bezeichnet hatten.

(2) Es gibt auch Teilmengen, welche weder offen noch abgeschlossen sind. Beispielsweise
ist für reelle Zahlen a < b das halb-offene Intervall (a, b] weder offen noch abgeschlos-
sen in R.
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weder offen noch
abgeschlossen in X=R

X = R
offene Teilmenge

von R
abgeschlossene

Teilmenge von X = R

(a, b) [c, d] [e, f)

(3) Es sei X ein metrischer Raum, dann sind nach Lemma 1.6 die ganze Menge X und
die leere Menge offen. Ihre Komplemente sind per Definition abgeschlossen, also sind
die leere Menge und X auch abgeschlossen. Zusammengefasst gilt:
die leere Menge und die ganze Menge X sind sowohl abgeschlossen als auch offen.

(4) In Übungsblatt 1 werden wir sehen, dass jede abgeschlossene Kugel Br(a) in der Tat
eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Das folgende Lemma ist das Analogon von Satz 1.9 für abgeschlossene Teilmengen.

Lemma 1.10. Es sei (X, d) eine metrischer Raum. Dann gilt:

(1) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen Teilmengen ist abgeschlossen.
(2) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist wiederum ab-

geschlossen.

Beweis. Es sei (X, d) eine metrischer Raum.

(1) Es seien also A1, . . . , Ak ⊂ X abgeschlossene Mengen von (X, d). Dann gilt:

X \ (A1 ∪ · · · ∪ Ak) =
k⋂
i=1

(X \ Ai)︸ ︷︷ ︸
offen

,
↑

de Morgansches Gesetz 1.8

aber nach Voraussetzung sind die Mengen X \Ai offen, und nach Satz 1.9 (2) ist die
Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

(2) Der Beweis der zweiten Aussage des Lemmas verläuft nach dem gleichen Schema wie
der Beweis der ersten Aussage. Es sei also {Ai}i∈I eine Familie von abgeschlossenen
Teilmengen von X. Dann gilt

X \
⋂
i∈I
Ai =

⋃
i∈I

(X \ Ai)︸ ︷︷ ︸
offen

,
↑

de Morgansches Gesetz 1.8

aber die rechte Seite ist nach Satz 1.9 (1) eine offene Menge. �

Bemerkung. Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Teilmengen ist nicht
notwendigerweise abgeschlossen. Ein Beispiel dafür ist gegeben durch⋃

n∈N

[
− 1 + 1

n
, 1− 1

n

]︸ ︷︷ ︸
abgeschlossen in R

=
(
− 1, 1

)
.︸ ︷︷ ︸

nicht abgeschlossen in R
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1.7. Die Hausdorff-Eigenschaft von metrischen Räumen. Für die Formulierung des
letzten Satzes des Kapitels benötigen wir noch folgende Definition.

Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und x ∈ X. Wir sagen U ⊂ X ist eine Umge-
bung von x, wenn es eine offene Teilmenge V 7 von X gibt, mit der Eigenschaft, dass x ∈ V
und V ⊂ U .
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Umgebung U von x

metrischer Raum X x

x ∈ Br(x) ⊂ U

Beispiel.

(1) Wenn U eine offene Teilmenge von X ist, welche x enthält, dann folgt sofort aus der
Definition, mit V = U , dass U eine Umgebung von x ist. Nachdem U offen und eine
Umgebung von x ist, nennen wir U manchmal auch eine offene Umgebung von x.

(2) Es sei x = 1 ∈ R. Dann ist für jedes ε > 0, dass Intervall (1 − ε, 1 + ε) eine offene
Umgebung von 1 ∈ R. Weitere Beispiele von Umgebungen von 1 ∈ R sind gegeben
durch [0, 2), (−∞, 3] und R.

Wir beschließen das Kapitel mit folgendem Satz.

Satz 1.11. (Hausdorff-Eigenschaft) Es sei X ein metrischer Raum und es seien x, y
zwei verschiedene Punkte in X. Dann existieren offene Umgebungen U von x und V von
y, welche disjunkt sind, d.h. U ∩ V = ∅.

Beweis. Es sei X ein metrischer Raum und es seien x, y ∈ X zwei verschiedene Punkte. Wir
setzen ε := 1

2
d(x, y). Nachdem x und y verschieden sind folgt aus der positiven Definitheit

von Metriken, dass ε > 0. Es folgt aus Lemma 1.5, dass U := Bε(x) und V := Bε(y)
Umgebungen von x bzw. y sind. Wir müssen nun noch zeigen, dass diese disjunkt sind.
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Bε(x)
Bε(y)

x ε = 1
2
d(x, y)

metrischer Raum X

Nehmen wir an, es gibt einen Punkt z ∈ U ∩ V . Dann gilt:

2ε = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < ε+ ε = 2ε.
↑

Dreiecksungleichung

Zusammengefasst folgt, dass 2ε < 2ε. Wir erhalten also einen Widerspruch. �

7Beispielsweise eine offene Kugel Br(x) mit r > 0.



16 STEFAN FRIEDL

2. Konvergente Folgen und stetige Abbildungen

2.1. Konvergenz von Folgen. Wir erinnern an folgende Definition von [Fr1, Seite 32].

Definition. Es sei (xk)k∈N eine Folge von reellen Zahlen. Es sei x ∈ R. Wir definieren

(xk)k∈N konvergiert gegen
den Grenzwert x

:⇐⇒ lim
k→∞

xk = x :⇐⇒ ∀
ε>0
∃

K∈N
∀
k≥K

|xk − x| < ε.︸ ︷︷ ︸
d.h. xk ∈ (x–ε, x+ ε)

Dieser Begriff überträgt sich ganz leicht auf metrische Räume.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und (xk)k∈N eine Folge von Punkten aus X. Es
sei x ∈ X. Wir definieren

(xk)k∈N konvergiert gegen
den Grenzpunkt x

:⇐⇒ lim
k→∞

xk = x :⇐⇒ ∀
ε>0
∃

K∈N
∀
k≥K

d(xk, x) < ε︸ ︷︷ ︸
d.h. xk ∈ Bε(x)

.
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x

Bε(x)
Folgenglieder xn

metrischer Raum X

Das folgende Lemma gibt eine schicke Umformulierung der Konvergenz von Folgen.

Lemma 2.1. Es sei X ein metrischer Raum und (xk)k∈N eine Folge von Punkten aus X.
Dann gilt für x ∈ X, dass

lim
k→∞

xk = x ⇐⇒ ∀
Umgebungen
U vonx

∃
K∈N

∀
k≥K

xk ∈ U.

Beweis. Der Beweis des Lemmas ist eine Übungsaufgabe im 1. Übungsblatt. �

Nach [Fr1, Satz 3.1] wissen wir, dass der Grenzwert einer konvergenten Folgen von reellen
Zahlen eindeutig bestimmt ist. Der folgende Satz verallgemeinert nun diese Aussage auf
Folgen in beliebigen metrischen Räumen.

Satz 2.2. (Satz vom eindeutigen Grenzwert) Es sei X ein metrischer Raum. Wenn
eine Folge in X konvergiert, dann ist der Grenzpunkt eindeutig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mithilfe eines Widersprucharguments. Nehmen wir also
an, es gibt eine Folge (xk)k∈N, welche gegen zwei verschiedene Punkte x, y ∈ X konvergiert.
Die Hausdorff-Eigenschaft 1.11 besagt, dass es disjunkte offene Umgebungen U von x und
V von y gibt.

• Da lim
k→∞

xk = x gibt es nach Lemma 2.1 ein M ∈ N, so dass für alle k ≥M gilt: xk ∈ U .

• Da lim
k→∞

xk = y gibt es nach Lemma 2.1 ein N ∈ N, so dass für alle k ≥ N gilt: xk ∈ V .

• Also gilt für alle k ≥ max{M,N}, dass xk ∈ U und xk ∈ V . Aber dies kann nicht sein,
denn U ∩ V = ∅. �
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Umgebung V , für k ≥ N liegt xk in V
Folgenglieder xn

Umgebung U , für k ≥M liegt xk in U

metrischer Raum X x

Folgendes Lemma wird im 1. Übungsblatt bewiesen.

Lemma 2.3. Es sei X ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von X. Es sei (xk)k∈N
eine Folge von Punkten in A. Wenn die Folge in X konvergiert und wenn A abgeschlossen
ist, dann liegt der Grenzwert ebenfalls in A.
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X = R2

abgeschlossene
Teilmenge

A von X = R2 Grenzpunkt liegt auch in A

konvergente Folge von
Punkten in A

Beispiel. Es sei X = R und A = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Lemma 2.3 besagt,
dass wenn (xk) eine Folge von Zahlen in [a, b] ist, welche in R konvergiert, dann liegt auch
der Grenzwert in [a, b]. Diese Aussage folgt beispielsweise auch aus [Fr1, Satz 3.6].

Satz 2.4. Es sei (xk)k∈N eine Folge von Punkten in Rn und es sei y ∈ Rn.8 Dann gilt

lim
k→∞

xk = y︸ ︷︷ ︸
Analysis II

⇐⇒ lim
k→∞

xk,i = yi︸ ︷︷ ︸
Analysis I

für alle i = 1, . . . , n.

Bemerkung.

(1) Dieser Satz erlaubt es uns die Konvergenz von Folgen im Rn auf das Studium der
Konvergenz von Folgen von reellen Zahlen zurückzuführen. Insbesondere können wir
die Konvergenz von Folgen im Rn mithilfe der Methoden aus der Analysis I studieren.

(2) Der Satz ist ganz ähnlich zu [Fr1, Satz 10.6], dieser besagt, dass eine Folge {zn}n∈N
von komplexen Zahlen konvergiert, genau dann, wenn die Realteile und Imaginärteile
von den Folgengliedern konvergieren.

Beweis (∗). Wir erinnern zuerst daran, dass wir in Lemma 1.2 gezeigt hatten, dass für
einen Punkt z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn und jedes i ∈ {1, . . . , n} gilt

(∗) |zi| ≤ ‖z‖ ≤
√
n ·max{|z1|, . . . , |zn|}.

Der Satz folgt nun leicht aus diesen beiden Ungleichungen und aus Standard-Argumenten.
Der Vollständigkeit halber führen wir das Argument noch ausführlich aus. Wir beweisen

8Wie oben erwähnt, wenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir Rn mit der euklidischen
Norm.
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zuerst die “⇒”-Richtung. Wir nehmen also an, dass lim
k→∞

xk = y. Es gilt also:

∀
ε>0
∃

K∈N
∀
k≥K
‖xk − y‖ < ε.

Es sei nun i ∈ {1, . . . , n}. Wir müssen zeigen:

∀
η>0
∃
L∈N

∀
l≥L
|xli − yi| < η.

Sei also η > 0. Wenn wir ε = η setzen, erhalten wir ein K ∈ N, so dass für alle k ≥ K gilt,
‖xk − y‖ < ε. Dann gilt für alle l ≥ L := K:

|xli − yi| ≤ ‖xl − y‖ < ε = η.
↑

folgt aus (∗), angewandt auf z = xl − y

Wir beweisen nun die “⇐”-Richtung. Wir nehmen also an, dass für alle i = 1, . . . , n gilt,
dass lim

k→∞
xki = yi. Wir wollen zeigen, dass lim

k→∞
xk = y, d.h. wir wollen zeigen, dass

∀
ε>0
∃

K∈N
∀
k≥K
‖xk − y‖ < ε.

Sei also ε > 0. Sei nun i ∈ {1, . . . , n}. Nachdem lim
k→∞

xki = yi existiert insbesondere ein

Li ∈ N, so dass für alle k ≥ Li gilt: |xki−yi| < η = ε√
n
. Wenn wir nunK := max{L1, . . . , Ln}

setzen, dann gilt für alle k ≥ K, dass

‖xk − y‖ ≤
√
n ·max

{
|xk1 − y1|︸ ︷︷ ︸
< η = ε√

n

, . . . , |xkn − yn|︸ ︷︷ ︸
< η = ε√

n

}
< ε.

↑
folgt aus (∗), angewandt auf z=xk−y �

2.2. Cauchy-Folgen. Der Begriff von Cauchy-Folgen von reellen Zahlen überträgt sich
problemlos auf Folgen in metrischen Räumen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (xk)k∈N von Punkten in X heißt
Cauchy-Folge, wenn gilt ∀

ε>0
∃

K∈N
∀

k,l≥K
d(xk, xl) < ε.

Wie gesagt, diese Definition ist fast wort-wörtlich die gleiche wie die Definition einer
Cauchy-Folge von reellen Folgen. Dementsprechend übertragen sich auch viele Aussagen
fast wort-wörtlich.

Lemma 2.5. Es sei X ein metrischer Raum. Jede konvergente Folge in X ist auch eine
Cauchy-Folge.

Beweis. Der Beweis ist fast identisch zum Beweis der entsprechenden Aussage [Fr1, Satz 4.1]
für X = R. �

Definition. Ein metrischer Raum heißt vollständig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiel.

(1) Aus [Fr1, Satz 1.20] wissen wir, dass der metrische Raum R vollständig ist.
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(2) Die offene Kugel9 X = B1(0) ⊂ R2 von Radius 1, aufgefasst als metrischer Raum, ist
nicht vollständig, denn die Folge xk = (1− 1

k
, 0) ist eine Cauchy-Folge, welche jedoch

in dem metrischen Raum X = B1(0) nicht konvergiert.
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der metrische Raum ist die
offene Kugel X = B1(0)

die Folge (1− 1
k
, 0) ist eine

Cauchy-Folge in X = B1(0),
aber diese Folge konvergiert

in X = B1(0) nicht

Lemma 2.6. Für jedes n ∈ N ist der metrische Raum Rn vollständig.

Beweis (∗). Es sei also (xk)k∈N eine Cauchy-Folge in Rn.

(1) Ganz analog zum Beweis der “⇒”-Richtung von Satz 2.4 sieht man, dass für jedes
i ∈ {1, . . . , n} die Folge (xk,i)k∈N der i-ten Koordinaten eine Cauchy-Folge ist.

(2) Nachdem R vollständig ist, konvergiert jede der Folgen (xk,i)k∈N.
(3) Also konvergiert nach Satz 2.4 auch die Folge (xk)k∈N. �

2.3. Stetige Abbildungen. Wir erinnern an folgende Definition aus [Fr1, Seite 93].

Definition. Es sei D ⊂ R, es sei f : D → R eine Funktion und es sei x0 ∈ D. Wir definieren

f ist stetig im Punkt x0 :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
δ>0

∀
x ∈ D mit
|x− x0| < δ

|f(x)− f(x0)| < ε.

Wir sagen f : D → R ist stetig, wenn f in jedem Punkt des Definitionsbereichs stetig ist.

Wir können diese Definition fast wort-wörtlich auf Abbildungen zwischen zwei metrischen
Räumen übertragen.

Definition. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Räumen. Für x0 ∈ X
definieren wir

f ist stetig im Punkt x0 :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
δ>0

∀
x∈Bδ(x0)

d(f(x), f(x0)) < ε.︸ ︷︷ ︸
d.h. f(x) ∈ Bε(f(x0))

Wir sagen f ist stetig, wenn f in jedem Punkt x ∈ X stetig ist.

Das folgende Lemma gibt uns wichtige Beispiele von stetigen Abbildungen.

Lemma 2.7.

(1) Es sei X ein metrischer Raum.
(a) Für jede Teilmenge A ist die Inklusion ι : A→ X eine stetige Abbildung.
(b) Es sei f : X → Y eine stetige Abbildung zu einem metrischen Raum Y . Für jede

Teilmenge A ist auch die Einschränkung von f auf f |A : A→ Y stetig.
(c) Für jedes P ∈ X ist die Abbildung

9Hier, und im weiteren Verlauf der Vorlesung bezeichnen wir mit 0 den Nullpunkt von Rn.
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X → R≥0

x 7→ d(P , x) stetig.

(2) Für jedes j ∈ {1, . . . , n} ist die Projektion

Rn → R
(x1, . . . , xn) 7→ xj stetig.

Beweis.

(1) (a) Für ε > 0 hat δ = ε die gewünschte Eigenschaft.
(b) Für x ∈ A und ε > 0 erhalten wir für f : X → Y ein δ > 0, und dieses funktioniert

auch für f |A : A→ X.
(c) Für ε > 0 folgt leicht aus der Dreiecksungleichung der Metrik, dass δ = ε die

gewünschte Eigenschaft hat.
(2) Es sei j ∈ {1, . . . , n}. Lemma 1.2 besagt insbesondere, dass für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

gilt |xj| ≤ ‖x‖. Aus dieser Tatsache folgt: für jedes ε > 0 hat δ = ε die gewünschte
Eigenschaft. �

Der nächste Satz gibt uns eine Charakterisierung von stetigen Abbildungen durch die
Konvergenz von Folgen.

Satz 2.8. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Räumen und es sei
x0 ∈ X. Dann gilt:

f ist stetig
im Punkt x0

⇐⇒
für jede Folge (an)n∈N in X mit lim

k→∞
ak = x0,

gilt, dass dann auch lim
k→∞

f(ak) = f(x0).

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist fast identisch zu dem Beweis von [Fr1, Satz 7.4]. �

Satz 2.9. Es sei X ein metrischer Raum und es seien f, g : X → R zwei Funktionen,
welche im Punkt x0 ∈ D stetig sind. Zudem sei λ ∈ R. Dann sind die Funktionen

f + g : X → R
x 7→ f(x) + g(x)

f · g : X → R
x 7→ f(x) · g(x)

λ · f : X → R
x 7→ λ · f(x)

ebenfalls stetig im Punkt x0. Wenn g(x) 6= 0 für alle x ∈ X, dann ist auch die Funktion
f
g

: X → R
x 7→ f(x)

g(x)
stetig im Punkt x0.

Beweis. Wie im analogen Fall von [Fr1, Satz 7.5] kann man den Beweis einfach auf Satz 2.8
zurückführen. �

Beispiel. Die Projektionen R2 → R, welche gegeben sind durch (x, y) 7→ x und (x, y) 7→ y
sind nach Lemma 2.7 (2) stetig. Es folgt nun aus Satz 2.9, dass beispielsweise auch die
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Funktionen

f : R2 → R
(x, y) 7→ 2x− 3y

g : R2 → R
(x, y) 7→ x·y oder auch

h : R3 → R
(x, y, z) 7→ x2+xyz−7z3

stetig sind. Ganz allgemein sieht man, dass alle Polynome in mehreren Variablen stetig
sind.

Bemerkung. Im allgemeinen ist es natürlich schwer sich Abbildungen zwischen metrischen
Räumen vorzustellen. Für X ⊂ R2 können wir eine Abbildung f : X → R durch den Gra-
phen Graph(f) = {(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ X} ⊂ R3

veranschaulichen. Wie man in der Abbildung sieht, benötigt es aber auch schon eine gewisse
Vorstellungskraft um solche Graphen richtig zu interpretieren.

Graph der Funktion

[−1, 1]×[−1, 1] → R
(x, y) 7→ x2−y2

Graph der Funktion

[−1, 1]×[−1, 1] → R
(x, y) 7→ x2+y2

Lemma 2.10. Es sei X ein metrischer Raum und es sei

f = (f1, . . . , fn) : X → Rn

x 7→ (f1(x), . . . , fn(x))

eine Abbildung. Dann gilt:

f : X → Rn ist stetig ⇐⇒ für alle i ∈ {1, . . . , n} ist die Funktion fi : X → R stetig.

Beweis. Das Lemma folgt fast sofort aus Satz 2.8 und Satz 2.4. �

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung f = (f1, f2) : R3 → R2

(x, y, z) 7→
(
x2 + y2 − z
xy − 3xz3

)
.

Die beiden “Koordinatenfunktionen” f1(x, y, z) = x2 + y2 − z und f2(x, y, z) = xy − 3xz3

sind nach der vorherigen Diskussion stetig. Es folgt aus Lemma 2.10, dass auch f stetig ist.

Lemma 2.11. Es sei A eine reelle n×m–Matrix. Dann ist die Abbildung

Rm → Rn

x 7→ A · x stetig.

Beweis. Es sei A = (aij) eine reelle n × m–Matrix. Aus Lemma 2.10 folgt: es genügt zu
zeigen, dass für jedes i ∈ {1, . . . , n} die Abbildung

Rm → R
x = (x1, . . . , xm) 7→ i-te Koordinate von A · x = ai1 ·x1 + · · ·+ aim ·xm,
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stetig ist. Die Stetigkeit dieser Abbildungen folgt, wie bei den anderen Beispielen oben, aus
Lemma 2.7 (2) und Satz 2.9. �

2.4. Exkurs: Urbilder von Abbildungen. Bevor wir mit der Diskussion von Stetigkeit
fortfahren ist es sinnvoll nochmal einen Exkurs in die Mengenlehre durchzuführen. Dieses
Mal wollen wir uns mit dem immer wieder verwirrenden Begriff von Urbildern beschäftigen.

Definition. Es sei f : X → Y eine Abbildung. Für eine Teilmenge B ⊂ Y definieren wir das
Urbild als

f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B} ⊂ X.

Mit anderen Worten: x ∈ f−1(B) ⇐⇒ f(x) ∈ B.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung f : R2 → R
(x, y) 7→ x2 + y2.

Dann gilt:

(1) f−1({2}) = {(x, y) ∈ R2 |x2+y2= 2} Kreis mit Radius
√

2 um den Ursprung

(2) f−1([1, 2]) = {(x, y) ∈ R2 |x2+y2∈ [1, 2]} Kreisring gegeben durch Radien 1 und
√

2
(3) f−1({0}) = {(x, y) ∈ R2 |x2+y2= 0} der Ursprung
(4) f−1({−5}) = {(x, y) ∈ R2 |x2+y2= −5} die leere Menge.
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Radius
√

2

f−1({2}) f−1({−5}) = ∅f−1({0})f−1([1, 2])

Satz 2.12. Es sei f : X → Y eine Abbildung. Für alle U ⊂ X und V ⊂ Y gilt:

(1) U ⊂ f−1(f(U)) (2) f(f−1(V )) ⊂ V.

Beweis. Beide Aussagen folgen aus elementarer Logik. �

Beispiele. In der Abbildung sehen wir:

(1) Wenn f : X → Y nicht injektiv ist, dann gibt es U ⊂ X mit U ( f−1(f(U)).
(2) Wenn f : X → Y nicht surjektiv ist, dann gibt es V ⊂ Y mit f(f−1(V )) ( V .

f−1(V )

f(f−1(V ))

V

hier ist f(f−1(V )) ( V

f−1(f(U))

f(U)

U

Graph von nicht-injektiver
Abbildung f : X → Y

hier ist U ( f−1(f(U))

Graph von nicht-surjektiver
Abbildung f : X → Y
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Lemma 2.13. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen.

(1) Für B ⊂ Y gilt f−1(Y \B) = X \ f−1(B).
(2) Wenn g : Y → Z eine weitere Abbildung ist, dann gilt für jede Teilmenge U ⊂ Z:

(g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)).
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Beweis. Wieder folgen beide Aussagen aus elementarer Logik. �

Zum Schluß betrachten wir noch den Zusammenhang zwischen (Ur-) Bildern und Verei-
nigung bzw. Durchschnitten.

Lemma 2.14. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen Mengen X und Y . Für jede
Familie {Ui}i∈I von Teilmengen von X und jede Familie {Vj}j∈J von Teilmengen von Y
gilt:

(1) f
( ⋃
i∈I
Ui

)
=

⋃
i∈I
f(Ui) (2) f−1

( ⋃
j∈J

Vj

)
=

⋃
j∈J

f−1(Vj).

(3)10 f
( ⋂
i∈I
Ui

)
⊂

⋂
i∈I
f(Ui) (4) f−1

( ⋂
j∈J

Vj

)
=

⋂
j∈J

f−1(Vj).

Beweis. Auch hier folgen alle Aussagen aus elementarer Logik. �

Diese verschiedenen Beispiele und Sätze zeigen schon, dass man im Umgang mit Urbildern
vorsichtig sein muss, und im Zweifelsfall es immer eine gute Idee ist, nachzuschlagen, was
denn nun die korrekten Aussagen sind.

2.5. Charakterisierung von stetigen Abbildungen. Nach diesem Exkurs können wir
nun folgenden Satz formulieren, welcher uns eine überraschende Charakterisierung von
stetigen Abbildungen gibt.

Satz 2.15. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Räumen. Dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) f ist stetig,
(2) für jede offene Menge U in Y ist auch das Urbild f−1(U) offen,
(3) für jede abgeschlossene Menge A in Y ist auch das Urbild f−1(A) abgeschlossen.

Bemerkung. Die Charakterisierung von stetigen Abbildungen in Satz 2.15 ist zwar ge-
wöhnungsbedürftig, aber leicht zu merken:

f ist stetig ⇐⇒ das Urbild jeder offenen Menge ist offen.

10In Übungsblatt 2 werden wir sehen, dass es Beispiele gibt, bei denen die linke Seite eine echte Teilmenge
der rechten Seite ist.
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g−1(U) ist nicht offen in Xf−1(U) ist offen in X

Graph einer stetigen Funktion f :X→R

U

X X

Graph einer unstetigen Funktion g :X→R

U

Beweis. Wir beweisen zuerst die “(1)⇒(2)”-Aussage. Wir nehmen also an, dass f stetig ist.
Es sei U eine offene Teilmenge von Y . Wir müssen zeigen, dass f−1(U) offen in X ist. Es sei
also x ∈ f−1(U). Wir setzen y := f(x). Da U offen ist gibt es ein ε > 0, so dass Bε(y) ⊂ U .
Da f stetig ist gibt es nun ein δ > 0, so dass für alle x̃ ∈ Bδ(x) gilt f(x̃) ∈ Bε(y). Aber das
bedeutet gerade, dass Bδ(x) ⊂ f−1(Bε(y)) und damit auch Bδ(x) ⊂ f−1(U).
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fX

y = f(x)

Y U

f−1(U)

x Bε(y)

Der Beweis der “(2)⇒(1)”-Aussage ist eine Übungsaufgabe in Übungsblatt 2. Die Äqui-
valenz von (2) von (3) folgt eigentlich sofort aus Lemma 2.13. Genauer gesagt, nehmen wir
an, dass (2) gilt. Nun sei A eine abgeschlossene Teilmenge von Y . Dann gilt

Lemma 2.13
↓

f−1(A) = f−1(Y \ (Y \ A)︸ ︷︷ ︸
offen, da A

abgeschlossen

) = X \ f−1(Y \ A)︸ ︷︷ ︸
offen in X, da

wir (2) annehmen

= Komplement einer offenen Teilmenge.

Also ist f−1(A) abgeschlossen in X. Der Beweis von (3)⇒(2) erfolgt nach genau dem
gleichen Muster. �

Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum und es sei P ∈ X. In Lemma 2.7 hatten wir gese-
hen, dass die Abbildung

f : X → R≥0

x 7→ d(P , x)

stetig ist. Nun sei r ∈ R. Fast schon per Definition gilt

Br(P ) := f−1
(

[0, r)︸︷︷︸
offen in R≥0

)
und Br(P ) := f−1

(
[0, r]︸︷︷︸

abgeschlossen in R≥0

)
.

Es folgt also aus Satz 2.15, dass Br(P ) offen in X ist, und dass Br(P ) abgeschlossen in X
ist. Insbesondere erhalten wir einen neuen Beweis von Lemma 1.5.
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Satz 2.16. Die Verknüpfung von zwei stetigen Abbildungen ist wiederum stetig.

Beweis. 11 Es seien f : X → Y und g : Y → Z stetige Abbildungen zwischen metrischen
Räumen. Wir wollen zeigen, dass die Verknüpfung g ◦ f : X → Z ebenfalls stetig ist. Aus
Satz 2.15 folgt, dass es genügt zu zeigen, dass für jede offene Teilmenge U ⊂ Z auch das
Urbild (g ◦ f)−1(U) ⊂ X offen ist. Es sei also U ⊂ Z offen. Dann gilt

(g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)) = f−1(offene Teilmenge von Y ) = offene Teilmenge von X.
↑ ↑ ↑

siehe Lemma 2.13 denn g ist stetig denn f ist stetig �

Satz 2.15 besagt, dass es bei der Stetigkeit nur auf die offenen Mengen ankommt. Ins-
besondere folgt nun aus dem nächsten Lemma, dass bei einer Abbildung Rn → Rm der
Begriff der Stetigkeit nicht davon abhängt, ob wir mit der euklidischen Metrik oder der
Maximumsmetrik arbeiten.

Lemma 2.17. Eine Menge in Rk ist offen bezüglich der euklidischen Metrik, genau dann,
wenn sie offen ist bezüglich der Maximumsmetrik.

Beweis (∗). Für x ∈ Rk und ε > 0 seien

Beukl
ε (x) =

{
y ∈ Rk

∣∣ ‖x− y‖eukl < ε
}

und Bmax
ε (x) =

{
y ∈ Rk

∣∣ ‖x− y‖max < ε
}

die zugehörigen offenen Kugeln bezüglich den beiden Metriken, welche wir betrachten. Es
folgt leicht aus der Definition von offenen Mengen, dass es genügt folgende Behauptung zu
beweisen.

Behauptung. Es sei x ∈ Rk beliebig. Dann gelten folgende beiden Aussagen:

(1) Für alle µ > 0 gibt es ein ν > 0, so dass Bmax
ν (x) ⊂ Beukl

µ (x).

(2) Für alle µ > 0 gibt es ein ν > 0, so dass Beukl
ν (x) ⊂ Bmax

µ (x).

Zur Erinnerung, Lemma 1.2 besagt, dass für alle v ∈ Rk gilt

‖v‖max ≤ ‖v‖eukl und zudem ‖v‖eukl ≤
√
n · ‖v‖max.

Aus diesen Ungleichung folgt nun, angewandt auf v = x− y, dass für alle ε > 0 gilt:12

Beukl
ε (x) ⊂ Bmax

ε (x) und zudem Bmax
1√
n
ε
(x) ⊂ Beukl

ε (x).

Die Behauptung folgt sofort aus dieser Aussage.
�

11Man kann den Satz auch genau wie [Fr1, Satz 7.7] zeigen, man muss nur in dem Beweis [Fr1, Satz 7.4]
durch Satz 2.8 ersetzen. Der Beweis mit offenen Mengen ist aber noch mal kürzer.

12Wir zeigen nun im Detail, dass Bmax
1√
n
ε
(x)⊂Beukl

ε (x). Nämlich aus ‖v‖eukl≤
√
n · ‖v‖max folgt:

y ∈ Bmax
1√
n
ε(x) =⇒ ‖x− y‖max ≤ 1√

n
ε =⇒ ‖x− y‖eukl < ε =⇒ y ∈ Beukl

ε (x).



26 STEFAN FRIEDL

Beispiel. Wir betrachten M(n× n,R) = alle reellen n× n–Matrizen
GL(n,R) = alle invertierbaren n× n–Matrizen.

Wir fassen im Folgenden M(n×n,R) als normierten reellen Vektorraum auf, indem wir für
A = (aij) definieren ‖A‖ := max{|aij| | i, j ∈ {1, . . . , n}}. (Als normierter Vektorraum ist

M(n×n,R) also isomorph zu (Rn2
, ‖−‖max).) Wir verwenden diese Norm um M(n×n,R)

als metrischen Raum aufzufassen.
Wir betrachten die Abbildung

det : M(n× n,R) → R Leibniz-Formel, siehe [N1, Satz 12.5]
↓

A 7→ det(A) =
∑
π∈Sn

sgn(π) · aπ(1),1 · · · · · aπ(n),n.︸ ︷︷ ︸
Polynom in den Variablen aij

Es folgt aus Lemmas 2.7, 2.9 und 2.17, dass diese Abbildung stetig ist. Nun gilt:

GL(n,R) = {A ∈ M(n× n,R) | det(A) 6= 0} = det−1( R \ {0}︸ ︷︷ ︸
offene Teilmenge

von R

)
↑

siehe Lineare Algebra [N1, Satz 12.8]

Wir erhalten aus dieser Diskussion und Satz 2.15, dass GL(n,R) eine offene Teilmenge von
M(n × n,R) ist. Das besagt beispielsweise Folgendes: wenn A eine invertierbare n × n-
Matrix ist, dann gibt es ein ε > 0, so dass jede n × n-Matrix B, deren Einträge sich von
den Einträgen von A um höchstens ε unterscheiden, ebenfalls invertierbar ist.

2.6. Homöomorphismen.

Definition. Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen metrischen Räumen. Wir sagen f
ist ein Homöomorphismus, wenn gilt:

(1) f ist stetig,
(2) f ist bijektiv,
(3) die Umkehrabbildung f−1 ist stetig.

Wenn es einen solchen Homöomorphismus zwischen X und Y gibt, dann sagen wir, dass
X und Y homöomorph sind.

Beispiel.

(a) Die metrischen Räume R und (−1, 1) sind homöomorph. In der Tat: die Abbildung

f : R → (−1, 1)

x 7→ 2

π
· arctan(x)

ist stetig und bijektiv, und die Umkehrabbildung x 7→ tan(π
2
x) ist ebenfalls stetig.

D.h. f ist in der Tat ein Homöomorphismus.
(b) Wir geben hier noch ein weiteres Beispiel. Die Abbildung

f : X := [0, 2π) → Y := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1}
t 7→ (cos(t), sin(t))
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ist stetig und bijektiv. Wir werden jedoch in Übungsblatt 2 sehen, dass die Umkehr-
abbildung f−1 im Punkt (1, 0) nicht stetig ist. Mit anderen Worten, die Eigenschaften
(1) und (2) eines Homöomorphismus sind erfüllt, nicht jedoch die Eigenschaft (3). Es

��

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

f

X = [0, 2π)

die Umkehrabbildung
f−1 :Y →X ist nicht stetig

im Punkt (1, 0)

Y = {(x, y)∈R2 |x2+y2 =1}
t 7→ (cos(t), sin(t))

f−1

stellt sich nun jedoch die Frage, ob es überhaupt einen Homöomorphismus zwischen
dem halb-offenen Intervall X und dem Kreis Y geben kann. Wir werden diese Frage
später noch beantworten.

Wir beschließen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 2.18. Es sei f : X → Y eine bijektive Abbildung zwischen metrischen Räumen.
Die folgenden Aussagen sind äquivalent.

(1) f ist ein Homöomorphismus.
(2) Für jede Teilmenge U von X gilt:

U ist offen in X ⇐⇒ f(U) ist offen in Y .

Beweis (∗). Wir bezeichnen mit g : Y → X die Umkehrabbildung der bijektiven Abbildung
f : X → Y . Per Definition ist die bijektive Abbildung f ein Homöomorphismus, genau dann,
wenn sowohl f als auch g stetig sind.

Es folgt aus Satz 2.15, dass gilt:

(1) f ist stetig genau dann, wenn für U ⊂ X gilt: f(U) offen⇒ f−1(f(U)) = U ist offen.
(2) g ist stetig genau dann, wenn für U ⊂ X gilt: U offen ⇒ g−1(U) = f(U) ist offen.

Das Lemma folgt aus den obigen Beobachtungen. �
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3. Kompakte Mengen

In [Fr1] hatten wir Intervalle vom Typ [a, b], also beschränkte Intervalle bei denen die
Endpunkte enthalten sind, als kompakt bezeichnet. Wir hatten gesehen, dass kompakte In-
tervalle mehrere wichtige Eigenschaften besitzen. Beispielsweise hatten wir in [Fr1, Satz 8.2]
folgende Aussagen bewiesen.
Jede stetige Funktion f : I = [a, b]→ R auf einem kompakten Intervall nimmt ihr Maximum
und ihr Minimum an, d.h. es existieren x0, x1 ∈ I = [a, b], so dass

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) für alle x ∈ I = [a, b].

f(x0)

f(x1)

ba

jede stetige Funktion f : [a, b]→ R nimmt
ihr Maximum und ihr Minimum an

x1 x0

Wenn X nun ein beliebiger metrischer Raum ist, dann werden wir im Folgenden soge-
nannte “kompakte Teilmengen” einführen. Wenn A ⊂ X kompakt ist, dann werden wir
sehen, dass jede stetige Funktion f : A → R ebenfalls ihr Maximum und ihr Minimum
annimmt.

3.1. Definition von kompakten Mengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und A ⊂ X. Eine offene Überdeckung von A ist
eine Familie {Ui}i∈I von offenen Teilmengen von X, so dass

A ⊂
⋃
i∈I
Ui.

Beispiel. Wir betrachten A = (0, 2] ⊂ R. Für n ∈ N setzen wir Un := ( 1
n
, 3). Dann ist

{Un}n∈N eine offene Überdeckung von A.

X = R

die offenen Teilmengen Un=( 1
n
, 3) von X

bilden eine offene Überdeckung von A=(0, 2]

30 1 2

A

Wir können jetzt eine der wichtigsten Definitionen der Mathematik einführen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A ⊂ X heißt kompakt, wenn

es zu jeder offenen Überdeckung {Ui}i∈I von A endlich viele Indizes i1, . . . , ik ∈ I gibt, so
dass

A ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uik .
Anders ausgedrückt, A heißt kompakt, wenn man für jede offene Überdeckung {Ui}i∈I

von A endlich viele Mengen aus den Ui’s finden kann, so dass diese schon A überdecken.
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Beispiel. Wir wollen zeigen, dass die Teilmenge (0, 2] von R nicht kompakt ist. Wir betrach-
ten dazu wiederum die obige offene Überdeckung, welche gegeben ist durch Un := ( 1

n
, 3),

n ∈ N. Wenn (0, 2] kompakt wäre, dann gäbe es endliche viele i1, . . . , ik ∈ N, so dass

(0, 2] ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uik ,
aber es ist leicht zu sehen, dass

1
max{i1,...,ik}︸ ︷︷ ︸

∈(0,2]

6∈ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uik .

Wir haben also einen Widerspruch erhalten. Wir haben damit bewiesen, dass (0, 2] nicht
kompakt ist.

Beispiel. Wir betrachten
A := {0} ∪

{ 1

n
|n ∈ N

}
⊂ R.

Wir behaupten, dass A kompakt ist. Es sei also {Ui}i∈I eine beliebige offene Überdeckung
von A.

(1) Nachdem {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von A ist, existiert insbesondere ein j ∈ I,
so dass 0 ∈ Uj.

(2) Nachdem Uj offen ist, existiert ein ε > 0, so dass (−ε, ε) ⊂ Uj.
(3) Nachdem ε > 0, existiert ein N ∈ N, so dass 1

N
∈ (0, ε).

(4) Dann gilt aber auch für alle n ≥ N , dass 1
n
∈ (0, ε). Insbesonderen sehen wir, dass

alle Punkte 1
N
, 1
N+1

, . . . in Uj enthalten sind.

(5) Nachdem {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von A ist, existiert insbesondere zu jedem
n ∈ {1, . . . , N − 1} ein in ∈ I, so dass 1

n
∈ Uin .

Es folgt nun, dass A ⊂ Uj ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ UiN−1
.

Uj ist eine offene Teilmenge von R, welche 0 enthält,
nachdem Uj offen ist, enthält Uj auch ein Intervall (−ε, ε),

es liegen nur endlich viele Punkte von A außerhalb des Intervalls (−ε, ε)

. . . 10 1
2

1
3

1
4

1
5

A =

3.2. Der Satz von Heine–Borel. Der folgende Satz besagt nun, dass “kompakte Inter-
valle” aus der Analysis I in der Tat kompakt im obigen Sinne sind.

Satz 3.1. Für a, b ∈ R ist das Intervall [a, b] ⊂ R kompakt.

Ganz analog zum Beispiel auf Seite 29 kann man zeigen, dass alle Intervalle, welche nicht
von der Form [a, b] mit a, b ∈ R sind, auch nicht kompakt sind. Anders ausgedrückt, ein
Intervall ist genau dann kompakt, wenn es von der Form [a, b] ist. Dies sind genau die
Intervalle, welche wir auch in Analysis I als kompakt bezeichnet hatten.
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Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass a = 0
und b = 1. Wir schreiben I := [0, 1]. Wir nehmen nun an, dass I nicht kompakt ist. Dies
bedeutet, wir nehmen an, dass es eine offene Überdeckung {Uj}j∈J von [0, 1] gibt, so dass
I nicht durch endlich viele Uj überdeckt werden kann.

Behauptung. Es gibt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen

I = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . .

so dass für jedes m ∈ N0 gilt:

(1) Im kann nicht durch endlich viele der Uj’s überdeckt werden,
(2) die Länge von Im ist 2−m.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion.

(a) Wir setzen I0 := I. Nach unserer obigen Annahme erfüllt I0 beide Bedingungen.
(b) Nehmen wir an, dass wir I0, I1, . . . , Im schon gefunden haben. Wir teilen Im in zwei

abgeschlossene Intervalle I ′ und I ′′ der halben Länge. Da Im nicht durch endlich
viele Uj überdeckt werden kann, kann zumindest eines der Intervalle I ′ oder I ′′ nicht
durch endlich viele Uj überdeckt werden. Dieses Intervall wählen wir als Im+1. �

mindestens eines der beiden Intervalle kann nicht durch endliche viele Uj überdeckt werden

I0

I0 kann nicht durch endliche viele Uj überdeckt werden

I ′ I ′′

Für jedes m ∈ N wählen wir ein am ∈ Im.

Behauptung.

(a) der Grenzwert x := lim
m→∞

am existiert (b) es gilt x ∈
⋂
m∈N

Im.

Wir beweisen nun die beiden Aussagen.

(a) Nachdem R vollständig ist, genügt es zu zeigen, dass (am)m∈N eine Cauchyfolge ist.
Für m,n ≥ N gilt: |am − an| ≤ Länge(IN) = 2−N .

↑ ↑
denn am und an liegen in IN Wahl von IN

Es folgt, dass (am)m∈N in der Tat eine Cauchy-Folge ist.13

(b) Wir müssen zeigen, dass x ∈
⋂
m∈N

Im. Anders ausgedrückt, wir müssen zeigen, dass

für jedes m ∈ N gilt: x ∈ Im. Sei also m ∈ N. Für alle n ≥ m gilt, dass an ∈ In ⊂ Im.
Insbesondere ist (an)n≥m eine konvergente Folge von Punkten in Im. Nachdem Im ein
abgeschlossenes Intervall ist, folgt aus Lemma 2.3, dass lim

n→∞
an ∈ Im. �

13Dies sieht man wie folgt: Sei also ε > 0. Dann existiert ein N ∈ N, so dass 1
2N < ε, dann folgt aber,

dass für alle n,m ≥ N gilt |am − an| ≤ 1
2N < ε.
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Nachdem {Uj}j∈J eine Überdeckung von I ist, existiert ein j ∈ J , so dass x ∈ Uj. Wegen
der Offenheit von Uj existiert ein ε > 0, so dass (x − ε, x + ε) ⊂ Uj. Wir wählen nun ein
m ∈ N, so dass 2−m < ε. Es folgt, dass

Im ⊂ [x− 2−m, x+ 2−m] ⊂ (x− ε, x+ ε) ⊂ Uj.
↑ ↑

da x ∈ Im und da Länge(Im) = 2−m Wahl von m

d.h. Im ist in einem einzigen Uj enthalten, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) der Inter-
valle Im. �

x ∈
⋂
m∈N

Im

I3I2 I1

die offene Menge Uj enthält x,
aber auch alle Im’s, für m groß genug

I0

Abbildung: Skizze für den Beweis, dass [0, 1] kompakt ist.

Ganz ähnlich, allerdings mit etwas aufwendigerer Notation, beweist man auch folgenden
Satz. Der Satz wird beispielsweise in [Fo2, Seite 26] bewiesen.

Satz 3.2. Für jedes n ∈ N und jedes a ≥ 0 ist der n-dimensionale Würfel

[−a, a]n := {(x1, . . . , xn) |x1, . . . , xn ∈ [−a, a]} ⊂ Rn

kompakt im metrischen Raum (Rn, deukl).

Mithilfe des folgenden Satzes erhalten wir weitere Beispiele von kompakten Mengen:

Satz 3.3. Es sei X ein metrischer Raum, K ⊂ X eine kompakte Teilmenge und es sei
A ⊂ K. Wenn A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, dann ist auch A kompakt.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Menge A = {0}∪{ 1
n
|n ∈ N}. Diese ist enthalten

in der kompakten Menge K = [0, 1]. Zudem ist A abgeschlossen, denn

R \ A = (−∞, 0)︸ ︷︷ ︸
offen

∪
⋃
n∈N

( 1

n+ 1
, 1

n

)︸ ︷︷ ︸
offen

∪ (1,∞)︸ ︷︷ ︸
offen

= offen.
↑

folgt aus Satz 1.9

Wir erhalten nun mithilfe von Satz 3.3 einen neuen Beweis dafür, dass A kompakt ist.

Beweis. Es sei {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von A. Nachdem A abgeschlossen in A ist,
folgt, dass X \ A offen ist. Also ist

(X \ A) zusammen mit {Ui}i∈I
eine offene Überdeckung von X. Insbesondere ist dies eine offene Überdeckung von K.
Nachdem K kompakt ist, können wir K durch endlich viele dieser Mengen X \ A und
Ui, i ∈ I überdecken. Es gibt also i1, . . . , ik, so dass

K ⊂ (X \ A) ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ Uik .
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Nachdem A ⊂ K folgt, dass

A ⊂ (X \ A) ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ Uik .

Aber nachdem A ∩ (X \ A) = ∅ erhalten wir, dass

A ⊂ Ui1 ∪ · · · ∪ Uik .

Wir haben also gezeigt, dass A durch endlich viele der Ui’s überdeckt wird, d.h. A ist in
der Tat kompakt. �
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K kompakt

A abgeschlossen, d.h. X \ A ist offen

offene Überdeckung {Ui}i∈I von A

Abbildung: Skizze für den Beweis von Satz 3.3.

Definition. Wir nennen eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X beschränkt, wenn es
ein x ∈ X und ein C ≥ 0 gibt, so dass A ⊂ BC(x).
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BC(x)

A x

Lemma 3.4. Es sei A eineTeilmenge eines metrischen Raumes X. Wenn A beschränkt
ist, dann gibt es für jedes y ∈ X ein D ≥ 0, so dass A ⊂ BD(y).

Beweis (∗). Es sei A eine beschränkte Teilmenge eines metrischen Raumes. Es gibt also
ein x ∈ X und ein C ≥ 0, so dass A ⊂ BC(x). Nun sei y ∈ X beliebig. Wir setzen
D := C + d(x, y). Dann gilt für alle a ∈ A, dass

d(a, y) ≤ d(a, x)︸ ︷︷ ︸
<C, da a∈BC(x)

+ d(x, y) < C + d(x, y) = D.

↑
Dreiecksungleichung

Mit anderen Worten, es ist A ⊂ BD(y). �

Satz 3.5. Es sei X ein metrischer Raum. Wenn A ⊂ X kompakt ist, dann ist A beschränkt
und abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A beschränkt ist. Wir wählen ein beliebiges x ∈ X. Für
n ∈ N betrachten wir

Un := Bn(x).︸ ︷︷ ︸
offen nach Lemma 1.5
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Nachdem jeder Punkt einen endlichen Abstand von x hat, folgt, dass
⋃
n∈N

Un = X. Insbeson-

dere ist also {Un}n∈N eine offene Überdeckung von A. Nachdem A kompakt ist, existieren
also n1, . . . , nk ∈ N, so dass

A ⊂ Un1 ∪ · · · ∪ Unk .
Mit C := max{n1, . . . , nk} gilt also A ⊂ UC = BC(x).

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

��
��
��
��

A kompakt

die offenen Kugeln Un = Bn(x)
bilden eine offene

Überdeckung von Ax

Abbildung: Kompakte Teilmengen sind beschränkt.

Wir wollen nun zeigen, dass A abgeschlossen ist, d.h. wir wollen zeigen, dass X \A offen
ist. Sei also x ∈ X \ A. Wir müssen zeigen, dass es ein ε > 0 gibt, so dass Bε(x) ⊂ X \ A.
Für n ∈ N betrachten wir die offene Teilmenge14

Un :=
{
y ∈ X

∣∣ d(y, x) > 1

n

}︸ ︷︷ ︸
offen nach dem Argument von Seite 24

= X \ B 1
n
(x).︸ ︷︷ ︸

abgeschlossen

Dann gilt
A ⊂ X \ {x} ⊂

⋃
n∈N

Un.

↑ ↑
denn x 6∈ A denn für y 6=x gilt d(y, x)>0

Also ist {Un}n∈N eine offene Überdeckung von A. Nachdem A kompakt ist, existieren
n1, . . . , nk ∈ N, so dass

A ⊂ Un1 ∪ · · · ∪ Unk .
Wir setzen N := max{n1, . . . , nk}. Dann ist schon A ⊂ UN und es gilt

B 1
N

(x) ⊂ B 1
N

(x) = X \ UN ⊂ X \ A.
↑

aus A ⊂ UN folgt X \ UN ⊂ X \A �
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A kompakt die offene Menge Un = X \B 1
n
(x)

Radius 1
n

x

Abbildung: Kompakte Teilmengen sind abgeschlossen.

Korollar 3.6. Wenn A ⊂ R eine nichtleere kompakte Teilmenge, dann besitzt A ein Max-
imum und ein Minimum, d.h. es es existieren t0, t1 ∈ A, so dass

t0 ≤ x ≤ t1 für alle x ∈ A.

14Das Argument von Seite 24 zeigt, dass in einem metrischen Raum X für jedes x ∈ X und r > 0 die
Menge {y ∈ X|d(y, x) > r} offen ist.
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Beweis. Es sei A ⊂ R eine nichtleere kompakte Teilmenge. Wir zeigen im Folgenden die
Existenz von t1. Der Beweis der Existenz von t0 ist fast identisch.

Es folgt aus Satz 3.5, dass A beschränkt und abgeschlossen ist. Da A nichtleer und
beschränkt ist existiert nach [Fr1, Satz 5.2] insbesondere das Supremum t1 := sup(A). Es
verbleibt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist t1 ∈ A.

Nach [Fr1, Satz 5.3] gibt es eine Folge (an)n∈N von Punkten in A, so dass lim
n→∞

an = t1. Da

A abgeschlossen ist, folgt nun aus Lemma 2.3, dass der Grenzwert t1 auch in A liegt. �
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A ist kompakte Teilmenge von R

t1 = sup(A)
Folge an

Abbildung: Skizze für den Beweis von Korollar 3.6.

Für Teilmengen des metrischen Raums (Rn, deukl) gibt uns der folgende Satz die Umkeh-
rung von Satz 3.5.

Satz 3.7. (Satz von Heine–Borel) Es sei A eine Teilmenge des metrischen Raums
(Rn, deukl). Dann gilt:

A ist kompakt ⇐⇒ A ist beschränkt und abgeschlossen.

Beweis.

(“⇒”) Satz 3.5 besagt, dass sogar eine kompakte Teilmenge eines beliebigen metrischen
Raums beschränkt und abgeschlossen ist.

(“⇐”) Nun nehmen wir an, dass A ⊂ Rn beschränkt und abgeschlossen ist.
• Da A beschränkt ist, folgt aus Lemma 3.4, dass es ein a > 0 gibt mit A ⊂ Ba(0).
• Also ist A insbesondere eine Teilmenge des Würfels [−a, a]n ⊂ Rn.
• Der Würfel [−a, a]n ist nach Satz 3.2 kompakt.
• Nachdem A abgeschlossen ist, folgt aus Satz 3.3, dass auch A kompakt ist. �

Beispiele.

(1) Wir betrachten die n–dimensionale Sphäre

Sn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1} = {x ∈ Rn | d(x, 0) = 1}.
Wir wollen zeigen, dass Sn kompakt ist. Nach dem Satz 3.7 von Heine–Borel genügt es
zu zeigen, dass Sn beschränkt und abgeschlossen ist. Es folgt sofort aus der Definition,
dass Sn beschränkt ist. Wir hatten schon auf Seite 24 gezeigt, dass Sn abgeschlossen
ist. Wir zeigen nun jedoch noch einmal, dass Sn abgeschlossen ist. Wir betrachten
dazu die Funktion

f : Rn+1 → R
(x1, . . . , xn+1) 7→ x2

1 + · · ·+ x2
n+1.
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Die Funktion ist stetig und es gilt Sn = f−1({1}). Nachdem {1} ⊂ R abgeschlossen
ist, folgt aus Satz 2.15, dass auch Sn abgeschlossen ist.
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(2) Ganz analog kann man auch zeigen, dass jede abgeschlossene Kugel Br(x) im metri-
schen Raum (Rn, deukl) kompakt ist.

Manchmal sind nicht-Beispiele fast genauso wichtig wie Beispiele.

Beispiel. Die Voraussetzung im Satz 3.7 von Heine–Borel, dass wir X = Rn mit der eu-
klidischen Metrik betrachten ist essentiell. Die Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig
für andere metrische Räume, auch nicht, wenn wir zwar X = Rn, jedoch mit einer ande-
ren Metrik betrachten. Beispielsweise werden wir in Übungsblatt 3 sehen, dass wenn wir
auf R die Metrik d(x, y) := min{1, |x − y|}, betrachten, dann gibt es Teilmengen, welche
abgeschlossen und beschränkt, aber nicht kompakt sind.

Lemma 3.8. Es seien X und Y zwei metrische Räume. Wenn X und Y homöomorph
sind, dann ist X kompakt genau dann, wenn Y kompakt ist.

Beweis (∗). Es sei f : X → Y ein Homöomorphismus. Aus Lemma 2.18 wissen wir, dass
für jedes U ⊂ X gilt:

U ⊂ X ist offen ⇐⇒ f(U) ⊂ Y ist offen.

Das Lemma folgt problemlos aus dieser Tatsache. �

Beispiel. Wir haben gerade gesehen, dass die 1-dimensionale Sphäre S1 kompakt ist. An-
dererseits folgt aus dem Satz 3.5, oder aus der Diskussion auf Seite 29, dass [0, 2π) nicht
kompakt ist. Wir sehen also mithilfe von Lemma 3.8, dass die beiden metrischen Räume
S1 und [0, 2π) nicht homöomorph sind. Dies gibt einen weiteren Beweis für die Aussage,
dass die Abbildung f : [0, 2π)→ S1 von Seite 27 kein Homöomorphismus ist.

3.3. Kompakte Mengen und stetige Abbildungen. Wir beginnen mit einem kleinen
Exkurs. Es sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Räumen. In
Satz 2.15 hatten wir gesehen, dass das Urbild jeder offenen Menge wiederum offen ist. Es
stellt sich nun die Frage, ist auch das Bild jeder offenen Menge wiederum offen? Kurzes
Nachdenken zeigt, dass die Antwort im Allgemeinen nein ist, wie man beispielsweise in der
Abbildung sieht.

In Übungsblatt 3 werden wir zudem sehen, dass auch das Bild einer abgeschlossenen
Teilmenge nicht notwendigerweise wiederum abgeschlossen ist.

Folgender Satz macht nun die überraschende Aussage, dass hingegen Bilder von kom-
pakten Mengen wiederum kompakt sind.



36 STEFAN FRIEDL

Graph einer stetigen
Funktion f : X → R

X

f(U) ist nicht offen

U ⊂ X ist offen

Satz 3.9. Es sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen. Wenn
K ⊂ X kompakt ist, dann ist auch das Bild f(K) kompakt.

Beweis. Es sei K ⊂ X kompakt. Wir wollen beweisen, dass f(K) wiederum kompakt ist.
Es sei also {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von f(K). Wir müssen zeigen, dass f(K) in
der Vereinigung von endlich vielen Ui’s enthalten ist. Es gilt:

K ⊂ f−1(f(K)) ⊂ f−1
( ⋃
i∈I
Ui

)
=

⋃
i∈I

f−1(Ui).︸ ︷︷ ︸
offen nach
Satz 2.15

x x
Lemma 2.12 (1) Lemma 2.14 (2)

Nachdem f stetig ist folgt aus Satz 2.15, dass die Urbilder von den Ui offen in X sind.
Insbesondere ist {f−1(Ui)}i∈I eine offene Überdeckung von K. Nachdem K kompakt ist,
existieren endlich viele Indizes i1, . . . , ik, so dass

K ⊂ f−1(Ui1) ∪ · · · ∪ f−1(Uik).

Dann folgt aber:

f(K) ⊂ f
(
f−1(Ui1) ∪ · · · ∪ f−1(Uik)

)
= f

(
f−1(Ui1)

)
∪ . . . ∪ f

(
f−1(Uik)

)
⊂ Ui1 ∪ . . . ∪ Uik .

↑ ↑
Lemma 2.14 (1) Lemma 2.12 (2) angewandt auf jedes f(f−1(Uij )) �
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Ui

K f(K)
f

f−1(Ui)

YX

Abbildung: Skizze für den Beweis von Satz 3.9.

Das folgende Korollar ist die versprochene Verallgemeinerung von [Fr1, Satz 8.2].

Korollar 3.10. Es sei K eine kompakte nichtleere Teilmenge eines metrischen Raum-
es X.15 Es sei f : K → R eine stetige Abbildung. Dann nimmt f ein globales Minimum und
ein globales Maximum an, d.h. es existieren x0, x1 ∈ K, so dass

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) für alle x ∈ K.

15Hier, und in den anderen Sätzen ist natürlich der Fall K = X zugelassen, wenn X schon selber
kompakt ist.
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Beispiel. Es folgt also aus Korollar 3.10, angewandt auf die kompakte Menge K = S2, dass
jede stetige Funktion f : S2 → R auf der Sphäre S2 ein Maximum und Minimum annimmt.

minimale Temperatur
wird in Grönland erreicht

Temperaturfunktion
T : S2 → (−273,∞)
am 24.4.2021

https://climatereanalyzer.org/

maximale Temperatur
wird in der Sahara erreicht

Beweis. Nachdem K kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz 3.9, dass das Bild f(K) ⊂ R
kompakt ist. Korollar 3.6, angewandt auf die kompakte Teilmenge f(K), besagt, dass es
y0, y1 ∈ f(K) gibt, so dass

y0 ≤ y ≤ y1 für alle y ∈ f(K).

Da y0, y1 ∈ f(K) gibt es x0 ∈ K mit f(x0) = y0 und x1 ∈ K mit f(x1) = y1. Dann gilt

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) für alle x ∈ K. �

����
��
��
��

��

��
��
��
��

f(K)
Graph einer stetigen Funktion f : K → R

kompakte Teilmenge K

y1

x0

y0

x1

Skizze für den Beweis von Korollar 3.10.

Auf Seite 27 hatten wir gesehen, dass eine stetige, bijektive Abbildung f : X → Y nicht
notwendigerweise auch ein Homöomorphismus ist. Der folgende Satz besagt nun, dass dies
doch der Fall ist, wenn wir zudem wissen, dass X kompakt ist.

Satz 3.11. Es sei f : X → Y eine stetige bijektive Abbildung zwischen metrischen Räumen.
Wenn X kompakt ist, dann ist f sogar ein Homöomorphismus.

Beispiel. Es sei X ⊂ R2 der Rand des Quadrates mit den Eckpunkten {±1,±1}. Die Ab-
bildung

f : X → S1

P 7→ P
‖P‖

ist, wie man leicht sehen kann, stetig und bijektiv. Zudem kann man leicht mithilfe des
Satzes 3.7 von Heine–Borel zeigen, dass X kompakt ist. Es folgt also aus Satz 3.11, dass
die Umkehrabbildung f−1 : S1 → X stetig ist.

��

����f S1
X

P

P
‖P‖

https://climatereanalyzer.org/


38 STEFAN FRIEDL

Beweis. Wir müssen also zeigen, dass die Umkehrabbildung g := f−1 : Y → X stetig ist.
Nach Satz 2.15 genügt es zu zeigen, dass für alle abgeschlossenen Teilmengen A ⊂ X auch
das Urbild g−1(A) abgeschlossen ist.

• Es sei also A ⊂ X eine abgeschlossene Menge.
• Nachdem X kompakt ist, ist nach Satz 3.3 auch A kompakt.
• Es folgt aus Satz 3.9, dass g−1(A) = f(A) eine kompakte Teilmenge von Y ist.
• Nach Satz 3.5 ist g−1(A) = f(A) auch eine abgeschlossene Teilmenge von Y . �
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YX ist kompakt

A abgeschlossen

f stetig

g−1(A) = f(A)g = f−1

Abbildung: Skizze für den Beweis von Satz 3.11.
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4. Kurven in Rn

4.1. Definition und Beispiele.

Definition. Eine Kurve in Rn ist eine stetige Abbildung

f : I → Rn, wobei I ⊂ R ein Intervall ist.

Beispiele von Kurven.

(1) Wir betrachten die Kurven

f : [0, 2π] → R2,
t 7→ (cos(t), sin(t))

und
g : [0, 2π] → R2,

t 7→ (cos(−t), sin(−t)).
In beiden Fällen ist das Bild der Einheitskreis S1 um den Ursprung. Bei der Kurve f
wird der Kreis “gegen den Uhrzeigersinn”, hingegen bei der Kurve g wird der Kreis
“im Uhrzeigersinn” durchlaufen.

(2) Es seien r > 0 und c 6= 0. Die Kurve f : R → R3

t 7→ (c·t, r·cos(t), r·sin(t))

beschreibt eine unendliche Helix.
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y

x

der Abstand beträgt 2πc

die Bildmenge der Kurve
t 7→ (c · t, r · cos(t), r · sin(t))
ist eine unendliche Helix

Radius r

(3) Es seien P,Q ∈ Rn. Wir bezeichnen

[0, 1] → Rn

t 7→ (1−t)·P + t·Q oder allgemeiner
[a, b] → Rn

t 7→ b− t
b− a︸ ︷︷ ︸

=1, für t=a

=0, für t=b

· P +
t− a
b− a︸ ︷︷ ︸

=0, für t=a

=1, für t=b

·Q

als euklidische Strecken von P nach Q.

4.2. Die Länge von Kurven. Unser nächstes Ziel ist den Begriff der Länge einer Kurve
einzuführen. Wir fangen mit einem ganz elementaren Fall an.

Definition.
Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a, b] besteht aus reellen Zahlen

a = t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk = b.

(1)(2) Eine Kurve f : [a, b] → Rn heißt Polygonzug, wenn es eine solche Zerlegung gibt, so
dass für jedes i ∈ {0, . . . , k− 1} die Kurve auf dem Intervall [ti, ti+1] eine euklidische
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Strecke ist. Wir definieren die Länge des Polygonzugs f als

L(f) :=
k−1∑
i=0

‖f(ti+1)− f(ti)‖.
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f(t2)

f(tk)

a t1 b= tk f(t0)

f(t1)

t2

die Länge des Polygonzugs f
ist definiert als

L(f) :=
k−1∑
i=0
‖f(ti+1)− f(ti)‖

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall.

Definition.

(1) Für eine Kurve f : [a, b]→ Rn und eine Zerlegung Z der Form

a = t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk = b.

definieren wir
L(f, Z) :=

k−1∑
i=0

‖f(ti+1)− f(ti)‖.

Dies ist also gerade die Länge eines Polygonzugs, welcher gegeben ist durch die Punkte
f(t0), f(t1), . . . , f(tk).

(2) Wir definieren die Länge von f wie folgt:1617

L(f) := sup{L(f, Z) |Z Zerlegung von [a, b]} ∈ R≥0 ∪ {∞}.
Wenn L(f) <∞, dann nennen wir die Kurve rektifizierbar.
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fa b

t0 t1 tk

f([a, b])

f(tk)
f(t1)

f(t0)

Beispiel. Es seien P,Q ∈ Rn. Wir betrachten die euklidische Strecke

f : [0, 1] → Rn

t 7→ (1− t) · P + t ·Q.
Dann gilt für jede Zerlegung Z der Form 0 = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk = 1, dass

L(f, Z) =
k−1∑
i=0

∥∥f(ti+1) − f(ti)
∥∥ =

k−1∑
i=0

∥∥(1− ti+1) · P + ti+1 ·Q− (1− ti) · P − ti ·Q︸ ︷︷ ︸
=(ti+1−ti)·(Q−P )

∥∥
= ‖Q− P‖ ·

k−1∑
i=0

(ti+1 − ti)︸ ︷︷ ︸
=1

= ‖Q− P‖.

16Für eine nach oben unbeschränkte Menge M ⊂ R schreiben wir sup(M) =∞.
17Diese Definition ähnelt stark der Beschreibung des Riemann-Integrals über das Supremum von

Untersummen.
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Es folgt, dass die Länge von f wenig überraschend ‖Q− P‖ beträgt.

Satz 4.1. Es sei f : [a, b]→ Rn eine Kurve und es sei a < c < b. Wir bezeichnen mit f |[a,c]
und f |[c,b] die Einschränkungen von f auf die Intervalle [a, c] und [c, b]. Dann gilt18

L(f) = L(f |[a,c]) + L(f |[c,b]) ∈ R≥0 ∪ {∞}.
Insbesondere ist f rektifizierbar, genau dann, wenn sowohl f |[a,c] als auch f |[c,b] rektifizierbar
sind.

�
�
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�

�
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�
�

��
ba c ba

f
f |[a,c]

f |[c,b]

Bemerkung. Es folgt aus dem vorherigen Beispiel und Satz 4.1, dass die erste Definition der
Länge von Polygonzügen auch der allgemeinen Definition über die Länge von beliebigen
Kurven entspricht.

Beweis (∗). Die Aussage ähnelt [Fr1, Lemma 15.6], welches besagt, dass wir Riemann-
Integrale in zwei Integrale aufbrechen können. Der Beweis verläuft formal ganz ähnlich.
Der Vollständigkeit halber skizzieren wir zumindest den Beweis. Wenn X eine Zerlegung
von [a, c] ist und wenn Y eine Zerlegung von [c, b] ist, dann ist Z = X ∪ Y eine Zerlegung
von [a, b] und es folgt leicht aus den Definitionen, dass L(f, Z) = L(f |[a,c], X)+L(f |[c,b], Y ).
Aus dieser Tatsache folgt nun problemlos, dass

(1) L(f) ≥ L(f |[a,c]) + L(f |[c,b]).
Andererseits gilt, wenn Z eine Zerlegung von [a, b] ist, dann ist Z ∪ {c} ebenfalls eine
Zerlegung, und diese ist von der Form Z ∪ {c} = X ∪ Y , wobei X eine Zerlegung von [a, c]
und Y eine Zerlegung von [c, b] ist. Es folgt, dass

L(f, Z) ≤ L(f, Z ∪ {c}) = L(f |[a,c], X) + L(f |[c,b], Y ).

Aus dieser Tatsache folgt nun ebenfalls problemlos, dass

(2) L(f) ≤ L(f |[a,c]) + L(f |[c,b]).
Die Ungleichungen (1) und (2) ergeben die Gleichheit, welche wir beweisen sollten. �

Beispiel. Wir werden nun sehen, dass es Kurven [0, 1]→ R2 gibt, welche nicht rektifizierbar
sind. Für reelle Zahlen a < b und y ≥ 0 sowie m ∈ N bezeichnen wir mit Z(a, b | y,m) die
Zick-Zack-Kurve, welche in der Abbildung links abgebildet ist. Hierbei ist 19

L
(
Z(a, b | y,m)

)
=
√

(b− a)2 + (4ym)2 ≥ 4 · y ·m.
Wir betrachten die Kurve

18Wir verwenden hier die Addition auf R ∪ {∞}, welche wir in [Fr1, Seite 42] eingeführt hatten.
19Man sieht dies, indem man die 4m Geradenstücke umlegt zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks

mit Katheten der Länge (b− a) und 4my.
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���� ������

m Ausschläge nach unten

ba

Länge ≥ 4 Länge ≥ 4

0

Amplitude y

Länge ≥ 4

Z(1
8
, 1

4
| 1

4
, 4)

Zick-Zack Kurve Z(a, b | y,m) : [a, b]→R2

1

Z(1
2
, 1 | 1, 1)

Z(1
4
, 1

2
| 1

2
, 2)

f : [0, 1] → R2

t 7→
{

(0, 0), wenn t = 0,
Z
(

1
2k+1 ,

1
2k
| 1
2k
, 2k
)
, wenn t ∈ ( 1

2k+1 ,
1
2k

] für ein k ∈ N0,

welche in der Abbildung auf der rechten Seite skizziert wird.20 Für jedes n ∈ N gilt:

L
(
f |[ 1

2n
,1]

)
=

k−1∑
i=0

L
(
f |[ 1

2k+1 ,
1

2k
]

)
=

n−1∑
k=0

L
(
Z
( 1

2k+1
, 1

2k

∣∣ 1

2k
, 2k
))︸ ︷︷ ︸

≥4· 1
2k
·2k=4

≥ 4n.

Wir sehen also, dass die Kurve f : [0, 1] → R2 beliebig lange Teilkurven besitzt, also folgt
aus Satz 4.1, dass L(f) =∞.

Beispiel. Ein weiteres Beispiel einer nicht-rektifizierbaren Kurve ist durch die Peano–Kurve
gegeben:

http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve

Diese Kurve ist eine stetige Abbildung f : [0, 1]→ R2, so dass die Bildmenge aus dem Qua-
drat [0, 1]2 besteht, siehe auch [Ba, Kapitel 2.4]. Die Peano–Kurve ist nicht rektifizierbar.

4.3. Stetig differenzierbare Kurven. Folgende Definition ist eigentlich noch Bestandteil
von Analysis I.

Definition. Eine Funktion g : [a, b] → R auf einem Intervall heißt stetig differenzierbar,
wenn gilt:

(1) Die Funktion ist im Inneren (a, b) stetig differenzierbar, d.h. die Funktion ist auf
(a, b) differenzierbar und die Ableitungsfunktion ist stetig.

(2) Die Ableitungsfunktion g′ : (a, b) → R setzt sich stetig auf die Randpunkte des In-
tervalls [a, b] fort. Diese Fortsetzung wird dann ebenfalls mit g′ bezeichnet.

Beispiel.

(1) Die Einschränkung einer stetig differenzierbaren Funktion f : R→ R auf ein beliebi-
ges Intervall [a, b] ⊂ R ist stetig differenzierbar. Beispielsweise sind also Polynomfunk-
tionen, die Exponentialfunktion und die Sinus- und Kosinusfunktion, eingeschränkt
auf beliebige Intervalle, stetig differenzierbar.

20Die Abbildung f ist in der Tat auch für t = 0 und die Punkte t = 1
2k stetig.

http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve
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(2) Die Funktion
[0, 1] → R

x 7→
√
x

ist nicht stetig differenzierbar, denn die Ableitungsfunktion 1
2
√
x

läßt sich nicht stetig

von (0, 1) auf [0, 1] fortsetzen.

Jetzt wenden wir uns wieder der Analysis II zu.

Definition. Wir sagen eine Kurve f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn ist (stetig) differenzierbar,
wenn die n Koordinatenfunktionen fi : [a, b]→ R, i = 1, . . . , n (stetig) differenzierbar sind.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die Kurve f : [0, 2π] → R2, welche gegeben ist durch
f(t) = (cos(t), sin(t)). Die beiden Koordinatenfunktionen sind in diesem Fall f1(t) = cos(t)
und f2(t) = sin(t). Diese sind natürlich stetig differenzierbar.

Definition. Es sei
f : [a, b] → Rn

t 7→ (f1(t), . . . , fn(t))

eine stetig differenzierbare Kurve. Für t ∈ [a, b] nennen wir

f ′(t) := (f ′1(t), . . . , f ′n(t)) ∈ Rn

den Ableitungsvektor oder auch den Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert t.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen zeigt der Tangentialvektor in die “Durchlaufrichtung”
und die Länge des Tangentialvektors misst die “Geschwindigkeit” zum Zeitpunkt t.

Tangentialvektoren der Kurve

R → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))

Tangentialvektoren der Kurve

R → R2

t 7→ (cos(−1
2
t), sin(−1

2
t))

Der folgende Satz erlaubt es uns, mit etwas Glück, Längen von stetig differenzierbaren
Kurven zu bestimmen.

Satz 4.2. Für jede stetig differenzierbare Kurve f : [a, b]→ Rn gilt:

L(f) =
b∫
a

‖f ′(t)‖ dt.
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Beispiele.

(1) Es seien P,Q ∈ Rn. Wir betrachten die euklidische Strecke von P nach Q:

f : [0, 1] → Rn

t 7→ (1− t) · P + t ·Q,

Dann ist

L(f) =
1∫
0

‖f ′(t)︸︷︷︸
=Q−P

‖ dt =
1∫
0

‖Q− P‖ dt = ‖Q− P‖.
↑

Satz 4.2

Wir erhalten also in der Tat das erwartete Ergebnis.
(2) Für α ∈ R betrachten wir die Kurve

f : [0, α] → R2

t 7→ (cos(t), sin(t)).

Es gilt:

L(f) =
α∫
0

‖f ′(t)‖ dt =
α∫
0

‖(− sin(t), cos(t))‖ dt =
α∫
0

√
(− sin(t))2 + cos(t)2︸ ︷︷ ︸

=1

dt = α.
↑

Satz 4.2

Diese Rechnung hat mehrere interessante Konsequenzen:
(a) Für α = 2π erhalten wir also das wenig überraschende Ergebnis, dass die Länge

der Kreiskurve von Durchmesser 1 gerade 2π beträgt. Wir haben jetzt also ge-
zeigt, dass die auf den ersten Blick eigenwillige Definition von π aus der Analysis I
der Definition aus der Schule entspricht. Insbesondere haben wir jetzt die Defi-
nition aus der Schule “2π ist der Umfang von einem Kreis von Radius 1” präzise
gemacht, denn jetzt wissen wir, was “Länge von einem Kreis” wirklich heißen
soll.

(b) Für α ∈ [0, 2π) sehen wir, dass der Punkt (cos(α), sin(α)) gerade dem Punkt
auf dem Einheitskreis entspricht, so dass die Länge der Kreiskurve α beträgt.
Dies zeigt, dass die Definition von Sinus- und Kosinus in Analysis I gerade der
Schuldefinition entspricht.

��
��
��
��

Länge der Kurve ist αKreis von Radius 1

(cos(α), sin(α))

cos(α)

sin(α)

(3) Es seien r > 0 und c 6= 0 gegeben. Wir betrachten wiederum die Helix

f : [0, 2π] → R3

t 7→ (c · t, r · cos(t), r · sin(t)),
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welche wir in der Abbildung auf Seite 39 skizziert hatten. Es gilt:

L(f) =
2π∫
0

‖f ′(t)‖ dt =
2π∫
0

‖(c,−r sin(t), r cos(t))‖ dtx
Satz 4.2 =

2π∫
0

√
c2 + (−r · sin(t))2 + (r · cos(t))2 dt = 2π

√
c2 + r2.

4.4. Beweis von Satz 4.2. Der Beweis von Satz 4.2 benötigt mehrere Vorbereitungen.

Lemma 4.3. Es sei g : [a, b]→ Rn eine stetige Abbildung. Dann gilt∥∥∥ b∫
a

g(t) dt︸ ︷︷ ︸
komponentenweises Integral

∥∥∥ ≤
b∫
a

‖g(t)‖ dt.

Beweis (∗). Für n = 1 ist dies gerade die Aussage von [Fr1, Satz 15.9]. Der allgemeine
Beweis ist etwas aufwändiger. Wir führen dazu folgende Notation ein. Für eine Zerlegung Z
der Form a = t0 < t1 < · · · < tk = b definieren wir

I(g, Z) :=
k−1∑
i=0

g(ti) · (ti+1 − ti) ∈ Rn.

Es gilt folgende Ungleichung:∥∥∥I(g, Z)‖ =
∥∥∥k−1∑
i=0

g(ti) · (ti+1 − ti)
∥∥∥ ≤ k−1∑

i=0

‖g(ti)‖ · (ti+1 − ti) ≤ O(‖g‖, Z)︸ ︷︷ ︸ .
↑ ↑

Dreiecksungleichung Obersumme von ‖g‖ bezüglich Z

Zudem folgt aus [Fr1, Satz 15.2], angewandt auf die Komponentenfunktionen von g, dass
es eine Folge von Zerlegungen Zn des Intervalls [a, b] gibt, so dass gilt:

b∫
a

g(t) dt = lim
n→∞

I(g, Zn) und lim
n→∞

O(‖g‖, Zn) =
b∫
a

‖g(t)‖ dt.

Es folgt:∥∥∥ b∫
a

g(t) dt
∥∥∥ =

∥∥∥ lim
n→∞

I(g, Zn)
∥∥∥ = lim

n→∞
‖I(g, Zn)‖ ≤ lim

n→∞
O(‖g‖, Zn) =

b∫
a

‖g(t)‖ dt.
↑ ↑ ↑ ↑

Wahl von Zn Stetigkeit von ‖ − ‖ erste Ungleichung Wahl von Zn �

Lemma 4.4. Es sei f : [a, b]→ Rn eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt

∀
ε>0
∃
δ>0

∀
s, s′ ∈ [a, b] mit

s ≤ s′ ≤ s+ δ

∀
t∈[s,s′]

∥∥∥∥ f(s)− f(s′)

s− s′︸ ︷︷ ︸
für n = 1 ist dies die

durchschnittlicheSteigung
auf dem Intervall [s, s’]

− f ′(t)
∥∥∥∥ < ε.
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Es sei also f : [a, b] → R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion und es sei ε > 0. Die Ableitung f ′ : [a, b]→ R ist nach Voraussetzung
stetig. Nach [Fr1, Satz 7.14] ist die stetige Funktion f ′ sogar gleichmäßig stetig. Dies be-
deutet:

∃
δ>0

∀
µ, ν ∈ [a, b] mit
|µ− ν| ≤ δ

|f ′(µ)− f ′(ν)| < ε.

Es seien nun s ≤ s′ ≤ s+ δ und t ∈ [s, s′]. Dann gilt∣∣∣ f(s) − f(s′)
s−s′︸ ︷︷ ︸

= f ′(ξ) für ein ξ ∈ [s, s′]
nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung

− f ′(t)
∣∣∣ = |f ′(ξ)− f ′(t)| < ε.

↑
aus ξ, t∈ [s, s′] und s′≤s+δ folgt |ξ−t|≤δ

Wir haben damit also die Aussage für n = 1 bewiesen.
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall. Es sei also f = (f1, . . . , fn) : [a, b]→ Rn eine

stetig differenzierbare Abbildung. Es folgt aus Lemma 1.2, dass∥∥∥f(s)−f(s′)
s−s′ − f ′(t)

∥∥∥ ≤ √n · max
i=1,...,n

∣∣∣fi(s)−fi(s′)s−s′ − f ′i(t)
∣∣∣ .

Wir wenden nun den Fall n = 1 auf die Koordinatenfunktionen f1, . . . , fn und ε′ = ε√
n

an

und erhalten δ1, . . . , δn > 0. Dann hat δ := min{δ1, . . . , δn} die gewünschte Eigenschaft. �

Wir können jetzt zum eigentlichen Beweis von Satz 4.2 übergehen.

Beweis von Satz 4.2. Es sei f : [a, b] → Rn eine stetig differenzierbare Kurve. Wir wollen
zeigen, dass

L(f) =
b∫
a

‖f ′(t)‖ dt.

Wir zeigen, dass die Ungleichungen “≤” und “≥” gelten. Wir beginnen mit folgender Be-
obachtung: Für eine beliebige Zerlegung Z der Form a = s0 < s1 < · · · < sk = b gilt

L(f, Z) =
k−1∑
i=0

‖f(si+1)− f(si)‖ =
k−1∑
i=0

∥∥∥ si+1∫
si

f ′(t) dt
∥∥∥ ≤ k−1∑

i=0

si+1∫
si

‖f ′(t)‖ dt =
b∫
a

‖f ′(t)‖ dt.
↑ ↑ ↑ ↑

per Definition HDI angewandt auf jede Komponente Lemma 4.3 Zusammenfassen der
Integrale

Dies zeigt schon die Ungleichung “≤”. Die Ungleichung “≥” folgt aus folgender Behaup-
tung.

Behauptung. Für jedes η > 0 existiert eine Zerlegung Z mit L(f, Z) ≥
b∫
a

‖f ′(t)‖ dt− η.

Es sei also η > 0. Wir setzen ε = η
b−a und wir wählen ein δ > 0 wie in Lemma 4.4. Zudem

wählen wir eine Zerlegung a = s0 < s1 < · · · < sk = b, so dass für alle i = 0, . . . , k − 1 gilt
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si+1 − si < δ. Dann folgt:

Definition von L(f, Z) Berechnung des Integrals

und Zerlegung des Integrals einer konstanten Funktion

↓ ↓
L(f, Z)−

b∫
a

‖f ′(t)‖ dt =
k−1∑
i=0

(
‖f(si+1)− f(si)‖ −

si+1∫
si

‖f ′(t)‖ dt
)

=

=
k−1∑
i=0

si+1∫
si

∥∥∥f(si+1)− f(si)

si+1 − si

∥∥∥− ‖f ′(t)‖ dt
≥

k−1∑
i=0

si+1∫
si

−
∥∥∥f(si+1)− f(si)

si+1 − si
− f ′(t)

∥∥∥︸ ︷︷ ︸
≤ε da si+1–si < δ

dt ≥
k−1∑
i=0

si+1∫
si

−ε dt︸ ︷︷ ︸
=−ε·(b−a)

= −η.x
die Dreiecksungleichung besagt, dass

‖b‖ = ‖a+ (−a+ b)‖ ≤ ‖a‖+ ‖ − a+ b‖ = ‖a‖+ ‖a− b‖
also gilt ‖a‖ − ‖b‖ ≥ −‖a− b‖ �

4.5. Parametertransformationen. Wir beschließen das Kapitel mit der Diskussion von
Parametertransformationen von Kurven.

Definition. Es sei f : [a, b] → Rn eine Kurve und ϕ : [c, d] → [a, b] eine stetige bijektive
Abbildung. Dann ist

f ◦ ϕ : [c, d] → Rn

t 7→ f(ϕ(t))

ebenfalls eine Kurve. Wir sagen, diese Kurve geht aus der Kurve f durch Parametertrans-
formation ϕ hervor.

Bemerkung. Eine Parametertransformation f ◦ϕ nimmt also genau die gleichen Punkte an
wie die ursprüngliche Kurve f , aber “zu anderen Zeiten”.

Beispiel. Für

f : [0, 2π] → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))
ist

g : [− π
10
, 3π

10
] → R2

t 7→ (cos(5 · t+ π
2
), sin(5 · t+ π

2
))

entstanden durch die Parametertransformation ϕ : [− π
10
, 3π

10
]→ [0, 2π], wobei ϕ(t) = 5·t+ π

2
.

Der folgende Satz besagt, dass sich die Länge einer Kurve durch Parametertransforma-
tionen nicht ändern.

Satz 4.5. Es sei f : [a, b]→ Rn eine Kurve und es sei zudem ϕ : [c, d]→ [a, b] eine stetige
bijektive Funktion. Dann gilt

L(f ◦ ϕ) = L(f).

Etwas vereinfacht gesagt besagt der Satz, dass sich die Länge einer Kurve nicht verändert,
wenn man die Bildpunkte mit einer anderen “Geschwindigkeit durchfährt”.

Beweis. Wenn man sich die Definition der Länge einer Kurve auf Seite 40 in Ruhe und mit
Adleraugen anschaut, dann merkt man, dass der Satz direkt aus der Definition folgt: In der
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Tat, denn für jede Zerlegung Z des Intervalls [a, b] gilt, wie man durch hinschreiben sieht,
dass L(f, Z) = L(f ◦ ϕ, ϕ−1(Z)), und dass L(f ◦ ϕ,Z) = L(f, ϕ(Z))

Wenn f und ϕ stetig differenzierbar sind, dann geben wir im Folgenden noch einen
zweiten Beweis, welcher länger ist, aber je nach Geschmack eingängiger.

Nachdem ϕ stetig und bijektiv ist, folgt, dass entweder ϕ streng monoton steigend oder
streng monoton fallend ist. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ϕ streng monoton steigend
ist, d.h. es ist ϕ′(s) ≥ 0 für alle s ∈ [c, d]. Insbesondere ist ϕ(c) = a und ϕ(d) = b. Dann
gilt

L(f ◦ ϕ) =
d∫
c

‖(f ◦ ϕ)′(s)‖ ds =
d∫
c

‖f ′(ϕ(s)) · ϕ′(s)‖ ds =
d∫
c

‖f ′(ϕ(s))‖ · ϕ′(s) ds
↑ ↑ ↑

nach Satz 4.2 Kettenregel koordinatenweise denn ϕ′(s) ≥ 0
angewandt

=
ϕ(d)∫
ϕ(c)

‖f ′(u)‖ du =
b∫
a

‖f ′(u)‖ du = L(f).
↑ ↑

nach der Substitutionsregel mit u = ϕ(s) nach Satz 4.2

Jetzt betrachten wir den Fall, dass ϕ streng monoton fallend ist. Es folgt, dass ϕ′(s) ≤ 0
für alle s ∈ [c, d]. Zudem ist ϕ(c) = b und ϕ(d) = a. Wir wenden das obige Argument noch
einmal an, allerdings mit zwei kleinen Modifikationen:

L(f ◦ ϕ) =
d∫
c

‖(f ◦ ϕ)′(s)‖ ds =
d∫
c

‖f ′(ϕ(s)) · ϕ′(s)‖ ds =
d∫
c

‖f ′(ϕ(s))‖ · |ϕ′(s)| ds
↑ ↑

nach Satz 4.2 Kettenregel koordinatenweise angewandt

=
d∫
c

‖f ′(ϕ(s))‖ · (−ϕ′(s)) ds = −
ϕ(d)∫
ϕ(c)

‖f ′(u)‖ du
↑ ↑

denn ϕ′(s) ≤ 0 nach der Substitutionsregel mit u = ϕ(s)

= −
a∫
b

‖f ′(u)‖ du =
b∫
a

‖f ′(u)‖ du = L(f).
↑ ↑

da ϕ(c) = b und ϕ(d) = a da allgemein
∫ a
b
g(u) du = −

∫ b
a
g(u) du �

Bemerkung. Auf Seite 40 hatten wir die Länge einer Kurve, d.h. einer stetigen Abbildung
f : [a, b]→ Rn eingeführt. Mithilfe von Satz 4.5 kann man nun den Begriff von Länge auch
für bestimmte Teilmengen von Rn einführen. Genauer gesagt, wenn K ⊂ Rn eine Teilmenge
ist, für welche es eine injektive Kurve f : [a, b]→ Rn mit f([a, b]) = K gibt, dann definieren
wir

Länge von K := L(f) =
b∫
a

‖f ′(t)‖ dt.
↑

wenn f stetig differenzierbar

Mithilfe von Satz 4.5 kann man, mit etwas Mühe, zeigen, dass diese Definition der Länge von
K nicht von der Wahl von f abhängt. Wir werden diesen Gedanken nicht weiter verfolgen.
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5. Partielle Ableitungen

In Analysis I haben wir gesehen, dass Ableitungen eine wichtige Rolle spielen. Wir wollen
uns jetzt dem Begriff von Ableitungen von Funktionen in mehreren Variablen zuwenden.
Wir führen dazu erst einmal folgende Notation ein.

Notation. Für i ∈ {1, . . . , n} definieren wir:

i–ten Einheitsvektor ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn

↑
i–te Koordinate

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine Funktion.

(1) Es sei P ∈ U und i ∈ {1, . . . , n}. Wenn der Grenzwert2122

∂
∂xi

f(P ) := lim
h→0

f(P+h·ei)−f(P )
h

existiert, dann heißt f am Punkt P in der i–ten Koordinate partiell differenzierbar

und wir nennen ∂
∂xi
f(P ) die i–te partielle Ableitung von f am Punkt P .

(2) Wir sagen f ist in P partiell differenzierbar, wenn f im Punkt P in allen Koordinaten
partiell differenzierbar ist.

(3) Die Funktion f : U → R heißt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten P ∈ U
partiell differenzierbar ist.
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P+h·e2

P+h·e1

Graph von f : U → R

P PU ⊂ R2

Bemerkung. Es sei U ⊂ Rn offen und e sei f : U → R eine Funktion. Außerdem sei nun
P = (p1, . . . , pn) ∈ U ein fest gewählter Punkt. Dann ist

∂
∂xi

f(p1, . . . , pn) = lim
h→0

f(p1, . . . , pi + h, . . . , pn)− f(p1, . . . , pi, . . . pn)

h

nichts anderes als die übliche Analysis I- Ableitung der Funktion

xi 7→ f(p1, . . . , pi−1, xi, pi+1, . . . , pn)

21Nachdem U offen ist, existiert ein ε > 0, so dass P + h · ei ∈ U für alle h ∈ (−ε, ε). Wir bestimmen
hier dann den Grenzwert der Funktion (−ε, ε) \ {0} → R

h 7→ f(P+h·ei)−f(P )
h ,

mit h → 0, d.h. wir bestimmen den Grenzwert einer reellwertigen Funktion in einer Variablen, diesen
hatten wir schon in Analysis I definiert.

22Das Symbol ∂ wird als “Del” ausgesprochen. Es ist kein griechischer Buchstabe, und insbesondere
nicht mit dem griechischen Delta δ zu verwechseln. In Latex wird es als \partial geschrieben.
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an der Stelle xi = pi. Wir können deswegen partielle Ableitungen wie gewöhnliche Ablei-
tungen von Funktionen einer Variablen bestimmen.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion23

f(x1, x2, x3) = 3x1
2 · x2 + x2

5 + sin(x1 · x3).

Wie gerade besprochen können wir die partielle Ableitung ∂
∂xi

“ganz normal” wie in Analy-
sis I bestimmen, wir müssen nur bedenken, dass alle anderen xj in Wirklichkeit Konstanten
sind. In diesem Fall gilt also beispielsweise:24

∂
∂x1

f = 6x1 ·x2 +x3 · cos(x1 ·x3), ∂
∂x2

f = 3x1
2 + 5x2

4, und ∂
∂x3

f = x1 · cos(x1 ·x3).

Bemerkung. Manchmal verwenden wir auch andere Namen für die partiellen Ableitungen.
Beispielsweise verwenden wir für Funktionen R2 → R oft auch “x” und “y” anstatt “x1”
und “x2”. Beispielsweise gilt ∂

∂ye
x2+y2 = 2y · ex2+y2 .

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion.

(1) Wir sagen, f ist stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen exis-
tieren und zudem stetig sind.25

(2) Wenn die partiellen Ableitungen ∂
∂xi
f : U → R, i = 1, . . . , n wieder partiell diffe-

renzierbar sind, dann heißt f zweimal partiell differenzierbar. Analog definieren wir
k-mal partiell differenzierbar.

(3) Wir sagen f ist k–mal stetig partiell differenzierbar, wenn die Funktion f k–mal
partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen

∂
∂xi1

. . . ∂
∂xil

f : U → R

von Grad l ≤ k stetig sind.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(x1, x2, x3) = 3x1
2x2 + x2

5 + sin(x1x3). In diesem
Fall gilt:

∂
∂x3

∂
∂x1

f = ∂
∂x3

(
6x1x2 + x3 · cos(x1x3)

)
= 1 · cos(x1x3)− x3 · x1 · sin(x1x3),

und ∂
∂x1

∂
∂x3

f = ∂
∂x1

(x1 · cos(x1x3)) = 1 · cos(x1x3)− x1 · x3 · sin(x1x3).

Wir sehen also, dass ∂
∂x3

∂
∂x1

f = ∂
∂x1

∂
∂x3

f.

In diesem Beispiel erhalten wir also die gleichen zweifachen partiellen Ableitungen, egal, in
welcher Reihenfolge wir die partiellen Ableitungen bilden.

23Wie in Analysis I geben wir nicht immer den Definitionsbereich, sondern wir verwenden implizit den
“maximalen” Definitionsbereich, bei dem der gegebene Ausdruck Sinn ergibt. In diesem Fall ist also f auf
U = R3 definiert.

24Die partiellen Ableitungen sind wiederum Funktionen ∂
∂xi

f : Rn → R.
25Die partiellen Ableitungen sind Funktionen ∂

∂xi
f : U → R, welche wir auf Stetigkeit überprüfen können.
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Der nächste Satz besagt, dass dies kein Zufall ist, sondern dass diese Aussage allgemein
für zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen Funktionen gilt.

Satz 5.1. (Satz von Schwarz) Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt für alle P ∈ U und i, j ∈ {1, . . . , n}, dass

∂
∂xi

∂
∂xj

f(P ) = ∂
∂xj

∂
∂xi

f(P ).

Bemerkung. Im Übungsblatt 4 werden wir sehen, dass die Aussage im Allgemeinen nicht
für Funktionen gilt, welche zwar zweimal partiell differenzierbar sind, aber nicht zweimal
stetig partiell differenzierbar sind.

Der Beweis von Satz 5.1 basiert auf dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung [Fr1,
Satz 13.2], in folgender speziellen Formulierung:

Theorem 5.2. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h : R → R eine
differenzierbare Funktion. Für jedes d > 0 gibt es eine reelle Zahl ν ∈ (0, d), so dass

h′(ν) = 1
d · (h(d)− h(0)).

����

�
�
�
�

��
��
��
��

Steigung = 1
d
(h(d)− h(0))Graph von h

dν

Das folgende Lemma kann man als 2-dimensionale Version des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung auffassen.

Lemma 5.3. Es sei f : R2 → R eine zweimal partiell differenzierbare Funktion. Für jedes
d > 0 existiert ein P ∈ (0, d)× (0, d), so dass

∂
∂y

∂
∂x f(P ) = 1

d2 ·
(
f(d, d)− f(d, 0)− f(0, d) + f(0, 0)

)
.
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�−f(d, 0)

−f(d, 0)

+f(d, d)

+f(0, 0)d

d

P = (ξ, η)

Beweis.

Die Idee für den Beweis ist, dass wir den Mittelwertsatz 5.2 der Differentialrechnung
(MWS) zweimal geschickt auf die rechte Seite der Behauptung anwenden wollen,
nämlich einmal auf eine “Funktion in der x-Variable” und dann auf eine “Funktion
in der y-Variable”.
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Es gilt: 1

d2
· (f(d, d)− f(d, 0)− f(0, d) + f(0, 0))

=
1

d
· 1

d
· (h(d)− h(0)) wobei h(x) := f(x, d)− f(x, 0)

=
1

d

1

d
· (h(d) − h(0) )︸ ︷︷ ︸

= h′(ξ) für ein ξ ∈ (0, d) nach
MWS angewandt auf h(x)

=
1

d
· h′(ξ)

=
1

d
·
( ∂
∂xf(ξ, d)− ∂

∂xf(ξ, 0)
)

nachdem h(x) = f(x, d)− f(x, 0)

=
1

d
· (k(d)− k(0)) wobei k(y) = ∂

∂xf(ξ, y)

=
1

d
· ( k(d) − k(0) ))︸ ︷︷ ︸

= k′(η) für ein η ∈ (0, d) nach
MWS angewandt auf k(y)

= k′(η)

= ∂
∂y

∂
∂x f(ξ, η) nachdem k(y) = ∂

∂xf(ξ, y).

Wir sehen also, dass P = (ξ, η) die gewünschte Eigenschaft besitzt. �

Lemma 5.4. Es sei f : R2 → R eine zweimal partiell differenzierbare Funktion. Für jedes
d > 0 existiert ein Q ∈ (0, d)× (0, d), so dass

∂
∂x

∂
∂y f(Q) = 1

d2 ·
(
f(d, d)− f(d, 0)− f(0, d) + f(0, 0)

)
.

Beweis. Indem wir im Beweis von Lemma 5.3 die Rollen der ersten und zweiten Koordinate
vertauschen sehen wir, dass es Q ∈ (0, d)× (0, d) gibt, so dass

∂
∂x

∂
∂y f(Q) = 1

d2 ·
(
f(d, d)− f(0, d)− f(d, 0) + f(0, 0)

)
.︸ ︷︷ ︸

gleich dem gewünschten Ausdruck �

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz 5.1 zu.

Beweis von Satz 5.1. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Spe-
zialfall, dass U = R2, i = 1, j = 2 und P = (0, 0). Der allgemeine Fall wird ganz analog
bewiesen.

Es sei also f : R2 → R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir wollen
zeigen, dass

∂
∂x

∂
∂y f(0, 0) = ∂

∂y
∂
∂x f(0, 0).

Nachdem für jedes d > 0 auf der rechten Seiten von Lemma 5.3 und 5.4 genau der gleiche
Term steht, wissen wir schon, dass es für jedes n ∈ N Punkte Pn, Qn in (0, 1

n
)× (0, 1

n
) gibt
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mit:
∂
∂x

∂
∂y f(Pn) = ∂

∂y
∂
∂x f(Qn).

Also ist

nach Voraussetzung sind die zweifachen partielle Ableitungen von f stetig,
also können wir nach Satz 2.8 Grenzwert und zweifache partielle Ableitung vertauschen

↓
∂
∂x

∂
∂y f(0, 0) = ∂

∂x
∂
∂y f

(
lim
n→∞

Pn

)
= lim

n→∞
∂
∂x

∂
∂y f(Pn)

= lim
n→∞

∂
∂y

∂
∂x f(Qn) = ∂

∂y
∂
∂x

(
lim
n→∞

Qn

)
= ∂

∂y
∂
∂xf(0, 0).

↑ ↑
nach Wahl von Pn und Qn wie beim zweiten Schritt �

Notation. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweimal partiell differenzierbare Funk-
tion. Für i, j ∈ {1, . . . , n} schreiben wir

∂2

∂xi ∂xj
f = ∂

∂xi
∂
∂xj

f and ∂2

∂x2
i

f = ∂
∂xi

∂
∂xi

f.

Wir verwenden zudem die ganz analogen Notationen für die höheren partiellen Ableitungen.

Der folgende Satz besagt nun, dass es bei k–mal stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen völlig egal ist, in welcher Reihenfolge wir die ersten k partiellen Ableitungen bilden.

Satz 5.5. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine k–mal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Es seien i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} und es sei σ ∈ Sk eine Permutation26. Dann gilt

∂k

∂xiσ(1) ∂xiσ(2) . . . ∂xiσ(k)
f =

∂k

∂xi1 ∂xi2 . . . ∂xik
f.

Beweis. Es folgt aus Satz 5.1, dass man zwei partielle Ableitungen vertauschen kann, welche
direkt aufeinander erfolgen. Der Satz folgt nun leicht aus der Tatsache, welche in der Linea-
ren Algebra [N1, Satz 11.4] bewiesen wurde, dass jedes Element in der Permutationsgruppe
ein Produkt von Transpositionen ist. �

26Zur Erinnerung, Sk bezeichnet die k-te Permutationsgruppe, d.h. die Gruppe aller bijektiven Abbil-
dungen {1, . . . , k} → {1, . . . , k}.
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6. Differenzierbarkeit

6.1. Grenzwerte von Abbildungen.

Definition. Es sei V ⊂ Rn und es sei g : V → Rm eine Abbildung. Zudem sei v0 ∈ Rn und
es sei w ∈ Rm. Wir definieren, wie in Analysis I:

lim
v→v0

g(v) = w :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
δ>0

∀
v 6=v0∈Bδ(v0)∩V

‖g(v)− w‖ < ε.
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���������� Graph von g : V → R

Grenzwert lim
v→v0

g(v) = w

V

v0

Viele Sätze über Grenzwerte, welche wir schon aus Analysis I kennen übertragen sich
problemlos auf diesen allgemeineren Fall. Beispielsweise gilt folgende Verallgemeinerung
von [Fr1, Satz 7.9].

Satz 6.1. Es sei V ⊂ Rn und es sei g : V → Rm eine Abbildung. Für v0 ∈ V gilt:

g stetig im Punkt v0 ⇐⇒ lim
v→v0

g(v) = g(v0).

Insbesondere gilt: wenn g stetig ist, dann können wir Grenzwert und Abbildung vertauschen.

Beweis. Genau wie [Fr1, Satz 7.9] folgt dieser Satz sofort aus den Definitionen. �

Der folgende Satz verallgemeinert zudem [Fr1, Satz 7.10]. Der Satz kann verwendet wer-
den um Aussagen über Grenzwerte von Abbildungen auf Aussagen über Grenzwerte von
Folgen zurückzuführen.

Satz 6.2. Es sei V ⊂ Rn und es sei g : V → Rm eine Abbildung. Für v0 ∈ Rn und w ∈ Rm

gilt:

lim
v→v0

g(v) = w ⇐⇒
für jede Folge (an)n∈N in V ,

mit lim
n→∞

an = v0 gilt, dass lim
n→∞

g(an) = w.

Beweis. Der Beweis ist ganz analog zum Beweis von [Fr1, Satz 7.10]. Wir überlassen es der
Leserschaft die Details auszuführen. �

Der Beweis von folgendem Lemma ist ganz ähnlich zum Beweis von [Fr1, Satz 3.5].

Lemma 6.3. Es sei V ⊂ Rn, es sei v0 ∈ V und es seien f : V → Rm sowie g : V → R
Abbildungen. Dann gilt

lim
v→v0

f(v) = 0 & g auf V beschränkt =⇒ lim
v→v0

(f · g)(v) = 0.

6.2. Das Landau–Symbol o. Wir führen jetzt das Landau–Symbole o ein. Diese Schreib-
weise wird im weiteren Verlauf der Vorlesung die Notation bei mehreren Gelegenheiten
deutlich vereinfachen.
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Definition. Es sei U ⊂ Rn eine Umgebung von 0 und es seien f : U → Rm und h : U → R
Abbildung. Wir schreiben27

f(x) = o(h(x)) :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
δ>0

∀
x∈Bδ(0)∩U

‖f(x)‖ ≤ ε · |h(x)|.

Für Abbildungen f, g : U → Rm und h : U → R schreiben wir auch

f(x) = g(x) + o(h(x)) :⇐⇒ f(x)− g(x) = o(h(x)).

Bemerkung. Sehr vereinfacht gilt f(x) = o(h(x)), wenn ‖f(x)‖ beliebig viel kleiner als
|h(x)| ist in kleinen Umgebungen des Ursprungs.

Beispiel. Auf U = R gilt
x2 · sin(x) = o(1

2
· x).

In der Tat: für ε > 0 setzen wir δ = 1
2
ε, und dann gilt für alle x ∈ (−δ, δ), dass

|x2 · sin(x)| = 2 · |x · sin(x)|︸ ︷︷ ︸
<2·δ

· |1
2
· x| < 2 · δ︸︷︷︸

=ε

· |1
2
· x| = ε · |1

2
· x|.

Wir beschließen das Teilkapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 6.4. Es sei U ⊂ Rn eine Umgebung von 0 und es seien f : U → Rm und h : U → R
Abbildungen, so dass f(0) = 0 und so dass h(x) 6= 0 für alle x ∈ U . Dann gilt:

lim
x→0

f(x)

h(x)
= 0 ⇐⇒ f(x) = o(h(x)).

Beweis. Wenn man die Definitionen der Aussagen links und rechts explizit hinschreibt,
dann sieht man, dass die Aussage auch fast schon dasteht. �

6.3. Differenzierbarkeit. Wir führen nun folgende Definition ein.

Definition. Es sei B eine reelle m× n–Matrix es sei C ∈ Rm. Wir bezeichnen28

f : Rn → Rm

x 7→ B · x+ C

als eine affine Abbildung.

In Analysis I hatten wir gesehen, dass eine differenzierbare Funktion durch affine Funktio-
nen approximiert werden kann. Genauer gesagt, [Fr1, Lemma 21.1] macht de facto folgende
Aussage:

Lemma 6.5. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es sei f : I → R. Wenn f differenzierbar
ist im Punkt x0 ∈ I, dann ist die Abbildung

h 7→ f(x0) + f ′(x0) · h

27Gesprochen wird das wie folgt: “f(x) ist klein-O von g(x)”.
28Die Abbildung ist eine lineare Abbildung genau dann, wenn C = 0.
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eine Approximation der Funktion h 7→ f(x0 + h) in dem Sinne, dass

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0) · h
h

= 0.

Mit anderen Worten die Ableitung f ′(x0) hat die Eigenschaft, dass

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) · h︸ ︷︷ ︸
affine Abbildung in h

+ o(h).

Graph von f
der Graph der Linearisierung
x0 + h 7→ f(x0) + f ′(x0) · h

x0 x0 + h

In höheren Dimensionen soll eine Abbildung in einem Punkt x0 differenzierbar heißen,
wenn wir die Abbildung in der Nähe von x0 durch eine affine Abbildung approximieren
können. Dieser Gedanke führt uns zu der folgenden Definition.

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → Rm eine Abbildung. Zudem sei x0 ∈ U .

(1) Wir sagen f ist im Punkt x0 differenzierbar29, wenn es eine m×n–Matrix D gibt, so
dass30

lim
v→0

f(x0 + v)− f(x0)−D · v
‖v‖

= 0.

(2) Wir nennen die Matrix D in (1) das Differential Df(x0) von f am Punkt x0.31 Manch-
mal schreiben wir auch Dfx0 anstatt Df(x0).

(3) Wir sagen f : U → Rm ist differenzierbar, wenn f in allen Punkten des Definitions-
bereichs U differenzierbar ist.

Bemerkung.

(1) Wenn m = n = 1, dann ist die Definition von Differenzierbarkeit oben äquivalent zu
derjenigen aus Analysis I. In diesem Fall ist dann D die 1× 1–Matrix, welche durch
f ′(x0) gegeben ist.

(2) Dank Lemma 6.4 können wir Differenzierbarkeit auch mithilfe vom Landau–Symbol o
formulieren. Genauer gesagt, f : U → Rm ist im Punkt x0 differenzierbar, genau dann,
wenn es eine m× n–Matrix D gibt, so dass gilt:

f(x0 + v) = f(x0) +D · v + o(‖v‖).

Das folgende Lemma verallgemeinert [Fr1, Lemma 12.1].

29In der Literatur wird dies manchmal auch als total differenzierbar bezeichnet.
30Nachdem U offen ist, gibt es ein ε > 0, so dass Bε(x0) ⊂ U . Wir betrachten dann also den Grenzwert

der Abbildung Bε(0) \ {0} → Rm

v 7→ f(x0+v)−f(x0)−D·v
‖v‖ am Punkt v0 = 0.

31Das Differential wird manchmal auch Funktional–Matrix oder Jacobi–Matrix genannt.
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Lemma 6.6. Es sei B eine m× n–Matrix es sei C ∈ Rm. Die Abbildung

f : Rn → Rm

x 7→ B · x+ C

ist an jedem Punkt x0 ∈ Rn differenzierbar mit Differential B.

Beweis. Es sei x0 ∈ Rn. Dann gilt:

lim
v→0

f(x0+v)−f(x0)−B·v
‖v‖ = lim

v→0

(B·(x0+v)+C)−(B·x0+C)−B·v
‖v‖

= lim
v→0

(B·x0+B·v+C)−(B·x0+C)−B·v
‖v‖ = lim

v→0

0
‖v‖ = 0. �

Bemerkung.

(1) Anschaulich gesprochen ist eine Funktion f(x) differenzierbar in einem Punkt t, wenn
der Graph am Punkt (t, f(t)) durch eine Gerade approximiert werden kann.

(2) Ganz analog gilt, eine Funktion f(x, y) ist diffenzierbar in einem Punkt P , wenn der
Graph am Punkt (P, f(P )) durch eine Ebene approximiert werden kann.
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Graph von f(x, y)

Graph von f(x)

t′t

P P ′

?

? ?

Approximation durch Gerade

Approximation durch Ebene

6.4. Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen. Auf Seite 49 hatten wir den Be-
griff von partiellen Ableitungen eingeführt, und es stellt sich die natürliche Frage, was denn
die ähnlich klingenden Begriffe von “partiellen Ableitungen” und “Differential” miteinander
zu tun haben. Der folgende Satz beanwortet diese Frage teilweise.

Satz 6.7. Es sei U ⊂ Rn offen und es sei

f = (f1, . . . , fm) : U → Rm

eine Abbildung, welche im Punkt x ∈ U differenzierbar mit Differential D = (dij) ist. Dann
gilt:

(1) f ist stetig im Punkt x,
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(2) für alle i ∈ {1, . . . ,m} und j ∈ {1, . . . , n} ist fi in der j-ten Koordinate partiell
differenzierbar und es gilt

∂fi
∂xj

(x) = dij = ij-Eintrag des Differentials D.

Bemerkung. Der Satz besagt insbesondere, dass wenn f im Punkt x differenzierbar ist,
dann kann das Differential durch die partiellen Ableitungen bestimmt werden, insbesondere
ist das Differential eindeutig bestimmt.

Beweis von Satz 6.7. Es sei U ⊂ Rn offen und es sei f = (f1, . . . , fm) : U → Rm eine
Abbildung, welche im Punkt x ∈ U differenzierbar mit Differential D = (dij) ist.

(1) Es gilt lim
w→x

f(w) = lim
w→x

(
f(x) + Dfx · (w − x) + ϕ(w − x)︸ ︷︷ ︸

wobei ϕ(v) = o(‖v‖)

)
↑

siehe Seite 56 mit v = w − x
= f(x) + Dfx ·

(
lim
w→x

(w − x)
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ lim
w→x

ϕ(w − x)︸ ︷︷ ︸
= 0, denn

ϕ(v) = o(‖v‖)

= f(x).
↑

folgt aus Satz 6.1
und Lemma 2.11

Es folgt also aus Satz 6.1, dass die Abbildung f im Punkt x stetig ist.
(2) Es seien i ∈ {1, . . . ,m} und j ∈ {1, . . . , n}. Nach Voraussetzung gilt

lim
v→0

f(x+v)−f(x)−D·v
‖v‖ = 0.

Daraus folgt:
lim
h→0

f(x+hej)−f(x)−D·hej
‖hej‖ = 0.

Es folgt, wie in Satz 2.4, dass dann auch die Grenzwerte für die m Koordinaten gegen
0 konvergieren. Die i–te Koordinate von D · hej ist hdij, es folgt also, dass

lim
h→0

fi(x+hej)−fi(x)−hdij
‖h·ej‖ = 0.

Nachdem ‖hej‖ = |h|, folgt nun, dass

lim
h→0

fi(x+hej)−fi(x)−hdij
|h| = 0.

Nachdem der Grenzwert Null ist, ist der Absolutbetrag im Nenner irrelevant, und es
folgt, dass sogar

lim
h→0

fi(x+hej)−fi(x)−hdij
h = 0,

also folgt
lim
h→0

fi(x+hej)−fi(x)
h = dij,

aber die linke Seite ist gerade die Definition der partiellen Ableitung ∂fi
∂xj

(x). �

Der vorherige Satz besagt, dass wenn f an einem Punkt differenzierbar ist, dann ist f
auch an diesem Punkt partiell differenzierbar. Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkeh-
rung gilt.
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Beispiel. Wir betrachten die stetige Abbildung

f : R2 → R
(x, y) 7→

√
|x| ·

√
|y|.

Nachdem f(x, 0) = f(0, y) = 0 für alle x, y ∈ R, sehen wir, dass die partiellen Ableitungen
am Punkt (0, 0) existieren, und null sind. Wenn f differenzierbar wäre müsste das Diffe-
rential nach Satz 6.7 also die Nullmatrix sein. Andererseits gilt für Punkte (x, x) auf der
Diagonale, dass f(x, x) = |x|, dies deutet schon an, dass f im Punkt (0, 0) nicht durch
die Nullmatrix approximiert werden kann. Wir werden das Argument in Übungsblatt 4
ausarbeiten.

Der folgende Satz ist in gewisser Weise doch eine Umkehrung von Satz 6.7: wenn f in
jedem Punkt partiell differenzierbar ist, und wenn die partiellen Ableitungen stetig sind,
dann ist f auch in jedem Punkt differenzierbar. Genauer gesagt, wir haben folgenden Satz.

Satz 6.8. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine Abbildung. Wenn f stetig partiell
differenzierbar ist, dann ist f auch differenzierbar.

Im Beweis von Satz 6.8 verwenden wir folgende Formulierung des Mittelwertsatzes.

Theorem 6.9. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h : R→ R eine dif-
ferenzierbare Funktion und es sei c ∈ R. Dann gibt es eine reelle Zahl t zwischen 0 und c,
so dass

h(c)− h(0) = c · h′(t).

Beweis. Für c > 0 und auch c < 0 folgt die Aussage sofort aus dem üblichen Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, siehe [Fr1, Satz 13.2]. Die Aussage ist aber auch trivialerweise
wahr für c = 0. �

Beweis von Satz 6.8. Wir müssen also zeigen, dass f in jedem Punkt x differenzierbar ist.
Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass U = Rn und
x = 0 ∈ Rn. Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Es sei also f : Rn → R eine
stetig partiell differenzierbare Funktion.

Wir müssen also zeigen, dass f : Rn → R im Punkt x = 0 differenzierbar ist. Mit anderen
Worten, wir müssen zeigen, dass es eine (1× n)-Matrix D gibt, so dass

(∗) lim
v→0

f(v)−f(0)−D·v
‖v‖ = 0.

Aus Satz 6.7 wissen wir, dass die einzige Matrix, welche möglicherweise diese Bedingung
(∗) erfüllt, gegeben ist durch

D :=
(
∂f

∂x1
(0) . . . ∂f

∂xn
(0)
)
.

Wir wollen nun zeigen, dass diese Matrix D in der Tat (∗) erfüllt. Die folgende Behauptung
erlaubt es uns den Zähler von (∗) umzuschreiben.

Behauptung. Für alle v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn \ {0} existieren Punkte u1, . . . , un ∈ Rn mit
‖ui‖ ≤ ‖v‖, so dass

f(v)− f(0)−D · v =
n∑
i=1

vi ·
(
∂f

∂xi
(ui)− ∂f

∂xi
(0)
)
.
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Es sei also v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn beliebig.

Wir wollen auch diese Behauptung mithilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung beweisen. Wir müssen dazu den Ausdruck f(v)−f(0)−D ·v durch Funktionen
in einer Variablen beschreiben.

Wir schreiben w0 := (0, . . . , 0),
w1 := (v1, 0, . . . , 0),
w2 := (v1, v2, 0, . . . , 0),
...

wn := (v1, . . . , vn).

Dann gilt
alle anderen Terme heben sich weg und nach Wahl von D
↓

f(v)− f(0)−D · v =
n∑
i=1

(f(wi)− f(wi−1)) −
n∑
i=1

∂f
∂xi

(0) · vi

=
n∑
i=1

f(v1, ..., vi−1, vi, 0, ..., 0)− f(v1, ..., vi−1, 0, 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸
=hi(vi)−hi(0) für hi(s)=f(v1,...,vi−1,s,0,...,0)

−
n∑
i=1

vi ·
∂f
∂xi

(0)

= (∗).
Für jedes i ∈ {1, . . . , n} wenden wir Satz 6.9 auf die Funktion

hi(s) = f(v1, ..., vi−1, s, 0, ..., 0) und c = vi

an. Wir erhalten ein ti zwischen 0 und vi mit

hi(vi)− hi(0) = vi · h′i(ti)
Aber durch Rückübersetzen in die Funktion f erhalten, wir dass

f(v1, ..., vi−1, vi, 0, ...)− f(v1, ..., vi−1, 0, ...) = vi ·
∂f
∂xi

(v1, . . . , vi−1, ti, 0, . . . , 0).︸ ︷︷ ︸
=:ui

Für jedes i setzen wir nun ui := (v1, . . . , vi−1, ti, 0, . . . , 0) und erhalten, dass

(∗) =
n∑
i=1

vi ·
(
∂f
∂xi

(ui) − ∂f
∂xi

(0)
)
.

Die Behauptung folgt nun aus der Beobachtung, dass die Normen der Punkte u1, . . . , un

kleiner gleich der Norm von v sind. �
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w1 = (v1, 0, 0)

w2 = (v1, v2, 0)

w3 = v = (v1, v2, v3)z

x

y

w0 = (0, 0, 0)

u3

u1
u2
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Behauptung. Es gilt
lim
v→0

f(v)−f(0)−D·v
‖v‖ = 0.

Sei also ε > 0. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen stetig. Also existiert
ein δ > 0, so dass für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt:

u ∈ Bδ(0) =⇒
∣∣∣ ∂f∂xi (u)− ∂f

∂xi
(0)
∣∣∣ < ε

n

Es sei nun also v ∈ Bδ(0). Wir wählen u1, . . . , un wie in der Behauptung. Dann ist

∣∣∣f(v)−f(0)−D·v
‖v‖

∣∣∣ ≤
n∑
i=1

∈[0,1]︷︸︸︷
|vi|
‖v‖ ·

∣∣∣ ∂f∂xi (ui) − ∂f
∂xi

(0)
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

∣∣∣ ∂f∂xi (ui)− ∂f
∂xi

(0)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

< ε
n

da ‖ui‖ ≤ ‖v‖ < δ

< ε.x
folgt aus der Wahl der ui und

der Dreiecksungleichung

Wir haben damit also gezeigt, dass der Grenzwert in der Tat 0 ist. �

Satz 6.10. Es sei U ⊂ Rn offen und f = (f1, . . . , fm) : U → Rm eine Abbildung. Wenn
alle Koordinatenfunktionen f1, . . . , fm stetig partiell differenzierbar sind, dann ist f diffe-
renzierbar, und für jedes P ∈ U gilt:

Differential Df(P ) =


∂f1

∂x1
(P ) . . .

∂f1

∂xn
(P )

...
...

∂fm
∂x1

(P )
∂fm
∂xn

(P )

 .

Beweis. Wir wenden Satz 6.7 und Satz 6.8 auf die Koordinatenfunktionen f1, . . . , fm an
und erhalten die Aussage für die einzelnen Koordinaten. Die allgemeine Aussage folgt dann
ähnlich wie in Satz 2.4. �

Satz 6.10 besagt also, dass eine Abbildung f = (f1, . . . , fm) : U → Rm, deren Koordi-
natenfunktionen f1, . . . , fm alle stetig partiell differenzierbar sind, auch differenzierbar im
Sinne der Definition von Seite 56 ist. Zudem sehen wir, dass in diesem Falle die Abbildung

U → M(m× n,R)
x 7→ Df(x)

stetig ist. Dies motiviert folgende Definition.

Definition. Es sei f = (f1, . . . , fm) : U → Rm eine Abbildung.

(1) Wir sagen f ist stetig differenzierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen f1, . . . , fm
stetig partiell differenzierbar sind.

(2) Für k ≥ 2 sagen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar, wenn die Koordinatenfunk-
tionen f1, . . . , fm alle k-mal stetig partiell differenzierbar sind.
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Bemerkung. Zusammengefasst haben wir nun also Folgendes bewiesen. Wenn eine Abbil-
dung f = (f1, . . . , fm) : U → Rm stetig differenzierbar ist (und diese Eigenschaft können
wir mit den Methoden der Analysis I normalerweise leicht nachweisen), dann erhalten wir
aus Satz 6.10, dass f an jedem Punkt P ∈ U differenzierbar ist, es gilt also

f(P + v) = f(P ) + Df(P )︸ ︷︷ ︸
Differential

· v + o(‖v‖), wobei Df(P ) =
( ∂fi
∂xj

(P )
)
i=1,...,m,j=1,...,n

.

Wir können also f in der Nähe von P durch eine explizite affine lineare Abbildung appro-
ximieren.

6.5. Norm von Matrizen. In diesem kurzen Kapitel führen wir die Norm einer Matrix
ein. Wir werden diese im nächsten Teilkapitel für den Beweis der Kettenregel benötigen.
Die Norm einer Matrix wird aber auch im weiteren Verlauf der Vorlesung immer wieder
auftauchen.

Lemma 6.11. Für jede Matrix A ∈ M(m× n,R) existiert32

‖A‖ := max
{
‖A · v‖

∣∣ v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1
}
.

Beweis. Die Abbildung
f : Sn−1 = {v ∈ Rn | ‖v‖ = 1} → R

v 7→ ‖A · v‖

ist nach Lemma 2.7 (1), Lemma 2.11 und Satz 2.16 stetig. Auf Seite 34 hatten wir gesehen,
dass Sn−1 kompakt ist. Also nimmt die Funktion f nach Korollar 3.10 ein Maximum an. �

Beispiel. Für die Matrix A = λ · id mit λ ∈ R gilt ‖A‖ = |λ|.

Wir fassen einige Eigenschaften von ‖A‖ in folgendem Lemma zusammen.

Lemma 6.12.

(1) Die Abbildung M(m× n,R) → R≥0

A 7→ ‖A‖
ist eine Norm auf dem Vektorraum M(m× n,R).

(2) Für alle A ∈ M(m× n,R) und w ∈ Rn gilt ‖A · w‖ ≤ ‖A‖ · ‖w‖.
(3) Für jede m× n–Matrix A = (aij) gilt ‖A‖ ≤ n ·m ·max

i,j
|aij|.

Bemerkung. Die Norm ‖A‖ ist im Allgemeinen schwierig zu berechnen. Die Abschätzung in
Lemma 6.12 (3) erlaubt es uns später die Norm ‖A‖ relativ einfach nach oben abzuschätzen.

32Hier ist ‖v‖ die euklidische Norm von v ∈ Rn und ‖A · v‖ ist die euklidische Norm von A · v ∈ Rm.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 63

Beweis.

(1) Wir weisen die drei Eigenschaft einer Norm nach, welche wir auf Seite 5 eingeführt
hatten.
(a) Wir müssen also zeigen, dass ‖A‖ = 0 genau dann, wenn A = 0.33 Es ist offen-

sichtlich, dass ‖0‖ = 0. Es verbleibt also zu beweisen, dass ‖A‖ 6= 0, wenn A 6= 0.
Es sei also A = (aij) 6= 0. Dann gibt es zumindest ein aij 6= 0. Es folgt nun also,
dass

‖A‖ ≥ ‖A · ej‖ =

∥∥∥∥∥
(
a1j
...

amj

)∥∥∥∥∥ ≥ |aij| > 0.

(b) Die Homogenität von ‖ − ‖ folgt leicht aus den Definitionen.
(c) Es seien nun A,B ∈ M(m× n,R). Für alle v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1 gilt:

‖(A+B) · v‖ = ‖A · v +B · v‖ ≤ ‖Av‖+ ‖Bv‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.
↑ ↑

Dreiecksungleichung für ‖ − ‖ auf Rn Definition von ‖A‖ und ‖B‖

Es folgt: ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.
(2) Es sei also w ∈ Rn. Wenn w = 0, dann ist die Ungleichung trivialerweise erfüllt.

Nehmen wir nun an, dass w 6= 0. In diesem Fall gilt

‖A · w‖ =
∥∥A ·

=w︷ ︸︸ ︷
‖w‖ · 1

‖w‖
· w
∥∥ = ‖w‖ ·

∥∥A ·
‖−‖=1︷ ︸︸ ︷
1

‖w‖ · w
∥∥ ≤ ‖w‖ · ‖A‖.

↑ ↑
Homogenität von ‖ − ‖ auf Rn per Definition von ‖A‖.

(3) Es sei also A = (aij) eine m×n–Matrix. Wir wählen k, l, so dass |aij| ≤ |akl| für alle
anderen i, j. Es sei nun v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn mit ‖v‖ = 1. Dann gilt

da ‖(x1, .., xm)‖2 =
m∑
i=1

x2
i Dreiecksungleichung

↓ ↓
‖A · v‖2 =

m∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

aij ·vj
∣∣∣2≤ m∑

i=1

( n∑
j=1

|aij|︸︷︷︸
≤|akl|

· |vj|︸︷︷︸
≤‖v‖=1︸ ︷︷ ︸

≤n·|akl|

)2

≤
m∑
i=1

(n·|akl|)2 = m·n2 ·|akl|2

≤ m2 ·n2 ·|akl|2.

Die gewünschte Ungleichung erfolgt nun durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. �

6.6. Die Kettenregel. Wir erinnern an die Analysis I: wenn f, g : R→ R differenzierbare
Funktionen sind, dann besagt die Kettenregel [Fr1, Satz 12.7], dass g ◦ f ebenfalls differen-
zierbar ist, und es gilt

33Die Bedeutung von 0 hängt vom Kontext ab. In diesem Fall ist “0” die m× n-Matrix deren Einträge
alle 0 sind.
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(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x).

Das heißt also, dass

Ableitung von g ◦ f am Punkt x = Ableitung von g am Punkt f(x)
mal Ableitung von f am Punkt x.

In der mehrdimensionalen Welt gilt eine ganz analoge Kettenregel:

Satz 6.13. (Kettenregel) Es seien U ⊂ Rl und V ⊂ Rm offene Mengen und es seien
f : U → Rm und g : V → Rn differenzierbare Abbildungen, so dass f(U) ⊂ V . Dann ist die
Abbildung g ◦ f : U → Rn ebenfalls differenzierbar, und für jeden Punkt x ∈ U gilt:

D(g ◦ f)x︸ ︷︷ ︸
n× l-Matrix

= Dgf(x)︸ ︷︷ ︸
n×m-Matrix

· Dfx.︸︷︷︸
m× l-Matrix
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Bemerkung. Die Kettenregel 6.13 besagt also, dass

Differential von g ◦ f am Punkt x = Differential von g am Punkt f(x)
mal Differential von f am Punkt x.

Beweis. In der Formulierung der Differenzierbarkeit auf Seite 56 müssen wir zeigen, dass

(g ◦ f)(x+ ξ) = (g ◦ f)(x) + Dgf(x) ·Dfx︸ ︷︷ ︸
wir behaupten, dass
das Differential ist

· ξ + o(‖ξ‖).

Nach Voraussetzung ist f insbesondere im Punkt x differenzierbar und g ist insbesondere
im Punkt g(x) differenzierbar. Also gilt

(1) f(x+ ξ) = f(x) + Dfx · ξ + ϕ(ξ), wobei ϕ(ξ) = o(‖ξ‖),
(2) g(f(x) + η) = g(f(x)) + Dgf(x) · η + ψ(η), wobei ψ(η) = o(‖η‖).

Mit dieser Notation erhalten wir, dass

(g ◦ f)(x+ ξ) = g(f(x+ ξ)) = g
(
f(x) +

=:η︷ ︸︸ ︷
Dfx · ξ + ϕ(ξ)

)
= g(f(x)) + Dgf(x) · η + ψ(η)

↑ ↑
folgt aus (1) folgt aus (2)

= g(f(x)) + Dgf(x) ·Dfx · ξ + Dgf(x) · ϕ(ξ)︸ ︷︷ ︸
=(1)

+ ψ
(
Dfx · ξ + ϕ(ξ)

)︸ ︷︷ ︸
=(2)

.
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Es genügt nun also zu zeigen, dass die Terme (1) und (2) vom Typ o(‖ξ‖) sind.34 Mit
anderen Worten, mit A := Dgf(x) und B := Dfx genügt es nun folgende Behauptung zu
beweisen:

Behauptung.
(1) A · ϕ(ξ) = o(‖ξ‖).
(2) ψ

(
B · ξ + ϕ(ξ)

)
= o(‖ξ‖).

Für den Beweis von beiden Aussagen verwenden wir das Kriterium aus Lemma 6.4. Wir
beweisen zuerst die erste Aussage. Es gilt:

lim
ξ→0

A·ϕ(ξ)
‖ξ‖ = lim

ξ→0

(
A · ϕ(ξ)

‖ξ‖

)
= A

(
lim
ξ→0

ϕ(ξ)

‖ξ‖

)
= A · 0 = 0.

↑ ↑ ↑
da Matrix-Multiplikation folgt aus Satz 6.1 nach Lemma 6.4,

linear ist da Multiplikation mit A da ϕ(ξ) = o(‖ξ‖)
nach Lemma 2.11 stetig ist

Wir wenden uns nun der zweiten Aussage zu. Es gilt: Lemma 6.3
↓

lim
ξ→0

ψ(B · ξ + ϕ(ξ))

‖ξ‖
= lim

ξ→0

ψ(B · ξ + ϕ(ξ))

‖B · ξ + ϕ(ξ)‖︸ ︷︷ ︸
lim
ξ→0

= 0, da lim
ξ→0

(B · ξ + ϕ(ξ)) = 0

und ψ(ν) = o(‖ν‖)

· ‖B · ξ + ϕ(ξ)‖
‖ξ‖︸ ︷︷ ︸

da ϕ(ξ) = o(‖ξ‖) existiert
Umgebung U mit ‖ϕ(ξ)‖ < ‖ξ‖,

dort ist der Bruch
beschränkt durch ‖B‖+ 1

= 0.

�

34Hierbei benützen wir die elementare Aussage, dass wenn p(ξ) = o(‖ξ‖) und q(ξ) = o(‖ξ‖), dann ist
auch (p+ q)(ξ) = o(‖ξ‖).
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7. Gradient und Richtungsableitungen

7.1. Exkurs: Das Skalarprodukt und orthogonale Matrizen.

Definition.

(1) Für eine beliebige Matrix A = (aij) ∈ M(m×n,R) bezeichnen wir im Folgenden mit
AT := (aji) ∈ M(n ×m,R) die zugehörige transponierte Matrix. Diese erhalten wir
anschaulich dadurch, dass wir A “an der Diagonale” spiegeln.

(2) Eine Matrix A mit aij = aji, d.h. mit A = AT wird symmetrisch genannt.

Beispiel.

für A =

(
2 3 e
−1 2 π

)
ist AT =

2 −1
3 2
e π

 , und B =

 2 −3 0
−3 5 7

0 7 π

 ist symmetrisch.

Lemma 7.1. Es sei Q ∈ M(m× n) eine Matrix.

(1) Es gilt: (QT )T = Q.
(2) Für jedes i gilt: i-te Zeilenvektor von Q = i-te Spaltenvektor von QT .
(3) Für jedes i gilt: i-te Spaltenvektor von Q = i-te Zeilenvektor von QT .
(4) Für P ∈M(l×m,R) gilt: (P ·Q)T = QT · P T .
(5) Wenn m = n, dann gilt: det(QT ) = det(Q).

Beweis. Aussagen (1)-(4) folgen leicht aus den Definitionen und (5) ist [N1, Satz 13.4]. �

Definition. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren v = (v1, . . . , vn) und w = (w1, . . . , wn) in
Rn ist wie folgt definiert: 〈v, w〉 := v · w :=

n∑
i=1

vi · wi.

Beobachtung 7.2.

(1) Es sei P eine (l × m)-Matrix und es sei Q eine (m × n)-Matrix. Zudem seien
i ∈ {1, . . . ,m} und j ∈ {1, . . . , n}. Aus den Definitionen folgt leicht:

ij-ter Eintrag von P ·Q =
〈
i-te Zeile von P , j-te Spalte von Q

〉
.

(2) Wenn v, w ∈ Rn sind, und wir uns diese als (n× 1)-Matrizen vorstellen, dann gilt

vT · w = 〈v, w〉.
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ij-Eintrag von P ·Q
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ij-Eintrag von P ·Q
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n
Skalarprodukt von
i-ter Zeile von P und
j-ter Spalte von Q
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Definition.

(1) Eine Matrix A ∈ M(n× n,R) heißt orthogonal, wenn für alle v, w ∈ Rn gilt:

〈A · v,A · w〉 = 〈v, w〉.
(2) Die Menge aller orthogonalen n× n-Matrizen wird mit O(n) bezeichnet.

Lemma 7.3. Es sei A ∈ M(n×n,R) eine Matrix. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) Die Matrix ist orthogonal.
(2) Die Spalten s1, . . . , sn der Matrix A bilden ein Orthonormalsystem, d.h. für beliebige

i, j ∈ {1, . . . , n} ist
〈si, sj〉 = δij :=

{
1, wenn i = j,
0, wenn i 6= j.↑

Kronecker-Symbol

(3) Es ist AT · A = id. (Mit anderen Worten A ist invertierbar und A−1 = AT .)
(4) Die Spalten s1, . . . , sn der Matrix A bilden eine orthonormale Basis für Rn.
(5) Die Matrix A ist Norm erhaltend, d.h. für alle v ∈ Rn gilt ‖A · v‖ = ‖v‖.

Beispiel. Für ϕ ∈ R bezeichnen wir

R(ϕ) =

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
als Drehmatrix. Es folgt aus der Charakterisierung von orthogonalen Matrizen, welche durch
Lemma 7.3 (2) gegeben ist, dass R(ϕ) eine orthogonale Matrix ist. Anschaulich gesprochen
ist die Multiplikation mit R(ϕ) gerade Drehung um den Winkel ϕ gegen den Uhrzeigersinn.
Im Präsenzübungsblatt 5 werden wir mithilfe der Additionstheoreme [Fr1, Satz 11.4] zeigen,
dass für alle ϕ, ψ ∈ R gilt:

R(ϕ) ·R(ψ) = R(ϕ+ ψ).

��
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Winkel ϕ

Multiplikation mit

R(ϕ)=

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
e1 =

(
1
0

) R(ϕ)·e1 =
(

cos(ϕ)
sin(ϕ)

)
e2 =

(
0
1

)
R(ϕ)·e2 =

( − sin(ϕ)
cos(ϕ)

)

Beweis. Es sei A ∈ M(n× n,R) eine Matrix mit den Spalten s1, . . . , sn.

(1)⇒(2) Für beliebige i, j ∈ {1, . . . , n} gilt

〈si, sj〉 = 〈A · ei, A · ej〉 = 〈ei, ej〉 = δij :=

{
1, wenn i = j,
0, wenn i 6= j.↑

denn A ist orthogonale Matrix



68 STEFAN FRIEDL

(2)⇒(3) Es seien i, j ∈ {1, . . . , n}. Es gilt:

Beobachtung 7.2 (1) Lemma 7.1
↓ ↓

ij-ter Eintrag von AT ·A = 〈i-te Zeile von AT , j-te Spalte von A〉 =
= 〈i-te Spalte von A, j-te Spalte von A〉 = 〈si, sj〉 = δij.

Also ist AT · A = (δij) = id.
(2)⇒(4) Es verbleibt zu zeigen, dass die Spalten s1, . . . , sn eine Basis bilden. Es genügt zu

zeigen, dass det(A) 6= 0. Es gilt

det(A)2 = det(A) · det(A) = det(AT ) · det(A) = det(AT · A) = det(id) = 1.
↑ ↑ ↑

denn det(AT ) = det(A) Multiplikativität folgt aus (2)⇒(3)
der Determinante

Also ist det(A) 6= 0.
(4)⇒(2) Diese Aussage ist natürlich trivial.
(3)⇒(1) Es seien nun v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn beliebig. Wir fassen die

Vektoren v, w,A · v, A · w als (n× 1)-Matrizen auf. Dann gilt

〈A·v,A·w〉 = (A·v)T ·(A·w) = vT ·AT ·A·w = vT ·id ·w = vT ·w = 〈v, w〉.
↑ ↑ ↑ ↑

Beobachtung 7.2 Lemma 7.1 Lemma 7.3 Beobachtung 7.2

(1)⇒(5) Diese Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dass ‖v‖ =
√
〈v, v〉.

(5)⇒(1) Wir werden diese Implikation in Übungsblatt 5 beweisen. �

Bemerkung. Es sei γ : [a, b]→ Rn eine Kurve. Für jede orthogonale Matrix A ∈ O(n) folgt
leicht aus Lemma 7.3 (1)⇒ (5) und der Definition von Länge auf Seite 2, dass Multiplikation
mit A die Länge einer Kurve nicht abändert.

Lemma 7.4. Die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen bildet eine Untergruppe von der
Gruppe GL(n,R) der invertierbaren n× n-Matrizen.

Beweis. Aus Lemma 7.3 (3) folgt, dass orthogonale Matrizen invertierbar sind. Also gilt
O(n) ⊂ GL(n,R). Wir müssen nun noch nachweisen, dass O(n) eine Untergruppe von
GL(n,R) ist. Nach [N1, Definition 2.5] müssen wir drei Aussagen überprüfen:

(1) Offensichtlich liegt das neutrale Element id auch in O(n).
(2) Es seien A,B ∈ O(n). Wir müssen zeigen, dass A · B ∈ O(n). Dies folgt aus der

Beobachtung, dass für alle v, w ∈ Rn gilt:

〈(A ·B) · v, (A ·B) · w〉 = 〈A · (B · v), A · (B · w)〉 = 〈B · v,B · w〉 = 〈v, w〉.
↑ ↑

denn A ∈ O(n) denn B ∈ O(n)

(3) Es sei A ∈ O(n). Wir müssen zeigen, dass A−1 ∈ O(n). Dies folgt aus der Beobach-
tung, dass für alle v, w ∈ Rn gilt:

〈A−1 ·v,A−1 ·w〉 = 〈A·(A−1 ·v), A·(A−1 ·w)〉 = 〈(A·A−1︸ ︷︷ ︸
=id

)·v, (A·A−1︸ ︷︷ ︸
=id

)·w〉 = 〈v, w〉.
↑

denn A ∈ O(n)
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�

7.2. Exkurs: Winkel. Folgende Definition eines Winkels entspricht der Schulintuition.

Definition. Es seien v, w ∈ R2 \ {0}. Wir definieren den Winkel

^(v, w) :=
Länge eines injektiven Weges, welcher sich gegen den Uhrzeigersinn

auf dem Einheitskreis S1 von v
‖v‖ nach w

‖w‖ bewegt ∈ [0, 2π).

Es folgt aus der Bemerkung auf Seite 48, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Kurve abhängt.

�
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�
�
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^(v, w) ist definiert als die Länge des Kreisbogensw

S1

v

v
‖v‖

w
‖w‖

Folgendes Lemma gibt nun eine geometrische Interpretation des Skalarprodukts.

Lemma 7.5. Für beliebige v, w ∈ R2 \ {0} gilt

〈v, w〉 = cos(^(v, w)) · ‖v‖ · ‖w‖.

Beweis. Nachdem sich beide Seiten des Lemmas nicht ändern, wenn wir v und w durch die
jeweiligen Normen ‖v‖ und ‖w‖ teilen, genügt es den Fall zu betrachten, dass ‖v‖ = 1 und
‖w‖ = 1.

Der Satz über die Polarkoordinatendarstellung, d.h. [Fr1, Satz 11.11] besagt, dass es
ϕ, ψ ∈ [0, 2π) gibt, so dass v = (cos(ϕ), sin(ϕ)), und so dass w = (cos(ψ), sin(ψ)). Wir
betrachten zuerst den Fall, dass ψ ≥ ϕ. In diesem Fall gilt:

^(v, w) = L

(
[ϕ, ψ] → S1

t 7→ (cos(t), sin(t))

)
=

t=ψ∫
t=ϕ

‖(− sin(t), cos(t))‖︸ ︷︷ ︸
=1

dt = ψ − ϕ.
↑

Satz 4.2

Es folgt:

denn R(α) · e1 = (cos(α), sin(α)) denn R(α)·R(β) = R(α+ β) denn R(ϕ) ist orthogonal
↓ ↓ ↓

〈v, w〉 = 〈R(ϕ)·e1, R(ψ)·e1〉 = 〈R(ϕ)·e1, R(ϕ)·R(ψ − ϕ)·e1〉 = 〈e1, R(ψ − ϕ)·e1〉

=
〈(

1
0

)
,
(

cos(ψ − ϕ)
sin(ψ − ϕ)

)〉
= cos(ψ − ϕ) = cos(^(v, w)).

↑
siehe Berechnung oben

Der Fall, dass ψ ≤ ϕ wird ähnlich bewiesen. �

Für Vektoren im höher dimensionalen Raum verwenden wir jetzt Lemma 7.5 als In-
spiration um den Begriff eines Winkels einzuführen. Genauer gesagt führen wir folgende
Definition ein:
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Definition. Es sei n ∈ N≥3 und es seien v und w zwei Vektoren in Rn \ {0}. Wir definieren:

^(v, w) := arccos
( 〈v, w〉

‖v‖ · ‖w‖︸ ︷︷ ︸
∈ [−1, 1] nach der

Schwarz Ungleichung [N1, Satz 19.7]

)
∈ [0, π).

−1 π−1
π
2

1

−1

π Graph der
Arkuskosinusfunktion

Graph der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [0, π]

7.3. Der Gradient.

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion. Es
sei P ∈ U . Dann heißt der Vektor

Grad f(P ) :=
(

∂
∂x1

f(P ), . . . , ∂
∂xn

f(P )
)
∈ Rn

der Gradient von f am Punkt P . 3536

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(x, y) = 1
4
(x2 +y2) auf R2. Der Gradient am Punkt

(x, y) ist gegeben durch

Grad f(x, y) =
( ∂
∂x
f(x, y), ∂

∂y
f(x, y)

)
=
(1

2
x, 1

2
y
)
, d.h. Grad f(P ) = 1

2
· P.

�
�
�
�

Grad f(P ) = 1
2
· P

eingezeichnet am Punkt P

−2 −1 1 2

Gradienten der Funktion
f(x, y) = 1

4
(x2 + y2)

P ∈ R2

35Der Gradient Grad(f) wird oft auch als ∇f geschrieben, das Symbol ∇ wird hierbei als “Nabla”
ausgesprochen. Das Wort “Nabla” ist der hebräische Name für einen Harfentyp, welcher in etwa die Form
von ∇ besitzt.

36Wir schreiben Vektoren in Rn manchmal in Zeilenform (z.B. wenn der Platz beschränkt ist) und
manchmal in Spaltenform (z.B. wenn wir die Multiplikation mit einer Matrix verdeutlichen wollen).
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Satz 7.6. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine differenzierbare Funktion. Es sei P ∈ U
und es sei zudem v ∈ Rn ein Vektor. Dann gibt es ein ε > 0, so dass P + t · v ∈ U für alle
t ∈ (−ε, ε). Für alle t ∈ (−ε, ε) gilt

d
dtf(P + t · v) = DfP+t·v︸ ︷︷ ︸

1×n−Matrix

· v︸ ︷︷ ︸
∈Rn

=
〈
Grad f(P + t · v)︸ ︷︷ ︸

∈Rn

, v︸ ︷︷ ︸
∈Rn

〉
.

Insbesondere erhalten wir am Punkt t = 0, dass

d
dtf(P + t · v)

∣∣∣
t=0

= DfP · v = 〈Grad f(P ), v〉.

Beweis. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine differenzierbare Funktion. Zudem sei
P ∈ U und es sei v ∈ Rn ein Vektor. Aus der Offenheit von U folgt leicht, dass es ein ε > 0
gibt, so dass P + t · v ∈ U für alle t ∈ (−ε, ε).

Wir erhalten nun folgende Gleichheiten:

d
dtf(P + t · v) = DfP+t·v · (P + t · v)′ = DfP+t·v · v

↑
Kettenregel 6.13 angewandt auf die Verknüpfung f ◦ g, wobei

f : U → R
s 7→ f(s)

und
g : (−ε, ε) → Rn

t 7→ P + t · v

=
(
∂f

∂x1
(P + t · v) . . .

∂f

∂xn
(P + t · v)

)
︸ ︷︷ ︸

Berechnung von Df mit Satz 6.7

v1

...
vn

 =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(P + t · v) · vi

= 〈Grad f(P + t · v), v〉.
↑

Definition des Skalarprodukts �
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Graph einer Funktion f : U → R

P ∈ U U ⊂ R2

Vektor v 2−1 1

f(P )

die Steigung ist 〈Grad f(P ), v〉

alle t ∈ R mit der Eigenschaft, dass P + t · v ∈ U

Graph der Funktion
t 7→ f(P + t · v)

Werte der Funktion h 7→ f(P + t · v)

Durch zweifaches Anwenden von Satz 7.6 erhalten wir auch folgende Aussage, welche in
Übungsblatt 5 bewiesen wird. Wir werden diesen Satz später benötigen, wenn wir lokale
Maxima und Minima von Funktionen auf Rn bestimmen wollen.
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Satz 7.7. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweifach stetig differenzierbare Funkti-
on. Es sei P ∈ U und es sei zudem v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn ein Vektor. Es sei ε > 0, so dass
P + t · v ∈ U für alle t ∈ (−ε, ε). Wir betrachten die Funktion

g : (−ε, ε) → R
t 7→ f(P + t · v)

Dann gilt für alle t ∈ (−ε, ε), dass

g(2)(t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂
∂xi

∂
∂xj

f(P + t · v) · vi · vj.

7.4. Richtungsableitungen. Wir beginnen dieses kurze Teilkapitel mit folgender ziemlich
intuitiven Definition.

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine Funktion. Sei P ∈ U und v ∈ Rn ein
Vektor mit ‖v‖ = 1. Falls der Grenzwert

d
dtf(P + t · v)

∣∣∣
t=0

= lim
h→0

f(P+h·v)−f(P )
h

existiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert als die Richtungsableitung Dvf(P ) von f im
Punkt P in Richtung v.
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P ∈ U

Graph einer Funktion f : U → R

U ⊂ R2

Richtungsvektor v

Graph der Funktion h 7→ f(P + h · v)

Dv f(P ) ist die Steigung der Funktion
h 7→ f(P + h · v) am Punkt h = 0

Beispiel. Wenn v = ei, d.h. wenn v der i–te Einheitsvektor ist, dann folgt direkt aus den
Definitionen, dass

Deif(P ) =
∂f
∂xi

(P ).

Satz 7.8. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine differenzierbare Funktion. Sei P ∈ U
und v ∈ Rn ein Vektor mit ‖v‖ = 1. Dann gilt

Dvf(P ) = 〈Grad f(P ), v〉.
Insbesondere, wenn Grad f(P ) 6= 0 und wenn ϕ ∈ [0, 2π) der Winkel zwischen v und
Grad f(P ) ist, dann gilt

Dvf(P ) = cos(ϕ) · ‖Grad f(P )‖.

Beweis. Die erste Aussage ist nur eine Umformulierung von Satz 7.6 und die zweite Aussage
folgt dann sofort aus Lemma 7.5. �
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Satz 7.8 besagt insbesondere, dass die Richtungsableitung maximal ist, wenn ϕ = 0, d.h.
wenn v und Grad f(P ) in die gleiche Richtung zeigen. Wir erhalten also folgendes Korollar:

Korollar 7.9. Es sei U ⊂ Rn offen, f : U → R eine differenzierbare Funktion und P ∈ U
ein Punkt, so dass Grad f(P ) 6= 0. Dann ist 37

v :=
Grad f(P )
‖Grad f(P )‖

die Richtung mit maximaler Richtungsableitung.

Anders ausgedrückt, “der Gradient zeigt in die Richtung in welche f am schnellsten
ansteigt”.

7.5. Gradienten und Niveaulinien. In diesem sehr anschaulichen Teilkapitel betrachten
wir nur Funktionen h : U → R auf einer Teilmenge U von R2. Wir haben schon gesehen,
dass man sich solche Funktionen durch den Graphen

Graph(h) = {(x, y, h(x, y)) | (x, y) ∈ U} ⊂ R3

veranschaulichen kann. Wir betrachten die Graphen der Funktionen

f : R2 → R
(x, y) 7→

√
x2 + y2 = ‖(x, y)‖ und

g : R2 → R
(x, y) 7→ x2 + y2 = ‖(x, y)‖2.
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Graph von g(x, y) = x2 + y2
Graph von f(x, y) =

√
x2 + y2

P

f(P )=‖P‖

P

g(P )=‖P‖2

Eine alternative Methode um Funktionen zu veranschaulichen ist wie folgt gegeben: für
verschiedene Werte C ∈ R betrachten wir die Niveaulinie38

h−1({C}) = {(x, y) ∈ R2 |h(x, y) = C}.
Beispielsweise werden in der oberen Abbildung auf Seite 74 Niveaulinien für die Funktionen
f und g angezeigt.

Für diese beiden Funktionen ist der Gradient gegeben durch

Grad f(x, y) =
(x,y)
‖(x,y)‖ , wobei (x, y) 6= (0, 0)

Grad g(x, y) = 2 · (x, y).

37Eine “Richtung” ist immer ein Vektor mit Länge 1, wir müssen deswegen den Gradienten auf die
Länge 1 normieren.

38Auf klassischen Wanderkarten wird die Höhe, als Funktion (x, y) 7→ h(x, y) durch Niveaulinien illus-
triert, diese werden dabei normalerweise Höhenlinien genannt.
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Niveaulinien für die Funktion
g(x, y) = x2 + y2

Niveaulinien für die Funktion

f(x, y) =
√
x2 + y2

−1 1 2

2

4

1
1

2

3

−2−2

In beiden Fällen zeigt also der Gradient “weg vom Ursprung”. Im ersten Fall besitzt der
Gradient Grad f(x, y) immer die Länge 1, d.h. der Anstieg ist konstant. Im zweiten Fall

besitzt der Gradient Grad g(x, y) die Länge 2
√
x2 + y2, er wird also länger, wenn man sich

vom Ursprung fortbewegt. Die Gradienten für beide Funktionen werden in der unteren
Abbildung auf Seite 74 skizziert. Damit die Skizzen übersichtlich bleiben, sind in beiden
Fällen die Gradienten auf 1

4
der Länge gestaucht.
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Gradienten für die Funktion

f(x, y) =
√
x2 + y2

Gradienten für die Funktion
g(x, y) = x2 + y2

1 1
4

2

Bemerkung. In den Bildern sehen wir, dass der Gradient senkrecht auf den Niveaulinien
steht. Wir werden später sehen, dass dies kein Zufall ist, sondern dass dies unter geeigneten
Voraussetzungen immer der Fall ist.39

39Insbesondere müssen wir noch präzise machen, was es heißen soll, dass ein Vektor an einem Punkt
senkrecht zu einer Kurve ist.
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In der Abbildung auf Seite 75 zeigen wir das typische Bild für eine Funktion h : R2 → R.
Die Gradienten stehen senkrecht auf den Niveaulinien und zeigen in die Richtung, in der
die Funktion ansteigt. Desto enger die Niveaulinien aneinander liegen, desto größer ist die
“Steigung”, und desto länger sind die Gradienten.
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eng liegende Niveaulinien bedeutet starker Anstieg und lange Gradienten
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8. Exkurs: Der Spektralsatz

8.1. Ähnliche Matrizen und die Spur einer Matrix. Wir beginnen unseren Exkurs
in die Lineare Algebra mit folgender Definition [N1, S. 71].

Definition. Es sei K ein Körper und es sei A = (aij) ∈ M(n×n,K). Wir definieren die Spur
von A wie folgt:

tr(A) := Summe aller diagonalen Einträge von A =
n∑
i=1

aii.

(Die Bezeichnung “tr” rührt vom englischen Begriff “trace” her.)

Folgendes Lemma werden wir im Präsenzübungsblatt 6 beweisen.

Lemma 8.1. Es sei K ein Körper. Für A,B ∈ M(n× n,K) gilt

tr(A ·B) = tr(B · A).

Wir fahren mit der nächsten Definition fort [N1, S. 65].

Definition. Es sei K ein Körper. Wir sagen zwei Matrizen A,B ∈ M(n×n,K) sind ähnlich,
wenn es P ∈ GL(n,K) gibt, so dass P−1AP = B.

Das folgende Lemma besagt nun, dass ähnliche Matrizen in vielen Invarianten über-
einstimmen.

Lemma 8.2. Es sei K ein Körper. Wenn zwei Matrizen A,B ∈ M(n×n,K) ähnlich sind,
dann besitzen sie die gleiche Determinante und die gleiche Spur.

Beweis. Es sei also P ∈ GL(n,K) mit P−1AP = B. Dann gilt

(1) det(B) = det(P−1 · A · P ) = det(P )−1 · det(A) · det(P ) = det(A).
(1) tr(B) = tr(P−1 · A · P ) = tr(P−1 · A · P ) = tr(P · (P−1 · A)) = tr(A).

↑
Lemma 8.1 �

Wir erinnern an folgende Notationen.

Notation. Es sei K ein Körper. Für i ∈ {1, . . . , n} definieren wir:

i–ten Einheitsvektor ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Kn

↑
i–te Koordinate

Notation. Es sei K ein Körper, es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und es sei
X = {v1, . . . , vm} eine Basis. Wir bezeichnen mit χX den zugehörigen Isomorphismus

χX : V → Km

m∑
i=1

λi · vi 7→
m∑
i=1

λi · ei.

Wir erinnern nun an folgende Definition [N1, S. 35 und 40].
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Definition. Es sei K ein Körper und es sei f : V → W ein Homomorphismus zwischen
endlich dimensionalen K-Vektorräumen. Es sei X = {v1, . . . , vm} eine Basis von V und
Y = {w1, . . . , wn} eine Basis von W . Wir schreiben

f(v1)=︷ ︸︸ ︷
a11 · w1

+a21 · w2

...
+an1 · wn

. . .

f(vm)=︷ ︸︸ ︷
a1m · w1

+a2m · w2

...
+anm · wn

und bezeichnen Φ(f)X,Y :=


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

...
...

an1 an2 . . . anm


als die zugehörige darstellende Matrix.

Bemerkung. Wir fahren mit der Notation aus der vorherigen Definition fort. Die dar-
stellende Matrix (aij) = Φ(f)X,Y ist also festgelegt durch die Eigenschaft, dass für alle
i ∈ {1, . . . ,m} gilt:

f(vi) =
n∑
j=1

aji · wj.

Dies wiederum bedeutet, dass folgendes Diagramm kommutiert:

V
χX ∼=
��

f // W
χY∼=
��

Km
Φ(f)X,Y · // Kn.

8.2. Eigenwerte. Wir erinnern an folgende Definition [N1, S. 66].

Definition. Es sei K ein Körper, es sei V ein K-Vektorraum und es sei f : V → V ein
Endomorphismus.

(1) Wir sagen λ ∈ K ist ein Eigenwert von f , wenn es einen Vektor 0 6= v ∈ V mit
f(v) = λ · v gibt.

(2) Einen Vektor v 6= 0 mit f(v) = λ · v nennen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert λ.

Beispiel. Wir betrachten den reellen Vektorraum

V = alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen R→ R
und den Endomorphismus f : V → V

γ(t) 7→ die Ableitung d
dt
γ(t).

Jedes λ ∈ R ist ein Eigenwert von f , denn

f(exp(λ · t)︸ ︷︷ ︸
∈V

) = d

dt
(exp(λ · t)) = λ · exp(λ · t).

↑
folgt aus d

dt exp = exp und der Kettenregel

Folgendes Lemma folgt sofort aus den Definitionen.
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Lemma 8.3. Es sei K ein Körper, es sei ϕ : V → W ein Isomorphismus von K-Vektor-
räumen und es sei f : V → V ein Endomorphismus. Wir erhalten also folgendes kommu-
tative Diagram:

V
f //

∼=ϕ
��

V
∼= ϕ
��

W
ϕ◦f◦ϕ−1

// W.

Für λ ∈ K und v ∈ V gilt:

v ∈ V ist Eigenvektor zum
Eigenwert λ für den

Endomorphismus f : V → V
⇐⇒

ϕ(v) ∈ W ist Eigenvektor zum
Eigenwert λ für den

Endomorphismus ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 : W → W .

Der Begriff von Eigenwerten und Eigenvektoren überträgt sich auf offensichtliche Art auf
Matrizen [N1, S. 66]:

Definition. Es sei K ein Körper und es sei A ∈ M(n× n,K) eine quadratische Matrix.

(1) Wir sagen λ ∈ K ist ein Eigenwert von A, wenn es einen Vektor 0 6= v ∈ Kn mit
A · v = λ · v gibt.

(2) Einen Vektor v 6= 0 mit A · v = λ · v nennen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert λ.

Das folgende Lemma, welches der Aussage von [N1, Proposition 17.6] entspricht, verbin-
det den Begriff der Eigenwerte von einer Matrix und einem Endomorphismus.

Lemma 8.4. Es sei K ein Körper. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
f : V → V ein Endomorphismus. Wenn X eine Basis für V ist, dann gilt:

λ ist Eigenwert von f ⇐⇒ λ ist Eigenwert der darstellenden Matrix Φ(f)X,X .

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm von Seite 77:

V
χX ∼=
��

f // V
χX∼=
��

Kn
Φ(f)X,X · // Kn.

Die Aussage des Lemmas folgt nun sofort aus Lemma 8.3. �

Beispiel.

(1) Es sei K ein Körper und es seien λ1, . . . , λn ∈ K. Wir betrachten die diagonale Matrix

D =

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
.

Es gilt D · ei = λi · ei, d.h. die λ1, . . . , λn ∈ K sind Eigenwerte von D und die
Einheitsvektoren sind Eigenvektoren.

(2) Wir betrachten
B =

(
1 1
1 −1

)
.
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Es gilt (
1 1
1 −1

)(
1 +
√

2
1

)
=

(
2 +
√

2√
2

)
=

√
2 ·
(

1 +
√

2
1

)
(

1 1
1 −1

)(
1−
√

2
1

)
=

(
2−
√

2

−
√

2

)
= −

√
2 ·
(

1−
√

2
1

)
.

Also sind
√

2 und −
√

2 Eigenwerte der Matrix B.

Bemerkung. Wir können eine reelle Matrix immer auch als komplexe Matrix auffassen.
Deswegen macht es Sinn bei einer quadratischen reellen Matrix von komplexen Eigenwerten
und Eigenvektoren zu sprechen.

Beispiel. Wir betrachten
C =

(
1 1
−1 1

)
.

Es gilt (
1 1
−1 1

)(
i
1

)
=

(
1 + i
1− i

)
= (1− i) ·

(
i
1

)
(

1 1
−1 1

)(− i
1

)
=

(
1− i
1 + i

)
= (1 + i) ·

(− i
1

)
.

Also sind λ := 1− i und λ := 1 + i Eigenwerte der Matrix C.

Lemma 8.5. Es sei A ∈ M(n× n,R) eine reelle Matrix. Wenn λ ∈ C ein Eigenwert ist,
dann ist auch λ ∈ C ein Eigenwert.

Beweis. Es sei v ∈ Cn ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Dann gilt

A · v = A · v = A · v = λ · v = λ · v.
↑ ↑

denn A ist eine reelle Matrix denn für z, w ∈ C gilt z · w = z · w

Wir haben also gezeigt, dass v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ist. �

Definition. [N1, S. 66] Es sei K ein Körper. Wir sagen A ∈ M(n×n,K) ist diagonalisierbar,
wenn A ähnlich zu einer diagonalen Matrix ist. Mit anderen Worten, A ist diagonalisierbar,
wenn es eine invertierbare Matrix P ∈ GL(n,K) gibt, so dass P−1AP eine Diagonalmatrix
ist, d.h. so dass

P−1AP =

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
, wobei λ1, . . . , λn ∈ K.

Folgender Satz ist äquivalent zu [N1, Satz 17.5].

Satz 8.6. Es sei K ein Körper und es sei A ∈ M(n× n,K).

(1)
A ist diagonalisierbar ⇐⇒ es gibt eine Basis von Kn, welche

nur aus Eigenvektoren von A besteht.
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(2) Es sei v1, . . . , vn eine Basis von Kn. Wir setzen P := (v1 . . . vn) ∈ GL(n,K). Dann
gilt

P−1AP =

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
⇐⇒ für alle i = 1, . . . , n gilt:

vi ist Eigenvektor von A zum Eigenwert λi.

Beispiel. Wir betrachten

B =
(

1 1
1 −1

)
und P :=

(
1 +
√

2 1−
√

2
1 1

)
,︸ ︷︷ ︸

Spalten sind Eigenvektoren
zu den Eigenwerten

√
2 und -

√
2

dann gilt P−1BP =
(√

2 0

0 −
√

2

)
.

Beweis. Aussage (1) folgt leicht aus Aussage (2). Wir wollen nun Aussage (2) beweisen. Es
sei v1, . . . , vn eine Basis von Kn. Wir setzen P := (v1 . . . vn) ∈ GL(n,K). Wir betrachten
das kommutative Diagramm

Kn P−1AP · //

P · ∼=
��

Kn

P ·∼=
��

Kn A· // Kn.

Nun gilt: Lemma 8.3
↓

P−1AP =

(
λ1 . . . 0
...
. . .

...
0 . . . λn

)
⇐⇒ für i = 1, ..., n ist ei EV von P−1AP zum EW λi ⇐⇒

⇐⇒ für i = 1, ..., n ist P · ei︸ ︷︷ ︸
=vi

EV von A zum EW λi.
�

Wir beschließen das Teilkapitel mit folgendem hinreichenden Kriterium für Diagonali-
sierbarkeit, welches in [N1, Korollar 17.11] bewiesen wird.

Satz 8.7. Es sei K ein Körper und A ∈ M(n × n,K). Wenn es n paarweise verschiedene
Eigenwerte gibt, dann ist A diagonalisierbar.

8.3. Existenz von Eigenwerten. In diesem Teilkapitel wollen wir sehen, wie man in der
Theorie und der Praxis nachweisen kann, dass eine Matrix Eigenwerte besitzt. Wir erinnern
an folgende Definition [N1, S. 70].

Definition. Es sei K ein Körper. Für eine n× n-Matrix A ∈ M(n× n,K) bezeichnen wir

χA(t) := det(t · idn−A)
↑

n× n-Identitätsmatrix

als das charakteristische Polynom von A.

Beispiel. Für

C =
(

1 1
−1 1

)
erhalten wir χC(t) = det

(
t·
(

1 0
0 1

)
−
(

1 1
−1 1

))
= det

(
t−1 −1

1 t−1

)
= t2−2t+2.
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Satz 8.8. Es sei K ein Körper. Für A ∈ M(n× n,K) gilt

χA(t) = tn − tr(A) · tn−1 + · · ·+ (−1)n · det(A).

Beweis.

(1) Die Aussage für den tn-Koeffizienten folgt leicht aus der Leibniz-Formel.
(2) Die Aussage für den tn−1-Koeffizient wird in [N1, Satz 18.5] oder auch [Fi, Satz 4.2.2]

bewiesen. Wir werden diese Aussage jedoch nicht benötigen.
(3) Die Aussage für den konstanten Koeffizienten folgt durch Einsetzen von t = 0. �

Folgender Satz gibt uns eine einfache Methode um Eigenwerte einer Matrix zu bestim-
men.

Satz 8.9. Es sei K ein Körper und es sei A ∈ M(n× n,K). Für λ ∈ K gilt:

λ ist ein Eigenwert von A ⇐⇒ λ ist Nullstelle von χA(t).

Insbesondere besitzt A höchstens n verschiedene Eigenwerte.

Beispiel.

(1) Die Nullstellen von χC(t) = t2 − 2t + 2 sind 1 − i und 1 + i. Wir hatten oben
schon explizit gesehen, dass dies Eigenwerte von C sind, und wir wissen jetzt, dass
dies auch die einzigen Eigenwerte von C sind. Insbesondere sehen wir, dass C keine
reellen Eigenwerte besitzt.

(2) Für eine diagonale Matrix hatten wir schon gesehen, dass die Einträge auf der Dia-
gonale Eigenwerte sind. Mithilfe von Satz 8.9 sieht man nun auch leicht, dass dies
die einzigen Eigenwerte sind.

Beweis. Es sei λ ∈ K beliebig. Dann gilt

λ ist ein Eigenwert von A ⇐⇒ es gibt ein v 6= 0 mit A · v = λv
⇐⇒ es gibt ein v 6= 0 mit (λ · idn−A) · v = 0
⇐⇒ ker(λ · idn−A) 6= 0
⇐⇒ det(λ · idn−A) = 0
⇐⇒ λ ist Nullstelle von det(t · idn−A) = χA(t).

Das charakteristische Polynom von A ist nach Satz 8.8 ein Polynom von Grad = n. Also
besitzt es auch höchstens n Nullstellen, insbesondere besitzt A höchstens n Eigenwerte. �

Mithilfe von Analysis I können wir folgenden Satz beweisen.

Satz 8.10. Für ungerades n besitzt jede Matrix in M(n × n,R) mindestens einen reellen
Eigenwert.

Beweis. Es sei A ∈ M(n× n,R). Es folgt folgt aus Satz 8.8, dass

χA(t) = tn + Terme von niedrigerem Grad .
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Da n ungerade ist folgt nun aus [Fr1, Lemma 7.13], dass lim
t→−∞

χA(t) = −∞, und es folgt

dass lim
t→∞

χA(t) = +∞. Es folgt nun aus dem Zwischenwertsatz, dass χA(t) mindestens

eine reelle Nullstelle besitzt. Es folgt also aus Satz 8.9, dass A mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt. �

Folgenden schönen Satz werden wir leider erst in Analysis III beweisen.

Satz 8.11. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(t) mit komplexen Koef-
fizienten zerfällt über C in Linearfaktoren, d.h. es gibt C ∈ C \ {0} und z1, . . . , zn ∈ C, so
dass gilt

p(t) = C · (t− z1) · · · · · (t− zn).

Insbesondere besitzt jedes komplexe Polynom von Grad ≥ 1 mindestens eine komplexe Null-
stelle.

Korollar 8.12. Jede komplexe Matrix, und damit auch jeder Endomorphismus eines end-
lich dimensionalen komplexen Vektorraums besitzt mindestens einen Eigenwert.

Beweis. Es sei A ∈ M(n × n,C) eine komplexe Matrix. Das charakteristische Polynom
χA(t) besitzt Grad n. Es folgt aus dem Fundamentalsatz 8.11 der Algebra, dass χA(t) eine
komplexe Nullstelle besitzt. Es folgt dann aus Satz 8.9, dass A einen komplexen Eigenwert
besitzt. �
8.4. Euklidische und unitäre Vektorräume.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum.

(1) Eine symmetrische Form ist eine Abbildung

ϕ : V × V → R
(v, w) 7→ ϕ(v, w)

mit folgenden Eigenschaften:
(a) ϕ ist bilinear.
(b) Für alle v, w ∈ V gilt: ϕ(v, w) = ϕ(w, v).

(2) Wir sagen ϕ ist positiv definit, wenn für alle v ∈ V \ {0} gilt: ϕ(v, v) ∈ R>0.
(3) Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, ϕ) bestehend aus einem endlich dimen-

sionalen reellen Vektorraum V und einer positiv definiten symmetrischen Form ϕ.

Wir führen auch noch das komplexe Analogon ein.

Definition. Es sei V ein komplexer Vektorraum.

(1) Eine hermitesche Form ist eine Abbildung

ϕ : V × V → C
(v, w) 7→ ϕ(v, w)

mit folgenden Eigenschaften:
(a) ϕ ist komplex anti-linear im ersten Argument und komplex linear im zweiten

Argument.
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(b) Für alle v, w ∈ V gilt: ϕ(v, w) = ϕ(w, v).
(2) Wir sagen ϕ ist positiv definit, wenn für alle v ∈ V \ {0} gilt: ϕ(v, v) ∈ R>0.
(3) Ein unitärer Vektorraum ist ein Paar (V, ϕ) bestehend aus einem endlich dimensio-

nalen komplexen Vektorraum V und einer positiv definiten hermiteschen Form ϕ.

Beispiel.

(1) Für V = Cn ist 〈−,−〉 : Cn × Cn → C

(v, w) 7→ 〈v, w〉 = vT · w =
n∑
j=1

vi · w

eine hermitesche Form. Diese ist natürlich positiv definit. Wir fassen Cn normaler-
weise als unitären Vektorraum bezüglich dieser hermiteschen Form auf.

(2) Für jeden Untervektorraum V ⊂ Cn definiert die Einschränkung von 〈−,−〉 auf
V × V → C wiederum eine positiv definite hermitesche Form.

Definition. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Für v ∈ V definieren
wir die Länge von v als

‖v‖ :=
√
ϕ(v, v).

Dies macht Sinn, denn ϕ ist positiv definit, d.h. ϕ(v, v) ≥ 0.

Satz 8.13. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum.

(1) Es gibt eine Orthonormalbasis (ONB) für V , d.h. eine Basis {v1, . . . , vn}, so dass für
alle i, j ∈ {1, . . . , n} gilt:

ϕ(vi, vj) = δij.

(2) Wenn {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis für V ist, dann gilt für jedes w ∈ V , dass

w =
n∑
i=1

ϕ(vi, w) · vi.

Beweis.

(1) Diese Aussage kann mithilfe des Gram-Schmidt Verfahrens leicht gezeigt werden,
siehe [N1, Satz 20.5].

(2) Da v1, . . . , vn eine Basis von V ist existieren λ1, . . . , λn mit w = λ1 · v1 + · · ·+λn · vn.
Dann gilt

λi = ϕ(vi, λ1 · v1 + · · ·+ λn · vn) = ϕ(vi, w).
↑

denn v1, . . . , vn ist eine ONB und ϕ ist linear im zweiten Argument �

Definition. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Für einen Untervektor-
raum U ⊂ V bezeichnen wir

U⊥ = {v ∈ V |ϕ(u, v) = 0 für alle u ∈ U}
als das orthogonale Komplement von U . Da ϕ linear im zweiten Argument ist, ist dies ein
Untervektorraum von V .
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Lemma 8.14. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Für jeden Unter-
vektorraum U ⊂ V gilt

V = U ⊕ U⊥.
Mit anderen Worten, per Definition einer direkten Summe, siehe [N1, S. 30], gelten fol-
gende beide Aussagen:

(1) V = U + U⊥,
(2) U ∩ U⊥ = {0}.

Beweis.

(1) Es sei v ∈ V . Wir müssen zeigen, dass es u ∈ U und w ∈ U⊥ mit v = u + w gibt.
Wir wählen eine Orthonormalbasis u1, . . . , ud für U , welche nach Satz 8.13 existiert.
Wir setzen

u =
d∑
j=1

ϕ(uj, v) · uj ∈ U.

Es genügt zu zeigen, dass v − u ∈ U⊥. Für beliebiges i ∈ {1, . . . , d} führen wir erst
einmal folgende Rechnung durch:

ϕ(ui, v − u) = ϕ
(
ui, v −

d∑
j=1

ϕ(uj, v) · uj
)

= ϕ(ui, v)−
d∑
j=1

ϕ(uj, v) · ϕ(ui, uj)︸ ︷︷ ︸
= δij , da ONB

= 0.
↑

da ϕ linear im zweiten Argument

Aus der (anti-) Linearität des ersten Argument von ϕ folgt nun, dass sogar für alle
Linearkombinationen ũ der ui gilt: ϕ(ũ, v − u) = 0.

(2) Es sei v ∈ U ∩ U⊥. Dann gilt ϕ(v, v) = 0. Andererseits ist ϕ per Definition positiv
definit, d.h. aus ϕ(v, v) = 0 folgt v = 0. Also ist U ∩ U⊥ = {0}. �

8.5. Selbstadjungierte Endomorphismen. Wir beginnen dieses Kapitel mit einer harm-
losen Definition.

Definition. Es sei A = (aij) ∈ M(n×n,C). Wir sagen A ist hermitesch, wenn A = A
T

, d.h.
wenn für alle i, j ∈ {1, . . . , n} gilt: aij = aji.

Beispiel.

(1) Eine reelle Matrix ist genau dann hermitesch, wenn sie symmetrisch ist.

(2) Die komplexe Matrix A =
(

2 3+2i
3−2i 5

)
ist hermitesch.

Folgende Definition ist eher verwirrend.

Definition. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Analog zu [N1, S. 86],
nennen wir einen Endomorphismus f : V → V selbstadjungiert, wenn für alle v, w ∈ V gilt:

ϕ(v, f(w)) = ϕ(f(v), w).

Wir werden im Folgenden die beiden Definitionen in Verbindung setzen.
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Beispiel.

(1) Es sei A = (aij) ∈ M(n × n,C) eine hermitesche Matrix. Für alle v, w ∈ Cn gilt
bezüglich der üblichen hermiteschen Form 〈−,−〉 auf Cn:

〈v,A · w〉 = vT · A · w = vT · AT · w = (A · v)
T
· w = 〈A · v, w〉.

↑ ↑
denn 〈x, y〉 = xT · y denn A = A

T

Wir haben also gezeigt, dass hermitesche Matrizen, aufgefasst als Endomorphismen
von Cn, selbstadjungiert sind.

(2) Genau das gleiche Argument wie in (1) zeigt, dass symmetrische reelle Matrizen,
aufgefasst als Endomorphismen von Rn, selbstadjungiert sind.

Das folgende Lemma besagt, dass in gewisser Weise alle selbstadjungierten Homomor-
phismen durch hermitesche Matrizen gegeben sind.

Lemma 8.15. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder ein unitärer Vektorraum und es sei
X = {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis. Für einen Endomorphismus f : V → V gilt:

f ist selbstadjungiert ⇐⇒ Φ(f)X,X ist symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis. Wir führen den Beweis für unitäre Vektorräume durch. Der Beweis für euklidische
Vektorräume ist fast identisch, man muss sich nur keinerlei Sorgen um die komplexe Kon-
jugation machen. Wir setzen A := Φ(f)X,X und wir schreiben A =: (aij) ∈ M(n × n,C).
Dann gilt n∑

i=1

aij · vi = f(vj) =
n∑
i=1

ϕ(vi, f(vj)) · vi.
↑ ↑

per Definition von Φ(f)X,X nach Satz 8.13, da X ONB

Also gilt per Definition, dass aij = ϕ(f(vi), vj). Nun folgt:
denn ϕ ist hermitesch
↓

f ist selbstadjungiert ⇔ ϕ(v, f(w)) = ϕ(f(v), w) für alle v, w ∈ V ⇔
⇔ ϕ(v, f(w)) = ϕ(w, f(v)) für alle v, w ∈ V
⇔ ϕ(vi, f(vj))︸ ︷︷ ︸

=aij

= ϕ(vj, f(vi))︸ ︷︷ ︸
=aji

für alle i, j ∈ {1, . . . , n} ⇔ A = A
T
.x

da ϕ (anti-) linear in den
Argumenten genügt es die Aussage

für eine Basis zu überprüfen �

Satz 8.16. Es sei (V, ϕ) ein unitärer Vektorraum. Es sei f : V → V ein selbstadjungierter
Homomorphismus. Jeder Eigenwert von f ist reell.

Beispiel. Satz 8.16 besagt also insbesondere, dass die Eigenwerte jeder hermiteschen Matrix
reell sind. Insbesondere sind die Eigenwerte jeder symmetrischen reellen Matrix immer reell.
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Beweis. Es sei f : V → V ein selbstadjungierter Homomorphismus, es sei λ ∈ C ein Eigen-
wert von f und es sei v ∈ V ein zugehöriger Eigenvektor. Dann gilt

λ · ϕ(v, v) = ϕ(v, λ · v) = ϕ(v, f(v)) = ϕ(f(v), v) = ϕ(λ · v, v) = λ · ϕ(v, v).
↑ ↑ ↑ ↑ ↑

da ϕ linear im da λ Eigenwert da f selbstadjungiert da λ Eigenwert da ϕ anti-linear im
zweiten Argument ersten Argument

Da ϕ positiv definit ist gilt ϕ(v, v) > 0, insbesondere ist ϕ(v, v) 6= 0. Es folgt also, dass
λ = λ, d.h. λ ∈ R. �

Lemma 8.17. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder ein unitärer Vektorraum und es sei f
ein selbstadjungierter Endomorphismus von V . Es sei U ⊂ V ein Untervektorraum. Wenn
f(U) ⊂ U , dann gilt auch f(U⊥) ⊂ U⊥.

Beweis. Es sei f : V → V ein selbstadjungierter Endomorphismus mit f(U) ⊂ U . Wir
müssen zeigen, dass f(U⊥) ⊂ U⊥. Es sei also

w ∈ U⊥ := {v ∈ V |ϕ(u, v) = 0 für alle u ∈ U}.

Wir müssen zeigen, dass auch f(w) ∈ U⊥. Es sei also u ∈ U . Dann gilt in der Tat:

ϕ(u, f(w)) = ϕ(f(u), w) = 0.
↑ ↑

da f selbstadjungiert da f(u) ∈ U und w ∈ U⊥ �

8.6. Der Spektralsatz. Folgender Satz ist ein wichtiger Spezialfall von [N1, Satz 22.9].

Satz 8.18. (Spektralsatz) Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Zu
jedem selbstadjungierten Endomorphismus f : V → V gibt es eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren. (Nach Satz 8.16 sind die zugehörigen Eigenwerte zudem reell.)

Für den Beweis des Spektralsatzes 8.18 benötigen wir folgendes Lemma.

Lemma 8.19. Es sei (V, ϕ) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Jeder selbstadjun-
gierte Endomorphismus f : V → V besitzt einen reellen Eigenwert.

Beweis von Lemma 8.19. Wenn (V, ϕ) ein unitärer Vektorraum ist, dann folgt die Aussage
sofort aus Korollar 8.12 zusammen mit Satz 8.16.

Für euklidische Vektorräume arbeiten wir mit einem kleinen Kniff. Es sei also (V, ϕ) ein
euklidischer Vektorraum und es sei f : V → V ein selbstadjungierter Homomorphismus.
Satz 8.13 besagt, das V eine Orthonormalbasis X = {v1, . . . , vn} besitzt. Lemma 8.15
besagt, dass die zugehörige darstellende Matrix A = Φ(f)X,X ∈ M(n × n,R) symmetrisch
ist.

Wir können A auch als hermitesche komplexe Matrix auffassen. Korollar 8.12 besagt,
dass die Matrix A einen komplexen Eigenwert besitzt. Nach Satz 8.16 muss dieser jedoch
schon reell sein. Also hat die Matrix A einen reellen Eigenwert. Es folgt nun aus Lemma 8.4,
dass auch f einen reellen Eigenwert besitzt. �
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Beweis von Spektralsatz 8.18. Wir beweisen den Spektralsatz mithilfe von Induktion nach
der Dimension des Vektorraums. Wenn dim(V ) = 0, dann gibt es nichts zu beweisen.

Nehmen wir nun an, dass die Aussage gilt, wenn dim(V ) < k. Es sei nun (V, ϕ) ein
euklidischer oder unitärer Vektorraum mit dim(V ) = k und es sei f : V → V ein selbstad-
jungierter Endomorphismus.

Lemma 8.19 besagt, dass f einen reellen Eigenwert besitzt. Es sei w ∈ V ein zugehöriger
Eigenwert. Indem wir notfalls w durch w

‖w‖ ersetzen, können wir annehmen, dass ‖w‖ = 1.

Wir setzen W := R · w beziehungsweise W := C · w. Da w ein Eigenwert von f ist gilt
f(W ) ⊂ W . Aus Lemma 8.17 folgt, dass f(W⊥) ⊂ W⊥ und aus Lemma 8.14 folgt, dass
dim(W⊥) = dim(V )− 1.

Da f : W → W weiterhin selbstadjungiert ist greift unsere Induktionsvoraussetzung
und wir erhalten eine Orthonormalbasis v1, . . . , vk−1 von W , welche nur aus Eigenvektoren
besteht.

Aus Lemma 8.14 folgt nun, dass w, v1, . . . , vk−1 in der Tat eine Orthonormalbasis von V
ist. Per Konstruktion sind w, v1, . . . , vk−1 Eigenvektoren von f . �

Der folgende Satz gibt uns eine hübsche Anwendung des Spektralsatzes.

Satz 8.20. (Spektralsatz für symmetrische Matrizen) Für jede symmetrische reelle
Matrix A ∈ M(n× n,R) gibt es eine orthogonale Matrix P , so dass P−1AP eine diagonale
Matrix mit reellen Einträgen ist.

Beispiel. Wie auf Seite 79 betrachten wir die symmetrische Matrix

B =
(

1 1
1 −1

)
mit den Eigenvektoren v :=

(
1 +
√

2
1

)
und w :=

(
1−
√

2
1

)
zu den Eigenwerten

√
2 und −

√
2. Diese Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Wenn

wir diese nun noch auf Länge 1 normieren erhalten wir eine Orthonormalbasis für R2, wel-

che aus Eigenvektoren besteht. Wir setzen µ± =
1√

4± 2
√

2
=
∥∥∥( 1±

√
2

1

)∥∥∥. Für

P :=
(
µ+ · (1 +

√
2) µ− · (1−

√
2)

µ+ µ−

)
︸ ︷︷ ︸

Spalten sind Eigenvektoren
und die Matrix liegt in O(2)

, erhalten wir also P−1BP =
(√

2 0

0 −
√

2

)
.

Beweis. Es sei A ∈ M(n×n,R) eine symmetrische Matrix. Aus der Diskussion auf Seite 85
wissen wir, dass A, aufgefasst als Endomorphismus von Rn selbstadjungiert ist.

Aus dem Spektralsatz 8.18 folgt, dass es eine Orthonormalbasis v1, . . . , vn ∈ Rn gibt,
welche aus Eigenvektoren von A besteht, wobei die zugehörigen Eigenwerte λ1, . . . , λn alle
reell sind. Wir setzen P := (v1 . . . vn).

(1) Es folgt aus Lemma 7.3, dass P ∈ O(n).

(2) Es folgt aus Satz 8.6, dass P−1AP =

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
. �
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8.7. Orthogonale Matrizen. In diesem Teilkapitel wollen wir noch einige Aussagen über
orthogonale Matrizen herleiten.

Satz 8.21. Es sei A ∈ O(n). Für jeden Eigenwert λ ∈ R gilt λ ∈ {±1}.

Beweis. Es sei A ∈ O(n), es sei λ ∈ R ein Eigenwert von A und es sei v ∈ Rn ein zugehöriger
Eigenvektor. Es gilt

〈v, v〉 = 〈A · v,A · v〉 = 〈λ · v, λ · v〉 = λ2 · 〈v, v〉.
↑ ↑

denn A ∈ O(n) denn v ist Eigenvektor zum Eigenwert λ

Da v 6= 0 gilt 〈v, v〉 6= 0. Also folgt λ2 = 1. Daraus wiederum folgt λ = ±1. �

Lemma 8.22. Es sei A ∈ O(n) und U ⊂ Rn ein Untervektorraum. Wenn A · U = U ,
dann gilt auch A · U⊥ = U⊥.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A · U⊥ ⊂ U⊥. Es sei v ∈ U⊥. Wir müssen zeigen, dass
A · v ∈ U⊥. Es sei also u ∈ U . Dann gilt

〈u,Av〉 = 〈A−1 · u,A−1 · Av〉 = 〈A−1 · u, v〉 = 0.
↑ ↑

nach Lemma 7.4 ist auch A−1 ∈ O(n) aus A · U = U folgt U = A−1 · U
also ist A−1 · u ∈ U und da v ∈ U⊥ gilt 〈A−1 ·u, v〉 = 0

Nachdem A invertierbar ist, folgt, dass Multiplikation mit A injektiv ist, also besitzen
A ·U⊥ und U⊥ die gleiche Dimension. Aus der Inklusion A ·U⊥ ⊂ U⊥ folgt also auch, dass
A · U⊥ = U⊥. �

Satz 8.23. Es sei A ∈ O(2).

(1) Wenn det(A) = 1, dann ist A = R(ϕ) :=
(

cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
für ein ϕ ∈ R.

(2) Wenn det(A) = −1, dann gibt es eine Orthonormalbasis v, w, wobei v ein Eigenvektor
zum Eigenwert +1 und w ein Eigenvektor zum Eigenwert −1 ist.

Bemerkung. Es sei A ∈ O(2). Satz 8.23 macht folgende Aussagen:

(1) Wenn det(A) = 1, dann ist Anwendung von A gerade Drehung um einen Winkel ϕ.
(2) Wenn det(A) = −1, dann ist Anwendung von A gerade Spiegelung entlang einer

Geraden R · v.

��
��
��
��

�
�
�
�

R · v

Drehung um Winkel ϕ Spiegelung entlang R · v

det(A) = −1

w

v

det(A) = 1
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Beweis.

(1) Wir nehmen zuerst an, dass det(A) = 1. Wir schreiben A = (v w). Nach Lemma 7.3
bilden die Spalten v, w eine Orthonormalbasis von R2. Insbesondere ist ‖v‖ = 1.
Aus dem Satz über die Polarkoordinatendarstellung, d.h. aus [Fr1, Satz 11.11], folgt,

dass es ein ϕ ∈ R mit v =
(

cos(ϕ)
sin(ϕ)

)
gibt. Es genügt nun folgende Behauptung zu

beweisen:

Behauptung. Es ist w =
( − sin(ϕ)

cos(ϕ)

)
.

Wir schreiben w =
(
a
b

)
. Dann gilt

(I) cos(ϕ) · a+ sin(ϕ) · b︸ ︷︷ ︸
=〈v,w〉

= 0 und (II) cos(ϕ) · b− sin(ϕ) · a︸ ︷︷ ︸
=det(A)

= 1.

Wir nehmen zuerst an, dass cos(ϕ) 6= 0.

a = −b · sin(ϕ)

cos(ϕ)︸ ︷︷ ︸
folgt aus (I)

, also cos(ϕ) · b+
sin2(ϕ)

cos(ϕ)
· b = 1︸ ︷︷ ︸

Einsetzen in (II)

also (cos2(ϕ) + sin2(ϕ)︸ ︷︷ ︸
=1

)·b = cos(ϕ)

und dann folgt auch a = − sin(ϕ). Also ist A = R(ϕ). Wenn cos(ϕ) = 0, dann lösen
wir nach b auf, und erhalten mit fast dem gleichen Argument die gleiche Aussage.

(2) Es sei nun det(A) = −1.

Behauptung. Die Matrix A besitzt einen reellen Eigenwert λ.

Nach Korollar 8.12 besitzt A einen Eigenwert λ ∈ C. Es folgt aus Lemma 8.5, dass λ
ebenfalls ein Eigenwert ist. Wenn λ 6= λ, dann folgt aus Satz 8.7, dass A diagonalisier-
bar ist mit Eigenwerten λ, λ. Aber dann folgt aus Lemma 8.2, dass det(A) = λ·λ > 0.
Dies wiederum widerspricht der Voraussetzung, dass det(A) = −1. Also besitzt A
einen reellen Eigenwert. �

Es sei nun v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Wir können diesen auf ‖v‖ = 1
normieren. Da (R · v)⊥ 1-dimensional ist gibt es ein w ∈ R2 mit ‖w‖ = 1, so dass
w = (R · v)⊥. Aus Lemma 8.22 folgt, dass A · w ∈ (R · v)⊥ = R · w. Es gibt also ein
µ ∈ R mit A · w = µ · w.

Wir haben also eine Basis v, w von Eigenvektoren gefunden, welche zudem eine
Orthonormalbasis ist. Aus Lemma 8.6 folgt, dass λ ·µ = det(A) = −1. Aus Satz 8.21
folgt nun, dass einer der beiden Eigenwerte = −1 und einer der beiden Eigenwerte
= +1. �

Der Rest dieses Kapitels wurde in der Vorlesung nicht behandelt, und ist damit nicht
offizieller Teil der Vorlesung.
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Wir betrachten zum Abschluß noch Matrizen in O(3). Der folgende Satz ist etwas va-
ge formuliert, weil wir den Begriff “Drehung um eine Gerade” nicht eingeführt hatten.
Nichtsdestotrotz sollte die Formulierung anschaulich klar sein.

Satz 8.24. Jede Matrix A ∈ O(3) mit det(A) = 1 beschreibt die Drehung um eine Gerade
in R3.

Beweisskizze. Es sei A ∈ O(3) mit det(A) = 1. Wir bezeichnen mit f : R3 → R3 den
Endomorphismus, welcher gegeben ist durch v 7→ A · v.

Da 3 natürlich ungerade ist folgt aus Satz 8.10, dass A ∈ O(3) einen Eigenvektor u
zu einem reellen Eigenwert λ besitzt. Wir setzen K := (R · u)⊥. Nach Lemma 8.22 gilt
f(K) = K. Zudem gilt:

det(A) = det(f) = det(Endomorphismus f |K : K → K) · λ.
Satz 8.21 besagt, dass λ = 1 oder λ = −1. Wir unterscheiden daher jetzt zwei Fälle.

(1) Wenn λ = 1, dann folgt aus Satz 8.23, dass f |K : K → K eine Drehung ist. Also ist
f eine Drehung um die Gerade R · u.

(2) Wenn λ = −1, dann folgt aus Satz 8.23, dass f |K einen Eigenvektor v ∈ K zum
Eigenwert +1 und einen Eigenvektor w ∈ K zum Eigenwert −1, und v und w stehen
senkrecht aufeinander. Aber dann ist f gerade Drehung um die Gerade R · v um den
Winkel π. �
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w zu EW = −1

v zu EW = 1

Drehung um R · u
K = (R · u)⊥

Drehung um R · v mit Winkel π

u mit EW = −1u mit EW = 1

Skizze für den Beweis von Satz 8.24.
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9. Der Satz von Taylor

In Analysis I hatten wir gesehen, dass wir Funktionen auf R in der Umgebung von
einem Punkt durch die Taylorpolynome approximieren können. Ganz analog wollen wir jetzt
Taylorpolynome in mehreren Variablen einführen, um Funktionen auf Rn zu approximieren.

9.1. Die Taylorpolynome aus der Analysis I. Bevor wir Taylorpolynome für Funktio-
nen Rn → R einführen, erinnern wir an das Taylorpolynom aus der Analysis I.

Definition. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es sei g : I → R eine k-mal differenzierbare
Funktion und c ∈ I. Dann heißt

pk(t) := pk,c(t) :=
k∑

m=0

1

m!
· g(m)(c) · (t− c)m

das k-te Taylorpolynom von g bei c. Wir bezeichnen die Differenz g(t)− pk,c(t) manchmal
als das k-te Restglied bei c.

Bemerkung. Zur Erinnerung, das Taylorpolynom pk(t) am Punkt c zeichnet sich nach [Fr1,
Lemma 21.3] dadurch aus, dass für alle m = 0, . . . , k gilt:

p
(m)
k (c) = g(m)(c),

d.h. die ersten k Ableitungen von pk,c(t) und g stimmen am Punkt c überein.

Graph von f(t) = 2− sin(t) + t · sin(t)

Graph des 2. Taylorpolynoms
p2(t) = 2− t+ t2

Taylorpolynome “approximieren” die ursprüngliche Funktion in der Nähe eines Punk-
tes c. Der folgende Satz [Fr1, Satz 21.4] macht den anschaulichen Begriff einer “Approxi-
mation” präzise.

Satz 9.1. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es sei g : I → R eine k-mal differenzierbare
Funktion und c ∈ I. Dann gilt:

lim
t→c

g(t)− pk,c(t)
(t− c)k

= 0.

Oder, mithilfe von Lemma 6.4 anders ausgedrückt, es ist

g(c+ ξ) = pk(c+ ξ) + o(ξk).

Im Folgenden wollen wir noch etwas besser verstehen, wie weit sich denn nun das Tay-
lorpolynom von der ursprünglichen Funktion unterscheidet. Wir erinnern an die Restglied-
formel von Taylor, welche wir als [Fr1, Satz 21.6] in Analysis I bewiesen hatten.
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Satz 9.2. (Restgliedformel von Taylor) Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es sei
g : I → R eine k-mal differenzierbare Funktion und c ∈ I. Dann gilt für jedes t ∈ I:

g(t) = pk−1,c(t) +

t∫
c

g(k)(s)
(k−1)! · (t− s)

k−1 ds.

Graph des (k − 1)-ten Taylorpolynoms bei c

Graph von g

c t

g(t)− pk−1(t) =

t∫
c

g(k)(s)

(k − 1)!
· (t− s)k−1 ds

Abbildung: Illustration von Satz 9.2.

Folgender Satz gibt eine weitere Abschätzung des Restgliedes des Taylorpolynoms.

Satz 9.3. (Restgliedformel von Lagrange) Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es sei
g : I → R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und es sei c ∈ I. Zu jedem t ∈ I
existiert ein θ zwischen c und t, so dass

g(t) = pk−1,c(t) + 1
k! · g

(k)(θ) · (t− c)k.

Bemerkung.

(1) Für k = 1 ist die Aussage der Restgliedformel von Lagrange nur eine Umformulierung
des Mittelwertsatzes der Integralrechnung, siehe [Fr1, Satz 15.11].

(2) Der Term 1
k!
·g(k)(θ) ·(t−c)k ähnelt dem k-ten Summanden des k-ten Taylorpolynoms

pk(t) =
k∑

m=0

1
m!
· g(m)(c) · (t− c)m, der einzige Unterschied ist, dass wir g(k)(θ) anstatt

g(k)(c) betrachten.

Beweis (∗). Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass c < t. Der Fall, dass c > t
wird ganz analog bewiesen. Wir müssen zeigen, dass es ein θ ∈ (c, t) gibt, so dass

g(k)(θ) =
(
g(t) − pk−1(t))︸ ︷︷ ︸

=
t∫
c

(t−s)k−1

(k−1)!
· g(k)(s) ds, nach

der Restgliedformel 9.2 von Taylor

· k!

(t− c)k
.

Wir müssen also ein θ ∈ (c, t) finden, so dass

g(k)(θ) =
k

(t− c)k
·
x∫
c

(t− s)k−1 · g(k)(s) ds.

Wir wollen solch ein θ mithilfe des Zwischenwertsatzes [Fr1, Satz 8.3], angewands
auf die nach Voraussetzung stetige Funktion g(k), finden. Ganz analog zum Beweis
des Mittelwertsatzes [Fr1, Satz 15.11] der Integralrechnung schränken wir uns dabei



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 93

ein auf ein Teilintervall [a, b], so dass g(k) an den Endpunkten maximal und minimal
wird.

Nach Voraussetzung ist die Funktion g(k) auf dem kompakten Intervall [c, t] stetig. Nach
dem Beschränktheitssatz [Fr1, Satz 8.1] existieren also a, b ∈ [c, t], so dass

g(k)(a) ≤ g(k)(s) ≤ g(k)(b)

für alle s ∈ [c, t].

Damit der mittlere Term genauso ausschaut, wie der gewünschte Wert für g(k)(θ),
vollziehen wir jetzt folgende drei Umformungen:
(a) wir multiplizieren die Ungleichung mit der (auf dem Intervall [c, t] nicht-negativen

Funktion) (t− s)k−1,
(b) wir integrieren von c bis t,
(c) wir multiplizieren mit k

(t−c)k .

Es folgt aus der Monotonieeigenschaft des Integrals [Fr1, Lemma 15.5], dass die Unglei-
chungen erhalten bleiben. Wir erhalten also, dass

k

(t−c)k
·
t∫
c

(t−s)k−1 ·g(k)(a) ds︸ ︷︷ ︸
=g(k)(a)· (t−c)

k

k

≤ k

(t−c)k
·
t∫
c

(t−s)k−1 ·g(k)(s) ds ≤ k

(t−c)k
·
t∫
c

(t−s)k−1 ·g(k)(b) ds.︸ ︷︷ ︸
=g(k)(b)· (t−c)

k

k

Die linke und die rechte Seite vereinfachen sich zu g(k)(a) und g(k)(b), und wir erhalten die
Ungleichung

g(k)(a) ≤ k

(t−c)k
·
t∫
c

(t− s)k−1 · g(k)(s) ds ≤ g(k)(b).

Nach Voraussetzung ist g(k) stetig. Also existiert nach dem Zwischenwertsatz [Fr1, Satz 8.3]
ein θ zwischen a und b, so dass

g(k)(θ) =
k

(t− c)k
·
t∫
c

(t− s)k−1 · g(k)(s) ds.
�

9.2. Die Taylorformel im Rn. Die Idee ist nun eine Funktion Rn → R in der Nähe eines
Punktes P durch ein Polynom in n Variablen zu approximieren. Analog zum 1-dimensional
Fall wollen wollen wir jetzt ein Polynom, dieses Mal in n Variablen ξ1, . . . , ξn einführen,
dessen partielle Ableitungen am Punkt P bis zu einem fest gewählten Grad k mit den
partiellen Ableitungen von f übereinstimmen.

Wenn man sich diese Idee etwas durchdenkt landet man bei folgender Definition.
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Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Es sei P ∈ U . Wir bezeichnen 40

pk(ξ1, . . . , ξn) :=
k∑

m=0

1
m! ·

n∑
i1=1

. . .
n∑

im=1

∂
∂xi1

. . . ∂
∂xim

f(P ) · ξi1 · · · ξim︸ ︷︷ ︸
=: qm(ξ1, . . . , ξn)

.

als das k–te Taylorpolynom von f im Punkt P .

Beispiel. Wenn n = 1, dann gibt es für jedes m genau die Möglichkeit i1 = · · · = im = 1
zu berücksichtigen, d.h. wir bilden genau die m-te Ableitung von f . Es folgt, dass

pk(ξ) =
k∑

m=0

1

m!
· f (m)(P ) · ξm.

Wenn P = 0, dann ist dies gerade das übliche Taylorpolynom aus der Analysis I. Wenn
P 6= 0, dann erhalten wir das Taylorpolynom aus der Analysis I um “P auf der x-Achse
verschoben”.

Bemerkung. Diese Definition wirkt am Anfang etwas einschüchternd, aber wie für das k-
te Taylorpolynom in Analysis I betrachten wir wieder für m = 0, . . . , k die (partiellen)
Ableitungen von Grad m. Nachdem es viele solche partiellen Ableitungen gibt, müssen wir
notgedrungen auch alle partiellen Ableitungen von Grad m berücksichtigen.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir fast durchgehend nur die Taylorpolynome
p0, p1, p2 betrachten. Wir wollen daher im Folgenden explizite Formeln für die Polynome
q0, q1 und q2 und damit auch für die Taylorpolynome p0, p1 und p2 geben.

Beobachtung 9.4. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Für P ∈ U hatten wir definiert:

qm(ξ1, . . . , ξn) := 1
m! ·

n∑
i1=1

. . .
n∑

im=1

∂
∂xi1

. . . ∂
∂xim

f(P ) · ξi1 · · · ξim .

Für kleine m vereinfacht sich das wie folgt:

(m = 0) q0(ξ1, . . . , ξn) = f(P )

(m = 1) q1(ξ1, . . . , ξn) =
n∑
i=1

∂
∂xi

f(P ) · ξi

(m = 1) q2(ξ1, . . . , ξn) = 1
2 ·

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi ∂xj
f(P ) · ξi · ξj.

Wir können jetzt den wichtigsten Satz dieses Kapitels formulieren: 41

40Selbst wenn es die Notation etwas verheimlicht, der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein Polynom
in den Variablen ξ1, . . . , ξn.

41Im Spezialfall n = 1 ist die Aussage von Satz 9.5 äquivalent zu der Aussage von Satz 9.1, allerdings
mit einer etwas anderen Notation.
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Satz 9.5. (Satz von Taylor) Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei P ∈ U . Wir bezeichnen mit pk das k–te Taylorpolynom
von f im Punkt P . Dann gilt

f(P + ξ) = pk(ξ) + o(‖ξ‖k).
Der Beweis des Satz 9.5 von Taylor beruht auf folgendem Satz.

Satz 7.6. Es sei f : Rn → R eine differenzierbare Funktion, es sei P ∈ U und es sei zudem
ξ ∈ Rn ein Vektor. Für alle t ∈ R gilt

d
dtf(P + t · ξ) =

n∑
i=1

∂
∂xi

f(P + t · ξ) · ξi.

Wir stellen im Folgenden erst die Idee für den Beweis des Satzes 9.5 von Taylor vor.
Danach werden wir die Details ausarbeiten.

Beweisidee. Es sei f : Rn → R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und es sei P ∈ Rn.
Das Ziel ist also zu zeigen, dass man für “kurze” Vektoren ξ ∈ Rn den Funktionswert
f(P + ξ) durch pk(ξ) annähern kann.

Der Beweis von Satz 9.5 besteht grob gesprochen aus den folgenden drei Schritten.

(1) Für jedes “kurze” ξ wollen wir f(P + ξ) annähern, dazu betrachten wir für jedes ξ
die Funktion R → Rn

t 7→ f(P + t · ξ).
Wir können nun die Restgliedformel 9.3 von Lagrange auf diese Funktion und mit
t = 1 anwenden.

(2) Um das Ergebnis aus (1) mit Satz 9.5 in Verbindung zu bringen, müssen wir die
Ableitungen von t 7→ f(P + t · ξ) durch die partiellen Ableitungen von f ausdrücken.
Für k = 1 und k = 2 hatten wir solche Formeln schon in den Sätzen 7.6 und 7.7
formuliert und bewiesen.

(3) Wir müssen dann noch zeigen, dass die Aussagen für jedes einzelne ξ dann auch in
der Tat die gewünschte Aussage liefern. Hierbei verwenden wir, dass f k-mal stetig
differenzierbar ist, d.h. wir können den Fehlerterm in der Restgliedformel 9.3 von
Lagrange in der Nähe von 0 kontrollieren.

9.3. Beweis des Satz 9.5 von Taylor. In diesem Kapitel werden wir die obigen drei
Schritte für den Beweis von Satz 9.5 ausführen. Wir beginnen dieses Kapitel mit folgendem
Satz, welcher dem 2. Schritt entspricht.

Satz 9.6. Es sei f : Rn → R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P ∈ Rn

und zudem sei ξ ∈ Rn ein Vektor. Dann ist die Funktion

g : [0, 1] → R
t 7→ f(P + t · ξ)
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k–mal stetig differenzierbar, und es gilt42

g(k)(t) =
n∑

i1,...,ik=1

∂
∂xik
· · · ∂

∂xi1
f(P + t · ξ) · ξik · · · ξi1 .

Bemerkung. Für k = 1 entspricht dieser Satz gerade der Aussage des oben zitierten Sat-
zes 7.6 und für k = 2 ist dies Satz 7.7. Wir werden den jetzigen Satz mithilfe eines Induk-
tionsarguments auf Satz 7.6 zurückführen.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k. Für k = 1 ist dies der
gerade erst zitierte Satz 7.6. Wir führen nun den Induktionsschritt k − 1  k durch. Wir
nehmen also an, dass die Aussage für k − 1 gilt. Dann folgt, dass

Induktionsannahme Linearität von Ableitungen

↓ ↓
g(k)(t) =

d

dt
g(k−1)(t) =

d

dt

(
n∑

i1,...,ik−1=1

∂

∂xik−1

· · · ∂

∂xi1
f(P + t · ξ) · ξik−1

· · · ξi1
)

=

=
n∑

i1,...,ik−1=1

d

dt

(
∂

∂xik−1

· · · ∂

∂xi1
f(P + t · ξ)

)
︸ ︷︷ ︸

hierauf wenden wir Satz 7.6 an

· ξik−1
· · · ξi1

=
n∑

i1,...,ik−1=1

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂

∂xik−1

· · · ∂

∂xi1
f(P + t · ξ)

)
· ξj · ξik−1

· · · ξi1

=
n∑

i1,...,ik=1

∂

∂xik
· · · ∂

∂xi1
f(P + t · ξ) · ξik · · · ξi1 .

↑
wir ersetzen j durch ik.

Wir haben damit den Induktionsschritt vollzogen, insbesondere haben wir jetzt den Satz
bewiesen. �

Der folgende Hilfssatz entspricht gerade den oben genannten ersten beiden Schritten im
obigen Programm für den Beweis von Satz 9.5.

Satz 9.7. Es sei f : Rn → R eine k–mal stetig differenzierbare Funktion. Außerdem sei
P ∈ Rn. Wir bezeichnen mit pk−1 das (k − 1)-ste Taylorpolynom von f am Punkt P . Für
alle Vektoren ξ ∈ Rn existiert ein θ ∈ [0, 1], so dass

f(P + ξ) = pk−1(ξ) + 1
k!

n∑
i1,...,ik=1

∂
∂xik
· · · ∂

∂xi1
f(P + θ · ξ) · ξi1 · · · ξik .

Beweis. Wir wenden die Restgliedformel 9.3 von Lagrange an auf die Funktion

g : R → R
t 7→ g(t) := f(P + t · ξ),

42Die Notation
n∑

i1,...,ik=1

ist eine Abkürzung von
n∑

i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

ik=1

.
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mit c = 0 und t = 1. Es existiert also θ ∈ [0, 1], so dass

f(P + ξ) = g(1) = pgk−1(1) + 1
k! · g

(k)(θ)

= pfk−1(ξ) + 1
k!

n∑
i1,...,ik=1

∂
∂xik
· · · ∂

∂xi1
f(P + θ · ξ) · ξi1 · · · ξik .

↑
folgt aus Satz 9.6 �

Wir können nun Satz 9.5 beweisen.

Beweis von Satz 9.5. Wir beweisen Satz 9.5 im Spezialfall, dass U = Rn und P = 0.
Der allgemeine Fall wird fast genauso bewiesen. Es sei also f : Rn → R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Wir müssen nun zeigen, dass

f(ξ)− pk(ξ) = o(‖ξ‖k).

Mit anderen Worten, wir müssen folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Für jedes ε > 0 gibt es ein δ > 0 gibt, so dass

|f(ξ)− pk(ξ)| ≤ ε · ‖ξ‖k für alle ξ ∈ Bδ(0).

Es sei also ε > 0. Nach Satz 9.7 existiert zu jedem ξ ∈ Rn ein θ ∈ [0, 1], so dass

f(ξ) = pk−1(ξ) + 1
k! ·

n∑
i1,...,ik=1

∂k

∂xik ···∂xi1
f(θ · ξ) · ξi1 · · · ξik .

Es folgt:

|f(ξ)− pk(ξ)| = |f(ξ)− pk−1(ξ)− qk(ξ)|

=

∣∣∣∣ 1
k! ·

n∑
i1,...,ik=1

∂k

∂xik ···∂xi1
f(θ · ξ) · ξi1 · · · ξik︸ ︷︷ ︸

= f(ξ)–pk-1(ξ) nach der Wahl von θ

− 1
k! ·

n∑
i1,...,ik=1

∂k

∂xik ···∂xi1
f(0) · ξi1 · · · ξik︸ ︷︷ ︸

=qk(ξ)

∣∣∣∣
≤ 1

k! ·
n∑

i1,...,ik=1

∣∣∣ ∂k

∂xik ···∂xi1
f(θ · ξ) − ∂k

∂xik ···∂xi1
f(0)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
nk Summanden

· |ξi1|︸︷︷︸
≤‖ξ‖

· · · |ξik |︸︷︷︸
≤‖ξ‖︸ ︷︷ ︸

≤‖ξ‖k

≤ ‖ξ‖k · 1
k! · n

k · max
i1,...,ik

∣∣∣ ∂k

∂xik ···∂xi1
f(θ · ξ) − ∂k

∂xik ···∂xi1
f(0)

∣∣∣.︸ ︷︷ ︸
müssen δ > 0 finden, so dass der Term ≤ ε für alle ξ ∈ Bδ(0)

Aus der Stetigkeit der k-fachen partiellen Ableitungen folgt, dass es ein δ > 0 gibt, so dass
für alle i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} und y ∈ Bδ(0) gilt:∥∥∥ ∂k

∂xik ···∂xi1
f(y)− ∂k

∂xik ···∂xi1
f(0)

∥∥∥ < ε · k!
nk
.

Es folgt aus der obigen Abschätzung, dass dieses δ die gewünschte Eigenschaft besitzt. �
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9.4. Das zweite Taylorpolynom und die Hesse-Matrix. Es sei U ⊂ Rn offen und
f : U → R eine genügend oft stetig differenzierbare Funktion. Zudem sei P ∈ U . Das erste
Taylorpolynom ist gegeben durch

p1(ξ)= q0(ξ) + q1(ξ) = f(P ) +
n∑
i=1

∂
∂xi

f(P ) · ξi = f(P ) + 〈Grad f(P ), ξ〉 = f(P ) + DfP · ξ.
↑

Beobachtung 9.4

Mit anderen Worten, das erste Taylorpolynom ist im Prinzip nichts anderes die übliche
Linearisierung. Insbesondere ist in diesem Fall die Aussage des Satz 9.5 von Taylor nichts
anderes als die Aussage von Satz 6.8.

Wir wenden uns jetzt dem zweiten Taylorpolynom zu. Es folgt aus der obigen Berechnung
zusammen mit Beobachtung 9.4, dass

p2(ξ) = f(P ) + 〈Grad f(P ), ξ〉 + 1
2 ·

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2

∂xi ∂xj
f(P ) · ξi · ξj.

Unser Ziel ist nun den Term rechts notationsmäßig zu entschlacken. Wir führen dazu die
Hesse-Matrix ein:

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen, P ∈ U ein Punkt und f : U → R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Die n× n–Matrix

Hess f(P ) :=

(
∂2

∂xi ∂xj
f(P )

)
i,j=1,...,n

:=


∂2

∂x1 ∂x1
f(P ) . . .

∂2

∂x1 ∂xn
f(P )

...
...

∂2

∂xn ∂x1
f(P ) . . .

∂2

∂xn ∂xn
f(P )

 .

wird als die Hesse-Matrix von f im Punkt P bezeichnet.

Bemerkung. Nach dem Satz 5.1 von Schwarz sind die partiellen Ableitungen von zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen vertauschbar. Es folgt, dass Hess f(P ) eine symmetri-
sche Matrix ist.

Diese Hesse-Matrix erlaubt uns nun das zweite Taylorpolynom elegant aufzuschreiben.

Lemma 9.8. Es sei U ⊂ Rn offen, P ∈ U ein Punkt und f : U → R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

p2(ξ) = f(P ) + 〈Grad f(P ), ξ〉 + 1
2 · 〈ξ,Hess f(P ) · ξ〉.

Beweis. Das Korollar folgt aus der obigen Gleichung und der elementaren Berechnung, dass
für eine beliebige n×n-Matrix H = (hij) und einen beliebigen Vektor ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn

gilt:
〈ξ,H · ξ〉 =

〈
(ξ1, . . . , ξn),

( n∑
i=1
h1i · ξi, . . . ,

n∑
i=1
hni · ξi

)〉
=

n∑
i=1

h1i · ξ1 · ξi + · · ·+
n∑
i=1

hni · ξn · ξi =
n∑
j=1

n∑
i=1

hji · ξi · ξj. �
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Wir beschließen das Kapitel mit folgender, hoffentlich hilfreicher Interpretation von den
Werten 〈v,Hess f(P ) · v〉:
Lemma 9.9. Es sei U ⊂ Rn offen, P ∈ U und es sei f : U → R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei v ∈ Rn ein Vektor und ε > 0, so dass P + t · v ∈ U für
alle t ∈ (−ε, ε). Für die Funktion

g : (−ε, ε) → R
t 7→ f(P + t · v).

gilt: g(0) = f(P )
g′(0) = 〈Grad f(P ), v〉
g′′(0) = 〈v,Hess f(P ) · v〉.

Beweis. In Satz 7.6 und Satz 7.7 hatten wir die erste und zweite Ableitung der Funktion
g(t) = f(P + t · v) am Punkt t = 0 durch die einfachen und zweifachen partiellen Ablei-
tungen von f ausgedrückt. Mithilfe der Definitionen und der Berechnung vom Beweis von
Lemma 9.8 erhält man problemlos die Aussagen des Lemmas. �
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P ∈ U

Graph einer Funktion f : U → R

U ⊂ R2

Vektor v

f(P )

die Steigung ist 〈Grad f(P ), v〉
die zweite Ableitung

beträgt 〈v,Hess f(P ) · v〉
Graph der Funktion
t 7→ f(P + t · v)

alle t ∈ R mit der Eigenschaft, dass P + t·v ∈ U

Werte der Funktion t 7→ f(P + t·v)
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10. Lokale Extrema

10.1. Definition von lokalen Extrema. Folgende Definition erweitert die dementspre-
chende Definition aus [Fr1, Kapitel 13.1].

Definition. Es seiX ein metrischer Raum (z.B. eine Teilmenge von Rn) und es sei f : X → R
eine Funktion.

(1) Wir sagen, f nimmt in P ∈ X das globale Minimum an, wenn

f(P ) ≤ f(Q) für alle Q ∈ X.

(2) Wir sagen, f nimm in P ∈ X ein lokales Minimum an, wenn es eine offene Umgebung
V von P gibt, so dass

f(P ) ≤ f(Q) für alle Q ∈ V .

(3) Wir sagen, f nimmt in P ∈ X ein striktes lokales Minimum an, wenn es eine offene
Umgebung V von P gibt, so dass

f(P ) < f(Q) für alle P 6= Q ∈ V .

Ganz analog definieren wir globales Maximum und (striktes) lokales Maximum. Ein (strik-
tes) lokales Extremum ist ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum.

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
�������� ��

��
��
��

��
��
��
��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

��
��
��
��
��

��
��
��
��
��

bei a wird das globale
Maximum von f

angenommen
bei b liegt ein striktes

lokales Maximum vor, denn
f(b)>f(y) für alle y ∈ V \{b}

a

b
V

c

bei c besitzt f
ein lokales Minimum aber

kein striktes lokales Minimum

V

Graph von Funktionen f : R2 → R

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f : R2 → R
(x, y) 7→ 2 · x2 + 3 · y4 + 5.

Die Funktion f nimmt bei (0, 0) das globale Minimum an, denn für alle (x, y) 6= (0, 0) gilt:

f(x, y) = 2 · x2 + 3 · y4 + 5 > 5 = f(0, 0).
↑

aus (x, y) 6=(0, 0) folgt x 6=0 oder y 6= 0, also ist 2 · x2>0 oder 3 · y4>0

Dies zeigt, dass man manchmal ganz leicht per Hand nachweisen kann, dass ein lokales oder
globales Minimum vorliegt.

Folgendes einfaches Lemma wird sich immer wieder als hilfreich herausstellen.
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Lemma 10.1. Es sei ϕ : X → Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Räumen
und es sei f : Y → R eine Funktion. Es sei P ∈ X. Wenn f : Y → R bei ϕ(P ) ∈ Y ein
lokales Maximum annimmt, dann nimmt f ◦ ϕ : X → R bei P ∈ X ein lokales Maximum
an.
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Graph von f : Y →R

ϕ

X
Y

P

Graph von
f ◦ϕ : X→R

ϕ(P )

Illustration von Lemma 10.1.

Beweis. Wir nehmen also an, dass f bei ϕ(P ) ∈ Y ein lokales Maximum annimmt.

(1) Es gibt also eine offene Umgebung V von ϕ(P ) ∈ Y , so dass f(ϕ(P )) ≥ f(Q) für alle
Q ∈ V .

(2) Satz 2.15 besagt, dass ϕ−1(V ) eine offene Umgebung von P ist.

(3) Für alle Q̃ ∈ ϕ−1(V ) gilt dann (f ◦ ϕ)(P ) ≥ (f ◦ ϕ)(Q̃). �

Unser Ziel in den folgenden Kapiteln ist es Methoden kennenlernen, um lokale und globale
Extrema von Funktionen explizit zu bestimmen. Wir erinnern dazu erst einmal an folgende
Sätze aus der Analysis I.

Satz 10.2. [Fr1, Satz 13.1] Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei f : I → R eine
differenzierbare Funktion. Wenn f ein lokales Extremum in x0 ∈ I annimmt, dann ist
f ′(x0) = 0.

Satz 10.3. [Fr1, Satz 13.6] Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei f : I → R eine
Funktion, welche zweifach differenzierbar ist. Zudem sei x0 ∈ I.

bei x0 liegt ein lokales Minimum vor =⇒ f ′(x0) = 0 und f ′′(x0)≥ 0
bei x0 liegt ein striktes lokales Minimum vor ⇐= f ′(x0) = 0 und f ′′(x0)> 0.

Graph von f

lokales Minimum,
also f ′(a)=0 und f ′′(a)≥0

f ′(c)=0 und f ′′(c)>0, also
striktes lokales Minimum

f ′(b) = 0, jedoch
kein lokales Extremum

Wir wollen im Folgenden der Frage nachgehen, inwieweit sich Satz 10.2 und Satz 10.3
auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

10.2. Lokale Extrema I. Es ist offensichtlich, dass das Differential von f : U → R (oder
äquivalent, der Gradient), die Rolle der 1. Ableitung spielt, und wir erhalten, nicht über-
raschend, folgenden Satz:



102 STEFAN FRIEDL

Satz 10.4. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn f in P ∈ U ein lokales Extremum von f annimmt, dann gilt

Grad f(P ) = 0.
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f nimmt in P ein lokales Maximum an

die Funktion t 7→ f(P + t · e2) besitzt
ein lokales Maximum in t = 0, also ist
∂f
∂x2

f(P ) = d
dtf(P + t · e2)

∣∣
t=0

= 0.

Graph von f : U → R

U

Beweis. Es sei i ∈ {1, . . . , n}. Nachdem U offen ist gibt es ein ε > 0, so dass P + t · ei ∈ U
für alle t ∈ (−ε, ε). Es folgt:

per Definition Satz 10.2

↓ ↓
∂f
∂xi

(P ) =
d

dt

(
(−ε, ε) → R

t 7→ f(P + t · ei)

)
︸ ︷︷ ︸

es folgt aus der Voraussetzung
und Lemma 10.1, dass diese

Funktion bei t = 0 ein
lokales Extremum annimmt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Wir haben also gezeigt, dass alle partiellen Ableitungen von f am Punkt P verschwinden.
Insbesondere haben wir bewiesen, dass Grad f(P ) = 0. �

Die Rolle der 2. Ableitung einer Funktion f : (a, b) → R übernimmt im mehrdimensio-
nalen die Hesse-Matrix. Es ist auf den ersten Blick vielleicht nicht offensichtlich, was die
Verallgemeinerung von g′′(x) > 0 sein soll. Der folgende Satz gibt uns eine Idee, wie wir
diese Aussage auf den mehr-dimensionalen Fall verallgemeinern können.

Fast der gleiche Beweis wie von Satz 10.4 liefert uns folgende Aussage.

Satz 10.5. Es sei U ⊂ Rn offen und es sei f : U → R eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion. Wenn f am Punkt P ∈ U ein lokales Minimum annimmt, dann gilt für alle
ξ ∈ Rn, dass 〈ξ,Hess f(P ) · ξ〉 ≥ 0.

Beweis. Es sei ξ ∈ Rn. Nachdem U offen ist gibt es ein ε > 0, so dass P + t · ξ ∈ U für alle
t ∈ (−ε, ε). Es folgt:

folgt aus Lemma 9.9 Satz 10.3

↓ ↓
〈ξ,Hess f(P ) · ξ〉 =

d2

dt2

(
(−ε, ε) → R

t 7→ f(P + t · ξ)

)
︸ ︷︷ ︸

lokales Minimum bei t = 0

∣∣∣∣
t=0

≥ 0.

�
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Im Hinblick auf Satz 10.5 stellt sich nun die Frage, wie man bei einer symmetrischen
Matrix H feststellen kann, dass 〈ξ,H · ξ〉 ≥ 0 für alle ξ ∈ Rn. Wir werden dieser Frage im
folgenden Exkurs beantworten.

10.3. Exkurs: Definite Bilinearformen. Wir bewegen uns noch einmal in den Bereich
der linearen Algebra.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Bilinearform ist ein bilineare Abbildung

ϕ : V × V → R.

Beispiel. Jede Matrix A ∈ M(n× n,R) definiert eine Bilinearform:

ΘA : Rn × Rn → R
(v, w) 7→ vT · A · w = 〈v,A · w〉

Für A = id ist dies das übliche Skalarprodukt auf Rn.

Definition. [N1, S. 74] Es sei ϕ eine Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V .

ϕ heißt positiv definit :⇐⇒ ϕ(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0}
ϕ heißt positiv semidefinit :⇐⇒ ϕ(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ V .

Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit.

ϕ heißt indefinit :⇐⇒ ϕ ist weder positiv noch negativ semidefinit
d.h. es gibt v∈V mit ϕ(v, v)<0 und v∈V mit ϕ(v, v)>0.

Beispiel. Es seien λ1, . . . , λn reelle Zahlen. Wir betrachten die diagonale Matrix

D =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 , dann gilt für ξ =

ξ1
...
ξn

, dass ΘD(ξ, ξ) = ξT ·D · ξ =
n∑
i=1

λi · ξ2
i .

Es folgt leicht aus dieser Berechnung:

die Bilinearform ΘD ist positiv definit ⇐⇒ alle λi sind > 0
die Bilinearform ΘD ist positiv semidefinit ⇐⇒ alle λi sind ≥ 0
die Bilinearform ΘD ist indefinit ⇐⇒ es gibt positive und negative λi.

Definition. Wir sagen zwei Bilinearformen ϕ : V × V → R und ψ : W × W → R sind
isometrisch, wenn es einen Isomorphisms f : V → W gibt, so dass gilt:

ϕ(v1, v2) = ψ(f(v1), f(v2)) für alle v1, v2 ∈ V .

Bemerkung.

(1) Isometrische Bilinearformen haben die gleiche Definitheit. D.h. wenn ϕ und ψ iso-
metrisch sind, dann ist beispielsweise ϕ positiv definit genau dann, wenn ψ positiv
definit ist.
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(2) Es sei (V, ϕ) eine Bilinearform auf einem Vektorraum mit Basis v1, . . . , vn. Man kann
nun problemlos zeigen, dass (V, ϕ) isometrisch ist zu der Form ΘA : Rn × Rn → R,
wobei A = (ϕ(vi, vj))i,j=1,...,n.

Das folgende Lemma beantwortet die Frage, welche Matrizen denn nun isometrische
Bilinearformen definieren.

Lemma 10.6. Es seien A,B ∈ M(n× n,R). Dann gilt:

Rn×Rn → R
(v, w) 7→ vTAw︸ ︷︷ ︸

=ΘA

und
Rn×Rn → R

(v, w) 7→ vTBw︸ ︷︷ ︸
=ΘB

sind isometrisch ⇐⇒
es gibt ein

P ∈ GL(n,R)
mit A = P T ·B ·P .

Beweis. Es sei P ∈ GL(n,R). Dann gilt

v 7→ P · v ist eine Isometrie ⇐⇒ ΘA(v, w) = ΘB(Pv, Pw) für alle v, w ∈ Rn

⇐⇒ vTAw = (Pv)TBPw für alle v, w ∈ Rn

⇐⇒ vTAw = vT (P TBP )w für alle v, w ∈ Rn

⇐⇒ eTi Aej = eTi (P TBP )ej für alle i, j ∈ {1, . . . , n}
⇐⇒ A = P TBP. �

Im Folgenden Interessieren wir uns, auch im Hinblick auf Satz 10.5 und die obige Be-
merkung, nur für Bilinearformen der Form ΘA(v, w) = 〈v,A ·w〉. Wir führen dazu folgende
Definition ein.

Definition. Es sei A ∈ M(n× n,R) eine Matrix.

A heißt positiv definit :⇐⇒ 〈v,A · v〉 > 0 für alle v ∈ Rn \ {0}
A heißt positiv semidefinit :⇐⇒ 〈v,A · v〉 ≥ 0 für alle v ∈ Rn.

Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit. Zudem definieren wir:

A heißt indefinit : ⇐⇒ A ist weder positiv noch negativ semidefinit.

Der folgende Satz besagt nun, dass man an den Eigenwerten ablesen kann, ob eine sym-
metrische Matrix A definit oder indefinit ist.

Satz 10.7. Es sei A ∈ M(n× n,R) eine symmetrische Matrix. Dann gilt:

A ist positiv definit ⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind positiv
A ist positiv semidefinit ⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind ≥ 0

A ist negativ definit ⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind negativ
A ist negativ semidefinit ⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind ≤ 0,

zudem gilt
A ist indefinit ⇐⇒ A besitzt positive und negative Eigenwerte.

Bemerkung. In Übungsblatt 7 werden wir sehen, dass die Aussage von Satz 10.7 im Allge-
meinen für nicht-symmetrische Matrizen nicht gilt.
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Beweis. Es sei A ∈ M(n × n,R) eine symmetrische Matrix. Nach dem Spektralsatz 8.20
gibt es eine orthogonale Matrix P , so dass

P−1AP =

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
,

wobei λ1, . . . , λn reell sind. Es folgt:
da P orthogonal folgt aus

nach Lemma 10.6 Lemma 7.3, dass PT = P−1

↓ ↓
A positiv definit ⇐⇒ P TAP positiv definit ⇐⇒ P−1AP positiv definit

⇐⇒

(
λ1 . . . 0
...
. . .

...
0 . . . λn

)
positiv definit ⇐⇒ alle λi’s sind positiv

↑ ↑
nach Wahl von P siehe Diskussion auf Seite 103

⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind positiv
↑

denn es folgt aus Satz 8.6 und Satz 8.9, dass
λ1, . . . , λn gerade die Eigenwerte von A sind

Alle weiteren Aussagen werden ganz analog bewiesen. �

Der folgende Satz macht die “⇐”-Richtung der ersten beiden Aussagen vom vorherigen
Satz noch etwas präziser.

Satz 10.8. Es sei A ∈ M(n×n,R) eine symmetrische Matrix. Wenn λ der kleinste Eigen-
wert von A ist, dann gilt für alle ξ ∈ Rn:

〈ξ, A · ξ〉 ≥ λ · ‖ξ‖2.

Beweis. Es sei A ∈ M(n×n,R) eine symmetrische Matrix. Wir betrachten zuerst den Fall,
dass A eine diagonale Matrix ist mit diagonalen Einträgen λ1, . . . , λn. Dann gilt für alle
µ ∈ Rn, dass

〈µ,A · µ〉 = µTAµ =
n∑
i=1

λi︸︷︷︸
≥λ

· µ2
i ≥ λ ·

n∑
i=1

µ2
i = λ · ‖µ‖2.

Es sei nun A ∈ M(n× n,R) eine beliebige symmetrische Matrix. Der Spekralsatz 8.20 gibt
uns eine orthogonale Matrix P , so dass

P−1AP = D :=

(
λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

)
,

wobei λ1, . . . , λn gerade die Eigenwerte von A sind. Es sei nun ξ ∈ Rn. Dann gilt

〈ξ, A·ξ〉 = 〈ξ, P ·(P−1AP︸ ︷︷ ︸
=D

)P−1 ·ξ〉 = 〈P−1 ·ξ,D·P−1 ·ξ〉 ≥ λ·‖P−1 ·ξ‖2 = λ·‖ξ‖2.
↑ ↑ ↑

da P orthogonal ist da λ kleinster Lemma 7.3
nach Lemma 7.4 Eigenwert von D
auch P−1 orthogonal �
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Wir beschließen das Kapitel über Eigenwerte und definite Matrizen mit der Diskussion
von 2 × 2-Matrizen. Im Folgenden erinnern wir daran, dass die Spur einer n × n-Matrix
A = (aij) definiert ist als

tr(A) :=
n∑
i=1

aii = Summe der Diagonaleinträge von A.

Folgendes Lemma gibt nun für 2 × 2-Matrizen eine einfache Methode, um schnell festzu-
stellen, ob die Matrix definit oder indefinit ist.

Lemma 10.9. Es sei A eine symmetrische 2× 2-Matrix. Dann gilt

A ist positiv definit ⇐⇒ det(A) > 0 und tr(A) > 0,
A ist negativ definit ⇐⇒ det(A) > 0 und tr(A) < 0,

A ist indefinit ⇐⇒ det(A) < 0.

Beweis. Nachdem A symmetrisch ist gibt es nach dem Spektralsatz 8.20 eine orthogonale
Matrix P , so dass

P−1AP =
(
λ 0
0 µ

)
eine diagonale Matrix ist. Aus Lemma 8.2 wissen wir, dass

det(P−1AP ) = det(A)
und

tr(P−1AP ) = tr(A).

Da P orthogonal ist, folgt aus Lemma 7.3, dass P−1 = P T . Also folgt aus Lemma 10.6:

P−1︸︷︷︸
=PT

AP ist positiv definit ⇔ A ist positiv definit.

Es genügt also das Lemma für diagonale 2 × 2-Matrizen zu beweisen. Aber für solche
Matrizen folgt die Aussage aus einer elementaren Fallunterscheidung, je nach Vorzeichen
von λ und µ. �

10.4. Lokale Extrema II. Nach dem kurzen Ausflug in die Lineare Algebra kehren wir
jetzt gestärkt zur Analysis zurück. Wir wollen also jetzt unsere Analysis-Fähigkeiten und
unsere erworbenen Kenntnisse aus der linearen Algebra kombinieren.

Wir führen erst einmal folgende Definition ein.

Definition. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion. Wir
sagen P ∈ U ist ein kritischer Punkt von f , wenn Grad f(P ) = 0.

Mit dieser Definition können wir Satz 10.4 noch einmal etwas anders formulieren.

Satz 10.4. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn f in P ∈ U ein lokales Extremum von f annimmt, dann ist P ein kritischer Punkt
von f , d.h. es ist Grad f(P ) = 0.

Mit der Sprache vom vorherigen Teilkapitel können wir jetzt zudem die Aussage von
Satz 10.5 wie folgt formulieren.
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Satz 10.10. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Für P ∈ U gilt:

f hat im Punkt P ein lokales Minimum =⇒ Hess f(P ) ist positiv semidefinit
f hat im Punkt P ein lokales Maximum =⇒ Hess f(P ) ist negativ semidefinit.

Insbesondere gilt

Hess f(P ) indefinit =⇒ f nimmt im Punkt P weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Maximum an.
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Hess f(0, 0)=
(

2 0
0 2

)
ist positiv definit Hess f(0, 0)=

(
2 0
0 −2

)
ist indefinit

Graph von f(x, y) = x2 − y2 + 3Graph von f(x, y) = x2 + y2 + 1

Beweis. Die erste Aussage ist genau die Aussage von Satz 10.5. Die zweite Aussage wird
ganz analog zur ersten Aussage bewiesen. Die letzte Aussage folgt sofort aus den ersten
beiden Aussagen. �

Der folgende Satz gibt die deutlich interessantere Aussage, dass man mithilfe der Hesse-
Matrix zeigen kann, dass ein striktes lokales Extremum vorliegt.

Satz 10.11. Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Es sei P ∈ U ein kritischer Punkt, d.h. ein Punkt mit Grad f(P ) = 0. Dann gilt:

Hess f(P ) ist positiv definit =⇒ bei P liegt ein striktes lokales Minimum vor
Hess f(P ) ist negativ definit =⇒ bei P liegt ein striktes lokales Maximum vor.

Bemerkung.

(1) Es sei U ⊂ Rn offen und f : U → R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Aus
dem Satz 5.1 von Schwarz folgt, dass Hesse-Matrizen symmetrisch sind. Wir können
also mithilfe von Satz 8.9 und Satz 10.7 leicht überprüfen, ob eine Hesse-Matrix
positiv (semi-) definit ist.

(2) Die Kombination aus Satz 10.11 und 10.10 gibt uns nun die ersehnte Verallgemeine-
rung von Satz 10.3 zum mehrdimensionalen Fall.

Beispiel. Es sei a ∈ R. Wir betrachten die Funktion

f : R2 → R
(x, y) 7→ x2 + y2 + a · x · y.
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Wir wollen alle lokalen und globalen Minima bestimmen. Wir machen uns also auf die
Suche nach kritischen Punkten:

Grad f(x, y)︸ ︷︷ ︸
=(2x+a·y,2y+a·x)

= (0, 0) ⇐⇒ 2 · x+ a · y = 0
2 · y + a · x = 0

⇐⇒
(

2 a
a 2

)(
x
y

)
︸ ︷︷ ︸
wenn a 6= ±2,

dann ist det 6= 0

=
(

0
0

)
.

(a=+2) Wenn a = 2, dann ist f(x, y) = x2 + y2 + 2xy = (x + y)2. Die kritischen Punkte
sind genau die Punkte der Form (t,−t). An diesen Punkten ist f = 0, und an
allen anderen Punkten gilt f > 0. Wir sehen also, dass f an jedem Punkt der
Form (t,−t) ein lokales (aber nicht striktes) Minimum annimmt.

(a=−2) Wenn a = −2, dann ist f(x, y) = x2 + y2 − 2xy = (x − y)2. Wir sehen also,
dass f an jedem Punkt der Form (t, t) ein lokales (aber nicht striktes) Minimum
annimmt.

(a 6=±2) Wenn a 6= ±2, dann ist (0, 0) der einzige kritische Punkt. Wir berechnen

Hess f(0, 0) =
(

2 a
a 2

)
.

Da tr(Hess f(0, 0)) = 4 > 0 und da det(Hess f(0, 0)) = 4 − a2 folgt aus Lem-
ma 10.9 und Satz 10.10 und Satz 10.11, dass gilt:

|a| < 2 ⇔ Hess f(0, 0) ist positiv definit ⇔ f hat lokales Minimum in (0, 0)
|a| > 2 ⇔ Hess f(0, 0) ist indefinit ⇔ f besitzt kein lokales Minimum.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite wird natürlich ganz analog bewie-
sen. Wir betrachten also den Fall, dass Grad f(P ) = 0, und dass H := Hess f(P ) positiv
definit ist. Wir müssen folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es gibt ein δ > 0, so dass

f(P + ξ) > f(P ) für alle ξ ∈ Bδ(0) \ {0}.

Es sei nun λ der kleinste Eigenwert von H. Nachdem H positiv definit ist, folgt aus
Satz 10.7, dass λ > 0. Für ξ ∈ Rn gilt nun:

f(P + ξ) = f(P ) + 〈Grad f(P ), ξ〉︸ ︷︷ ︸
=0 nach Voraussetzung

+
1

2
· 〈ξ,H · ξ〉︸ ︷︷ ︸
≥ λ · ‖ξ‖2,

nach Satz 10.8

+ ϕ(ξ), wobei ϕ(ξ) = o(‖ξ‖2).
↑

folgt aus dem Satz 9.5
von Taylor zusammen

mit Lemma 9.8

Nachdem ϕ(ξ) = o(‖ξ‖2) gibt es insbesondere ein δ > 0, so dass

|ϕ(ξ)| ≤ 1

4
· λ · ‖ξ‖2 für alle ξ mit ‖ξ‖ < δ.
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Dann folgt für alle ξ 6= 0 ∈ Bδ(P ), dass

f(P+ξ) ≥ f(P )+
1

2
·λ·‖ξ‖2+ϕ(ξ) ≥ f(P )+

1

2
·λ·‖ξ‖2− 1

4
·λ·‖ξ‖2 = f(P )+

1

4
·λ·‖ξ‖2 >f(P ).

↑ ↑
denn aus ‖ξ‖ < δ da ξ 6= 0 und λ > 0

folgt ϕ(ξ) ≥ − 1
4λ · ‖ξ‖

2

Wir haben also gezeigt, dass f im Punkt P ein striktes lokales Minimum annimmt. �
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11. Globale Extrema

11.1. Das Innere und der Rand. Es sei f : [a, b] → R eine stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Nach [Fr1, Satz 8.2], beziehungsweise Korollar 3.10, nimmt f ein
globales Maximum an einem Punkt x0 ∈ [a, b] an. Es gibt zwei Möglichkeiten:

(1) Der Punkt x0 liegt im Inneren des Intervalls. Wenn f auf (a, b) differenzierbar ist,
dann folgt aus Satz 10.2, dass f ′(x0) = 0.

(2) Der Punkt x0 ist einer der Randpunkte des Intervalls.

��

��
��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

=

Ableitung f ′(x0)=0 Ableitung ??

globales Maximum wird am
Rand angenommen

ba
globales Maximum wird im

Inneren angenommen

bax0 x0

Diese Beobachtung führt uns zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus 11.1. (Bestimmung von globalen Maxima) Es sei f : [a, b] → R eine
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall. Wir nehmen an, dass f auf (a, b) differen-
zierbar ist.

(1) Wir bestimmen alle kritischen Punkte von f , d.h. alle Punkte in (a, b) an denen die
Ableitung verschwindet und wir berechnen die zugehörigen Funktionswerte.

(2) Wir berechnen f an den Randpunkten des Intervalls.

Das globale Maximum von f auf [a, b] ist dann das Maximum der Funktionswerte, welche
wir in (1) und (2) berechnet haben.

In diesem Kapitel wollen wir uns überlegen, wie wir diesen Algorithmus verallgemeinern
können, um für Funktionen auf kompakten Teilmengen von Rn das globale Maximum zu
bestimmen.
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ZylinderRechteck

wie kann man das globale Maximum bei folgenden Definitionsbereichen bestimmen?

Kugel B
3

Scheibe B
2

Kreis S1

Wir beginnen unsere Diskussion des mehrdimensionalen Falls mit folgendem Lemma.
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Lemma 11.2. Es sei K ⊂ Rn eine Teilmenge und es sei f : K → R eine Funktion. Wenn
f : K → Rn im Punkt P ∈ K ein lokales Extremum annimmt, und wenn es ein ε > 0 gibt,
so dass Bε(P ) ⊂ K und so dass f auf Bε(P ) differenzierbar ist, dann gilt Grad f(P ) = 0.
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f : K → R nimmt lokales Maximum an

Grad f(P ) = 0

K

Graph von f : K → R

Bε(P ) ⊂ K

Beweis. Es folgt aus Lemma 1.5, dass Bε(P ) eine offene Teilmenge von Rn ist. Es folgt also
aus Satz 10.4, angewandt auf die Einschränkung f : Bε(P )→ R, dass Grad f(P ) = 0. �

Lemma 11.2 motiviert nun folgende Definition.

Definition. Es sei A ⊂ Rn eine abgeschlossene Teilmenge.

(1) Wir sagen, P ∈ A ist ein innerer Punkt von A, wenn es ein ε > 0 gibt, so dass
Bε(P ) ⊂ A. Andernfalls sagen wir, dass P ein Randpunkt von A ist.

(2) Die Menge der inneren Punkte bezeichnen wir als das Innere von A, und die Menge
der Randpunkte bezeichnen wir als den Rand ∂A von A.
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das Innere von Aabgeschlossene Menge A⊂R2

der Rand ∂A von ABε(P ) 6⊂A

P Bε(P )⊂A

P

Beispiel. In der folgenden Tabelle bestimmen wir das Innere und den Rand von mehreren
Teilmengen von Rn.

Teilmenge A von R das Innere von A der Rand von A

[a, b] (a, b) {a, b}
[a,∞) (a,∞) {a}

Teilmenge A von Rn das Innere von A der Rand von A

Rn Rn ∅
B
n

= {v ∈ Rn | ‖v‖ ≤ 1} Bn = {x ∈ Rn | ‖v‖ < 1} Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖v‖ = 1}
Sn−1 = {v ∈ Rn | ‖v‖ = 1} ∅ Sn−1.

In der Abbildung sehen wir zudem für drei verschiedene abgeschlossene Teilmengen von R2

das Innere und den Rand.
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innere Punkte

der Rand von B
2

ist der Kreis S1

B
2

das Innere von B
2

ist die offene Scheibe B2
Randpunkte

Es sei nun K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und es sei f : K → R eine stetige Funktion.
Korollar 3.10 besagt, dass f ein globales Maximum besitzt. Es gibt nun zwei Möglichkeiten:

(1) Das globale Maximum wird an einem Punkt P im Inneren angenommen, oder
(2) das globale Maximum wird an einem Punkt P am Rand angenommen.

Im ersten Fall können wir dieses P mithilfe von Lemma 11.2 und etwas Glück aufspüren.
Für den zweiten Fall benötigen wir einen neuen Gedanken. Wir betrachten dazu erst einmal
ein Beispiel.

Beispiel. Wir wollen das globale Maximum der Funktion

f : B
2

= {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 1} → R
(x, y) 7→ x+ y

bestimmen.

(1) Nachdem Grad f(x, y) = (1, 1) immer ungleich null ist, besitzt f im Inneren von B
2

keine kritischen Punkte.
(2) Das globale Maximum von f wird also auf dem Rand

∂B
2

= S1 = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1}
angenommen. Um das Maximum dort zu finden betrachten wir die Abbildung

p : [0, 2π] → S1

t 7→ (cos(t), sin(t)).

Diese Abbildung ist surjektiv, also gilt:

maximaler Wert von f auf S1 = maximaler Wert von f ◦ p auf [0, 2π].

Es genügt also das globale Maximum der Funktion

f ◦ p : [0, 2π] → R
t 7→ (f ◦ p)(t) = cos(t) + sin(t)

zu bestimmen. Mithilfe von Algorithmus 11.1 kann man problemlos zeigen, dass das
globale Maximum dieser Funktion

√
2 beträgt.

Wir haben also gezeigt, dass das globale Maximum von f : B
2 → R gegeben ist durch

√
2.
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Der folgende Algorithmus – welcher nicht unbedingt immer anwendbar ist – verallgemei-
nert jetzt den obigen Lösungsansatz.

Algorithmus 11.3. (Bestimmung von globalen Maxima II) Es sei K ⊂ Rn eine
kompakte Teilmenge und es sei f : K → R eine stetige Funktion, welche auf dem Inneren
von K differenzierbar ist.

(1) Wir bestimmen alle kritischen Punkte von f im Inneren von K und berechnen die
zugehörigen Funktionswerte.

(2) Wir wählen eine geeignete surjektive Abbildung p : A → ∂K (genannt “Paramet-
risierung”) und bestimmen das globale Maximum von f ◦ p : A→ R. (Beispielsweise
kann es hilfreich sein, wenn A ein Intervall oder ein Rechteck ist.)

Das globale Maximum von f : K → R ist dann das Maximum der Funktionswerte, welche
wir in (1) und (2) berechnet haben.
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x

p(x)

A

∂K

Graph von f : K → R

K

Parametrisierung

p : A→ ∂K

kritische Punkt von f
im Inneren von K

Graph von f ◦p : A→R

Beweis. Es folgt aus Korollar 3.10, dass f : K → R das globale Maximum an einem Punkt
P annimmt.

(i) Wenn P im Inneren von K liegt, dann folgt aus Lemma 11.2, dass wir mit (1) den
Punkt P finden.

(ii) Wir nehmen nun an, dass P am Rand von K liegt. Da p : A→ ∂K surjektiv ist, ist
f(P ) nun auch der maximale Funktionswert von f ◦ p : A→ R. Dieses haben wir in
(2) bestimmt.

In beiden Fällen haben wir also den maximalen Funktionswert bestimmt. �

Beispiel. Es seien a1 < a2 und b1 < b2 und es sei

f : K = [a1, a2] × [b1, b2]︸ ︷︷ ︸
={(x,y) |x∈[a1,a2] und y∈[b1,b2]}

→ R

eine stetige Funktion, welche im Inneren des Rechtecks K differenzierbar ist. Eine leich-
te Verallgemeinerung von Algorithmus 11.3 schlägt nun folgendes Verfahren vor um das
globale Maximum von f zu finden:

(1) Wir finden alle kritischen Punkte von f im offenen Rechteck (a1, a2) × (b1, b2) und
berechnen die zugehörigen Funktionswerte.
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(2) Wir verwenden insgesamt vier Parametrisierungen um den Rand des Rechtecks ab-
zudecken:

[a1, a2]
α−→ R2

t 7→ (t, b1),
[b1, b2]

β−→ R2

t 7→ (a2, t),

[a1, a2]
γ−→ R2

t 7→ (t, b2),
[b1, b2]

δ−→ R2

t 7→ (a1, t).

Wir bestimmen jeweils das globale Maximum der Verknüpfung der Parametrisierung
mit der Funktion f .

Wir nehmen dann wieder das Maximum aller Werte, welche wir in (1) und (2) bestimmt
haben, und erhalten den maximalen Funktionswert von f .
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a2a1a1 a2

K = [a1, a2]× [b1, b2]

b1

b2

b1

b2

β

γ

δ

∂K

α

Um Algorithmus 11.3 auf interessantere Beispiele anzuwenden, müssen wir Kreise, Schei-
ben, Kugeln und Sphären sowie Zylinder (-Oberflächen) parametrisieren. Wir werden im
folgenden Teilkapitel verschiedene wichtige Abbildungen kennenlernen, welche, manchmal
mit gewissen Abwandlungen, verwendet werden können um diese Objekte zu parametrisie-
ren.

11.2. Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphärische Koordinaten.
Wir führen in diesem Teilkapitel die Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphä-
rische Koordinaten ein. Diese sind ganz allgemein – auch losgelöst von der jetzigen Dis-
kussion – wichtig. Im darauffolgenden Teilkapitel werden wir dann sehen, wie wir diese
verwenden können um Teilmengen von R2 und R3 zu parametrisieren.

11.2.1. Polarkoordinaten.

Notation. Wir betrachten die Abbildung

P : R≥0 × R → R2

(r, ϕ) 7→
(
r · cos(ϕ)
r · sin(ϕ)

)
.

�
�
�
�

����

P (r, ϕ) = (r · cos(ϕ), r · sin(ϕ))r ist der Abstand zum Ursprung

Winkel ϕ

Bemerkung. Der Satz über die Polarkoordinatendarstellung [Fr1, Satz 11.11] besagt, dass
die Abbildung P : R≥0 × [0, 2π] → R2 surjektiv ist, und dass für r, r′ > 0 und ϕ, ϕ′ ∈ R
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gilt, dass

P (r, ϕ) = P (r′, ϕ′) ⇐⇒ r = r′ und ϕ = ϕ′ + 2π · k wobei k ∈ Z.

Definition. Wenn (x, y) = P (r, ϕ), dann bezeichnen wir r und ϕ als Polarkoordinaten von
(x, y). Die Diskussion oben zeigt, dass für einen Punkt (x, y) 6= (0, 0) die Polarkoordinaten
(r, ϕ), bis auf Addition von einem Vielfachen von 2π zu ϕ, eindeutig bestimmt sind.

11.2.2. Zylindrische Koordinaten. Bevor wir die Zylinderkoordinaten und die sphärischen
Koordinaten betrachten, führen wir noch eine Definitionen ein, welche uns in der Beschrei-
bung der verschiedenen Koordinaten behilflich sein werden.

Notation. Für ϕ ∈ R schreiben wir:

Strahl Sϕ := {(r · cos(ϕ), r · sin(ϕ)) | r ≥ 0}
Halbebene Hϕ := {(r · cos(ϕ), r · sin(ϕ), z) | r ≥ 0 und z ∈ R}.
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Winkel ϕ
ϕ ist der Winkel

vom Strahl Sϕ zur x-Achse

Sϕ := {(r cosϕ, r sinϕ) | r ∈ R≥0}

x

y

x

z
y

der Schnitt der Halbebene Hϕ

mit der xy-Ebene ist
der Strahl Sϕ

Hϕ := {(r cosϕ, r sinϕ, z) | r ∈ R≥0 und z ∈ R}

Notation. Wir betrachten die Abbildung

Z : R≥0 × R2 → R3

(r, ϕ, z) 7→

(
r · cos(ϕ)
r · sin(ϕ)

z

)
.
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Hϕ := {(r cosϕ, r sinϕ, z) | r ∈ R≥0 und z ∈ R}

ϕ ist der Winkel vom Vektor
−−→
OP ′ zur x-Achse

Projektion P ′ = (r cosϕ, r sinϕ, 0) vom Punkt P auf die xy-Ebene

x

z

y

für r ≥ 0 liegt der Punkt
P = (r cosϕ, r sinϕ, z)
in der Halbebene

r ist der Abstand von P ′ = (r cosϕ, r sinϕ, 0) zum Ursprung
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Bemerkung. Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass die Abbildung
Z : R≥0 × [0, 2π] × R → R3 surjektiv ist Zudem folgt, dass für r, r′ > 0, ϕ, ϕ′ ∈ R und
z, z′ ∈ R gilt

Z(r, ϕ, z) = Z(r′, ϕ′, z′) ⇐⇒ r = r′, z = z′ und ϕ = ϕ′ + 2π · k wobei k ∈ Z.

Definition. Es sei P = (x, y, z) ∈ R3. Wenn P = Z(r, ϕ, z), dann bezeichnen wir (r, ϕ, z)
als Zylinderkoordinaten von P . Die obige Bemerkung besagt, dass für einen Punkt (x, y, z)
mit (x, y) 6= (0, 0) die Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z), bis auf Addition von einem Vielfachen
von 2π zu ϕ, eindeutig bestimmt sind.

11.2.3. Sphärische Koordinaten. Zuletzt führen wir noch die sphärischen Koordinaten ein.

Notation. Wir betrachten die Abbildung

S : R≥0 × R× R → R3

(r, ϕ, θ) 7→

(
r · cos(ϕ) · sin(θ)
r · sin(ϕ) · sin(θ)

r · cos(θ)

)
.

Lemma 11.4.

(1) Der Punkt P = S(r, ϕ, θ) hat Abstand r vom Ursprung.
(2) Für r ≥ 0 und θ ∈ [0, π] liegt der Punkt P := S(r, ϕ, θ) in der Halbebene Hϕ.

(3) Für θ ∈ [0, π] beträgt der Winkel vom Vektor
−→
OP zur positiven z-Achse gerade θ.
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Äquator
Halbkreis ist Schnitt der Halbebene Hϕ

mit der Sphäre von Radius r

Winkel ϕ
Sphäre von Radius r

P = S(r, ϕ, θ)
Winkel θ

x

y

z

Lemma. 11.4.

(4) Für ein fest gewähltes r > 0 ist die Abbildung

S : [0, 2π]× [0, π] → R3

(ϕ, θ) 7→

(
r · cos(ϕ) · sin(θ)
r · sin(ϕ) · sin(θ)

r · cos(θ)

)
eine Parametrisierung der 2-dimensionalen Sphäre mit Radius r.

Beweis. Es seien r ∈ R≥0 und ϕ, θ ∈ R.

(1) Es folgt aus einer leicht heroischen Rechnung, unter Verwendung von cos2 + sin2 = 1,
dass ‖S(r, ϕ, θ)‖ = r.
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(2) Es ist (
r · cos(ϕ) · sin(θ)
r · sin(ϕ) · sin(θ)

r · cos(θ)

)
∈ Hϕ =

{(
s · cos(ϕ)
s · sin(ϕ)

z

)∣∣∣∣∣ s ∈ R≥0 und z ∈ R

}
.

(3) Es ist

^(S(r, ϕ, θ), e3) = arccos
( 〈S(r, ϕ, θ), e3〉
‖S(r, ϕ, θ)‖ · ‖e3‖

)
= arccos

(
r cos(θ) · 1

r · 1

)
= θ.

↑
siehe Definition auf Seite 70

(4) Diese Aussage kann mit etwas Nachdenken auf den Satz über die Polarkoordinaten-
darsellung sowie den Zwischenwertsatz der Analysis I zurückgeführt werden. �

Definition. Es sei P = (x, y, z) ∈ R. Wenn P = S(r, ϕ, θ), dann bezeichnen wir (r, ϕ, θ) als
sphärische Koordinaten (oder auch Kugelkoordinaten) von P = (x, y, z).

Bemerkung. Wenn (x, y, z) ∈ R3 ein Punkt ist, welcher nicht auf der z-Achse liegt, d.h.
wenn (x, y) 6= (0, 0), dann kann man sich leicht davon überzeugen, dass für r, r′ > 0,
ϕ, ϕ′ ∈ R und θ, θ′ ∈ (0, π) gilt

S(r, ϕ, θ) = S(r′, ϕ′, θ′) ⇐⇒ r = r′, θ = θ′ und ϕ = ϕ′ + 2π · k wobei k ∈ Z.

Anders ausgedrückt, für einen Punkt (x, y, z) mit (x, y) 6= (0, 0) sind die sphärischen Ko-
ordinaten (r, ϕ, θ) mit θ ∈ (0, π), bis auf Addition von einem Vielfachen von 2π zu ϕ,
eindeutig bestimmt.

11.3. Parametrisierungen. Mit den Abbildungen des vorherigen Teilkapitels kann man
nun verschiedene Teilmengen von R2 oder R3 elegant parametrisieren. Wir führen das nur
an zwei Beispielen aus.

(1) Wir betrachten den Zylinder

Z = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 ≤ 9 und z ∈ [−1, 2]}.

Wir geben eine Parametrisierung des “oberen Deckels” und der “Mantelfläche”.

�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������

�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

Parametrisierung des Mantels

Zylinder mit Radius 3 und z-Koordinate zwischen z = −1 und z = 2

[0, 2π]×[−1, 2] → R3

(ϕ, z) 7→

(
3 cosϕ
3 sinϕ
z

)
︸ ︷︷ ︸

=Z(3,ϕ,z)

[0, 3]×[0, 2π] → R3

(r, ϕ) 7→

(
r cosϕ
r sinϕ

2

)
︸ ︷︷ ︸

=Z(r,ϕ,2)

Parametrisierung des “oberen Deckels”
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(2) Wir betrachten

M = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 = 1 und x ≥ 0, y ≥ x, z ≥ 0}.
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S2
Parametrisierung

M[π
4
, π

2
]× [0, π

2
] → R3

(ϕ, θ) 7→ S(1, ϕ, θ)
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12. Die Norm von Matrizen und Abschätzungen von Funktionswerten

Folgender Satz ist ein Korollar zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus der Ana-
lysis I, siehe [Fr1, Satz 13.2].

Satz 12.1. (Schrankensatz) Es sei f : I → R eine differenzierbare Funktion auf einem
offenen Intervall I. Wenn es ein C ≥ 0 gibt, so dass |f ′(x)| ≤ C für alle x ∈ I, dann gilt
für beliebige s, t ∈ I, dass

|f(s)− f(t)| ≤ C · |s− t|.

Beweis. Es sei f : I → R eine differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall I mit
der Eigenschaft, dass |f ′(x)| ≤ C für alle x ∈ I. Es seien zudem s, t ∈ I. Wenn s = t, dann
ist die gewünschte Ungleichung trivialerweise erfüllt. Wir nehmen also an, dass s 6= t. Dann
gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein ξ zwischen s und t, so dass

f ′(ξ) =
f(s)−f(t)

s−t .
Es folgt, dass

|f(s)− f(t)| = |f ′(ξ)|︸ ︷︷ ︸
≤C

· |s− t|.
�

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

ξ

durchschnittliche Steigung ist
f(t)− f(s)

t− s

Steigung der Tangente bei ξ

ist f ′(ξ) =
f(t)−f(s)

t−s

s t

f(s)

f(t)

Anders ausgedrückt, Satz 12.1 besagt, dass wenn wir eine Schranke für den Absolut-
betrag der Ableitung besitzen, dann können wir den Abstand zwischen Funktionswerten
abschätzen.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist eine analoge Aussage für differenzierbare Abbildungen
f : U → Rm auf einer offenen Teilmenge U ⊂ Rn zu finden. Diese Verallgemeinerung wird
dann im weiteren Verlauf der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen.

Definition. Für eine stetige Abbildung f = (f1, . . . , fm) : [a, b]→ Rm definieren wir

b∫
a

f(t) dt :=
( b∫
a

f1(t) dt, . . . ,
b∫
a

fm(t) dt
)

∈ Rm

d.h. wir integrieren die Abbildung f komponentenweise.

Wir erinnern an folgendes Lemma.

Lemma. 4.3. Für jede stetige Abbildung v : [a, b]→ Rm gilt:∥∥∥ b∫
a

v(t) dt
∥∥∥ ≤ b∫

a

‖v(t)‖ dt ∈ R.
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Beweis. Wir geben hier einen zweiten Beweis des Lemmas. Der erste Beweis auf Seite 45
war direkt, der Beweis den wir jetzt geben ist sehr elegant, aber fällt etwas vom Himmel.
Wir setzen

u :=
b∫
a

v(t) dt ∈ Rm.

Wenn ‖u‖ = 0, dann gibt es nichts zu zeigen. Wir können also annehmen, dass ‖u‖ > 0.
Dann gilt

‖u‖ ·
∥∥∥∥ b∫
a

v(t) dt

∥∥∥∥ = ‖u‖2 = 〈u, u〉 =
〈
u,

b∫
a

v(t) dt
〉

=
〈

(u1, . . . , um),
( b∫
a

v1(t) dt, . . . ,
b∫
a

vm(t) dt
)〉

=
m∑
i=1

ui ·
b∫
a

vi(t) dt

=
b∫
a

m∑
i=1

ui · vi(t) dt

=
b∫
a

〈u, v(t)〉 dt ≤
b∫
a

‖u‖ · ‖v(t)‖ dt = ‖u‖ ·
b∫
a

‖v(t)‖ dt.
↑

die Cauchy-Ungleichung besagt, dass für x, y ∈ Rn gilt 〈x, y〉 ≤ ‖x‖ · ‖y‖

Das Lemma folgt nun indem wir durch ‖u‖ kürzen. �

Wir können jetzt die Verallgemeinerung des Schrankensatz 12.1 formulieren und be-
weisen. Die Rolle der Ableitung spielt dabei natürlich das Differential, und anstatt dem
Absolutbetrag der Ableitung betrachten wir die Norm des Differentials. Wir erinnern an
folgende Definition von Seite 62.

Definition. Die Norm einer reellen m× n-Matrix A ist definiert als

‖A‖ := max
{
‖A · v‖

∣∣ v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1
}
.

Wir können jetzt das einzige echte Ergebnis von diesem kurzen Kapitel formulieren und
beweisen.

Satz 12.2. (Schrankensatz) Es sei U ⊂ Rn offen und f = (f1, . . . , fm) : U → Rm eine
stetig differenzierbare Abbildung. Es sei x ∈ U und v ∈ Rn ein Vektor, so dass x+ t · v ∈ U
für alle t ∈ [0, 1]. Wir setzen

C := sup
t∈[0,1]

‖Df(x+ t · v)‖.
Dann gilt

‖f(x+ v)− f(x)‖ ≤ C · ‖v‖.

Beweis. Für eine stetige Abbildung f : [a, b]→ M(m× n,R) definieren wir das Integral

b∫
a

f(t) dt ∈ M(m× n,R)



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 121

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������

��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

��
��
��
��

��

����

��
��
��
��

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

U

Graph von f : U → R

x

x+ v

indem wir jeden Matrixeintrag separat integrieren. Mit dieser Definition können wir nun
folgende Behauptung aufstellen.

Behauptung. Es gilt:
f(x+ v)− f(x) =

( 1∫
0

Df(x+ t · v) dt
)

︸ ︷︷ ︸
m× n-Matrix

· v ∈ Rm.

Es genügt die Aussage für die m verschiedenen Koordinaten zu beweisen. Es sei also
i ∈ {1, . . . ,m}. Dann gilt

fi(x+ v)− fi(x) =
1∫
0

d

dt
fi(x+t·v) dt =

1∫
0

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x+t·v)·vj dt =
n∑
j=1

1∫
0

∂fi
∂xj

(x+t·v) dt·vj
↑ ↑ ↑

Hauptsatz der Differential- und Satz 7.6 Linearität des Integrals
Integralrechnung mit g(t)=fi(x+t·v)

= i-te Koordinate von

( 1∫
0

Df(x+ t · v) dt

)
︸ ︷︷ ︸

m× n-Matrix

· v.

�
Mithilfe der Behauptung können wir jetzt die eigentliche Aussage des Satzes beweisen:

folgt aus der Behauptung folgt aus der Linearität des Integrals

↓ ↓
‖f(x+v)− f(x)‖ =

∥∥∥∥( 1∫
0

Df(x+t·v) dt

)
·v
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1∫
0

Df(x+t·v)·v dt
∥∥∥∥

≤
1∫
0

‖Df(x+t·v)·v‖ dt ≤
1∫
0

‖Df(x+t·v)‖︸ ︷︷ ︸
≤C

·‖v‖ dt≤
1∫
0

C ·‖v‖ dt=C ·‖v‖.

↑ ↑
nach Lemma 4.3 nach Lemma 6.12 (2) gilt ‖A · v‖ ≤ ‖A‖ · ‖v‖ �
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13. Banachräume und der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Auf den
ersten Blick hat dieser wenig Bezug zu dem eigentlichen Ziel dieser Vorlesung, nämlich dem
Studium von Abbildungen Rn → Rm. Wir werden aber später sehen, dass der Banachsche
Fixpunktsatz eine essentielle Rolle im Beweis von zwei sehr wichtigen Aussagen spielt.

13.1. Banachräume. Wir erinnern an folgende Definition von Seite 5.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V, ‖−‖) bestehend aus einem Vektor-
raum V über R und einer Norm auf V , d.h. einer Abbildung

‖ − ‖ : V → R≥0

v 7→ ‖v‖
mit folgenden Eigenschaften:

(1) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0 (positive Definitheit)
(2) ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖ für alle λ ∈ R und v ∈ V (Homogenität)
(3) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ für alle v, w ∈ V (Dreiecksungleichung).

Beispiel. In Lemma 1.1 hatten wir gezeigt, dass

‖ − ‖ : Rn → R≥0

(x1, . . . , xn) = x 7→ ‖x‖ :=

√
n∑
k=1
x2
k (Euklidische Norm)

eine Norm auf Rn definiert.

Notation. Für eine nichtleere Teilmenge A ⊂ Rn definieren wir

C(A,Rm) := Vektorraum aller stetigen Abbildungen A→ Rm

Wenn A ein kompaktes Intervall ist, dann können wir auf diesen Vektorräumen zwei
interessante Normen einführen.

Definition. Es sei [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall. Für f ∈ C([a, b],Rm) definieren wir:

Supremumsnorm ‖f‖ := sup
{
‖f(x)‖ |x ∈ [a, b]}

Integralnorm I(f) :=
b∫
a

‖f(x)‖ dx

Lemma 13.1. Sowohl die Supremumsnorm als auch die Integralnorm sind in der Tat
Normen auf dem Vektorraum C([a, b],Rm).

‖f‖ = 2

Graph von g : [1, 6]→RGraph von f : [1, 6]→R

I(f) ≈ 5 I(g) ist klein

‖g‖ = 3

11 6

1

2

3

6

1

2

3
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Beweis. Die Supremumsnorm hatten wir schon auf Seite 7 behandelt. Mithilfe der Eigen-
schaften des Integrals kann man auch problemlos nachweisen, dass die Integralnorm in der
Tat eine Norm ist. �

Es sei (V, ‖ − ‖) ein normierter Vektorraum. Nach Satz 1.3 definiert d(v, w) := ‖v − w‖
eine Metrik auf V . Wir erhalten also den Begriff von Konvergenz von Folgen, sowie den
Begriff von Cauchy-Folgen. Wir schreiben im Folgenden die Definitionen von Seite 16
und 18 in unserem Kontext noch einmal auf.

Definition. Es sei (V, ‖ − ‖) ein normierter Vektorraum, es sei (vn)n∈N eine Folge in V und
es sei v ∈ V . Wir definieren

lim
n→∞

vn = v :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
N∈N
∀

n≥N
‖vn − v‖ < ε

(vn)n∈N ist Cauchy-Folge :⇐⇒ ∀
ε>0
∃
N∈N

∀
m,n≥N

‖vm − vn‖ < ε.

Beispiel. Wir betrachten den Vektorraum C([0, 1],R) und die Folge von Funktionen

fn : [0, 1] → R

x 7→

{
1
2

+ n · x, wenn x ∈ [0, 1
n
),

3
2
, wenn x ∈ [ 1

n
, 1].

Diese Funktionen sind alle stetig, also definieren diese Funktionen eine Folge von Elementen
des Vektorraums C([0, 1],R). Es sei zudem f die konstante Funktion f(x) = 3

2
.

(1) Für alle n ∈ N gilt: ‖fn − f‖ = 1.

(2) Für alle n ∈ N gilt: I(fn − f) = 1

2n
.

Es folgt:

(1) Im normierten Vektorraum (C([0, 1],R), ‖ − ‖) konvergiert (fn)n∈N nicht gegen f .
(2) Im normierten Vektorraum (C([0, 1],R), I) konvergiert (fn)n∈N gegen f .

1
2

1
2

f3

f1

f2

f3

f1

3
2

2 211

3
2

f2

1
2

1
2

f

Definition. Ein normierter Vektorraum (V, ‖ − ‖) heißt Banachraum, wenn der zugehörige
metrische Raum vollständig ist, d.h. wenn jede Cauchy–Folge konvergiert.

Beispiel.

(1) In Lemma 2.6 hatten wir gesehen, dass der normierte Vektorraum (Rn, ‖ − ‖eukl)
vollständig ist. Also ist dies ein Banachraum.
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(2) Wir betrachten den Vektorraum C([−1, 2],R) aller stetigen Funktionen [−1, 2]→ R
zusammen mit der Integralnorm. Wir werden im Folgenden sehen, dass der normierte
Vektorraum (C([−1, 2],R), I) kein Banachraum ist. Wir betrachten dazu die Folge
von Funktionen

fn : [−1, 2] → R

x 7→

 0, wenn x ∈ [−1, 0),
n · x, wenn x ∈ [0, 1

n
),

1, wenn x ∈ [ 1
n
, 2].

Diese Funktionen sind alle stetig, also definieren diese Funktionen eine Folge von
Elementen des Vektorraums C([−1, 2],R). Für n ≥ m gilt:

I(fn − fm) =
2∫
−1

|fn(x)− fm(x)| dx =

1
m∫
0

|fn(x)− fm(x)| dx ≤ 1

m
.

↑ ↑
die Funktionen unterscheiden sich auf dem Intervall [0, 1

m ]
nur auf dem Intervall [0, 1

m ] unterscheiden sich die beiden
Funktionen maximal um den Wert 1

Es folgt, dass (fn)n∈N eine Cauchy-Folge bezüglich der Integralnorm I ist. Anderer-
seits konvergiert die Folge nicht in dem normierten Vektorraum (C([−1, 2]), I). In
der Tat, wenn es einen Grenzpunkt f der Folge (fn)n∈N in (C([−1, 2]), I) gäbe, dann
müsste gelten f(x) = 0 für x ∈ [−1, 0) und f(x) = 1 für x ∈ (0, 2]. Aber es gibt keine
stetige Funktion auf [−1, 2] mit solchen Eigenschaften.

1
2

−1 2

f2

f3

f1

1

1

Der folgende Satz besagt nun, dass sich die Supremumsnorm ganz anders als die Inte-
gralnorm verhält.

Satz 13.2. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Der Vektorraum

C([a, b],Rk) = Menge aller stetigen Abbildungen f : [a, b]→ Rk

mit der Supremumsnorm, d.h. mit der Norm

‖f‖ = sup
{
‖f(x)‖

∣∣x ∈ [a, b]
}

ist ein Banachraum.

Beweis. Wir beginnen mit zwei Vorbereitungen:

(i) Für eine beliebige (nicht notwendigerweise stetige) Funktion g : [a, b]→ Rk definieren
wir nun
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‖g‖ := sup{‖g(x)‖ |x ∈ [a, b]} ⊂ R≥0 ∪{∞}.
Es gilt also ‖g‖ =∞, wenn g unbeschränkt ist.

(ii) Für jedes x ∈ [a, b] folgt dann aus der Definition des Supremums, dass

‖g(x)‖ ≤ ‖g‖.

Wir beginnen jetzt mit dem eigentlichen Beweis. Es sei also (fn : [a, b] → Rk)n∈N eine
Cauchy-Folge in dem normierten Vektorraum ((C[a, b],Rk), ‖−‖). Wir müssen nun zeigen,
dass es ein f ∈ C([a, b],Rk) gibt, so dass die Folge (fn)n∈N bezüglich der Supremumsnorm
gegen f konvergiert.

Behauptung 1. Für jedes x ∈ [a, b] existiert der Grenzwert f(x) := lim
n→∞

fn(x).

Es sei x ∈ [a, b]. Da Rk nach Lemma 2.6 vollständig ist, genügt es zu zeigen, dass die
Folge (fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge in Rk ist. Wir müssen also zeigen

∀
ε>0
∃
N∈N

∀
m,n≥N

‖fm − fn‖ < ε =⇒ ∀
ε>0
∃
N∈N

∀
m,n≥N

‖fm(x)− fn(x)︸ ︷︷ ︸
=(fm−fn)(x)

‖ < ε.

Dies folgt sofort aus der Vorbereitung (ii) angewandt auf g = fm − fn. �

Behauptung 2.

∀
ε>0
∃
N∈N
∀

n≥N
‖f − fn‖ < ε.

Es sei also ε > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N ∈ N, so dass für alle n,m ≥ N gilt
‖fn − fm‖ < ε

2
. Insbesondere gilt für alle n ≥ N , dass

‖f − fn‖ = sup
{∥∥f(x)− fn(x)

∥∥ ∣∣x ∈ [a, b]
}

= sup
{∥∥∥ lim

m→∞
(fm(x) − fn(x))︸ ︷︷ ︸

für m≥N gilt nach Vorbereitung (ii)
‖fm(x)− fn(x)‖ ≤ ‖fm − fn‖ < ε

2

∥∥∥ ∣∣∣x ∈ [a, b]
}
≤ ε

2
< ε.x

folgt aus f(x) = lim
m→∞

fm(x) �
Es verbleibt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung 3. Die Funktion f : [a, b]→ Rk ist stetig.

Es sei also x0 ∈ [a, b] und es sei zudem ε > 0 gegeben. Wir müssen nun zeigen: es existiert
ein δ > 0, so dass

‖f(x)− f(x0)‖ < ε für alle x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b].

Die vorherige Behauptung zusammen mit Vorbemerkung (ii) besagt, dass wir Kon-
trolle über ‖f(x) − fn(x)‖ für alle x ∈ [a, b] zugleich haben. Die Stetigkeit der fn
besagt, dass wir für jedes n ∈ N Kontrolle über ‖fn(x) − fn(x0)‖ erhalten. Mithilfe
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folgender Abschätzung können wir dann diese Informationen auf unsere Problemstel-
lung anwenden:

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖ + ‖fn(x)− fn(x0)‖ + ‖fn(x0)− f(x0)‖.

Die Idee ist nun, n ∈ N und δ > 0 so geschickt zu wählen, dass alle drei Terme jeweils
kleiner als ε

3
sind.

Es folgt aus Behauptung 2, dass ein n ∈ N existiert, so dass

(A) ‖f(y)− fn(y)‖ < ε
3

für alle y ∈ [a, b].

Wegen der Stetigkeit von fn existiert zudem ein δ > 0, so dass

(B) ‖fn(x)− fn(x0)‖ < ε
3

für alle x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b]

Dann gilt für alle x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b], dass

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖︸ ︷︷ ︸
< ε

3
wegen (A)

+ ‖fn(x)− fn(x0)‖︸ ︷︷ ︸
< ε

3
wegen (B)

+ ‖fn(x0)− f(x0)‖︸ ︷︷ ︸
< ε

3
wegen (A)

< ε.

�

x0 x

es gilt ‖f − fn‖ ≤ ε
3

und fn ist stetig

Funktion f(x) = lim
n→∞

fn(x)

13.2. Der Banachsche Fixpunktsatz. Bevor wir den Banachschen Fixpunktsatz formu-
lieren, führen wir noch zwei Begriffe ein:

Definition.

(1) Es sei (V, ‖ − ‖) ein normierter Vektorraum und es sei A ⊂ V eine Teilmenge. Eine
Abbildung Φ: A→ V heißt Kontraktion, wenn es ein Θ ∈ [0, 1) gibt, so dass

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ Θ · ‖x− y‖ für alle x, y ∈ V .

Solch ein Θ ∈ [0, 1) wird Kontraktionsfaktor genannt.
(2) Es sei Φ: X → X eine beliebige Abbildung. Ein Punkt x ∈ X heißt Fixpunkt von Φ,

wenn Φ(x) = x.

Beispiel.

(1) Es sei α ∈ (0, 2π). Wir betrachten die Abbildung

f : R2 → R2

v 7→ R(α) · v = Drehung von v um den Winkel α im Uhrzeigersinn.

Diese Abbildung ist nach Lemma 7.3 längenerhaltend, also keine Kontraktion. Diese
Abbildung besitzt genau einen Fixpunkt, nämlich den Ursprung.
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(2) Es sei P ∈ Rn ein Punkt. Dann ist die Abbildung

Φ: Rn → Rn

x 7→ 1
2
· (P + x)

eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor 1
2
,43 und der Punkt P ist (der einzige)

Fixpunkt von Φ. Geometrisch bildet Φ jeden Punkt x auf den Mittelpunkt von x
und P ab.

��
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��P

y

x
Φ(x)

Φ(y)

(3) Die Abbildung
Φ: Rn \ {0} → Rn \ {0}

x 7→ 1
3
· x

ist eine Kontraktion, aber die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt.

Satz 13.3. (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (V, ‖ − ‖) ein Banachraum und es sei
A ⊂ V eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge. Jede Kontraktion Φ: A→ A besitzt genau
einen Fixpunkt.

Dieser unscheinbare Satz spielt eine wichtige Rolle in der Mathematik, wir werden ihn
später bei mehreren Gelegenheiten wieder treffen.

Beispiel. Es sei B der Freistaat Bayern, aufgefasst als abgeschlossene Teilmenge von R2.
Wenn man nun irgendwo in Bayern eine Karte K von Bayern im Maßstab 1:100000 auf
den Tisch legt, dann ist die Kartenabbildung Φ: B → K ⊂ B eine Kontraktion mit
Kontraktionsfaktor 1

100000
. Der Banachsche Fixpunktsatz besagt also, dass es genau einen

Punkt auf der Karte gibt, welcher mit dem direkt darunter liegenden Punkt in der realen
Welt übereinstimmt.

Kontraktion genau ein Punkt in Bayern
ist auf der Karte auf genau

der gleichen Stelle in Bayern

Karte von Bayern in
Moosburg auf den Tisch gelegt

Φ

B

Im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden wir folgendes Lemma verwenden.

43In der Tat, denn für alle x, y ∈ Rn gilt

‖Φ(x)− Φ(y)‖ = ‖ 1
2 (P + x)− 1

2 (P + y)‖ = ‖ 1
2 (x− y)‖ = 1

2 · ‖x− y‖.
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Lemma 13.4. Es sei V ein normierter Vektorraum, A ⊂ V eine Teilmenge und f : A→ V
eine Abbildung. Wenn es ein λ ∈ R gibt, so dass für alle x, y ∈ A folgende Ungleichung
gilt: ‖f(x)− f(y)‖ ≤ λ · ‖x− y‖, dann ist f stetig.

Beweis. Es sei a ∈ A und ε > 0. Wenn λ ≤ 0, dann hat δ = 1 schon die gewünschte
Eigenschaft. Ansonsten hat δ = ε

λ
die gewünschte Eigenschaft. �

Wir wenden uns nun dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes zu.

Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes. Es sei (V, ‖ − ‖) ein Banachraum, es sei A ⊂ V
eine abgeschlossene Teilmenge und es sei zudem Φ: A→ A eine Kontraktion mit Kontrak-
tionsfaktor Θ ∈ [0, 1).

Behauptung. Die Kontraktion Φ: A→ A besitzt höchstens einen Fixpunkt.

Es seien also v, w ∈ A ⊂ V zwei Fixpunkte. Dann gilt

‖v − w‖ = ‖Φ(v)− Φ(w)‖ ≤ Θ · ‖v − w‖.
↑ ↑

da v und w Fixpunkte da Θ Kontraktionsfaktor

Nachdem Θ ∈ [0, 1) ist dies nur möglich, wenn ‖v − w‖ = 0. Aus der positiven Definitheit
von ‖ − ‖ folgt, dass v = w. �

Wir zeigen nun, dass Φ einen Fixpunkt besitzt.

Behauptung. Die Kontraktion Φ: A→ A besitzt mindestens einen Fixpunkt.
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Φ: A → A
(x, y) 7→ (−2

3
y, 2

3
x) = 2

3
·Drehung von (x, y) um π

2

wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge
A =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≤ 1
}

des Banachraums R2

mit der Kontraktion

die Folge v0 = (0, 1) und vi = Φ(vi−1) für i ≥ 1
konvergiert gegen den Fixpunkt (0, 0)

v0

v1

v2

v3

v4v5

In dem Beispiel auf Seite 127, welches gegeben ist durch Φ(x) = 1
2
(P + x) kann

man leicht den Fixpunkt P finden: man fängt mit irgendeinem Punkt x ∈ Rn und
wendet die Abbildung Φ immer wieder darauf an und erhält eine Folge von Punkten
in Rn, welche gegen den Fixpunkt P konvergiert. Das legt nahe, dass dieses Prozedere
vielleicht immer funktioniert.

Es sei v0 ∈ A beliebig. Wir betrachten die durch vk := Φ(vk−1) rekursiv definierte Folge.
Wir wollen zeigen, dass diese Folge gegen einen Fixpunkt in A konvergiert. Wir wenden
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uns erst dem Beweis der Konvergenz der Folge zu. Da (V, ‖ − ‖) vollständig ist, genügt es
zu zeigen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist. Für beliebige m ≥ k ∈ N berechnen wir:

Nullergänzung Dreiecksungleichung per Definition da Θ Kontraktionsfaktor
↓ ↓ ↓ ↓

‖vm − vk‖ =
∥∥∥m−1∑
i=k

(vi+1−vi)
∥∥∥ ≤ m−1∑

i=k

‖vi+1−vi‖ =
m−1∑
i=k

‖Φ(vi)−Φ(vi−1)‖ ≤
m−1∑
i=k

Θ · ‖vi−vi−1‖

≤
m−1∑
i=k

Θi·‖v1−v0‖︸ ︷︷ ︸
=:c

= c ·Θk ·
m−1−k∑
i=0

Θi ≤ c ·Θk ·
∞∑
i=0

Θi = c ·Θk · 1

1−Θ
.

↑ ↑
iterieren des Arguments geometrische Reihe

Wir machen folgende Beobachtungen:

• Nachdem c ·Θk · 1
1−Θ

= c
1−Θ
·Θk und nachdem Θ ∈ [0, 1) sieht man leicht, dass (vn)n∈N

eine Cauchy-Folge in V ist.44

• Da V nach Voraussetzung vollständig ist, konvergiert die Folge gegen ein v ∈ V .
• Da A nach Voraussetzung abgeschlossen ist, und nachdem alle Folgenglieder vn in A

liegen, folgt aus Lemma 2.3, dass der Grenzpunkt v ∈ A.

Wir wollen nun noch zeigen, dass v ∈ A ein Fixpunkt von Φ: A→ A ist. In der Tat gilt:

Φ(v) = Φ
(

lim
n→∞

vn

)
= lim

n→∞
Φ(vn) = lim

n→∞
vn+1 = v.

↑
nach Lemma 13.4 ist Φ stetig, die Aussage folgt nun aus Satz 2.8 �

Der folgende Satz gibt uns ein Beispiel für eine kontrahierende Abbildung, welches im
nächsten Kapitel noch wichtig werden wird.

Satz 13.5. Es sei g : Rn → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0.

(1) Es gibt ein r > 0, so dass für alle x ∈ Br(0) gilt: ‖Dg(x)‖ ≤ 1
2
.

(2) Die Einschränkung g : Br(0)→ Rn ist kontrahierend mit Kontraktionsfaktor 1
2
.

(3) Wenn ‖g(0)‖ ≤ r
2
, dann gilt

g
(
Br(0)

)
⊂ Br(0).
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Br(0)

g

‖D g(x)‖ ≤ 1
2

für
alle x in der Scheibe

Br(0) D g(0) = 0 g(0)

g
(
Br(0)

)

Beispiel. Wir betrachten die Funktion g(x) = x2. Dann ist Dg(x) = g′(x) = 2x. Insbeson-
dere gilt Dg(0) = g′(0) = 0, und in diesem Fall hat r = 1

4
die gewünschte Eigenschaft. Die

Einschränkung von g(x) = x2 auf

44In der Tat, nachdem Θ ∈ [0, 1) existiert für gegebenes ε > 0 ein N ∈ N, so dass c
1−Θ · Θ

N < ε. Für

alle k,m ≥ N folgt dann: ‖vm − vk‖ < c
1−Θ ·Θ

N < ε.
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[
− 1

4
, 1

4

]
→

[
− 1

4
, 1

4

]
x 7→ x2

ist also nach Satz 13.5 eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor 1
2
.45

Beweis. Es sei g : Rn → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0.

(1) Für x ∈ Rn gilt:
‖Dg(x)‖ ≤ n2 ·max

{∣∣ ∂gi
∂xj

(x)
∣∣ ∥∥ i, j = 1, . . . , n

}
.

↑
Lemma 6.12 (3)

Es folgt also aus Dg(0) = 0 und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen, dass es ein

r > 0 gibt, so dass ‖Dg(x)‖ ≤ 1
2

für alle x ∈ Br(0).

(2) Es seien nun x, y ∈ Br(0). Dann gilt:

‖f(y)− f(x)‖ ≤ sup{‖Df(x+ t · (y − x)︸ ︷︷ ︸
∈Br(0)

)‖ | t ∈ [0, 1]} · ‖y − x‖ ≤ 1
2
· ‖y − x‖.

↑ ↑
Schrankensatz 12.2 folgt aus (1)

(3) Wir nehmen an, dass ‖g(0)‖ ≤ r
2
. Es sei nun x ∈ Br(0). Dann gilt:

‖g(x)‖ ≤ ‖g(x)− g(0)‖+ ‖g(0)‖ ≤ 1

2
· ‖x− 0‖+ ‖g(0)‖ ≤ r

2
+

r

2
= r.

↑ ↑ ↑
Dreiecksungleichung folgt aus (2) da ‖x‖≤r und ‖g(0)‖≤ r

2

Wir haben also gezeigt, dass g
(
Br(0)

)
⊂ Br(0). �

45Dies kann man auch direkt sehen, denn für x, y ∈ [− 1
4 ,

1
4 ] gilt

|g(x)− g(y)| = |x2 − y2| = |x− y| · |x+ y|︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

≤ 1
2 |x− y|.
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14. Der Satz über die Umkehrabbildung

14.1. Erinnerung an Analysis I. Wir erinnern zuerst an [Fr1, Monotoniesatz 13.4].

Satz 14.1. (Monotoniesatz) Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei f : I → R eine
differenzierbare Funktion. Dann gilt:

(1) f ′(x) > 0 für alle x ∈ I =⇒ f ist streng monoton steigend
(2) f ′(x) < 0 für alle x ∈ I =⇒ f ist streng monoton fallend.

Insbesondere gilt:

(3) f ′(x) 6= 0 für alle x ∈ I =⇒ f ist injektiv.

Der folgende Satz kombiniert einige Aussagen, welche wir in Analysis I bewiesen hatten.

Satz 14.2. (Umkehrregel) Es sei I ⊂ R eine offene Teilmenge und es sei f : I → R eine
stetig differenzierbare Funktion. Es sei x0 ∈ I. Wenn f ′(x0) 6= 0, dann gibt es ein U ⊂ I
mit folgenden Eigenschaften:

(1) (a) U ist ein offenes Intervall um x0.
(b) Die Abbildung f : U → R ist injektiv.
(c) Das Bild f(U) ist ein offenes Intervall um f(x0).

(2) Die Umkehrfunktion f−1 : f(U)→ U ist stetig.
(3) Die Umkehrfunktion f−1 : f(U)→ U ist sogar differenzierbar.
(4) Für alle y ∈ f(U) gilt:

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
.

(5) Die Umkehrfunktion f−1 : f(U)→ U ist sogar stetig differenzierbar.

Beweis.

(1) Nach Voraussetzung ist die Ableitung f ′ stetig. Da f ′(x0) 6= 0 existiert ein offenes
Intervall U = (a, b) um x0, so dass f ′ 6= 0 auf (a, b). Es folgt aus dem Monotonie-
satz 14.1, dass f : (a, b)→ R injektiv ist. Es folgt aus [Fr1, Lemma 9.2], dass das Bild
f von U = (a, b) gerade das offene Intervall mit Grenzen f(a) und f(b) ist.

(2) Es folgt aus [Fr1, Satz 9.6], dass die Umkehrabbildung f−1 : f(U)→ U stetig ist.
(3) Die Umkehrregel [Fr1, Satz 12.9] besagt, dass f−1 : f(U)→ U differenzierbar ist.
(4) Es gilt:

1 =
d

dy
y =

d

dy
(f ◦ f−1)(y) = f ′(f−1(y)) · (f−1)′(y).

↑
Kettenregel, welche wir anwenden können, da f−1 nach (3) differenzierbar ist

Wir erhalten die gewünschte Gleichheit, durch Auflösen nach (f−1)′(y).
(5) Es folgt aus (4), dass (f−1)

′
die Verknüpfung von stetigen Funktionen ist, also ist

(f−1)
′

stetig. Dies bedeutet gerade, dass f−1 stetig differenzierbar ist. �

Beispiel. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

f : R → R
x 7→ 1

2
· x2
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und den Punkt x0 = 2 in R. Dann ist f ′(x0) = x0 = 2 ungleich null. Wir betrachten das
offene Intervall U = (1, 3) um x0 = 2. Die Abbildung f ist auf U injektiv und das Bild ist das
offene Intervall V := f(U) = (1

2
, 9

2
) um y0 = f(x0) = 2. Die zugehörige Umkehrabbildung

f−1 : V → U ist gegeben durch x 7→
√
x, welche auf dem offenen Intervall (1

2
, 9

2
) stetig und

stetig differenzierbar ist.

��
��
��
��

�
�
�

�
�
�

5

3

2

1

1

4

32

V

die Einschränkung
von f auf U → V besitzt
eine Umkehrabbildung

die Ableitung bei x0 = 2
ist nicht-null

offene Umgebung
U von x0 = 2

Graph von
f(x) = 1

2
x2

14.2. Der Satz über die Umkehrabbildung. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob
und wie man den Monotoniesatz 14.1 und die Umkehrregel 14.2 auf den mehrdimensiona-
len Fall verallgemeinern kann. Die Verallgemeinerung der Voraussetzung f ′(x0) 6= 0 ist,
dass wir nun annehmen, dass das Differential Df(x0) eine invertierbare Matrix ist. Damit
erhalten wir folgende Fragen:

Frage 14.3. Es sei X ⊂ Rn offen und f : X → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung.

(1) Können wir eine allgemeine Aussage über Injektivität treffen, wenn Df(x) invertier-
bar ist für alle x ∈ X?

(2) Es sei a ∈ X. Wenn Df(a) invertierbar ist, was für eine Aussage über f können wir
in einer offenen Umgebung um a treffen?

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

P : R>0 × R → R2

(r, ϕ) 7→
(
r · cos(ϕ)
r · sin(ϕ)

)
.

Das Differential der Abbildung P an einem Punkt (r, ϕ) ∈ R>0 × R ist gegeben durch

DP (r, ϕ) =

(
cos(ϕ) −r · sin(ϕ)
sin(ϕ) r · cos(ϕ)

)
︸ ︷︷ ︸

Determinante = r > 0

, insbesondere ist DP (r, ϕ) invertierbar.

Das Differential ist also an jedem Punkt (r, ϕ) ∈ R>0×R invertierbar. Aber P ist natürlich
nicht injektiv, nachdem immer gilt P (r, ϕ) = P (r, ϕ+ 2π). Wir sehen also, dass die Verall-
gemeinerung des Monotoniesatzes 14.1 auf den mehrdimensionalen Fall nicht gilt.
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4π
3

r

ϕ

π
4

2π
(r, ϕ) 7→

(
r cosϕ
r sinϕ

)

Der folgende Satz verallgemeinert nun die Umkehrregel 14.2 auf den mehrdimensionalen
Fall.

Satz 14.4. (Satz über die Umkehrabbildung) Es sei X ⊂ Rn offen, es sei f : X → Rn

eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem sei a ∈ X. Wenn Dfa ∈ M(n×n,R) eine
invertierbare Matrix ist, dann gibt es eine Teilmenge U ⊂ X mit folgenden Eigenschaften:

(1) (a) U ist eine offene Umgebung von a.
(b) Die Abbildung f : U → Rn ist injektiv.
(c) Das Bild f(U) ist eine offene Umgebung von f(a) ∈ Rn.

(2) Die Umkehrabbildung f−1 : f(U)→ U ist stetig.
(3) Die Umkehrabbildung f−1 : f(U)→ U ist sogar differenzierbar.
(4) Für alle b ∈ f(U) gilt:

Df−1(b) = das Inverse des Differentials Df am Punkt f−1(b).

(5) Die Umkehrabbildung f−1 : f(U)→ U ist sogar stetig differenzierbar.
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U f(U) ist offen in Rn

a mit Dfa invertierbarX
f(a)

f

f−1

Bemerkung. Es ist sehr leicht zu überprüfen, ob eine lineare Abbildung invertierbar ist,
beispielsweise genügt es die Determinante zu berechnen. Andererseits ist es im Allgemei-
nen sehr schwer festzustellen, ob eine beliebige Abbildung f : U → V umkehrbar ist. Der
Satz 14.4 über die Umkehrabbildung besagt nun, dass wenn das Differential Df(a) einer
stetig differenzierbaren Funktion f an einem Punkt a invertierbar ist, dann ist f “lokal
umkehrbar”46, d.h. es gibt eine kleine Umgebung U von a, so dass die Einschränkung von
f auf U umkehrbar ist.

Die Teilaussagen des Satzes 14.4 über die Umkehrabbildung werden im Folgenden separat
behandelt.

46Die Begriffe “(lokal) umkehrbar” und “(lokal) invertierbar” sind völlig austauschbar.
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Beweis von Aussagen (1) und (2) des Satzes 14.4 über die Umkehrabbildung. Wir beginnen
mit zwei Vorbemerkungen:

•Wir beweisen den Satz über die Umkehrabbildung für X = Rn, a = 0 und f(a) = 0.
Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.
• Es sei A = Df(0). Indem wir gegebenenfalls die Abbildung f durch die Abbildung
g(x) := A−1 · f(x) ersetzen, genügt es den Fall zu betrachten, dass Df(0) = id.47

Es sei nun also f : Rn → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung mit f(0) = 0 und
Df(0) = id. Wir müssen zeigen, dass es offene Umgebungen U von 0 und V von f(0) gibt,
so dass f : U → V eine Bijektion ist und so dass die Umkehrfunktion f−1 : V → U stetig
ist. Wir fangen mit folgender ähnlich klingender Behauptung an.

Behauptung 1. Es existiert ein r > 0, so dass es zu jedem Punkt y ∈ B r
2
(0) genau ein

x ∈ Br(0) mit f(x) = y gibt.
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jedes y ∈ B r
2
(0) besitzt ein

eindeutiges Urbild in Br(0)

f

Br(0)

B r
2
(0)

D f(0) = id f(0) = 0

y

Unser Ziel ist also, in der Nähe des Ursprungs eine Umkehrfunktion f−1 zu finden.
Es sei also y ∈ Rn ein Punkt nahe am Ursprung. Das Ziel ist nun zu zeigen, dass
es ein x mit y = f(x) gibt. Wir wollen solch ein x mithilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes 13.3 finden. Wir müssen die Problemstellung also als Fixpunktproblem
umformulieren. Offensichtlich gilt

y = f(x) ⇐⇒ x = y + (x− f(x))︸ ︷︷ ︸
=:gy(x)

.

Um den Banachschen Fixpunktsatz 13.3 anwenden zu können, müssen wir nun die
Lage so arrangieren, dass die Abbildung gy kontrahierend ist.

Für ein beliebiges y ∈ Rn betrachten wir die Abbildung

gy : Rn → Rn

x 7→ gy(x) := y + (x− f(x)).

Wir schreiben g := g0, also g(x) = x− f(x). Wir machen folgende Bemerkungen:

(i) Es sei y ∈ Rn. Für alle x ∈ Rn gilt, dass Dgy(x) = Dg(x), denn y ist nur eine
Konstante.

47In der Tat, denn wenn x 7→ g(x) = A−1 · f(x) eine lokale Umkehrabbildung ϕ besitzt, dann ist
x 7→ ϕ(A−1 · x) eine Umkehrabbildung für f .
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(ii) Für alle y ∈ Rn gilt:

Dgy(0) = Dg(0) = D(id−f)(0) = D id(0)︸ ︷︷ ︸
=id

−Df(0)︸ ︷︷ ︸
=id

= id− id = 0.
↑ ↑

siehe (i) denn g = id−f

(iii) Aus (i), (ii) und Satz 13.5 folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass für alle y ∈ Rn und

x ∈ Br(0) gilt: ‖Dgy(x)‖ ≤ 1

2
.

(iv) Zudem folgt aus gy(0) = y und aus Satz 13.5 (2) und (3), dass für alle y ∈ B r
2
(0) die

Abbildung gy sich einschränkt auf eine kontrahierende Abbildung

gy : Br(0)︸ ︷︷ ︸
abgeschlossene Teilmenge

des Banachraums Rn

−→ Br(0)

mit Kontraktionsfaktor 1
2
.

(v) Der Banachsche Fixpunktsatz 13.3 besagt nun, dass es für jedes y ∈ B r
2
(0) genau ein

x ∈ Br(0) mit gy(x) = x, also mit f(x) = y, gibt. �

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

����

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

��
��
��
��

Br(0)

gy

‖D gy(x)‖ ≤ 1
2

für
alle x in der Scheibe

Br(0) D gy(0) = 0 gy(0) = y

gy
(
Br(0)

)

Es folgt aus Behauptung 1, dass wir nun folgende Abbildung einführen können:

f−1 : B r
2
(0) → Br(0)

y 7→ das nach Behauptung 1 eindeutig bestimmte x ∈ Br(0) mit f(x) = y.

Behauptung 2. Für alle y, z ∈ B r
2
(0) gilt

‖f−1(y)− f−1(z)‖ ≤ 2 · ‖y − z‖.

Es seien also y, z ∈ B r
2
(0). Dann gilt

folgt aus g(w)=w−f(w), mit w=f−1(y) und w=f−1(z) Dreiecksungleichung
↓ ↓

‖f−1(y)− f−1(z)‖ =
∥∥∥g(f−1(y)) + f(f−1(y))︸ ︷︷ ︸

=y︸ ︷︷ ︸
=f−1(y)

− (g(f−1(z)) + f(f−1(z))︸ ︷︷ ︸
=z

)

︸ ︷︷ ︸
=f−1(z)

∥∥∥ ≤
≤ ‖g(f−1(y))− g(f−1(z))‖︸ ︷︷ ︸

≤ 1
2
‖f−1(y)− f−1(z)‖, da g

kontrahierend auf V ⊂ Br(0)

mit Kontraktionsfaktor 1
2

+ ‖y − z‖ ≤ 1

2
‖f−1(y)− f−1(z)‖+ ‖y − z‖.
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Indem wir die Ungleichung nach ‖f−1(y) − f−1(z)‖ auflösen erhalten wir die gewünschte
Ungleichung

‖f−1(y)− f−1(z)‖ ≤ 2 · ‖y − z‖. �
Wir müssen nun eine offene Umgebung U von a = 0 finden, so dass f(U) offen ist, so

dass f : U → f(U) bijektiv ist, und so dass die Umkehrabbildung f−1 : V → U stetig ist.
Wir setzen nun

U := Br(0) ∩ f−1(B r
2
(0)).

Nach Satz 2.15 ist U eine offene Umgebung von a = 0. Es folgt aus Behauptung 1, dass
f : U → f(U) injektiv ist. Also ist f : U → f(U) bijektiv. Zudem folgt aus Behauptung 2,
zusammen mit Lemma 13.4, dass f−1 : f(U)→ U stetig ist.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass f(U) ⊂ Rn offen ist. Wir werden folgende etwas ge-
nauere Behauptung beweisen.

Behauptung 3. Es ist f(U) = B r
2
(0).

Per Definition gilt f(U) ⊂ B r
2
(0). Wir müssen nun noch zeigen, dass auch B r

2
(0) ⊂ f(U).

Es sei also y ∈ B r
2
(0). Da f−1 auf B r

2
(0) definiert ist, gibt es nach Behauptung 1 ein

x ∈ Br(0) mit f(x) = y. Wir müssen zeigen, dass x ∈ U , d.h. wir müssen zeigen, dass
‖x‖ < r. In der Tat ist

‖x‖ = ‖x− 0‖ = ‖f−1(y)− f−1(0)‖ ≤ 2 · ‖y − 0‖ < 2 · r
2

= r.
↑

nach Behauptung 2

�

Beweis von Aussagen (3) und (4) des Satzes 14.4 über die Umkehrabbildung. Es sei also wie-
derum X ⊂ Rn offen, es sei f : X → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem
sei a ∈ X, so dass Df(a) ∈ M(n × n,R) eine invertierbare Matrix ist. Wir hatten gera-
de gesehen, dass es eine offene Umgebung U um a gibt, so dass f(U) offen ist, so dass
f : U → f(U) ein Bijektion ist, und so dass die Umkehrabbildung f−1 : f(U) → U stetig
ist.

(3) Der Beweis, dass die Umkehrabbildung f−1 : f(U)→ U sogar differenzierbar ist, ist
vom Ansatz her ganz ähnlich zum Beweis der Umkehrregel [Fr1, Satz 12.9] aus Ana-
lysis I. Allerdings ist der Beweis technisch aufwändiger. Aus Zeit und Platzgründen
verweisen wir auf [K2, Seite 104] beziehungsweise [Br2, Seite 47] für die Details.

(4) Es sei also b ∈ f(U). Wir schreiben g = f−1. Dann gilt

id = D id(b) = D(f ◦ g)(b) = Dfg(b) ·Dgb.
↑ ↑ ↑

Lemma 6.6 da g Umkehrabbildung nach der Kettenregel 6.13, welche wir anwenden
gilt f ◦ g = id können, da wir gerade in (4) gesehen haben,

dass die Umkehrabbildung differenzierbar ist

Durch Auflösen nach Dgb = D(f−1)b erhalten wir die erwünschte Aussage. �

Bevor wir uns dem Beweis von Aussage (5) des Satzes 14.4 über die Umkehrabbildung
zuwenden, wollen wir erst folgendes Lemma beweisen.
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Lemma 14.5. Es sei U ⊂ Rn und es sei

U → GL(n,R)
x 7→ A(x) = (aij(x))

eine Abbildung, so dass die Matrixeinträge stetig sind, d.h. die Funktionen x 7→ aij(x) sind
stetig. Dann sind auch die Einträge von

U → GL(n,R)
x 7→ A(x)−1

stetig.

Beweis. Die Cramersche Regel [N1, Satz 13.4] besagt, dass für eine beliebige quadratische
reelle Matrix A mit det(A) 6= 0 gilt48

A−1 = 1
det(A) · A

adj,

wobei Aadj die Adjungierte der Matrix A ist, d.h. der ij–Eintrag von Aadj ist gegeben durch

(−1)i+j · Determinante der Matrix, welche man aus A durch
Streichen der i–ten Spalte und der j–ten Zeile erhält.

Es folgt also, dass die Einträge von A−1 rationale Funktionen49 in den Einträgen von A sind.
Insbesondere, wenn die Einträge von x 7→ A(x) stetig sind, dann sind auch die Einträge
von x 7→ A(x)−1 stetig. �

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
������������������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����

werden gestrichen

j-te ZeiA−1

i-te
S
p
alte

A

i

j

ij-Eintrag = (−1)i+j · det

Beweis von Aussage (5) des Satzes 14.4 über die Umkehrabbildung. Es sei X ⊂ Rn offen,
es sei f : X → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung und zudem sei a ∈ X, so dass
Df(a) ∈ M(n× n,R) eine invertierbare Matrix ist. Wir hatten schon gesehen, dass es eine
offene Umgebung U um a gibt, so dass f(U) offen ist, so dass f : U → f(U) ein Bijektion
ist, so dass die Umkehrabbildung g := f−1 : f(U)→ U differenzierbar ist, und so dass das

48Für eine invertierbare 2× 2-Matrix besagt die Regel, dass(
a b
c d

)
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

49Eine rationale Funktion ist ein Bruch von Polynomem, möglicherweise in mehreren Variablen.
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Differential von g = f−1 gegeben ist durch

f(U) → M(n× n,R)

b 7→
(

Dfg(b)︸ ︷︷ ︸
Differential von f

am Punkt g(b)

)−1 = das Inverse der Matrix mit Einträgen
∂fi
∂xj

(g(b)).︸ ︷︷ ︸
die Funktion b 7→ ∂fi

∂xj
(g(b)) ist stetig

da die partiellen Ableitungen
stetig sind und da g stetig ist

x
folgt aus Satz 6.7

Für alle i, j ∈ {1, . . . , n} gilt also:

∂gi
∂xj

(b) = ij-Eintrag von Dgb = (Dfg(b))
−1.

↑
Satz 6.7

Es folgt nun aus diesen Beobachtungen und Lemma 14.5, dass alle partiellen Ableitungen
von g stetig sind. Mit anderen Worten, g ist stetig differenzierbar. �
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15. Tangentialvektoren und Lagrange-Multiplikatoren

15.1. Tangentialvektoren.

Definition. Es sei M ⊂ Rn eine Teilmenge und es sei P ∈M .

(1) Eine Kurve in M durch P ist eine stetige Abbildung γ : I → M auf einem offenen
Intervall I mit γ(0) = P .

(2) Ein Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M im Punkt P , wenn es eine stetig
differenzierbare Kurve γ in M durch P gibt, so dass γ′(0) = v.

(3) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt P wird mit TPM bezeichnet. Wir
nennen TPM den Tangentialraum am Punkt P .
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Fläche M in R3

Punkt P

Kurve γ in M durch P

γ′(0) ist ein Tangentialvektor
an M im Punkt P

Bemerkung. Bildlich gesprochen ist ein Tangentialvektor am Punkt P ein Vektor, welcher
sich am Punkt P an die Teilmenge M “anschmiegt”.

Beispiel.

(1) Der Nullvektor ist die Ableitung der konstanten Kurve durch P , also ist der Null-
vektor immer ein Tagentialvektor.

(2) Wir betrachten den Kreis
S1 = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1}.

Es sei (x, y) = (cos(ϕ), sin(ϕ)) ein Punkt auf S1. Für λ ∈ R betrachten wir die diffe-
renzierbare Kurve

γλ : (−π, π) → S1

t 7→ (cos(ϕ+ λ · t), sin(ϕ+ λ · t)).
Dann ist γλ(0) = (cos(ϕ), sin(ϕ)) = (x, y) und

γλ
′(0) = (−λ · sin(ϕ), λ cos(ϕ)) = (−λ · y, λ · x).

Die Menge aller dieser Ableitungen ist gerade die Menge der Vektoren, welche ortho-
gonal zum Vektor (x, y) sind. Wir werden gleich in Satz 15.2 sehen, dass dies in der
Tat alle Tangentialvektoren zum Punkt (x, y) sind.

Tangentialvektoren an S1,
jeweils in den Punkt verschoben

Lemma 15.1. Es sei M ⊂ Rn eine Teilmenge und P ∈ M . Für jeden Vektor v ∈ TPM
und jedes λ ∈ R gilt auch, dass λ · v ∈ TPM .
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Beweis. Es sei v = γ′(0) ∈ TPM ein Tangentialvektor und λ ∈ R. Der Vektor λ · v ist die
Ableitung der Kurve t 7→ γ(λ · t), also ebenfalls ein Tangentialvektor. �

Satz 15.2. Für jedes P ∈ Sn ⊂ Rn+1 gilt: TPS
n = P⊥ := {v ∈ Rn+1 | 〈v, P 〉 = 0}.

Insbesondere ist TPS
n ein n-dimensionaler Untervektorraum von Rn+1.
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S2S1

TPS
1

TPS
2

PP

Beweis. Es sei P ∈ Sn. Wir müssen zeigen, dass TPM = {v ∈ Rn+1 | 〈v, P 〉 = 0}. Wir
beweisen die beiden Inklusionen “⊂” und “⊃”.

(“⊂”) Es sei γ : I → Sn eine stetig differenzierbare Kurve mit γ(0) = P . Für jedes t ∈ I
gilt dann

0 = d

dt
1 = d

dt
‖γ(t)‖2 = d

dt
〈γ(t), γ(t)〉 = 2 · 〈γ′(t), γ(t)〉.

↑ ↑
da γ auf Sn verläuft gilt ‖γ(t)‖ = 1 folgt aus der Produktregel

Insbesondere erhalten wir für t = 0, dass 0 = 〈γ′(0), γ(0)〉 = 〈γ′(0), P 〉.
(“⊃”) Es sei nun v ∈ Rn+1 mit 〈v, P 〉 = 0. Der Nullvektor ist sowieso ein Tangentialvektor,

wir müssen also nur den Fall v 6= 0 betrachten. Es folgt aus Lemma 15.1, dass es
genügt den Fall zu betrachten, dass ‖v‖ = 1. Wir betrachten die Kurve

γ : R → Rn+1

t 7→ P · cos(t) + v · sin(t).

Offensichtlich gilt γ(0) = P und γ′(0) = v. Wir müssen nur noch zeigen, dass γ
wirklich auf Sn verläuft. In der Tat gilt für alle t ∈ R, dass

‖γ(t)‖2 = 〈γ(t), γ(t)〉 = 〈P ·cos(t) + v ·sin(t), P ·cos(t) + v ·sin(t)〉
= 〈P ·cos(t), P ·cos(t)〉︸ ︷︷ ︸

=cos2(t)·‖P‖2=cos2(t)

+ 2·〈v ·sin(t), P ·cos(t)〉︸ ︷︷ ︸
= 0, da 〈v, P 〉 = 0

+ 〈v ·sin(t), v ·sin(t)〉︸ ︷︷ ︸
=sin2(t)·‖v‖2=sin2(t)

= 1.

�

�
�
�
�

���� ��
��
��
��

�� ��

v mit 〈v, P 〉 = 0S2

γ(t) = P ·cos(t) + v ·sin(t)
P

15.2. Der Satz vom regulären Wert.

Lemma 15.3. Es sei A eine k×n-Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) A besitzt Rang k,
(2) die Zeilen von A sind linear unabhängig
(3) die Abbildung Rn → Rk, v 7→ A · v ist surjektiv.
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Beispiel. Eine 1×n-Matrix ( b1 . . . bn ) hat Rang 1 genau dann, wenn es mindestens einen
Eintrag bi gibt, der nicht Null ist.

Wir führen nun folgende Definition ein.

Definition. Es sei X ⊂ Rn offen und g : X → Rk eine differenzierbare Abbildung.

(1) Wir sagen P ∈ X ist ein regulärer Punkt von g, wenn das Differential Dg(P ) den
Rang k besitzt. Ein Punkt, welcher nicht regulär ist, wird singulär genannt.

(2) Wir sagen w ∈ Rk ist ein regulärer Wert von g, wenn alle Punkte im Urbild g−1({w})
regulär sind.50

Beispiel. Es seien a1, . . . , an ∈ R>0 positive reelle Zahlen.

(1) Wir betrachten die Abbildung

g : Rn → R
(x1, . . . , xn) 7→ a1 · x2

1 + · · ·+ an · x2
n.

Für jeden Punkt x = (x1, . . . , xn) in Rn gilt, dass

Dg(x1, . . . , xn) = (2 · a1︸︷︷︸
6=0

· x1 . . . 2 · an︸︷︷︸
6=0

· xn).

Nach dem vorherigen Beispiel hat diese Matrix Rang = 1, genau dann, wenn gilt
(x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0). Mit anderen Worten, alle P ∈ R \ {(0, . . . , 0)} sind regulär.

(2) Es folgt aus (1), dass alle Zahlen in R \ {0} reguläre Werte sind.

Von besonderem Interesse ist das Urbild von 1 ∈ R, nämlich

E(a1, . . . , an) := g−1({1}) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | a1 · x2
1 + · · ·+ an · x2

n = 1}.
Dies ist eine Ellipse (n = 2) oder Ellipsoid (n ≥ 3).

die Ellipse E(a1, a2) = {(x1, x2) | a1 · x2
1 + a2 · x2

2 = 1}

1√
a1

1√
a2

Satz 15.4. (Satz vom regulären Wert) Es sei X ⊂ Rn offen, es sei g : X → Rk

eine stetig differenzierbare Abbildung und es sei w ∈ Rk ein regulärer Wert. Wir setzen
M := g−1({w}). Für jedes P ∈M = g−1({w}) gilt

TPM = ker(DgP : Rn → Rk).

Insbesondere ist TPM ein (n− k)-dimensionaler Untervektorraum von Rn.

50Anders ausgedrückt, ein Wert w ∈ Rk ist regulär, wenn dieser nicht das Bild von einem singulären
Punkt in X ist.
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Bemerkung. Mit “Satz vom regulären Wert” wird in der Literatur normalerweise die Aus-
sage bezeichnet, dass das Urbild eines regulären Wertes eine “Untermannigfaltigkeit” ist.
Wir werden den Begriff einer “Untermannigfaltigkeit” in dieser Vorlesung jedoch nicht
einführen.

Beweis. Es sei P ∈ M := g−1({w}). Wir zeigen zuerst die Inklusion “⊂”. Es sei also
v ∈ TPM . Dann gilt

DgP · v = DgP · γ′(0) =
d

dt
(g ◦ γ)

∣∣
t=0

= 0.
↑ ↑ ↑

wir wählen γ : I→M Kettenregel 6.13 denn g◦γ hat den
mit γ′(0) = v konstanten Wert w

Wir zeigen nun die Inklusion “⊃”.

Es sei v ∈ ker(DgP : Rn → Rk). Wir müssen eine geeignete Kurve γ : I → M ⊂ Rn

finden. Aber die einzige Abbildung, welche wir besitzen ist f : Rn → Rk, welche “in
die falsche Richtung” geht. Um eine Abbildung in die richtige Richtung zu erhalten
wollen wir den Satz 14.4 über die Umkehrabbildung anwenden. Dazu brauchen wir
jedoch eine Abbildung mit invertierbarem Differential. Diese erhalten wir, in dem wir
f : Rn → Rk durch eine weitere Abbildung Θ: Rn → Rn−k ergänzen.

Nach Voraussetzung ist w ein regulärer Wert, also ist P per Definition ein regulärer
Punkt, d.h. das Differential DgP : Rn → Rk ist ein Epimorphismus. Wir benötigen nun
folgende allgemeine Aussage aus der linearen Algebra.

Behauptung. Es sei δ : Rn → Rk ein Epimorphismus. Dann existiert ein Epimorphismus
Θ: Rn → Rn−k, so dass die Abbildung

δ ×Θ: Rn → Rk × Rn−k = Rn

v 7→ (δ(v),Θ(v))

ein Isomorphismus ist.

Da δ : Rn → Rk ein Epimorphismus ist können wir für i = 1, . . . , k jeweils ein vi ∈ Rn

mit δ(vi) = ei wählen. Man kann nun leicht zeigen, dass v1, . . . , vk linear unabhängig sind.
Nach dem Basisergänzungssatz [N1, Satz 5.13] gibt es Vektoren w1, . . . , wn−k ∈ Rn, so dass
v1, . . . , vk, w1, . . . , wn−k eine Basis von Rn ist. Wir betrachten nun den Epimorphismus

Θ: Rn → Rn−k

k∑
i=1
µi · vi +

n−k∑
i=1

νi · wi 7→
n−k∑
i=1

νi · ei.

Dieser Epimorphismus hat nun die gewünschte Eigenschaft, denn δ × Θ schickt die Basis
v1, . . . , vk, w1, . . . , wn−k auf die Standardbasis von Rk × Rn−k = Rn. �

Es folgt also aus der Behauptung, dass es einen Epimorphismus Θ: Rn → Rn−k gibt, so
dass die Abbildung DgP ×Θ: Rn → Rk × Rn−k = Rn

v 7→ (DgP · v,Θ(v))



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 143

ein Isomorphismus ist. Wir setzen µ := Θ(P ). Wir betrachten nun die Abbildung

Φ := g ×Θ: Rn → Rk × Rn−k = Rn

v 7→ (g(v),Θ(v)).

Man kann leicht überprüfen, dass DΦP = DgP × Θ. Insbesondere ist DΦP also ein Iso-
morphismus. Es folgt aus dem Satz 14.4 über die Umkehrabbildung, dass es eine offene
Umgebung U von P ∈ Rn und eine offene Umgebung V von Φ(P ) = (w, µ) ∈ Rn gibt,
so dass Φ: U → V bijektiv ist, und so dass die Umkehrabbildung Φ−1 : V → U stetig
differenzierbar ist.

Es sei nun v ∈ ker(DgP : Rn → Rk). Dann gilt

d

dt
Φ−1((w, µ) + t · (0,Θ(v)))︸ ︷︷ ︸

Kurve in M = g-1({w}) durch P

∣∣
t=0

= D(Φ−1)(w,µ) · (0,Θ(v)) = (DΦ−1
P )(0,Θ(v)) = v.

↑ ↑ ↑
Kettenregel 6.13 Satz 14.4 über die da aus v∈ker(DgP : Rn→Rk)

Umkehrabbildung folgt DΦP (v)=(0,Θ(v))

Wir haben also gezeigt, dass v ∈ TPM . �
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regulärer Wert w

Θ

M=g−1({w})

g

Rn Rn−k

RkRk

Rn−k

Φ=g×Θ

Φ−1

(w, µ)

v

w

Θ(v)

V
P

µ=Θ(P )

U

Skizze für den Beweis von Satz 15.4.

Bemerkung. In der folgenden Diskussion werden wir nur noch den Fall k = 1 betrachten.
Für k = 1 entspricht das Differential gerade dem Gradienten. Wir sehen also, dass ein
Punkt P ∈ X ein regulärer Punkt einer Abbildung g : X → R ist, genau dann, wenn
Grad g(P ) 6= 0.

Wir können jetzt folgendes freundliche Korollar zum Satz 15.4 vom regulären Wert for-
mulieren.

Korollar 15.5. Es sei X ⊂ Rn offen, es sei g : X → R eine stetig differenzierbare Abbil-
dung und es sei w ∈ R ein regulärer Wert. Wir setzen M := g−1({w}). Für jeden Punkt
P ∈M gilt:

TPM = (Grad g(P ))⊥.

Beweis. Für jedes P ∈M gilt:

TPM = ker

(
Rn → Rk

v 7→ DgP ·v

)
= {v ∈ Rn | 〈Grad g(P ), v〉 = 0} = (Grad g(P ))⊥.

↑ ↑
Satz 15.4 aus Satz 7.6 folgt DgP · v = 〈Grad g(P ), v〉 �



144 STEFAN FRIEDL

Beispiel. Es seien nun a1, . . . , an positive reelle Zahlen. Wie oben betrachten wir die Funk-
tion

g : Rn → R
(x1, . . . , xn) 7→ a1 · x2

1 + · · ·+ an · x2
n.

Wir hatten oben schon angemerkt, dass jedes w ∈ R \ {0} ein regulärer Wert von g. Wir
betrachten wiederum das Ellipsoid

E(a1, . . . , an) := g−1({1}) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | a1 · x2
1 + · · ·+ an · x2

n = 1}.
Aus Korollar 15.5 folgt, dass für jeden Punkt (x1, . . . , xn) ∈ E(a1, . . . , an) gilt:

T(x1,...,xn) E(a1, . . . , an) = (2 · a1 · x1, . . . , 2 · a1 · x1)︸ ︷︷ ︸
=Grad g(x1,...,xn)

⊥.

Wenn wir nun den Spezialfall a1 = . . .= an = 1 betrachten, dann erhalten wir die Sphäre
Sn−1 und wir sehen, dass

T(x1,...,xn) S
n−1 = (2x1, . . . , 2xn)⊥ = (x1, . . . , xn)⊥.

Dies gibt uns einen neuen Beweis von Satz 15.2.

�
�
�
�

�
�
�
�

die Ellipse E(a1, a2) = {(x1, x2) | a1 · x2
1 + a2 · x2

2 = 1}

Grad g(x1, x2) = (2 · a1 · x1, 2 · a2 · x2)

(x1, x2)

T(x1,x2) E(a1, a2)

Beispiel. Es sei X ⊂ R2 offen, es sei g : X → R eine stetig differenzierbare Abbildung und
es sei C ∈ R ein regulärer Wert. Dann ist

M = g−1({C}) = {x ∈ X | g(x) = C}
insbesondere eine Niveaulinie von g. Korollar 15.5 besagt nun, dass diese Niveaulinie or-
thogonal zu den Gradienten von g ist. Dies ist genau die Aussage, welche wir schon auf
Seite 74, ohne Beweis, formuliert hatten.

15.3. Die Methode der Lagrangemultiplikatoren. In diesem Kapitel werden wir eine
Methode einführen, welche es in vielen Fällen erlaubt elegant lokale Extrema einer Funktion
auf geeigneten Teilmengen von Rn zu bestimmen.

Satz 15.6. (Satz über den Lagrange-Multiplikator) Wir haben folgende Lage:

(1) Es sei M ⊂ Rn eine Teilmenge der Form

M = g−1({w}),
wobei w ∈ R ein regulärer Wert einer stetig differenzierbaren Funktion g : X → R
ist, welche auf einer offenen Teilmenge X ⊂ Rn definiert ist.

(2) Es sei f : Rn → R eine weitere differenzierbare Funktion.
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Wenn f : M → R an einem Punkt x ∈M ein lokales Extremum annimmt,51 dann existiert
ein λ ∈ R, so dass52

Grad f(x) = λ ·Grad g(x).
↑

solch λ wird als Lagrangemultiplikator bezeichnet

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

für f(x, y)=x2+y2 gilt
Grad f(x, y)=(2x, 2y)

Grad gg−1({w})

f nimmt lokales Extremum
auf M = g−1({w}) an

Beispiel. Ganz ähnlich zur Diskussion auf Seite 112 betrachten wir die Funktion

f : S1 = {(x, y) ∈ R2 |

=:g(x,y)︷ ︸︸ ︷
x2 + y2 = 1} → R

(x, y) 7→ x+ y.

Da S1 kompakt ist folgt aus Korollar 3.10, dass f ein globales Maximum und Minimum
annimmt. Die Punkte an denen das globale Maximum angenommen wird sind natürlich
auch Punkte, an denen ein lokales Extremum angenommen wird. Es genügt also alle solche
Punkte und deren Funktionswerte zu bestimmen. Wir finden diese Punkte nun mithilfe von
Satz 15.6:

(1) Wir suchen also Punkte (x, y) ∈ R2 und λ ∈ R, welche folgende Bedingungen erfüllen:
(I) x2 + y2 = 1 (dies garantiert, dass (x, y) ∈ S1),

(II) Grad f(x, y)︸ ︷︷ ︸
=(1,1)

= λ ·Grad g(x, y)︸ ︷︷ ︸
=(2x,2y)

, d.h. (II′) 1 = λ · 2x
(II′′) 1 = λ · 2y.

Dies sind nun also drei Gleichungen (I), (II′) und (II′′) in drei Variablen x, y, λ.
(a) Aus (II′) folgt λ 6= 0.
(b) Aus (II′) und (II′′) folgt x = 1

2λ
und y = 1

2λ
.

(c) Wir setzen (b) in (I) ein und erhalten 1
4λ2

+ 1
4λ2

= 1, also λ = ± 1√
2
.

(d) Wir setzen (c) in (b) ein und erhalten die Punkte (x, y) = ( 1√
2
, 1√

2
) =: P+ sowie

(x, y) = (− 1√
2
,− 1√

2
) =: P−.

(2) Die Extrema von f auf S1 werden also bei den beiden Punkten P+ und P− angenom-
men.

(3) Wir berechnen f(P−) = −
√

2 und f(P+) =
√

2.

51In der Literatur bezeichnet man öfters ein lokales Extremum der Funktion f : M = g−1({w})→ R als
lokales Extremum von f : Rn → R unter der Nebenbedingung g = w.

52Dies ist, wie so oft, nur eine notwendige Bedingung für die Existenz eines lokalen Extremums. Mit
anderen Worten, wenn es solch einen Lagrangemultiplikator gibt, heißt das noch lange nicht, dass ein lokales
Extremum vorliegt.
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(4) Wir erhalten aus (3), dass f(P−) = −
√

2 das globale Minimum, und dass f(P+) =
√

2
das globale Maximum von f auf S1 ist.

Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie auf Seite 112. Die Rechnung verläuft ganz
anders, je nach Geschmack ist die eine oder die andere Variante effizienter. Auf ähnliche
Weise kann man den Satz 15.6 über den Lagrange-Multiplikator auch anwenden, um das
globale Maximum einer Funktion f : Sn → R zu bestimmen.

Für den Beweis von Satz 15.6 benötigen wir folgendes Lemma.

Lemma 15.7. Für jeden Untervektorraum U ⊂ Rn gilt: U = (U⊥)⊥.

Beweis von Lemma 15.7. Wir machen folgende Beobachtungen:

(1) Es folgt direkt aus der Definition, dass U ⊂ (U⊥)⊥.
(2) Für einen Untervektorraum V ⊂Rn folgt aus Lemma 8.14: dim(V ⊥)=n−dim(V ).
(3) Aus (2) folgt: dim((U⊥)⊥) = n− dim(U⊥) = dim(U).

Aus (1) und (3) folgt: U = (U⊥)⊥. �

Beweis von Satz 15.6. Wir nehmen an, dass die Funktion f : M = g−1({w}) → R bei
x ∈M ein lokales Extremum annimmt. Wir wollen zeigen, dass

Grad f(x) ∈ R ·Grad g(x).

Aus Korollar 15.5 und Lemma 15.7 folgt, dass

R ·Grad g(x) = (TxM)⊥.

Es genügt also folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Der Gradient Grad f(x) ist orthogonal zu allen Vektoren in TxM .

Sei also v ∈ TxM . Dann gilt in der Tat:

〈Grad f(x), v〉 = 〈Grad f(x), γ′(0)〉 =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣
t=0

= 0.
↑ ↑ ↑

wir wählen eine Kurve γ nach Satz 7.6 folgt aus Satz 10.2, denn nach
auf M durch x mit γ′(0)=v Lemma 10.1 nimmt f ◦ γ bei t = 0

ein lokales Extremum an �

Mithilfe des Fundamentalsatzes 8.11 der Algebra, welchen wir erst in Analysis III bewei-
sen werden, hatten wir in Lemma 8.19 gesehen, dass jede symmetrische reelle Matrix einen
reellen Eigenwert besitzt. Wir können nun einen weiteren Beweis dieser Aussage geben.

Satz 15.8. Jede symmetrische Matrix A ∈ M(n× n,R) besitzt einen reellen Eigenwert.

Mithilfe von Satz 15.8 kann man nun den Spektralsatz 8.20 für symmetrische Matrizen
beweisen, ohne auf den Fundamentalsatz 8.11 der Algebra zurückgreifen zu müssen.

Beweis. Es sei A ∈ M(n×n,R) eine symmetrische Matrix. Wir betrachten die Funktionen

f : Rn → R
x 7→ 〈x,A · x〉 und

g : Rn → R
x = (x1, . . . , xn) 7→ ‖x‖2 = x2

1 + · · ·+ x2
n.
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Da Sn−1 kompakt ist folgt aus Korollar 3.10, dass f auf Sn−1 = g−1({1}) ein globales
Maximum an einem Punkt x ∈ Sn−1 = g−1({1}) annimmt. Insbesondere nimmt f dort
auch ein lokales Extremum an. Es folgt also aus Satz 15.6, dass es ein λ ∈ R gibt, so dass

(∗) Grad f(x) = λ · Grad g(x).︸ ︷︷ ︸
=(2x1,...,2xn)=2x

Behauptung. Es ist Grad f(x) = 2 · A · x.

Es sei i ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt:

i-te Koordinate von Grad f(x) =
∂

∂xi
〈x,A · x〉 =

∂

∂xi

n∑
j=1

n∑
k=1

xj · ajk · xk

=
n∑
j=1

aji · xk +
n∑
k=1

aik · xk =
n∑
j=1

2 · aji · xj = i-te Koordinate von 2 · A · x.
↑

denn A ist symmetrisch �
Wenn wir (∗) mit den Berechungen der Gradienten kombinieren erhalten wir, dass es ein

λ ∈ R gibt, so dass:
2 · A · x = λ · 2 · x.

Da 2 · x 6= 0 haben wir also gezeigt, dass A einen reellen Eigenwert, nämlich λ, besitzt. �
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16. Differentialgleichungen: Definition und Beispiele

16.1. Definition von Differentialgleichungen.

Definition. Es sei A ⊂ Rn eine beliebige Teilmenge. Ein Vektorfeld auf A ist eine stetige
Abbildung f : A→ Rn.

Beispiel. Ein Vektorfeld auf A ordnet also jedem Punkt in A ⊂ Rn einen Vektor in Rn zu.
Beispielsweise ist f : R2 → R2

(x, y) 7→ 1
2
(−y, x)

ein Vektorfeld auf R2. Dieses Vektorfeld ist in der Abbildung auf der linken Seite skizziert.

Vektorfeld
f(x, y) = 1

2
(−y, x) Vektorfeld auf R2

Definition. Es sei f : A→ Rn ein Vektorfeld auf einer Teilmenge A ⊂ Rn. Eine Lösung der
Differentialgleichung y′ = f(y)

ist eine differenzierbare Kurve ϕ : I → A ⊂ Rn auf einem offenen Intervall, so dass für alle
t ∈ I gilt ϕ′(t) = f(ϕ(t)).

Bemerkung. Eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) ist also eine Kurve ϕ, so
dass zu jedem Zeitpunkt t die Ableitung durch den Vektor des Vektorfeldes f am Punkt
ϕ(t) gegeben ist.

Beispiel. Wir betrachten wiederum das Vektorfeld

f(x, y) = 1
2
(−y, x).

Dann ist

ϕ(t) =
(

cos
(

1
2
t
)
, sin

(
1
2
t
))

eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(y), denn für alle t ∈ R gilt in der Tat

ϕ′(t) =
(

cos
(

1
2
t
)
, sin

(
1
2
t
))′

= 1
2
·
(
− sin

(
1
2
t
)
, cos

(
1
2
t
))

= f(ϕ(t)).

Vektorfeld
g auf R2

Vektorfeld
f(x, y) = 1

2
(−y, x)

die Kurve ψ ist eine Lösung
der Differentialgleichung y′ = g(y)

die Kurve ϕ(t) =
(

cos
(

1
2
t
)
, sin

(
1
2
t
))

ist eine Lösung der
Differentialgleichung y′ = f(y)

ϕ(0) = (1, 0)
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Definition. Es sei A ⊂ Rn eine Teilmenge. Ein variables Vektorfeld auf A besteht aus einem
Intervall I ⊂ R und einer stetigen Abbildung

f : I × A → Rn

(t, y) 7→ f(t, y).

Bemerkung. Ein variables Vektorfeld definiert also insbesondere für ein fest gewähltes t ∈ I
ein Vektorfeld y 7→ f(t, y). Anders ausgedrückt, f ist ein Vektorfeld auf A, welches sich
mit der “Zeit” t verändern kann. Umgedreht definiert jedes Vektorfeld v auf A durch
f(t, y) := v(y) auch ein variables Vektorfeld.

Wir können jetzt auch die obige Definition einer Lösung einer Differentialgleichung etwas
verallgemeinern.

Definition. Es sei f : I × A → Rn ein variables Vektorfeld auf A ⊂ Rn. Eine Lösung der
Differentialgleichung

y′ = f(t, y)

ist eine differenzierbare Kurve ϕ : J → A ⊂ Rn auf einem offenen Intervall J ⊂ I, so dass
für alle t ∈ J gilt

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)).

Bemerkung. Eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) ist also eine Kurve ϕ, so dass
zu jedem Zeitpunkt t die Ableitung gerade durch den Vektor des variablen Vektorfeldes am
Punkt ϕ(t) zur Zeit t gegeben ist.

Beispiel. Wir betrachten das variable Vektorfeld53

f : R>0 × R2 → R2

(t, y) 7→ 1
t
· y

und die dazugehörige Differentialgleichung y′ = f(t, y) = 1
t
· y. Für jedes λ ∈ R2 \ {0} ist

ϕ : R>0 → R2

t 7→ t · λ

eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y). In der Tat, denn für alle t ∈ R>0 gilt

ϕ′(t) = λ =
1

t
· t · λ = f(t, t · λ) = f(t, ϕ(t)).

Bemerkung. Es gibt kein allgemeines Verfahren, um Differentialgleichungen zu lösen. Wir
werden in diesem Kapitel verschiedene Verfahren kennenlernen, um bestimmte Typen von
Differentialgleichungen zu lösen. In den folgenden Kapiteln werden wir dann die Theorie
der Differentialgleichungen behandeln.

53Das Vektorfeld zeigt an einem Punkt y ∈ R2 “nach außen” und hat die Länge 1
t · ‖y‖, d.h. mit

zunehmender Zeit werden die Vektoren immer kürzer.
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16.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Wir betrachten jetzt im
verbleibenden Teil des Kapitels nur noch Differentialgleichungen im Fall n = 1.

Definition. Es seien I, J ⊂ R offene Intervalle und es seien f : I → R, sowie g : J → R zwei
stetige Funktionen. Eine Differentialgleichung vom Typ

y′ = f(t) · g(y)

heißt Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Beispiel. Die Differentialgleichung y′ = 2 · t · y2 ist eine Differentialgleichung mit
getrennten Variablen.

Wir versuchen zuerst einmal die Differentialgleichung y′ = f(t) · g(y) ganz naiv zu lösen.
Hierbei führen wir folgende suggestive “Physikerrechnung” durch:

dy

dt
= f(t) · g(y)

=⇒ 1

g(y)
dy = f(t) dt “wir bringen alle y auf die gleiche Seite”

=⇒
∫ 1

g(y)
dy =

∫
f(t) dt

=⇒ G(y) = F (t) wobei F,G Stammfunktionen von f und 1
g

sind

=⇒ y = G−1(F (t)).

Der folgende Satz besagt nun, dass unter geigneten Voraussetzungen diese naive Rechnung
in der Tat eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t) · g(y) liefert.

Satz 16.1. Es seien I, J ⊂ R offene Intervalle und es seien f : I → R sowie g : J → R
zwei stetige Funktionen, so dass g(y) 6= 0 für alle y ∈ J . Es sei t0 ∈ I und und es sei
y0 ∈ J . Wir definieren

F : I → R und G : J → R

t 7→
t∫
t0

f(s) ds y 7→
y∫
y0

1

g(s)
ds.

Wenn F (I) ⊂ G(J), dann ist54

ϕ : I → R
t 7→ G−1(F (t))

die einzige Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t) · g(y) auf dem Intervall I, welche die
Anfangsbedingung ϕ(t0) = y0 erfüllt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Funktion ϕ : I → R in der Tat eine Lösung ist. Für
jedes t ∈ I gilt:

54Die Voraussetzung g(y) 6= 0 impliziert, dass G′(y) = 1
g(y) durchgehend das gleiche Vorzeichen besitzt,

d.h. G ist eine streng monotone Funktion, insbesondere besitzt G eine Umkehrfunktion.
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Kettenregel 6.13 Umkehrregel 14.2
↓ ↓

ϕ′(t) =
(
G−1(F (t))

)′ = (G−1)′(F (t)) · F ′(t) =
1

G′(G−1(F (t)))
· F ′(t)

= g(G−1(F (t))︸ ︷︷ ︸
=ϕ(t)

) · f(t) = g(ϕ(t)) · f(t).
↑ ↑

aus dem Hauptsatz der Differential- Definition von ϕ
und Integralrechnung folgt G′ = 1

g

Wir haben also gezeigt, dass ϕ eine Lösung der Differentialgleichung y′ = g(y) · f(t) ist.
Man kann zudem leicht verifizieren, dass ϕ(t0) = y0.

Wir zeigen nun noch die Eindeutigkeit der Lösung. Es sei also ψ : I → R eine beliebige
Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t) · g(y) mit ψ(t0) = y0. Wir wollen zeigen, dass
ψ(t) = G−1(F (t)), oder anders ausgedrückt, dass G(ψ(t)) = F (t) für alle t ∈ I. In der Tat
gilt

G(ψ(t)) =
ψ(t)∫

y0=ψ(t0)

1

g(u)
du Definition von G

=
t∫
t0

ψ′(s)

g(ψ(s))
ds Substitutionsregel mit u = ψ(s) rückwärts angewandt

=
t∫
t0

f(s) ds denn ψ′(s) = f(s)·g(ψ(s)), da ψ Lösung von y′ = f(t)·g(y)

= F (t) Definition von F . �

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung

y′ = 2t · y2.

Es sei c 6= 0. Wir suchen die Lösung der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung
ϕ(0) = c erfüllt. Mit der Physikermethode erhalten wir Lösungen der Differentialgleichung
y′ = 2 · ty2 wie folgt

dy

dt
= 2ty2 =⇒ 1

y2
dy = 2t dt =⇒

∫
1

y2
dy =

∫
2t dt =⇒ − 1

y
= t2 +D =⇒ y = −1

t2 +D
.

↑
da Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante bestimmt sind

führen wir noch eine Konstante D ein

Wir wollen nun eine Lösung mit ϕ(0) = c. Wir setzen t = 0 ein und erhalten D = −1
c
.

Zusammengefasst erhalten wir aus Satz 16.1, dass

ϕ(t) = −1
t2− 1

c

die einzige Lösung der Differentialgleichung y′ = 2ty2 mit ϕ(0) = c ist. Wir betrachten nun
noch das maximale Intervall auf dem ϕ definiert ist, und welches 0 enthält.

•Wenn c < 0, dann ist ϕ(t) auf ganz R definiert.
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•Wenn c > 0, dann ist ϕ nicht für t = ±
√

1/c definiert. Also ist das maximale Intervall
um 0 gegeben durch

I =
(
−
√

1/c,
√

1/c
)
.

Anders ausgedrückt, für c > 0 divergiert die Lösung ϕ(t) für t→ ±c−1/2. Insbesondere
gibt es zur Anfangsbedingung ϕ(0) = c > 0 keine Lösung der Differentialgleichung,
welche auf ganz R definiert ist. 55

16.3. Homogene lineare Differentialgleichungen.

Definition. Es sei a : I → R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I. Wir nennen
eine Differentialgleichung der Form56

y′ = a(t) · y
homogene lineare Differentialgleichung.

Satz 16.2. Es a : I → R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I, es sei t0 ∈ I
und es sei c ∈ R. Dann besitzt die homogene lineare Differentialgleichung

y′ = a(t) · y
genau eine Lösung ϕ : I → R, welche die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c erfüllt, nämlich

ϕ(t) = c · exp

(
t∫
t0

a(s) ds

)
.

Beispiel. Es sei a ∈ R. Satz 16.2 besagt insbesondere, dass es genau eine differenzierbare
Funktion ϕ : R→ R mit ϕ′(t) = a · ϕ(t) und ϕ(t0) = c gibt, nämlich ϕ(t) = c · ea(t−t0).

Nachdem homogene lineare Differentialgleichungen ein Spezialfall von Differentialglei-
chungen mit getrennten Variablen sind, kann man Satz 16.2 insbesondere mithilfe von
Satz 16.1 beweisen. Wir geben im Folgenden allerdings einen unabhängigen, etwas einfa-
cheren Beweis.

Beweis. Wir setzen also
ϕ(t) = c · exp

(
t∫
t0

a(s) ds

)
.

Dann gilt
ϕ′(t) =

d

dt
c · exp

(
t∫
t0

a(s) ds

)
= c · exp

(
t∫
t0

a(s) ds

)
· a(t) = ϕ(t) · a(t).

↑
folgt aus exp(g(t))′ = exp(g(t)) · g′(t) und dem Hauptsatz der Integral– und Differentialrechnung

Zudem ist offensichtlich die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c erfüllt.

55Die Differentialgleichung y′ = 2ty2 ist für alle t, y ∈ R definiert. Warum besagt dann Satz 16.1 nicht,
dass auch die Lösung auf ganz R existiert?

56Eine homogene lineare Differentialgleichung ist also ein Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen.
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Es sei nun ψ : I → R eine beliebige Lösung der Differentialgleichung mit ψ(t0) = c. Wir
wollen zeigen, dass ψ(t) = ϕ(t) für alle t. Nachdem ψ(t0) = ϕ(t0) genügt es zu zeigen, dass

die Quotientenfunktion t 7→ ψ(t)
ϕ(t)

konstant ist. Dies ist aber der Fall, denn(
ψ(t)

ϕ(t)

)′
=

ϕ(t) · ψ′(t)− ψ(t) · ϕ′(t)
ϕ(t)2

=
ϕ(t) · a(t) · ψ(t)− ψ(t) · a(t) · ϕ(t)

ϕ(t)2
= 0.

↑ ↑
Quotientenregel da ϕ, ψ Lösung der DGL y′ = a(t) · t �

16.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Wir betrachten jetzt eine Verall-
gemeinerung der homogenen linearen Differentialgleichung des letzten Teilkapitels.

Definition. Es seien a, b : I → R stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I. Wir
nennen eine Differentialgleichung der Form

y′ = a(t) · y + b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung.

Sei nun t0 ∈ I und c ∈ R. Das Ziel ist eine Lösung ϕ der inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung y′ = a(t) · y + b(t) zu finden, welche die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c
erfüllt.

• Sei ψ : I → R die Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung y′ = a(t) · y
zu der Anfangsbedingung ψ(t0) = 1, welche wir beispielsweise mithilfe von Satz 16.2
finden können.
• Es sei u : I → R eine weitere beliebige differenzierbare Funktion.

Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen das Produkt ϕ(t) = ψ(t) · u(t) ei-
ne Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y′ = a · y + b ist, welche die
Anfangsbedingung ϕ(t0) = c erfüllt. Es ist

ϕ′ = (ψ · u)′ = ψ′ · u+ ψ · u′ = a · ψ · u︸︷︷︸
=ϕ

+ ψ · u′ = a · ϕ+ ψ · u′︸ ︷︷ ︸ .↑ ↑ ↑
Produktregel da ψ Lösung Definition von ϕ

von y′ = a(t) · y

Wir sehen also, dass
ϕ′ = a · ϕ+ b

genau dann, wenn
b = ψ · u′.

Nachdem ψ und b schon gegeben sind, müssen wir nach u “auflösen”, und dieses geschickt
wählen. Die obige Gleichung gilt genau dann, wenn57

u′ =
1

ψ
· b,

oder mit anderen Worten, genau dann wenn

u(t) =
t∫
t0

1

ψ(s)
· b(s) ds + const.

57Aus Satz 16.2 folgt, dass ψ(t) 6= 0 für alle t ∈ I. Wir können also in der Tat durch ψ teilen.
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Die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c ist zudem genau dann erfüllt, wenn wir die Integrations-
konstante gleich c setzen. Wir erhalten nun folgenden Satz:

Satz 16.3. Es seien a, b : I → R stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I. Es sei
t0 ∈ I und c ∈ R. Die einzige Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y′ = a(t) · y + b(t),

welche die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c erfüllt, ist gegeben durch die Funktion

ϕ(t) = ψ(t) ·
(
c+

t∫
t0

1

ψ(s)
· b(s) ds

)
wobei

ψ(t) = exp

(
t∫
t0

a(s) ds

)
.

Beweis. Wir haben vor dem Satz schon bewiesen, dass ϕ eine Lösung der Differentialglei-
chung ist (und man kann das auch noch mal leicht durch Einsetzen nachweisen). Zudem
ist ψ(t0) = 1, es folgt, dass ϕ(t0) = c. Die Funktion ϕ erfüllt also auch die gewünschte
Anfangsbedingung.

Wir müssen nun noch zeigen, dass ψ die einzige Lösung der inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung y′ = a(t) · y + b(t) ist, welche die Anfangsbedingung ϕ(t0) = c erfüllt.
Sei dazu θ(t) eine weitere Lösung. Nachdem ψ(t) 6= 0 für alle t, existiert eine Funktion v,

nämlich v(t) = θ(t)
ψ(t)

, so dass θ(t) = ψ(t) · v(t). Aber vor dem Satz hatten wir schon gesehen,

dass es genau eine solche Funktion v mit v(t0) = c gibt, nämlich v = u. Es folgt also, dass
θ = ϕ. �

Beispiel. Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung

y′ = 2 · t · y + t3.

Wir suchen eine Lösung, welche die Anfangsbedingung ϕ(0) = c erfüllt. Die zugehörige
homogene lineare Differentialgleichung y′ = 2t · y besitzt nach Satz 16.2 die Lösung

ψ(t) = exp
( t∫

0

2s ds
)

= exp(t2),

welche die Anfangsbedingung ψ(0) = 1 erfüllt. Aus dem obigen Satz 16.3 folgt, dass die
einzige Lösung der Differentialgleichung y′ = 2y + t3 mit ϕ(0) = c gegeben ist durch

ϕ(t) = et
2 ·
(
c+

t∫
0

s3 · e−s2 ds
)

= et
2 ·
(
c+

1

2
− 1

2
· (t2 + 1) · e−t2

)
.

↑
das Integral bestimmt man mithilfe der Substitution u = −s2 und partieller Integration
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17. Der Existenz– und Eindeutigkeitssatz

Es sei y′ = f(t, y) eine Differentialgleichung. Es stellen sich folgende Fragen:

(1) Besitzt die Differentialgleichung immer eine Lösung?
(2) Ist eine Lösung, zu einer gegebenen Anfangsbedingung, eindeutig bestimmt?

In allen bisherigen Beispielen haben wir gesehen, dass beide Fragen bejaht werden können.
In diesem Kapitel wollen wir auf beide Fragen ganz allgemein eingehen.

17.1. Lipschitz–stetige Abbildungen. Bevor wir uns den oben genannten Fragen zu-
wenden, müssen wir allerdings noch kurz ein etwas trockenes Kapitel abarbeiten.

Definition. Es sei D ⊂ Rn eine Teilmenge und es sei f : D → Rm eine Abbildung. Wir
sagen, f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, wenn für alle x, y ∈ D gilt, dass

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L · ‖x− y‖.

Bemerkung. Es folgt aus Lemma 13.4, dass jede Lipschitz-stetige Abbildung auch stetig
ist.

Beispiel. Wir werden folgende Beispiele teilweise im (Präsenz-) Übungsblatt 11 behandeln:

a : R → R
x 7→ 2 · x︸ ︷︷ ︸

Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 2

b : R → R
x 7→ |x|︸ ︷︷ ︸

Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 1

c : R → R
x 7→ x2︸ ︷︷ ︸

nicht Lipschitz-stetig

d : [0,∞) → R
x 7→

√
x︸ ︷︷ ︸

nicht Lipschitz-stetig

�
�
�
�

Graph von 3
√
xGraph von x2

Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 2

Graph von |x|

nicht Lipschitz-stetig nicht Lipschitz-stetig

Der folgende Satz, welcher direkt aus dem Schrankensatz 12.1 folgt,gibt uns nun viele
weitere Beispiele von Lipschitz-stetigen Funktionen.

Satz 17.1. Es sei I ⊂ R ein Intervall und es sei f : I → R eine differenzierbare Funktion.
Wenn es ein C ≥ 0 gibt, so dass |f ′(x)| ≤ C für alle inneren Punkte x von I, dann ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C.

Definition. Es sei D ⊂ Rn eine Teilmenge und es sei f : D → Rm eine Abbildung. Wir
sagen, f ist lokal Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, falls jeder Punkt P ∈ D eine
Umgebung U besitzt, so dass f : D ∩ U → Rm Lipschitz-stetig ist.

Beispiel.

(1) Wir betrachten die Funktion
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c : R → R
x 7→ x2.

Diese Funktion ist zwar nicht Lipschitz-stetig, jedoch ist sie lokal Lipschitz-stetig. In
der Tat, denn für a ∈ R ist die Einschränkung von f auf [a− 1, a+ 1] nach Satz 17.1
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2 · (|a|+ 1).

(2) Die Funktion d : [0,∞) → R
x 7→

√
x

ist auf keinem Intervall [0, ε] Lipschitz-stetig, also ist d nicht lokal Lipschitz-stetig.

Wir schreiten jetzt zur Definition einer etwas verwirrenderen Version von Lipschitz-
Stetigkeit.

Definition. Es sei G ⊂ Rm × Rn und es sei f : G → Rk

(t, y) 7→ f(t, y)

eine Abbildung.

(1) Wir sagen die Abbildung f ist Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante L ≥ 0, wenn für alle (t, y), (t, ỹ) ∈ G gilt:

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ ≤ L · ‖y − ỹ‖.
(2) Wir sagen f ist lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variable, falls jeder Punkt

(a, b) ∈ G eine Umgebung U besitzt, so dass f : G∩U → Rn Lipschitz–stetig bezüglich
der y-Variablen ist.
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(t, y)

(t, ỹ)

Beispiel.

(1) Wie oben sieht man, dass die Funktion f : R× R → R
(t, y) 7→ y

2
3

am Punkt (0, 0) nicht lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen ist.
(2) Wir betrachten die Funktion f : R× R → R

(t, y) 7→ t
2
3 + y2.

Für alle (t, y), (t, ỹ) ∈ R× R gilt:

f(t, y)− f(t, ỹ) = (t
2
3 + y2)− (t

2
3 + ỹ2) = y2 − ỹ2.

Es folgt nun, fast mit dem gleichen Argument wie zuvor, dass die Funktion f zwar
nicht Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variable ist, aber dass die Funktion f immerhin
lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variable ist.
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Satz 17.2. Es sei G ⊂ Rm × Rn offen und es sei

f : G → Rn

(t, y) 7→ f(t, y)

eine Abbildung, welche bezüglich der Variablen y = (y1, . . . , yn) stetig partiell differenzierbar
ist. Dann ist f lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die Funktion f(t, y) = t
2
3 + y2. Es gilt ∂f

∂y
= 2y, diese

Funktion ist stetig, also ist f ist bezüglich der y-Variable stetig partiell differenzierbar.
Satz 17.2 macht also noch einmal die Aussage, dass die Funktion f lokal Lipschitz-stetig
bezüglich der y-Variable ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall G = Rm × Rn, der allgemeine Fall wird ganz ähnlich
bewiesen. Es sei also (a, b) ∈ Rm × Rn. Wir wählen ein beliebiges r > 0. Wir betrachten
folgende Umgebung von (a, b):

U :=
{

(t, y)
∣∣ ‖t− a‖ ≤ r und ‖y − b‖ ≤ r

}
,

welche nach dem Satz 3.7 von Heine–Borel kompakt ist.
Wir werden jetzt zeigen, dass f Lipschitz-stetig bezüglich der y-Variablen auf U ist. Es

seien also (t, y) und (t, y + v) in U . Dann gilt

‖f(t, y)− f(t, y+v)‖ ≤ ‖v‖·n2 · max
t ∈ [0, 1]

i, j=1, .., n

∣∣∣ ∂fi
∂yj

(x+t·v)
∣∣∣ ≤ ‖v‖·n2 · max

w ∈ U
i, j=1, .., n

∣∣∣ ∂fi
∂yj

(w)
∣∣∣

︸ ︷︷ ︸
da U kompakt, ist dieser
Term nach Korollar 3.10
durch ein C beschränkt

≤ ‖v‖·n2 ·C.
↑

folgt aus dem
Schrankensatz 12.2

angewandt auf w 7→ f(t, w)
und aus Lemma 6.12

Wir haben also gezeigt, dass f auf U Lipschitz-stetig bezüglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante n2 · C ist. �
17.2. Der Existenzsatz von Picard–Lindelöf.

Herausforderung. Es sei
y′ = f(t, y)

eine Differentialgleichung. Wir möchten nun gerne zeigen, dass es zu jeder Anfangsbedin-
gung ϕ(s) = c eine Lösung ϕ gibt, welche zumindest auf einem kleinen offenen Intervall
(s− ε, s+ ε) definiert ist.58

Das Hilfsmittel, welches wir dabei verwenden wollen, um solch ein ϕ zu finden ist der
Banachsche Fixpunktsatz 13.3. Zur Erinnerung, dieser lautet wie folgt.

58Im Beispiel nach Satz 16.1 hatten wir gesehen, dass selbst wenn die Differentialgleichung auf R× Rn
definiert ist, und wenn f : G→ Rn ein variables Vektorfeld ist, welches lokal Lipschitz–stetig bezüglich der
y-Variablen ist, dann ist eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) nicht notwendigerweise auf ganz
R definiert. Wir können also nicht hoffen, eine Lösung auf ganz R zu finden.
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Satz 13.3. (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei A eine nichtleere abgeschlossene Teil-
menge eines Banachraumes59 (V, ‖ − ‖) und es sei T : A → A eine Kontraktion60. Dann
besitzt T genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein a ∈ A mit a = T (a).

Es stellen sich nun verschiedene Fragen:

(A) Was soll der Banachraum in unserem Fall sein?
(B) Wie können wir das Lösen einer Differentialgleichung als Fixpunktproblem formulie-

ren?
(C) Welche Kontraktion T wollen wir verwenden?
(D) Welche abgeschlossene Teilmenge A wollen wir verwenden?

Antwort zu (A). Wir suchen die Lösung einer Differentialgleichung, d.h. wir suchen eine
Abbildung I → Rn auf einem Intervall I. Oder noch mal anders ausgedrückt, wir suchen
einen Punkt im Vektorraum der Abbildungen I → Rn. Satz 13.2 besagt, dass für jedes
beliebige kompakte Intervall [a, b] der Vektorraum

C([a, b],Rn) = Vektorraum aller stetigen Abbildungen f : [a, b]→ Rn

mit der Supremumsnorm, d.h. mit der Norm

‖ϕ‖ = sup
{
‖ϕ(t)‖

∣∣ t ∈ [a, b]
}

ein Banachraum ist.
Antwort zu (B). Das folgende Lemma erlaubt es uns nun das Auffinden einer Funktion
ϕ mit ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) als Fixpunktproblem umzuformulieren.

Lemma 17.3. Es sei I ein Intervall, es sei C ⊂ Rn offen, es sei f : I × C → Rn ein
variables Vektorfeld und es sei (s, c) ∈ I × C. Für eine Kurve ϕ : J → Rn auf einem
Intervall J ⊂ I sind folgende beiden Aussagen äquivalent:

(1) ϕ ist eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) bezüglich der Anfangsbedin-
gung ϕ(s) = c, d.h. es ist

ϕ′(t) = f(t,ϕ(t)) für alle t∈J , und es gilt ϕ(s)=c.

(2) Es gilt
ϕ(t) = c+

t∫
s

f(z,ϕ(z)) dz für alle t∈J .

Beweis.

59Zur Erinnerung, ein Banachraum ist ein vollständiger normierter Vektorraum, d.h. ein normierter
Vektorraum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert.

60Eine Abbildung T : A → A heißt Kontraktion, wenn es einen Kontraktionsfaktor Θ ∈ [0, 1) gibt, d.h.
so dass ‖T (x)− T (y)‖ ≤ Θ · ‖x− y‖ für alle x, y ∈ A.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 159

(1)⇒(2) Nehmen wir zuerst an, dass ϕ eine Lösung der Differentialgleichung bezüglich der
Anfangsbedingung ϕ(s) = c ist. Dann folgt für alle t ∈ J , dass

t∫
s

f(z, ϕ(z)) dz =
t∫
s

ϕ′(z) dz = ϕ(t)− ϕ(s) = ϕ(t)− c.
↑ ↑

denn ϕ ist Lösung der DGL y′=f(t, y) folgt aus dem HDI

(2)⇒(1) Nehmen wir nun an, dass ϕ die Integralgleichung erfüllt. Dann gilt ϕ(s) = c und
für alle t ∈ J gilt:

ϕ′(t) = d
dtϕ(t) = d

dt

(
c+

t∫
s

f(z, ϕ(z)) dz
)

= f(t, ϕ(t)).
↑

folgt aus dem HDI �

Antwort zu (C). Es sei y′ = f(t, y) eine Differentialgleichung, wobei f : R × Rn → Rn

stetig ist. Wir suchen eine Lösung mit ϕ(s) = c. Es sei erst einmal ε > 0 beliebig. Wir
betrachten im Folgenden den Banachraum C([s−ε, s+ε],Rn) zusammen mit der Abbildung

T : C([s− ε, s+ ε],Rn) → C([s− ε, s+ ε],Rn)

ψ 7→

 T (ψ) : [s− ε, s+ ε] → Rn

t 7→ c+
t∫
s

f(z,ψ(z)) dz

 .

Für ϕ ∈ C([s− ε, s+ ε,Rn) gilt, per Definition von T :

ϕ = T (ϕ) ⇐⇒ ϕ(t) = T (ϕ)(t) = c+
t∫
s

f(z, ϕ(z)) dz für alle t ∈ [s− ε, s+ ε]

⇐⇒ ϕ löst die Integralgleichung aus Lemma 17.3 (2).

Es genügt nun also zu zeigen, dass T einen Fixpunkt besitzt. Aus dem Banachschen Fix-
punktsatz 13.3 folgt, dass wir eine abgeschlossene Teilmenge A ⊂ C([s−ε, s+ε],Rn) finden
müssen, so dass T : A→ A eine Kontraktion ist.
Antwort zu (D). Wir müssen also besser verstehen, unter welchen Voraussetzungen die
Abbildung T kontrahierend ist. Es seien nun ϕ, ψ ∈ C([s− ε, s+ ε],Rn). Dann gilt∥∥T (ϕ)− T (ψ)

∥∥ = sup
t∈[s−ε,s+ε]

∥∥T (ϕ)(t)− T (ψ)(t)
∥∥

= sup
t∈[s−ε,s+ε]

∥∥∥ t∫
s

f(z, ϕ(z))− f(z, ψ(z)) dz
∥∥∥

≤ sup
t∈[s−ε,s+ε]

t∫
s

∥∥f(z, ϕ(z))− f(z, ψ(z))
∥∥ dz = (∗)

↑
folgt aus Lemma 4.3

Um zu zeigen, dass T kontrahierend ist wollen wir als ersten Schritt zumindest (∗)
durch ‖ϕ − ψ‖ abschätzen. Anders ausgedrückt, wir müssen den Integranden durch
‖ϕ − ψ‖ abschätzen. Wir können dies dadurch bewerkstelligen, dass wir im Folgen-
den annehmen, dass f (lokal) Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen mit einer
Lipschitz–Konstante L > 0 ist.
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Wir nehmen jetzt an, es gibt ein r > 0 mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Abbildung f , eingeschränkt auf [s− ε, s+ ε]×Br(c) ist Lipschitz-stetig bezüglich
der y-Variable mit Lipschitz-Konstante L.

(2) Für alle z ∈ [s− ε, s+ ε] gilt ϕ(z), ψ(z) ∈ Br(c).

Dann gilt:
(∗) = sup

t∈[s−ε,s+ε]

t∫
s

∥∥f(z, ϕ(z))− f(z, ψ(z))
∥∥ dz

≤ sup
t∈[s−ε,s+ε]

t∫
s

L·‖ϕ− ψ‖ dz ≤ L·|t− s|·‖ϕ− ψ‖ ≤ L·ε·‖ϕ− ψ‖.
↑

aus (1) und (2) folgt, dass für alle z ∈ [s− ε, s+ ε] gilt:
f(z, ϕ(z))− f(z, ψ(z)) ≤ L · ‖ϕ(z)− ψ(z)‖ ≤ L · ‖ϕ− ψ‖

Wenn wir uns jetzt beispielsweise auf ε = 1
2L

einschränken, dann ist also die Abbildung T

kontrahierend, mit Kontraktionsfaktor 1
2
. Also liegt es nahe A als eine geeignete Teilmenge

von C([s− ε, s+ ε],Rn) zu wählen. Die genaue Wahl von A wird im nächsten Beweis erar-
beitet.
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auf [s−ε, s+ε]×Br(c) ist f Lipschitz-stetig bezüglich der y-Variable

Graph von ϕ Graph von T (ϕ)

s+εs−ε

Graph von ψ
RnRn

R

c

Graph von T (ψ)

c

s

Br(c)

s

Wir sehen also, dass es hilfreich ist anzunehmen, dass f Lipschitz–stetig bezüglich der
y-Variablen ist. Nachdem wir uns nur Gedanken über Lösungen auf kleinen Intervallen
machen, genügt es wohl anzunehmen, dass f lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen
ist. Wir können also jetzt den Hauptsatz von diesem Kapitel formulieren.

Satz 17.4. (Existenzsatz von Picard–Lindelöf) Es sei I ein Intervall, es sei C ⊂ Rn

offen und es sei f : I × C → Rn ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz–stetig
bezüglich der y–Variable ist. Dann gibt es zu jedem (s, c) ∈ I × C ein ε > 0 und eine
Lösung ϕ : (s− ε, s+ ε)→ Rn der Differentialgleichung

y′ = f(t, y),

welche die Anfangsbedingung ϕ(s) = c erfüllt.

Bemerkung. Die Existenzaussage für Lösungen gilt auch unter der schwächeren Vorausset-
zung, dass f stetig ist. Dies ist dann der Satz von Peano [W, Seite 76], welchen wir nicht
beweisen werden.

Beweis. Wir beweisen den Existenzsatz für den Spezialfall I = R und C = Rn. Der allge-
meine Fall wird ganz ähnlich bewiesen. Es sei also s ∈ R und c ∈ Rn. Nach Voraussetzung



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 161

ist f lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y–Variable. Es existiert daher ein δ > 0 und ein
r > 0, so dass die Einschränkung von f auf die kompakte Teilmenge

Q := [s− δ, s+ δ]×Br(c) ⊂ R× Rn

Lipschitz–stetig bezüglich der y–Variable mit einer Lipschitzkonstante L > 0 ist. Es sei nun
ε ∈ (0, δ]. Es folgt aus der Diskussion vor Satz 17.4, dass für Funktionen auf dem Intervall
[s− ε, s+ ε] gilt

‖T (ϕ)− T (ψ)‖ ≤ L · ε · ‖ϕ− ψ‖,
solange auf dem Definitionsbereich gilt, dass ‖ϕ(z)− c‖ ≤ r und ‖ψ(z)− c‖ ≤ r. Insbeson-
dere ist also für jedes ε ∈ (0, δ] mit ε ≤ 1

2L
die Abbildung

T : Aε :=
{
ψ ∈ C([s− ε, s+ ε],Rn)

∣∣ ‖ψ − c‖ ≤ r
}︸ ︷︷ ︸

abgeschlossene Teilmenge
nach der Diskussion auf Seite 24

→ C([s− ε, s+ ε],Rn)

kontrahierend mit Kontraktionsfaktor 1
2
. Wir müssen nun also noch sicher stellen, dass

T (Aε) ⊂ Aε. Es sei also ψ ∈ Aε. Wir wollen also wissen, ob ‖T (ψ)− c‖ ≤ r. Es gilt

‖T (ψ)−c‖ = sup
t∈[s−ε,s+ε]

‖T (ψ)(t)−c‖ = sup
t∈[s−ε,s+ε]

∥∥∥∥ t∫
s

f(z, ψ(z)) dz

∥∥∥∥ ≤ sup
t∈[s−ε,s+ε]

t∫
s

‖f (z, ψ(z)︸ ︷︷ ︸
∈Q, da ψ∈Aε

)‖ dz
↑ ↑

Definition von T (ψ) nach Lemma 4.3

≤ sup
t∈[s−ε,s+ε]

|t− s| · max
{
‖f(r, y)‖

∣∣ (r, y) ∈ Q
}︸ ︷︷ ︸

=:M , das Maximum existiert nach
nach Korollar 3.10, da Q kompakt

= ε ·M.

Damit T (Aε) ⊂ Aε muss auch ‖T (ψ)‖ ≤ r gelten. Dies können wir dadurch erreichen, dass
ε ·M ≤ r, d.h. in dem wir sicher stellen, dass ε ≤ r

M
.

Zusammengefasst haben wir nun folgende Aussage bewiesen. Für

ε := min
{
δ, r

M
, 1

2L

}
und A := Aε :=

{
ψ ∈ C([s− ε, s+ ε],Rn)

∣∣∣ ‖ψ− c‖ ≤ r
}
.

schränkt sich T : A → C([s − ε, s + ε],Rn) auf eine kontrahierende Abbildung T : A → A
ein. Diese Abbildung T : A → A besitzt nun nach dem Banachschen Fixpunktsatz 13.3
genau einen Fixpunkt ϕ ∈ A ⊂ C([s − ε, s + ε],Rn). Es folgt aus Lemma 17.3, dass die
Abbildung ϕ eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) ist. �

17.3. Das Picard-Lindelöf Iterationsverfahren. In dem Beweis vom Banachschen Fix-
punktsatz 13.3 hatten wir folgende, etwas stärkere Aussage bewiesen:
Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes (V, ‖−‖) und es sei T : A→ A
eine Kontraktion. Es sei v0 ∈ A beliebig. Dann konvergiert die durch vk := T (vk−1) rekursiv
definiert Folge gegen ein v ∈ A mit T (v) = v.

Es sei f : R×Rn → Rn ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz–stetig bezüglich
der y-Variablen ist und es sei zudem (s, c) ∈ R×Rn. Wir suchen eine Lösung der Differential-
gleichung

y′ = f(t, y),
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welche die Anfangsbedingung ϕ(s) = c erfüllt. Es sei nun ϕ0 : [s− ε, s+ ε]→ Rn erst einmal
eine beliebige stetige Abbildung mit ϕ0(s) = c.61 Wir erinnern uns an folgende Abbildung,
welche wir auf Seite 159 eingeführt hatten:

T : C([s− ε, s+ ε],Rn) → C([s− ε, s+ ε],Rn)

ψ 7→

 T (ψ) : [s− ε, s+ ε] → Rn

t 7→ c+
t∫
s

f(z,ψ(z)) dz

 .

Wir wenden diese Abbildung nun iterativ an und wir erhalten die Folge von Funktionen

ϕ0(t)

ϕ1(t) := c+
t∫
s

f(z, ϕ0(z)) dz

ϕ2(t) := c+
t∫
s

f(z, ϕ1(z)) dz

ϕ3(t) := c+
t∫
s

f(z, ϕ2(z)) dz
...

Für geeignetes ε > 0 folgt aus der obigen Formulierung des Banachschen Fixpunktsatzes
und aus der Diskussion auf Seite 161, dass diese Folge von Funktionen im Banachraum
C([s− ε, s+ ε],Rn) gegen eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f(t, y) konvergiert.

Beispiel. Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung y′ = 2t · y. Wir wollen eine
Lösung finden, welche die Anfangsbedingung ϕ(0) = c erfüllt. Wir setzen

ϕ0(t) = c.

Mit f(t, y) = 2t · y erhalten wir die Funktionenfolge

ϕ1(t) = c+
t∫

0

2z · ϕ0(z) dz = c+
t∫

0

2z · c dz = c · (1 + t2)

ϕ2(t) = c+
t∫

0

2z · ϕ1(z) dz = c+
t∫

0

2z · c · (1 + z2) dz = c ·
(
1 + t2 + t4

2

)
...

Mit einem Induktionsargument kann man nun beweisen, dass für jedes k ∈ N gilt:

ϕk(t) = c ·
(
1 + t2 + t4

2
+ t6

3!
+ · · ·+ t2k

k!

)
.

Für jedes b > 0 konvergiert diese Folge von Funktionen im Banachraum C([−b, b],R) gegen

ϕ(t) := lim
k→∞

ϕk(t) = lim
k→∞

c ·
(
1 + t2 + t4

2
+ t6

3!
+ · · ·+ t2k

k!

)
= c ·

∞∑
k=0

(t2)k

k!
= c·exp(t2).

61Wir könnten beispielsweise die konstante Funktion ϕ0(t) = c wählen.
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Die Funktion ϕ(t) = c · exp(t2) ist also eine Lösung der Differentialgleichung y′ = 2 · t · y.
Dies kann man natürlich auch durch Einsetzen leicht verifizieren oder mithilfe der Methode
der getrennten Variablen beweisen.

Bemerkung. Es ist natürlich unwahrscheinlich, dass für eine beliebige vorgegebene Differen-
tialgleichung, die Rechnung so schön aufgeht, wie in dem gerade durchgeführten Beispiel
y′ = 2 · t ·y. Das Picard-Lindelöf Iterationsverfahren kann aber durchaus verwendet werden,
um Näherungslösungen von Differentialgleichungen zu finden.

17.4. Der Eindeutigkeitssatz. Wir gehen nun der Frage nach, ob eine Lösung einer
Differentialgleichung zu einer vorgegebenen Anfangsbedingung immer eindeutig ist.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

y′ = y
2
3 .

Offensichtlich ist
ϕ(t) := 0

eine Lösung der Differentialgleichung mit ϕ(0) = 0. Andererseits kann man diese Differenti-
algleichung mithilfe der Methode der getrennten Variablen von Seite 150 lösen. Man erhält
die Funktion

ψ(t) := 1

27
t3.

Es gilt ψ(0) = 0 und

ψ′(t) = 1

9
t2 =

( 1

27
t3
) 2

3 = ψ(t)
2
3 .

Wir sehen also, dass ψ(t) in der Tat eine Lösung für die gleiche Anfangsbedingung ist. Die

Differentialgleichung y′ = y
2
3 besitzt also keine eindeutig bestimmte Lösung zur Anfangs-

bedingung ϕ(0) = 0. Man kann das obige Beispiel noch wie folgt verallgemeinern: es sei
a ≤ 0 und b ≥ 0, dann kann man leicht nachweisen, dass

φ(t) :=


1
27
· (t− a)3, für t < a,

0, für t ∈ [a, b],
1
27
· (t− b)3, für t > b.

ebenfalls eine Lösung der Differentialgleichung ist, welche die Anfangsbedingung φ(0) = 0
erfüllt.

Wir sehen also, dass eine Differentialgleichung im Allgemeinen keine eindeutig bestimm-
te Lösung besitzt. Im Hinblick auf die Tatsache, dass in unserem Beispiel die Funktion
f(y) = y

2
3 nicht Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen ist, und im Hinblick auf den

Existenzsatz 17.4 von Picard–Lindelöf liegt es nahe sich einzuschränken, auf variable Vek-
torfelder f(t, y), welche lokal Lipschitz–stetig in der y–Variable sind. In der Tat gilt folgen-
der Satz.

Satz 17.5. (Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf) Es sei I ⊂ R ein offenes Inter-
vall, C ⊂ Rn eine offene Teilmenge und es sei f : I × C → Rn ein variables Vektorfeld,
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welches lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y–Variablen ist. Wenn die Differentialgleichung

y′ = f(t, y)

zwei Lösungen ϕ, ψ : J → Rn besitzt, welche an einem Punkt s ∈ J übereinstimmen, dann
ist ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ J .

Bemerkung. Der Eindeutigkeitssatz 17.5 hat die gleichen Voraussetzungen wie der Exis-
tenzsatz 17.4. Es folgt also insbesondere, dass die Lösung von Satz 17.4 auf dem Intervall
(s− ε, s+ ε) zudem eindeutig ist.

Bevor wir den Eindeutigkeitssatz 17.5 beweisen, formulieren wir zuerst folgendes Lemma,
welches ein Kriterium dafür gibt, dass zwei Funktionen auf R übereinstimmen.

Lemma 17.6. Es seien f, g : R → Rn zwei stetige Funktionen. Wir nehmen an, dass
folgende zwei Aussagen erfüllt sind:

(1) es gibt ein s ∈ R mit f(s) = g(s),
(2) zu jedem b ∈ R mit f(b) = g(b) gibt es ein ε > 0, so dass f und g auf dem Intervall

(b− ε, b+ ε) übereinstimmen.

Dann stimmen f und g auf ganz R überein.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass f und g auf dem Intervall [s,∞) übereinstimmen. Neh-
men wir an, dies sei nicht der Fall, es gibt also ein x > s mit f(x) 6= g(x). Wir betrachten

T :=
{
t ≥ s

∣∣ die Funktionen f und g stimmen auf [s, t] überein
}
.

Nach unserer Annahme ist s ∈ T und T ist durch x nach oben beschränkt. Wir setzen

b := sup(T ).

Aus der Definition von b folgt, dass es für jedes ε > 0 ein t ∈ [b− ε, b] mit f(t) = g(t) gibt.
Aus der Stetigkeit von f und g erhalten wir, dass f(b) = g(b). Nach Voraussetzung gibt
es dann aber ein ε > 0, so dass f und g auf dem Intervall (b − ε, b + ε) übereinstimmen.
Nachdem f und g zudem auf [s, b] übereinstimmen, sehen wir also, dass f und g sogar
auf dem Intervall [s, b + ε) gleich sind. Wir sehen also, dass b + ε

2
∈ T , im Widerspruch

zur Definition von b. Wir haben also bewiesen, dass f und g auf dem Intervall [s,∞)
übereinstimmen.

Die Aussage, dass f und g auf dem Intervall (−∞, s] ebenfalls übereinstimmen wird ganz
analog bewiesen. �

s b s b

für alle s ≤ t < b stimmen
f und g auf dem

Intervall [s, t] überein

(1) (2)

aus der Stetigkeit
folgt f(b) = g(b),

also stimmen f und g
auf ganz [s, b] überein

(3)

nach Voraussetzung
stimmen f und g dann

auch auf einem Intervall
(b− ε, b+ ε) überein
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Wir wenden uns jetzt dem Beweis des Eindeutigkeitssatzes zu:

Beweis von Satz 17.5. Wir behandeln nur den Fall, dass I × C = R × Rn und J = R.
Der allgemeine Fall wird ganz ähnlich bewiesen. Es sei also f : R × Rn → Rn eine ste-
tige Abbildung, welche lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y–Variablen ist. Zudem seien
ϕ, ψ : R→ Rn zwei Lösungen der Differentialgleichung y′ = f(t, y), welche an einem Punkt
s ∈ R übereinstimmen. Wir wollen zeigen, dass ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ R. Nach Lemma 17.6
genügt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei b ∈ R, so dass ϕ(b) = ψ(b). Dann existiert ein ε > 0, so dass

ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ (b− ε, b+ ε).

Das Ziel ist mithilfe der Eindeutigkeitsaussage vom Banachschen Fixpunktsatz 13.3
zu beweisen, dass ϕ und ψ auf einem kleinen Intervall übereinstimmen.

Wir setzen c := ϕ(b) = ψ(b). Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz–stetig bezüglich
der y–Variable. Es existiert deswegen ein δ > 0 und ein r > 0, so dass die Einschränkung
von f auf

Q := [b− δ, b+ δ]×Br(c) ⊂ R× Rn

Lipschitz–stetig bezüglich der y–Variable ist.
Im Beweis vom Existenzsatz 17.4 von Picard-Lindelöf hatten wir gesehen, dass es ein

η ∈ (0, δ] gibt, so dass sich für jedes ε ∈ (0, η] die Abbildung

T : C([b− ε, b+ ε],Rn) → C([b− ε, b+ ε],Rn)

γ 7→

 T (γ) : [b− ε, b+ ε] → Rn

t 7→ c+
t∫
b

f(z, γ(z)) dz

 .

einschränkt auf eine Kontraktion T : Aε → Aε auf der abgeschlossenen Teilmenge

Aε :=
{
γ ∈ C([b− ε, b+ ε],Rn)

∣∣ ‖γ − c‖ ≤ r
}

von C([b− ε, b+ ε],Rn).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz 13.3 besitzt also T : Aε → Aε genau einen
Fixpunkt. Wir müssen jetzt nur noch ε so wählen, dass die Einschränkungen von ϕ
und ψ auf [b − ε, b + ε] in Aε liegen, denn dann greift die Eindeutigkeitsaussage des
Banachschen Fixpunktsatzes.

Da ϕ(b) = c und ψ(b) = c und da ϕ und ψ stetig sind, existiert ein ε ∈ (0, η], so dass
‖ϕ(t)−c‖ ≤ r und ‖ψ(t)−c‖ ≤ r für alle t ∈ [b−ε, b+ε]. Also liegen die Einschränkungen von
ϕ und ψ auf [b−ε, b+ε] in A, zudem folgt aus Lemma 17.3, dass diese Einschränkungen von
ϕ und ψ Fixpunkte von T sind. Es folgt also aus der Eindeutigkeitsaussage des Banachschen
Fixpunktsatzes, dass die Einschränkungen von ϕ und ψ auf [b − ε, b + ε] übereinstimmen.
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. �
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18. Differentialgleichungen höherer Ordnung

Definition. Es sei G ⊂ R × (Rk)n eine Teilmenge und f : G → Rk eine stetige Funktion.
Wir nennen y(n) = f

(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
eine Differentialgleichung n–ter Ordnung auf Rk. Eine Lösung davon ist eine n–mal diffe-
renzierbare Funktion ϕ : I → Rk auf einem offenen Intervall I, mit der Eigenschaft, dass62

ϕ(n)(t) = f
(
t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n−1)(t)

)
für alle t ∈ I.

Bemerkung. Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist also gerade eine Differentialglei-
chung der Form y′ = f(t, y), wie wir sie schon auf Seite 148 eingeführt hatten.

Physikalisches Beispiel. Wir betrachten einen Körper der Masse m und wir bezeichnen
mit y die Lage bezüglich des Mittelpunkts der Erde zum Zeitpunkt t. Nach dem zweiten
Newtonschen Gesetz gilt für die Bahn y des Körpers

y′′ = 1

m
· F ∈ R3,
↑

Kraft, welche auf den Körper wirkt

Die Kraft F kann dabei von der Zeit, vom Ort, aber auch von der Geschwindigkeit abhängen.

Beispielsweise gilt für einen Körper der Ladung q bei in einem elektrischen Feld
−→
E =

−→
E (t, y)

und bei einem magnetischen Feld
−→
B =

−→
B (t, y), welche beide vom Ort y und der Zeit t

abhängen können, dass

F (y, t) = −G ·m ·MErde · y

‖y‖3 + q ·
(−→
E + (y′ ×

−→
B )︸ ︷︷ ︸

Kreuzprodukt

)
.

Wir sehen also, dass die Bahn durch folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung be-
schrieben wird:

y′′ = 1

m
· F (t, y) = −G ·MErde · y

‖y‖3 + 1

m
· q ·

(−→
E (t, y) + (y′ ×

−→
B (t, y)).

Mathematisches Beispiel. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

y′′ = −y
wird gelöst von den Funktionen sin(t) und cos(t). Genauer gesagt sogar von allen Linear-
kombinationen

ϕ(t) = a · sin(t) + b · cos(t), wobei a, b ∈ R.
Insbesondere ist zur Anfangsbedingung ϕ(0) = 0 jede Funktion der Form ϕ(t) = a · sin(t)
eine Lösung. Wir sehen also, dass es keine eindeutige Lösung gibt, wenn wir nur den An-
fangspunkt festlegen. Wir werden in Satz 18.3 sehen, dass man für Differentialgleichungen
n–ter Ordnung die Anfangswerte für die ersten (n− 1) Ableitungen vorgegeben muss, um
eine eindeutige Lösung zu erhalten.

62Damit die rechte Seite definiert ist, muss für alle t ∈ I gelten, dass (t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n−1)(t)) ∈ G.
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Wie bei Differentialgleichungen erster Ordnung stellen Sich jetzt folgende Fragen:

(1) Unter welchen Voraussetzungen besitzen solche Differentialgleichungen Lösungen?
(2) Unter welchen Voraussetzungen sind die Lösungen eindeutig?

Wir werden beide Fragen dadurch beantworten, indem wir im Folgenden geschickt das
Studium von Differentialgleichungen höherer Ordnung auf das Studium von Differential-
gleichungen 1. Ordnung zurückführen. Wir führen dazu folgende Notation ein.

Notation. Es sei f : R× (Rk)n → Rk eine stetige Funktion. Wir definieren63

F : R× (Rk)n → (Rk)n

(t, Y ) 7→ F (t, Y ) := F (t,


y0

y1
...

yn−2

yn−1


︸ ︷︷ ︸

=Y

) =


y1
...

yn−2

yn−1

f(t, y0, . . . , yn−1)

 .

Wir wollen nun im Folgenden zeigen, dass die Lösungen der Differentialgleichung n–ter
Ordnung

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1))

in ein–eindeutiger Beziehung zu den Lösungen der Differentialgleichung erster Ordnung

Y ′ = F (t, Y ) stehen.

Lemma 18.1. Es sei ϕ : I → Rk eine Lösung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)).

Dann ist Φ: I → (Rk)n

t 7→ Φ(t) :=

 ϕ(t)
ϕ′(t)
...

ϕ(n−1)(t)


eine Lösung der Differentialgleichung Y ′ = F (t, Y ) erster Ordnung.

Beweis. Dieses Lemma folgt sofort durch Einsetzen. In der Tat, es sei ϕ : I → Rk eine
Lösung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)).

D.h. es ist
ϕ(n)(t) = f

(
t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n−1)(t)

)
.

Dann gilt

Φ′(t) =
d

dt

 ϕ(t)
ϕ′(t)
...

ϕ(n−1)(t)

 =

 ϕ′(t)
ϕ′′(t)
...

ϕ(n)(t)

 =

 ϕ′(t)
ϕ′′(t)
...

f
(
t, ϕ(t), . . . , ϕ(n−1)(t)

)
 = F (t,Φ(t)).

�

63Jedes yi ist also jeweils ein Punkt in Rk.
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Das folgende Lemma ist das Gegenstück zu Lemma 18.1.

Lemma 18.2. Es sei Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) : I → (Rk)n eine Lösung der Differentialgleichung
Y ′ = F (t, Y ) erster Ordnung, dann ist ϕ1 : I → Rk eine Lösung der Differentialgleichung
y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)) n-ter Ordnung.

Beweis. Es sei nun also Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) : I → (Rk)n eine Lösung der Differentialgleichung
Y ′ = F (t, Y ). Ausgeschrieben bedeutet dies, dass

(∗)

ϕ′1(t)
ϕ′2(t)
...

ϕ′n(t)

 = Φ′(t) = F (t,Φ(t)) =

 ϕ2(t)
ϕ3(t)
...

f(t, ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t))


Indem wir die ersten n− 1 Einträge betrachten sehen wir, dass für jedes j ∈ {1, . . . , n− 1}
gilt:

(∗∗) ϕj+1(t) = ϕ′j(t) = ϕ′′j−1(t) = . . . = ϕ
(j)
1 (t)

Es folgt:

ϕ
(n)
1 (t) = ϕ′n(t) = f(t, ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) = f

(
t, ϕ1(t), ϕ′1(t), . . . , ϕ

(n−1)
1 (t)

)
,

↑ ↑ ↑
folgt aus (∗∗) folgt aus (∗) folgt aus (∗∗)

d.h. ϕ1 ist eine Lösung der Differentialgleichung

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
. �

Mithilfe von Lemmas 18.1 und 18.2 können wir jetzt das Studium von Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung auf das Studium von Differentialgleichungen erster Ordnung zurück-
führen. Dies erlaubt es uns jetzt kurz- und schmerzlos den Existenz- und Eindeutigkeitssatz
für Lösungen von Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu beweisen.

Satz 18.3. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es sei G ⊂ R × (Rk)n eine offene
Teilmenge und f : G→ Rk eine stetige Funktion, welche lokal Lipschitz–stetig bezüglich der
y-Variablen ist. Wir betrachten die Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
.

Dann gelten folgende Aussagen.

(1) (Existenz) Für jeden Punkt (s, a0, . . . , an−1) ∈ G gibt es ein ε > 0 und eine Lösung

ϕ : (s− ε, s+ ε)→ R
der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingungen

ϕ(s) = a0

ϕ′(s) = a1
...

...
ϕ(n−1)(s) = an−1 erfüllt.
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(2) (Eindeutigkeit) Es seien ϕ, ψ : I → Rk zwei Lösungen der Differentialgleichung n-ter
Ordnung. Wenn es ein s ∈ I gibt, so dass gilt

ϕ(s) = ψ(s)
ϕ′(s) = ψ′(s)

...
...

ϕ(n−1)(s) = ϕ(n−1)(s)

Dann gilt ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ I.

Beweisskizze. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall G = R×(Rk)n.
Es sei f : R × (Rk)n → Rk eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz–stetig bezüglich
der y-Variablen ist. Dann kann man leicht sehen, dass die Abbildung

R× (Rk)n → (Rk)n

(t,


y0

y1
...

yn−1


︸ ︷︷ ︸

=Y

) 7→ F (t, Y ) :=


y1
...

yn−1

f(t, y0, . . . , yn−1)


ebenfalls lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variablen ist. Der Satz folgt nun sofort aus
Lemmas 18.1 und 18.2, sowie aus dem Existenzsatz 17.4 und dem Eindeutigkeitssatz 17.5.

�

Beispiel. Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung zweiter Ordnung

y′′ = −y.
Es sei x ∈ R und v ∈ R. Es gibt genau eine Lösung ϕ : R→ R, welche die Anfangsbedingung
ϕ(0) = x und ϕ′(0) = v erfüllt, nämlich

ϕ(t) = x · cos(t) + v · sin(t).

Nachdem wir jetzt gesehen haben, dass man die Theorie der Differentialgleichungen
höherer Ordnung auf die Theorie von Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführen
kann, werden wir uns im Folgenden hauptsächlich mit Differentialgleichungen erster Ord-
nung beschäftigen.
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19. Lineare Differentialgleichungen

Auf Seite 153 hatten wir (in-) homogene lineare Differentialgleichungen im eindimension-
alen Fall eingeführt. Wir verallgemeinern nun die Definition auf den mehrdimensionalen
Fall.

Definition. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei A : I → M(n × n,R) eine stetige
Abbildung. Wir nennen64

y′ = A(t) · y
eine homogene lineare Differentialgleichung. Es sei zudem b : I → Rn eine weitere stetige
Abbildung, dann heißt

y′ = A(t) · y + b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung.

Satz 19.1. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall. Es seien zudem A : I → M(n× n,R) sowie
b : I → Rn stetige Abbildungen. Es sei a ∈ I und c ∈ Rn. Die inhomogene lineare Differen-
tialgleichung

y′ = A(t) · y + b(t)

besitzt genau eine Lösung ϕ, welche die Anfangsbedingung ϕ(a) = c erfüllt und welche auf
dem ganzen Intervall I definiert ist.

Bemerkung. Die Funktion b kann natürlich die Nullfunktion sein, d.h. der Satz gilt insbe-
sondere für homogene lineare Differentialgleichungen.

Der Satz besagt insbesondere, dass die Lösung auf dem ganzen Intervall I existiert. Dies
ist eine stärkere Aussage als der Existenzsatz 17.4 von Picard-Lindelöf liefert, denn dieser
liefert nur die Existenz von Lösungen auf einem Intervall der Form (a−ε, a+ε). Im Beispiel
auf Seite 151 hatten wir gesehen, dass im Allgemeinen Lösungen von Differentialgleichungen
nicht notwendigerweise den Definitionsbereich der Differentialgleichung besitzen. Die Tat-
sache, dass die Lösung auf ganz I definiert ist, ist also eine Besonderheit von inhomogenen
linearen Differentialgleichungen.

19.1. Beweis von Satz 19.1 (∗). In diesem Kapitel werden wir Satz 19.1 beweisen. Aus
Zeitgründen ist dieses Kapitel nicht Teil der offiziellen Vorlesung.

Um Satz 19.1 zu beweisen brauchen wir also ein Kriterium dafür, dass eine Lösung auf
dem ganzen Intervall I definiert ist. Folgender Satz gibt uns solch ein Kriterium.

Satz 19.2. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei f : I × Rn → Rn eine stetige
Abbildung mit der Eigenschaft, dass es zu jedem kompakten Intervall J ⊂ I ein L ∈ R gibt,
so dass für alle x ∈ J und y, ỹ ∈ Rn gilt

‖f(x, y)− f(x, ỹ)‖ ≤ L · ‖y − ỹ‖.
Dann gibt es zu jedem (a, c) ∈ I × Rn genau eine Lösung ϕ : I → Rn der Differentialglei-
chung

y′ = f(t, y),

64Eine Lösung ist also eine differenzierbare Abbildung ϕ : I → Rn mit ϕ′(t) = A(t) · ϕ(t).
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welche die Anfangsbedingung ϕ(a) = c erfüllt.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall I = R. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

Die Abbildung f ist insbesondere lokal Lipschitz–stetig bezüglich der y-Variable. Die
Eindeutigkeit der Lösung folgt also sofort aus Satz 17.5. Der Existenzsatz von Picard-
Lindelöf garantiert nur die Existenz einer Lösung auf einem Intervall der Form (a−ε, a+ε).
Wir wollen aber zeigen, dass es eine Lösung gibt, welche auf ganz R definiert ist.

Ganz analog zum Picard-Lindelöf Iterationsverfahren betrachten wir folgende Folge von
Abbildungen ϕk : R→ Rn

ϕ0(t) := c

ϕ1(t) := c+
t∫
a

f(s, ϕ0(s)) ds

ϕ2(t) := c+
t∫
a

f(s, ϕ1(s)) ds
...

Alle diese Abbildungen sind auf R definiert und differenzierbar.

Behauptung. Für jedes r > 0 konvergiert die Folge (ϕk)k∈N auf dem Intervall [a− r, a + r]
bezüglich der Supremumsnorm gegen eine stetige Abbildung ϕ : [a− r, a+ r]→ Rn.

Es sei also r > 0. Wir werden zuerst zeigen, dass die Funktionenfolge (ϕk)k∈N auf dem
kompakten Teilintervall [a−r, a+r] ⊂ I bezüglich der Supremumsnorm gegen eine Funktion
konvergiert. Es sei dazu L die Lipschitz-Konstante für die Abbildung f auf dem kompakten
Teilintervall [a − r, a + r], welche nach Voraussetzung existiert. Da ϕ0 und ϕ1 stetig sind
existiert

K := max
{
‖ϕ1(t)− ϕ0(t)‖

∣∣ t ∈ [a− r, a+ r]
}
.

Wir zeigen nun mit Induktion, dass für alle k ∈ N und t ∈ [a− r, a+ r] gilt

‖ϕk+1(t)− ϕk(t)‖ ≤ K · L
k · |t− a|k

k!
.

Die Aussage gilt für k = 0 per Definition von K. Der Induktionsschritt k → k + 1 verläuft
wie folgt: per Definition von ϕk+2 und ϕk+1 nach Lemma 4.3

↓ ↓
‖ϕk+2(t)− ϕk+1(t)‖ =

∥∥∥ t∫
a

f(s, ϕk+1(s))− f(s, ϕk(s)) ds
∥∥∥ ≤ t∫

a

∥∥∥f(s, ϕk+1(s))− f(s, ϕk(s))
∥∥∥ ds

≤ L·
t∫
a

∥∥ϕk+1(s)− ϕk(s)
∥∥ ds ≤ K ·Lk+1 ·

t∫
a

|t−a|k
k! ds = K ·L

k+1 ·|t− a|k+1

(k + 1)!
.

↑ ↑
Eigenschaft von L Induktionsvoraussetzung

Wir haben damit also den Induktionsbeweis abgeschlossen.
Für also t ∈ [a− r, a+ r] gilt also
∞∑
k=0

‖ϕk+1(t)− ϕk(t)‖ ≤
∞∑
k=0

K ·L
k ·|t− a|k

k!
≤

∞∑
k=0

1

k!
·K ·Lk ·rk = K ·

∞∑
k=0

Lkrk

k! = K ·exp(L·r).
↑ ↑ ↑

siehe oben da t ∈ [a− r, a+ r] Definition von exp
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Es folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium für Funktionenreihen [Fr1, Satz 19.5], dass die

Reihe
∞∑
k=0

(ϕk+1−ϕk) auf [a− r, a+ r] bezüglich der Supremumsnorm gegen eine Funktion

konvergiert. Zudem folgt aus dem Beweis von Behauptung 3 im Beweis von Satz 13.2 dass
die Funktion

ϕ := lim
k→∞

ϕk = ϕ0 +
∞∑
k=0

(ϕk+1 − ϕk)

auf [a− r, a+ r] stetig ist. �
Wir fahren mit der Notation der vorherigen Behauptung fort. Wir müssen nun noch

zeigen, dass ϕ in der Tat auf (a− r, a+ r) eine Lösung der Differentialgleichung ist. Nach
Lemma 17.3 genügt es dabei folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Für alle t ∈ (a− r, a+ r) gilt: ϕ(t) = c+
t∫
a

f(s, ϕ(s)) ds.

Wir führen folgende Berechnung durch: Satz 19.6 aus Analysis I besagt, dass wir
Definition von ϕk Grenzwert und Integral vertauschen können
↓ ↓

ϕ(t) = lim
k→∞

ϕk(t) = lim
k→∞

(
c+

t∫
a

f(s, ϕk−1(s)) ds
)

= c+
t∫
a

lim
k→∞

f(s, ϕk−1(s)) ds

= c+
t∫
a

f
(
s, lim
k→∞

ϕk−1(s)
)
ds = c+

t∫
a

f(s, ϕ(s)) ds.
↑ ↑

Stetigkeit von f Definition von ϕ �
Wir haben nun also bewiesen, dass für jedes r > 0 die Funktionenfolge (ϕk)k∈N auf dem

Intervall (a−r, a+r) bezüglich der Supremumsnorm gegen eine Lösung Φr : (a−r, a+r)→ R
der Differentialgleichung konvergiert. Alle diese Funktionen Φr zusammengefasst ergeben
eine Lösung, welche auf ganz R definiert ist. �

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz 19.1 zu.

Beweis von Satz 19.1. Wir schreiben f(t, y) = A(t) · y + b(t). Mit Verweis auf Satz 19.2
genügt es nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei J ⊂ I ein kompaktes Intervall. Dann gibt es ein L ∈ R, so dass für alle
t ∈ J und y, ỹ ∈ Rn gilt ‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ ≤ L · ‖y − ỹ‖.

Es sei also J ⊂ I ein kompaktes Intervall. Wir setzen

L := n2 · max
i,j=1,...,n

{
|aij(s)|

∣∣ s ∈ J}.65

Nun gilt für alle t ∈ J und y, ỹ ∈ Rn, dass

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ =
∥∥(A(t) · y + b(t))− (A(t) · ỹ + b(t))

∥∥
= ‖A(t) · (y − ỹ)‖ ≤ ‖A(t)‖ · ‖y − ỹ‖ ≤ L · ‖y − ỹ‖.

↑ ↑
Lemma 6.12 (2) Lemma 6.12 (3)

65Nach Voraussetzung ist t 7→ aij(t) stetig, also existiert L nach Korollar 3.10.
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Wir haben also damit die Behauptung bewiesen. �

19.2. Homogene lineare Differentialgleichungen. In diesem und dem nächsten Teil-
kapitel wollen wir die Menge aller Lösungen einer (in-) homogenen linearen Differential-
gleichungen studieren.

Notation. Für eine (in-) homogene lineare Differentialgleichung y′ = A(t)·y+b(t) auf einem
offenen Intervall I bezeichnen wir

L
(
y′ = A(t) · y + b(t)

)
:= Menge aller Lösungen von y′ = A(t) · y + b(t) auf I

als die Lösungsmenge.

Das folgende Lemma besagt, dass für homogene lineare Differentialgleichungen die Lösung-
menge einen Vektorraum bildet.

Lemma 19.3. Für eine homogene lineare Differentialgleichung y′ = A(t) · y auf einem
offenen Intervall I ist die Lösungsmenge L(y′ = A(t) · y) ein Vektorraum.66

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

V := {differenzierbare Abbildungen I → Rn} → W := {alle Abbildungen I → Rn}
ϕ 7→ ϕ′ − A(t) · ϕ.

Dies ist eine lineare Abbildung zwischen zwei reellen Vektorräumen. Der Kern dieser Ab-
bildung ist gerade L(y′ = A(t) · y). Nachdem der Kern einer linearen Abbildung ein Unter-
vektorraum ist, ist L(y′ = A(t) · y) also in der Tat ein Untervektorraum von V . �

Nachdem die Lösungsmenge L einer homogenen linearen Differentialgleichung y′ = A(t)·y
ein Vektorraum ist, genügt es eine Basis zu finden, um die Lösungsmenge L zu beschreiben.

Wir erinnern an folgende Definition aus der linearen Algebra.

Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir sagen Vektoren v1, . . . , vn ∈ V sind linear
unabhängig, wenn für beliebige λ1, . . . , λn ∈ R gilt

λ1 · v1 + · · ·+ λn · vn = 0 =⇒ λ1 = · · · = λn = 0.

Wir erinnern an folgende Aussage, welche wir in Übungsblatt 6 bewiesen hatten.

Lemma 19.4. Es sei f : V → W ein Homomorphismus zwischen zwei reellen Vektor-
räumen. Es seien v1, . . . , vn ∈ V . Wenn f(v1), . . . , f(vn) ∈ W linear unabhängig sind,
dann sind auch v1, . . . , vn ∈ V linear unabhängig.

Beweis. Wir nehmen also an, dass f(v1), . . . , f(vn) ∈ W linear unabhängig sind. Es seien
λ1, . . . , λn ∈ R. Dann gilt

λ1 ·v1 + · · ·+ λn ·vn = 0 =⇒ f(λ1 ·v1 + · · ·+ λn ·vn) = 0
=⇒ λ1 ·f(v1) + · · ·+ λn ·f(vn) = 0 =⇒ λ1 = · · · = λn = 0.
↑ ↑

denn f ist linear denn f(v1), . . . , f(vn) sind linear unabhängig �
66Genauer gesagt, die Lösungsmenge L(y′ = A(t) · y) bildet einen Untervektorraum des Vektorraums

aller Abbildungen I → Rn.
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Der folgende Satz gibt ein Kriterium dafür, dass Lösungen linear unabhängig sind.

Satz 19.5. Es seien ϕ1, . . . , ϕk : I → Rn Lösungen der homogenen linearen Differential-
gleichung y′ = A(t) · y
auf dem offenen Intervall I. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) Die Abbildungen ϕ1, . . . , ϕk sind linear unabhängig im reellen Vektorraum C(I,Rn)
aller stetigen Abbildungen I → Rn.

(2) Es existiert ein t0 ∈ I, so dass die Vektoren

ϕ1(t0), . . . , ϕk(t0) ∈ Rn linear unabhängig sind.

(3) Für jedes t0 ∈ I sind die Vektoren

ϕ1(t0), . . . , ϕk(t0) ∈ Rn linear unabhängig.

Beweis.

(3)⇒(2) Diese Implikation ist trivial.
(2)⇒(1) Es sei t0 ∈ I. Die Abbildung C(I,Rn) → Rn

f 7→ f(t0)

ist linear. Also folgt die Implikation aus Lemma 19.4.
(1)⇒(3) Es seien also ϕ1, . . . , ϕk linear unabhängige Lösungen von y′ = A(t) · y und es sei

t0 ∈ I. Wir müssen zeigen, dass ϕ1(t0), . . . , ϕk(t0) ∈ Rn linear unabhängig sind.
Es seien also λ1, . . . , λk ∈ R, so dass λ1 · ϕ1(t0) + · · ·+ λk · ϕk(t0) = 0 ∈ Rn.
(a) Die Linearkombination ϕ := λ1 · ϕ1 + · · ·+ λk · ϕk ist nach Lemma 19.3 eine

Lösung der Differentialgleichung y′ = A(t)·y bezüglich der Anfangsbedingung
ϕ(t0) = 0.

(b) Die Nullabbildung ψ(t) = 0 ist offensichtlich ebenfalls eine Lösung der Diffe-
rentialgleichung y′ = A(t) · y bezüglich der Anfangsbedingung ψ(t0) = 0.

(c) Aus (a) und (b), sowie Satz 19.1 folgt, dass gilt ϕ = ψ. Mit anderen Worten,
es gilt λ1 · ϕ1 + · · ·+ λk · ϕk = 0 ∈ C(I,Rn).

(d) Aus der linearen Unabhängigkeit der Abbildungen ϕ1, . . . , ϕk folgt nun, dass
λ1 = · · · = λk = 0. �

Satz 19.6. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei A : I → M(n× n,R) eine stetige
Abbildung. Die Lösungsmenge L der homogenen linearen Differentialgleichung

y′ = A(t) · y
ist ein n–dimensionaler Vektorraum.

Beweis. Es sei t0 ∈ I. Aus Satz 19.1 folgt, dass es für jedes i ∈ {1, . . . , n} genau eine Lösung
ϕi : I → Rn der Differentialgleichung y′ = A(t) · y gibt, welche die Anfangsbedingung

ϕi(t0) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
↑

i-te Koordinate



176 STEFAN FRIEDL

erfüllt. Wir werden nun zeigen, dass {ϕ1, . . . , ϕn} eine Basis von L ist.
Aus Satz 19.5 (2)⇒(1) folgt, dass die Abbildungen ϕ1, . . . , ϕn linear unabhängig sind.

Es sei nun ψ eine beliebige Lösung der Differentialgleichung y′ = A(t) · y. Wir setzen
(λ1, . . . , λn) := ψ(t0). Dann gilt

ψ(t0) = (λ1, . . . , λn) = λ1 · ϕ1(t0)︸ ︷︷ ︸
=e1

+ · · ·+ λn · ϕn(t0)︸ ︷︷ ︸
=en

∈ Rn.

Die Abbildungen ψ und λ1 · ϕ1 + · · ·+ λn · ϕn sind also Lösungen der Differentialgleichung
und haben den gleichen Wert zur Zeit t0. Aus Satz 19.1 folgt nun, dass ψ = λ1 · ϕ1 + · · ·+
λn · ϕn. �

Definition. Es sei y′ = A(t) · y eine homogene lineare Differentialgleichung. Eine Basis des
Lösungsraumes der Differentialgleichung wird Lösungsfundamentalsystem genannt.

Beispiel. Es sei c ∈ R. Wie auf Seite 148 betrachten wir die homogene lineare Differential-
gleichung (

y1

y2

)′
︸ ︷︷ ︸

=y′

=
(

0 −c
c 0

)
︸ ︷︷ ︸

=A

(
y1

y2

)
︸ ︷︷ ︸

=y

Dann kann man durch Einsetzen leicht zeigen, dass

ϕ1(t) =
(

cos(c · t)
sin(c · t)

)
und ϕ2(t) =

(− sin(c · t)
cos(c · t)

)
Lösungen der Differentialgleichung sind. Nachdem die Vektoren

ϕ1(0) =
(

1
0

)
und ϕ2(0) =

(
0
1

)
eine Basis von R2 sind, folgt aus Satz 19.5 und Satz 19.6, dass ϕ1 und ϕ2 ein Lösungs-
fundamentalsystem der Differentialgleichung y′ = A · y bilden. Insbesondere kann jede
andere Lösung ψ der Differentialgleichung y′ = A(t) · y geschrieben werden als Linearkom-
bination ψ = λ1 · ϕ1 + λ2 · ϕ2.

19.3. Inhomogene lineare Differentialgleichungen.

Notation. Für einen Vektorraum V , einen Vektor v ∈ V und einen Untervektorraum U ⊂ V
schreiben wir

v + U := {v + u |u ∈ U}.
Anders ausgedrückt, v + U ist die Translation des Untervektorraums U um den Vektor v.
Eine solche Teilmenge von V wird manchmal auch als affiner Unterraum von V bezeichnet.

Mit dieser Notation können wir den nächsten Satz formulieren.

Satz 19.7. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es seien A : I → M(n × n,R) und
b : I → Rn stetige Abbildungen. Es sei ψ eine Lösung der inhomogenen Differentialglei-
chung y′ = A(t) · y + b(t). Dann ist
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Lösung der inhomogenen Differentialgleichung y′ = A(t) · y + b(t)
↓

L
(
y′ = A(t) · y + b(t)

)︸ ︷︷ ︸
Lösungsmenge der inhomogenen

linearen Differentialgleichung

= ψ + L
(
y′ = A(t) · y

)
.︸ ︷︷ ︸

Lösungsmenge der homogenen

linearen Differentialgleichung
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L(y′ = A(t) · y), d.h. Lösungen
der homogenen linearen

Differentialgleichung
y′ = A(t) · y

L(y′ = A(t) · y + b(t)), d.h. Lösungen
der inhomogenen linearen

Differentialgleichung
y′ = A(t) · y + b(t)

ψ ist eine Lösung von y′ = A(t) · y + b(t)

Vektorraum aller differenzierbaren Abbildung I → Rn

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 19.3 betrachten wir die lineare Abbildung

V := {differenzierbare Abbildungen I → Rn} Θ−→ W := {alle Abbildungen I → Rn}
ϕ 7→ ϕ′ − A(t) · ϕ.

Für eine differenzierbare Abbildung ϕ : I → Rn und eine stetige Abbildung c : I → Rn gilt
also:

(∗) ϕ ∈ L
(
y′ = A(t) · y + c(t)

)
⇐⇒ ϕ′ = A(t) · ϕ+ c(t) ⇐⇒ Θ(ϕ) = c(t).
↑ ↑

Definition von L Definition von Θ

Es folgt aus (∗), dass es genügt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Wir betrachten die lineare Abbildung Θ: V → W . Es sei b ∈ W und es sei
ψ ∈ V mit Θ(ψ) = b. Dann gilt67

{ϕ ∈ V |Θ(ϕ) = b} = ψ + ker(Θ).

Es sei also ϕ ∈ V . Dann gilt:

Θ(ϕ) = b ⇐⇒ Θ(ϕ− ψ) = 0 ⇐⇒ ϕ− ψ ∈ ker(Θ) ⇐⇒ ϕ ∈ ψ + ker(Θ).
↑

da Θ(ψ) = b und da Θ linear �

Bemerkung. Satz 19.7 besagt, dass wir zur vollständigen Lösung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung y′ = A(t) · y + b(t) folgende zwei Schritte durchführen müssen.

(a) Wir müssen ein Lösungsfundamentalsystem für die homogene lineare Differentialglei-
chung y′ = A(t) · y finden.

(b) Wir müssen zumindest eine Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
y′ = A(t) · y + b(t) finden.

67Diese Aussage entspricht fast der Aussage von [N1, Proposition 16.2] aus der linearen Algebra.
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Wir werden (a) später noch allgemein behandeln. Im Folgenden wollen wir (b) beantworten,
unter der Voraussetzung, dass wir schon eine Lösung zu (a) besitzen.

Bemerkung. Für den Fall n = 1 hatten wir schon gesehen, wie wir aus einer Lösung der
homogenen linearen Differentialgleichung y′ = a(t) · y eine Lösung der inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung y′ = a(t) · y + b(t) erhalten. Genauer gesagt, in Satz 16.3 hatten
wir folgende Aussage bewiesen: wenn ϕ : I → R eine Lösung der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung y′ = a(t) · y ist, dann ist für jedes t0 ∈ I und c ∈ R

ψ(t) = ϕ(t) · u(t), wobei u(t) = c+
t∫
t0

ϕ(s)−1 · b(s) ds

eine Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y′ = a(t) · y + b(t). Wir wollen
nun dieses Verfahren verallgemeinern. Allerdings stellt sich nun die Frage, was die Rolle
von ψ(s)−1 spielen soll, wo doch nun die Lösungen Abbildungen I → Rn sind.

Demnächst werden wir Satz 19.8 auf den mehr-dimensionalen Fall verallgemeinern. Um
diese Verallgemeinerung zu formulieren benötigen wir allerdings noch folgende Definition.

Definition. Es seien ϕ1, . . . , ϕn : I → Rn Lösungen einer homogenen linearen Differential-
gleichung

y′ = A(t) · y
auf einem offenen Intervall I. Für beliebiges t ∈ I heißt

W (t) :=
(
ϕ1(t) . . . ϕn(t)

)︸ ︷︷ ︸
n× n-Matrix

Wronski–Matrix68 der Lösungen ϕ1, . . . , ϕn.

Beispiel. Es sei c ∈ R. Wir betrachten wiederum die homogene lineare Differentialgleichung(
y1

y2

)′
︸ ︷︷ ︸

=y′

=
(

0 −c
c 0

)
︸ ︷︷ ︸

=A

(
y1

y2

)
︸ ︷︷ ︸

=y

.

Die Lösungen ϕ1 und ϕ2 von Seite 176 ergeben die Wronski-Matrix

W (t) =
(

cos(c · t)
sin(c · t)︸ ︷︷ ︸

=ϕ1(t)

− sin(c · t)
cos(c · t)︸ ︷︷ ︸
=ϕ2(t)

)
.

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz 16.3.

Satz 19.8. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall, es seien A : I → M(n×n,R) und b : I → Rn

stetige Abbildungen, und es sei ϕ1, . . . , ϕn ein Lösungsfundamentalsystem der homogenen
linearen Differentialgleichung

y′ = A(t) · y.

68Diese Matrix ist benannt nach dem polnischen Mathematiker Jósef Hoëné-Wronski.
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Für jedes t ∈ I bezeichne
W (t) :=

(
ϕ1(t) . . . ϕn(t)

)︸ ︷︷ ︸
n× n-Matrix

die Wronski–Matrix der Lösungen ϕ1, . . . , ϕn. Es seien t0 ∈ I und C ∈ Rn. Dann ist 69

ψ(t) = W (t) · u(t), wobei u(t) =
t∫
t0

W (s)−1 · b(s)︸ ︷︷ ︸
∈Rn

ds+ C.

eine Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y′ = A(t) · y + b(t).

Beweis. Wir zeigen durch Einsetzen, dass ψ eine Lösung der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung y′ = A(t) · y + b(t) ist. In der Tat gilt:

ψ′ = (W · u)′ = W ′ · u+W · u′ =
(
ϕ′1 . . . ϕ

′
n

)
· u + W ·W−1 · b(t)

↑ ↑
Produktregel für Ableitungen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
komponentenweise angewandt angewandt auf u ergibt u′ = W−1 · b

=
(
A(t)·ϕ1 . . . A(t)·ϕn

)
·u + b(t) = A(t) · (ϕ1 . . . ϕn)︸ ︷︷ ︸

=W

· u + b(t) = A(t) · ψ + b(t).
↑ ↑

denn ϕ1, . . . , ϕn sind Lösungen der denn W · u = ψ
Differentialgleichung y′ = A(t) · y �

69Es folgt aus Satz 19.5, dass für jedes t ∈ I die Vektoren ϕ1(t), . . . , ϕn(t) linear unabhängig sind, d.h.
für jedes t ist die Matrix W (t) invertierbar.
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20. Der Fluß von Differentialgleichungen

20.1. Exkurs: Volumen und Matrizen.

Notation. Für Vektoren v1, . . . , vn in Rn bezeichnen wir im Folgenden mit

P (v1, . . . , vn) :=
{ n∑
i=1
λi · vi

∣∣∣λ1, . . . , λn ∈ [0, 1]
}

das durch v1, . . . , vn aufgespannte Parallelotop. Für n = 2 ist dies insbesondere das durch v1

und v2 aufgespannte Parallelogramm. Für n = 3 ist dies der durch v1, v2 und v3 aufgespannte
Spat.
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v
w w

u
v

das Volumen beträgt | det(u v w)|

P (v, w) =
{
λ · v + µ · w

∣∣λ, µ ∈ [0, 1]
}

ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

der Flächeninhalt beträgt | det(v w)|

das Parallelotop P (u, v, w) in R3

In Analysis III werden wir für jedes n ∈ N einen allgemeinen Volumenbegriff für Teil-
mengen von Rn einführen. Wir werden dann insbesondere folgendes Lemma beweisen.

Lemma 20.1. Es seien v1, . . . , vn ∈ Rn. Dann gilt

Vol
(
P (v1, . . . , vn)

)
=
∣∣ det

(
v1 . . . vn

)︸ ︷︷ ︸
n× n-Matrix

∣∣.
Beweisskizze. Zur Veranschaulichung wollen wir zumindest den Fall n = 2 betrachten,
obwohl wir streng genommen den Begriff des Flächeninhalts gar nicht eingeführt hatten.
Wir wollen also nun folgende Aussage zumindest plausibel machen.

Behauptung. Es seien v, w ∈ R2 zwei Vektoren. Dann gilt

Flächeninhalt von P (v, w) = | det(v w)|.
Wenn v der Nullvektor ist, dann ist sowohl der Flächeninhalt als auch die Determinante

null. Insbesondere gilt die Aussage der Behauptung.
Wir betrachten nun den Fall, dass v nicht der Nullvektor ist. Wir schreiben

ṽ =
1

‖v‖
· v und ṽ⊥ := R(π

2
) · ṽ =

(
0 −1
1 0

)
· ṽ.

Mit anderen Worten, ṽ ist die Normierung von v auf Länge 1. Zudem ist ṽ⊥ ist der Vektor ṽ,
welchen wir erhalten, indem wir ṽ um den Winkel π

2
gegen den Uhrzeigersinn drehen. Nach-

dem v 6= 0 bilden die Vektoren ṽ und ṽ⊥ eine Basis von R2. Wir schreiben w = λ · ṽ+µ · ṽ⊥.
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Dann gilt
Cavalierisches Prinzip Flächeninhalt von Rechteck
↓ ↓

Flächeninhalt von P (v, w) = Flächeninhalt von P (v, µ·ṽ⊥)︸ ︷︷ ︸
=Rechteck

= ‖v‖ · ‖µ · ṽ⊥‖

= ‖v‖ · |µ| =
∣∣∣ det(ṽ ṽ⊥)︸ ︷︷ ︸
= 1, da orthogonale

Matrix

· det
(‖v‖ λ

0 µ

)∣∣∣ =
∣∣∣ det

(
(ṽ ṽ⊥)·

(‖v‖ λ
0 µ

)
︸ ︷︷ ︸

=(v w)

)∣∣∣.x
Multiplikativität

der Determinante �
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P (v, w) P (v, µ · ṽ⊥)

v = ṽ · ‖v‖

w

v = ṽ · ‖v‖
v

w = λ · ṽ + µ · ṽ⊥ µ · ṽ⊥

ṽ

ṽ⊥

ṽ

ṽ⊥

20.2. Differentialgleichungen in Abhängigkeit vom Anfangspunkt. Der Existenz-
satz 17.4 von Picard–Lindelöf besagt, dass eine Differentialgleichung, unter vernünftigen
Voraussetzungen, zu jeder Anfangsbedingung eine eindeutige Lösung besitzt. Der folgende
Satz besagt nun, dass diese Lösung “stetig von der Anfangsbedingung abhängt”.

Satz 20.2. Es sei f : R × Rn → Rn eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz–stetig
bezüglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass für jedes x ∈ Rn die Lösung ϕx der
Differentialgleichung y′ = f(t, y) zur Anfangsbedingung ϕx(0) = x auf ganz R definiert ist.
Dann ist die Abbildung Φ: R× Rn → Rn

(t, x) 7→ Φ(t, x) := ϕx(t) stetig.

Beweis. Wir werden diesen, nicht ganz einfachen, Satz nicht beweisen. Der Satz wird jedoch
beispielsweise in [Br3, Kapitel 2] bewiesen. �

Korollar 20.3. Unter den gleichen Voraussetzungen und der gleichen Notation wie in
Satz 20.2 gilt: für jede Teilmenge A ⊂ Rn und jedes t ∈ R ist die Abbildung

A → Rn

x 7→ Φ(t, x) = ϕx(t) stetig.

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

Φ(t, A)A = Φ(0, A)

Vektorfeld f

die Abbildung x 7→ Φ(t, x) ist stetig

Illustration von Korollar 20.3.
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Beweis. Es sei t ∈ R. Die Abbildung A → Rn

x 7→ ϕx(t)

ist die Verknüpfung der Abbildungen

A → R× Rn

x 7→ (t, x)
und

R× Rn → Rn

(s, x) 7→ ϕx(s) = Φ(s, x).

Die erste Abbildung ist offensichtlich stetig, und die zweite Abbildung ist stetig nach
Satz 20.2. Das Korollar folgt nun aus der Tatsache, siehe Satz 2.16, dass die Verknüpfung
von zwei stetigen Abbildungen wiederum stetig ist. �

Definition. Es sei y′ = f(t, y) eine Differentialgleichung auf Rn, wobei f Lipschitz-stetig
bezüglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass für jedes x ∈ Rn die Lösung ϕx der
Differentialgleichung mit ϕx(0) = x auf ganz R definiert ist.

(1) Wir bezeichnen die Abbildung

Φ: R× Rn → Rn

(t, x) 7→ Φ(t, x) := ϕx(t)

als den Fluss der Differentialgleichung y′ = f(t, y).
(2) Für x ∈ Rn heißt die Kurve ϕx : R → M

t 7→ Φ(t, x) = ϕx(t)

die Flusslinie zum Anfangspunkt x.

Physikalisches Beispiel. Wir betrachten die “Welt” R3. Die Abbildung

R× R3 → R3

(t, P ) 7→ Windstärke ·Windrichtung zur Zeit t am Punkt P

ist ein Vektorfeld. Es sei Q ∈ R3 der Ort eines Moleküls zum Zeitpunkt t = 0. Mit der
obigen Notation ist

Φ(t, Q) = der Ort des Luftmoleküls zum Zeitpunkt t.

Allgemeiner gilt: wenn W ⊂ R3 eine Wolke zum Zeitpunkt t = 0 beschreibt, dann ist

Φ(t,W ) = Ausdehnung der Wolke zum Zeitpunkt t.

Korollar 20.3 besagt also, bildlich gesprochen, dass sich die Form einer Wolke stetig verändert.
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Φ(t,W ) beschreibt die Entwicklung der WolkeWolke W zum Zeitpunkt t = 0

niedrige Windgeschwindigkeit hohe Windgeschwindigkeit

Flusslinie von xx
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Im Folgenden betrachten wir hauptsächlich homogene lineare Differentialgleichungen.

Lemma 20.4. Es sei y′ = A(t)·y eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem of-
fenen Intervall I. Für jedes x ∈ Rn bezeichnen wir mit ϕx : I → Rn die nach Satz 19.1 ein-
deutige Lösung der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung ϕx(0) = x erfüllt.
Für jedes t ∈ I ist die Abbildung

Rn → Rn

x 7→ Φ(t, x) := ϕx(t) linear.

Beweis. Die Aussage wird in Übungsblatt 13, mithilfe von Satz 19.1 bewiesen. �

Definition. Es sei y′ = f(t, y) eine Differentialgleichung auf Rn, wobei f Lipschitz-stetig
bezüglich der y-Variablen ist. Wir nehmen an, dass für jedes x ∈ Rn die Lösung ϕx der
Differentialgleichung mit ϕx(0) = x auf ganz R definiert ist.

(1) Ein Punkt x heißt Fixpunkt des Flusses, wenn ϕx(t) = x für alle t ∈ R.
(2) Eine Flusslinie ϕx heißt periodisch, wenn diese nicht konstant ist, und wenn es ein

p > 0 gibt, so dass
ϕx(t) = ϕx(t+ p) für alle t ∈ R.

Beispiel. Wir betrachten wiederum die lineare Differentialgleichung(
x
y

)
′

︸ ︷︷ ︸
=y′

=
(

0 −1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

=A

(
x
y

)
︸︷︷︸

=y

, dabei ist ϕ(1

0

)(t) =
(

cos(t)
sin(t)

)
und ϕ(0

1

)(t) =
(− sin(t)

cos(t)

)
.

Aus Lemma 20.4, oder einfache Nachrechnen, folgt nun, dass der Fluss gegeben ist durch

Φ: R× R2 → R2(
t,
(
x
y

))
7→ ϕ(x

y

)(t) = x · ϕ(1

0

)(t) + y · ϕ(0

1

)(t) =
(

cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
︸ ︷︷ ︸

Rotation um Winkel t

(
x
y

)
.

Im obigen Beispiel ist (0, 0) der einzige Fixpunkt des Flusses. Für jedes (x, y) 6= (0, 0) ist
die dazugehörige Flusslinie periodisch.

�
�
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�
�
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��
��
��
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�

Φ(P, 1
4
π)

P ∈ R2

Flusslinie zum Punkt P für
die Differentialgleichung

periodische Flusslinien

der Ursprung ist ein Fixpunkt
des Flusses

Vektorfeld f(y1, y2)=
(

0 −1
1 0

)(
y1

y2

)
=
(−y2

y1

)
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20.3. Die Wronski–Determinante und der Satz von Liouville. Wir wollen in diesem
Kapitel untersuchen, wie sich das Volumen unter einer homogenen linearen Differentialglei-
chung verändert.

Definition. Es sei y′ = A(t) · y eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem of-
fenen Intervall I. Zudem sei ϕ1, . . . , ϕn : I → Rn ein Lösungsfundamentalsystem dieser
Differentialgleichung. Wir nennen

D(t) := det
(
ϕ1(t) . . . ϕn(t)

)︸ ︷︷ ︸
Wronski-Matrix W (t)

die Wronski–Determinante der Lösungen ϕ1, . . . , ϕn.
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x

y
Zeit t

t=2

t=1

t=0

für jedes t ist die Abbildung x 7→ Φ(t, x) linear,
insbesondere werden Parallelogramme

auf Parallelogramme abgebildet

Flächeninhalt = |D(t)|

ϕ1(t)

Bemerkung. Nach Lemma 20.1 gibt die Funktion t 7→ |D(t)| also an, wie sich unter der
homogenen linearen Differentialgleichung y′ = A(t) · y das Volumen eines Parallelotops
verändert. In vielen Fällen studiert man volumenerhaltende Differentialgleichungen, d.h.
Differentialgleichungen, so dass |D(t)| konstant ist für ein Lösungsfundamentalsystem. Bei-
spielsweise ist jede Differentialgleichung, welche den Fluss von Wasser beschreibt, notwen-
digerweise volumenerhaltend.

Satz 20.5. (Satz von Liouville) Es sei ϕ1, . . . , ϕn : I → Rn ein Lösungsfundamentalsys-
tem einer homogenen linearen Differentialgleichung y′ = A(t)·y. Die dazugehörige Wronski–
Determinante D(t) erfüllt die Differentialgleichung

D′(t) = tr(A(t)) ·D(t).

Bemerkung.

(1) Sei t0 ∈ I. Aus dem Satz von Liouville zusammen mit Satz 16.2 folgt, dass

D(t) = D(t0) · exp
( t∫
t0

tr(A(s)) ds
)
.

Insbesondere folgt, dass D(t0) 6= 0, genau dann, wenn D(t) 6= 0 für alle t. Der
Satz von Liouville gibt damit insbesondere einen neuen Beweis der Äquivalenz der
Aussagen (2) und (3) in Satz 19.5.
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(2) Die homogene lineare Differentialgleichung y′ = A(t) · y ist also volumenerhaltend,
genau dann, wenn tr(A(t)) = 0 für alle t. Für beliebiges c ∈ R betrachten wir
beispielsweise wiederum die homogene lineare Differentialgleichung(

y1

y2

)′
︸ ︷︷ ︸

=y′

=
(

0 −c
c 0

)
︸ ︷︷ ︸

=A

(
y1

y2

)
︸ ︷︷ ︸

=y

.

In diesem Fall ist also tr(A) = 0. Der Satz von Liouville besagt also, dass der Fluss
Volumenerhaltend ist. Dies kann man auch direkt sehen, denn die Lösungen ϕ1 und
ϕ2 von Seite 176 ergeben die Wronski-Matrix

W (t) =
(

cos(c · t)
sin(c · t)︸ ︷︷ ︸

=ϕ1(t)

− sin(c · t)
cos(c · t)︸ ︷︷ ︸
=ϕ2(t)

)
.

︸ ︷︷ ︸
Drehung um den Winkel c · t

Die Determinante der Wronski-Matrix ist hierbei immer 1. Das Volumen bleibt also
in der Tat konstant.

Der Beweis des Satzes von Liouville beruht auf folgendem Lemma.

Lemma 20.6. Es sei I ⊂ R ein offenes Intervall und es sei B : I → M(n×n,R) eine dif-
ferenzierbare Abbildung70. Für i = 1, . . . , n bezeichnen wir mit bi(t) den i–ten Zeilenvektor
von B(t). Dann gilt

d

dt
det(B(t)) =

n∑
i=1

det


b1(t)

:
bi

′(t)
:

bn(t)

.
Beweis von Lemma 20.6.

Anstatt die Ableitung direkt zu berechnen, schreiben wir die Abbildung t 7→ det(B(t))
geschickt als Verknüpfung von zwei Abbildungen, bei denen es einigermaßen leicht
ist die partiellen Ableitungen zu bestimmen. Wir erhalten dann die Ableitung der
Abbildung t 7→ det(B(t)) mithilfe der Kettenregel.

Wir betrachten die Abbildungen

d : I → Rn

t 7→

(
t1
:
tn

)
und

Φ: Rn → R(
t1
:
tn

)
7→ det

(
b1(t1)

:
bn(tn)

)
.

Dann gilt:

70D.h. alle n2 Einträge der Matrix sind differenzierbar.
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Kettenregel 6.13 Satz 6.7
↓ ↓

d

dt
det(B(t)) =

d

dt
(Φ ◦ d)(t) = D Φd(t) · d′(t) =

( ∂Φ

∂t1
(t, . . . , t) . . . ∂Φ

∂tn
(t, . . . , t)

)(1
:
1

)
.

=
n∑
i=1

∂Φ

∂ti
(t, . . . , t).

Es genügt nun also folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Für alle i = 1, . . . , n gilt:
∂Φ

∂ti
(t1, . . . , tn) = det


b1(t1)

:
b′i(ti)

:
bn(tn)

.
Es sei also i ∈ {1, . . . , n}. Wir berechnen die i-te partielle Ableitung wie folgt:

per Definition auf Seite 49
↓

∂Φ

∂ti
(t1, ..., tn) = lim

h→0

1

h
·
(
Φ(t1, . . . , ti + h, . . . , tn)− Φ(t1, . . . , ti, . . . , tn)

)
= lim

h→0

1

h
·
(

det


b1(t1)

:
bi(ti+h)

:
bn(tn))

−det


b1(t1)

:
bi(ti)

:
bn(tn))

) = det


b1(t1)

:

lim
h→0

bi(ti+h)−bi(ti)
h

:
bn(tn))

= det


b1(t)

:
b′i(t)

:
bn(t)

.x x
Definition von Φ Multilinearität und Stetigkeit der Determinante �

Beweis des Satzes von Liouville. Es sei also ϕ1, . . . , ϕn : I → Rn ein Lösungsfundamental-
system der homogenen linearen Differentialgleichung y′ = A(t) · y.

•Wir bezeichnen mitW (t) = (ϕ1(t) . . . ϕn(t)) die Wronski–Matrix der Lösungen ϕ1, . . . , ϕn.
•Wir bezeichnen mit w1, . . . , wn die Zeilen von W .

Wir können nun folgende Rechnung durchführen:

d
dt det(W (t)) =

n∑
i=1

det


w1
...
w′i
...
wn

 =
n∑
i=1

det


w1
:

n∑
j=1

aij · wj
:
wn

← i-te Zeile =
n∑
i=1

n∑
j=1

aij · det


w1
...
wj
...
wn


︸ ︷︷ ︸
= 0 für i 6= j,

denn für i 6= j sind
zwei Zeilen gleich

← i-te Zeile.x x x
Lemma 20.6 aus ϕ′i = A·ϕi folgt W ′=A·W , Multilinearität

daraus folgt w′i=
n∑
j=1

aij ·wj der Determinante

=
n∑
i=1

aii · det


w1
:
wi
:
wn


︸ ︷︷ ︸

=W

← i–te Zeile = tr(A) · det(W (t)).

�
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21. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen

Es sei a ∈ R und c ∈ R. Die homogene lineare Differentialgleichung

y′ = a · y
mit Anfangsbedingung ϕ(0) = c ist leicht zu lösen, nämlich die Lösung ist gegeben durch

ϕ(t) = c · ea·t,
wobei die Exponentialfunktion natürlich definiert ist durch die Exponentialreihe

ex := exp(x) :=
∞∑
k=0

xk

k! := lim
m→∞

m∑
k=0

xk

k! .

Es sei nun A ∈ M(n× n,R) und C ∈ R. Wir wollen jetzt die homogene lineare Differenti-
algleichung

y′ = A · y
mit Anfangsbedingung ϕ(0) = C lösen. Anstatt einen echt neuen Gedanken aufzubringen,
verwenden wir einfach den gleichen Ansatz wie für n = 1, und verallgemeinern diesen:

Satz 21.1. Es sei A eine beliebige reelle n× n–Matrix. Dann konvergiert 71

eA := exp(A) :=
∞∑
k=0

Ak

k!
:= lim

m→∞

m∑
k=0

Ak

k!

im Vektorraum der reellen n× n–Matrizen bezüglich der Norm

‖B‖max := max
{
|bij|

∣∣ i, j = 1, . . . , n
}
.

Beispiel. Es sei D eine Diagonalmatrix mit den Einträgen λ1, . . . , λn. Dann gilt

eD =
∞∑
k=0

1
k! ·D

k =
∞∑
k=0

1
k!

λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn

k

=
∞∑
k=0

1
k!

λk1 0 0

0
. . . 0

0 0 λkn

 =


∞∑
k=0

1

k!
·λk1 0 0

0
. . . 0

0 0
∞∑
k=0

1

k!
·λkn

 =

eλ1 0 0

0
. . . 0

0 0 eλn

 .

Insbesondere gilt also für die Nullmatrix, dass e0 = idn.

Im Beweis von Satz 21.1 verwenden wir folgendes Konvergenzkriterium.

Lemma 21.2. (Majoranten-Kriterium) Es sei
∞∑
k=w

Bk eine Reihe in M(n×n,R). Wenn

es eine konvergente Reihe
∞∑
k=w

ck von reellen Zahlen gibt, so dass für alle k ≥ w gilt:

‖Bk‖max ≤ ck, dann konvergiert auch die Reihe
∞∑
k=w

Bk.

71Wir verwenden die Konvention, dass Nullmatrix0 = idn. Daraus folgt insbesondere eNullmatrix = idn.
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Beweis (∗). Wort-wörtlich der gleiche Beweis wie vom Majoranten-Kriterium für Reihen
von reellen Zahlen, siehe [Fr1, Satz 6.8] zeigt, dass die Folge von Partialsummen

∑m
k=0Bk

eine Cauchy–Folge im normierten Vektorraum (M(n × n,R), ‖ − ‖max) bildet. Es genügt
nun folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Der normierte Vektorraum (M(n× n,R), ‖ − ‖max) ist vollständig.

Der normierte Vektorraum (M(n× n,R), ‖ − ‖max) ist offensichtlich isomorph zum nor-

mierten Vektorraum (Rn2
, ‖ − ‖max). Es folgt aus Lemma 1.2, dass eine Folge von Punkte

in Rn2
, welche eine Cauchy-Folge bezüglich der Maximumsnorm ‖ − ‖max bildet, auch ei-

ne Cauchy-Folge bezüglich der euklidischen Norm bildet. Aber in Lemma 2.6 hatten wir
gesehen, dass jede solche Cauchy-Folge konvergiert. �

Beweis von Satz 21.1. Wir wollen den Satz mithilfe von Lemma 21.2 beweisen. Um Lem-
ma 21.2 anwenden zu können müssen wir natürlich zuerst die Normen der Summanden, also
insbesondere die Normen der Potenzen An abschätzen. Wir beweisen dazu zuerst folgende
Behauptung:

Behauptung. Es seien P,Q ∈ M(n× n,R). Dann gilt

‖P ·Q‖max ≤ n · ‖P‖max · ‖Q‖max.

Es seien also P,Q ∈ M(n× n,R). Dann gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , n}, dass∣∣ij-Eintrag der Matrix P ·Q
∣∣ =

∣∣∣ n∑
k=1
pik · qkj

∣∣∣ ≤ n∑
k=1
| pik |︸︷︷︸
≤‖P‖max

· | qkj |︸ ︷︷ ︸
≤‖Q‖max

≤ ·‖P‖max · ‖Q‖max.

Die Behauptung folgt folgt nun direkt aus der Definition von ‖P ·Q‖max.
Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Satzes zu.

Der Gedanke ist nun das Majoranten-Kriterium auf die Exponentialreihe und eine

geeignete geometrische Reihe
∞∑
k=w

λk anzuwenden.

Es sei also A ∈ M(n× n,R). Dann gilt für alle k ∈ N, dass∥∥∥Akk!

∥∥∥ = 1
k! · ‖A

k‖ ≤ 1
k! · n

k−1 · ‖A‖k = 1
k! ·

1
n · (n · ‖A‖)

k = 1
n ·

k∏
j=1

n·‖A‖
j = (∗).

↑
(k − 1)-faches Anwenden der Behauptung

Wir wählen nun ein w ∈ N mit w ≥ 2n · ‖A‖. Dann gilt für k ≥ w, dass

(∗) = 1
n ·

m∏
j=1

n·‖A‖
j ·

k∏
j=w+1

n·‖A‖
j︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

≤ 1
n ·

m∏
j=1

n·‖A‖
j · 2w︸ ︷︷ ︸

=:C

· 1
2k
.

Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass für alle k ≥ w gilt:∥∥∥Akk!

∥∥∥ ≤ C · 1
2k
.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2021 189

Nachdem die geometrische Reihe
∞∑
k=w

C · 1
2k

konvergiert, konvergiert nach dem Majoranten-

Kriterium 21.2 auch die Reihe
∞∑
k=w

Ak

k!
, und damit auch die Reihe

∞∑
k=0

Ak

k!
. �

Satz 21.3. Es seien A,B ∈ M(n × n,R). Wenn A und B kommutieren, das heißt wenn
A ·B = B · A, dann gilt

eA+B = eA · eB.
Insbesondere gilt für alle A ∈ M(n× n,R), dass(

eA
)−1

= e−A,

insbesondere ist die Matrix eA invertierbar.

Beweis. Die erste Aussage wird fast genauso bewiesen wie die analoge Aussage für reelle
Zahlen. Die einzige echte Subtilität ist, dass wir dabei den binomischen Lehrsatz verwen-
det hatten. Dieser besagt, ganz allgemein, dass wenn R ein Ring ist und wenn A,B ∈ R
kommutieren, dann gilt:

(A+B)k =
k∑

m=0

(
k
m

)
· Am ·Bk−m.

In unserem Fall arbeiten wir mit dem Ring M(n × n,R). Um den binomischen Lehrsatz
anwenden zu können müssen wir eben fordern, dass A und B kommutieren.

Die zweite Aussage folgt, wie in [Fr1, Satz 6.19] leicht aus der ersten Aussage. In der
Tat gilt:

eA · e−A = eA+(−A) = e0 = idn, daraus folgt: (eA)−1 = e−A.
↑ ↑

denn A und −A kommutieren siehe Beispiel auf Seite 187 �

Wir wenden uns jetzt wieder den Differentialgleichungen zu. Wir betrachten dabei nun
hauptsächlich folgenden Typ von homogenen linearen Differentialgleichung.

Definition. Es sei A ∈ M(n× n,R). Wir bezeichnen

y′ = A · y
als homogene lineare autonome Differentialgleichung. Eine solche homogene lineare Diffe-
rentialgleichung wird manchmal auch zeitunabhängig genannt.

Bemerkung. Dieser Typ von Differentialgleichung erscheint erst einmal natürlich sehr re-
striktiv. Andererseits können viele Differentialgleichungen durch homogene lineare Diffe-
rentialgleichungen approximiert werden.

Mithilfe der AbbildungA 7→ eA können wir jetzt die vollständige Lösung einer homogenen
linearen autonomen Differentialgleichung hinschreiben.

Satz 21.4. Es sei A ∈ M(n × n,R) und v ∈ Rn. Die Lösung ϕ der homogenen linearen
autonomen Differentialgleichung

y′ = A · y
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bezüglich der Anfangsbedingung ϕ(0) = v ist gegeben durch

ϕ : R → Rn

t 7→ eAt · v.
Bemerkung. Mit anderen Wort, Satz 21.4 besagt, dass der Fluss, welcher durch die Diffe-
rentialgleichung y′ = A · y definiert ist, gegeben ist durch die Abbildung

Φ: R× Rn → Rn

(t, v) 7→ eAt · v.

Beweisskizze. Es sei also ϕ(t) = eAt · v.

Wir bestimmen die Ableitung von ϕ′ mit fast dem gleichen Argument wie im Beweis
von [Fr1, Satz 12.6], bei dem wir gezeigt hatten, dass d

dt
exp(x) = exp(x).

Dann gilt ϕ(0) = eA0 · v = e0 · v = id ·v = v. Zudem gilt:

nach Satz 21.3, da die Matrizen Ah und At kommutieren
↓

ϕ′(t) = lim
h→0

1

h

(
eA(t+h) · v − eAt · v

)
= lim

h→0

1
h

(
eAh · eAt − eAt

)
· v

= lim
h→0

1

h

(
eAh − id

)
· eAt · v = lim

h→0

1

h

(
id +Ah+

∞∑
k=2

Ak

k!
hk︸ ︷︷ ︸

=eAh

− id
)
· eAt · v

= lim
h→0

(
A+

∞∑
k=2

Ak

k!
hk−1

)
·eAt ·v = lim

h→0

(
A+A2 h︸︷︷︸

lim
h→0

=0

·
∞∑
l=0

Al

(l + 2)!
·hl︸ ︷︷ ︸

Beweis von Satz 21.1

zeigt, dass die Norm für

h ∈ [–1, 1] beschränkt ist

)
·eAt ·v = A·eAt · v︸ ︷︷ ︸

=ϕ(t)

.x
Substitution
l = k − 2 �

Wir haben damit, zumindest theoretisch, eine Lösung der homogenen linearen autono-
men Differentialgleichung

y′ = A · y
gefunden. Es stellt sich aber die Frage, ob man denn die Matrizen eAt auch berechnen kann.
Wir werden dieser Frage im nächsten Kapitel nachgehen.
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22. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen in Dimension 2

Wir wollen zum Abschluß der Vorlesung die homogenen linearen autonomen Differenti-
algleichungen y′ = A · y für eine reelle 2× 2–Matrix A explizit lösen.

22.1. Reelle 2× 2–Matrizen. Folgende Definition präzisiert die Definition von Seite 76.

Definition.

A,B ∈ M(n×n,R) heißen reell ähnlich ⇐⇒ es gibt P ∈ GL(n,R) mit P−1AP = B
A,B ∈ M(n×n,R) heißen komplex ähnlich ⇐⇒ es gibt P ∈ GL(n,C) mit P−1AP = B.

Lemma 22.1. Es seien A,B zwei reelle n×n-Matrizen. Wenn A und B komplex ähnlich
sind, dann sind sie auch reell ähnlich.

Beweis. Es seien A,B zwei reelle n × n-Matrizen. Wir beginnen mit der Vorbemerkung,
dass A und B komplex (bzw. reell) ähnlich sind, genau dann, wenn es eine invertierbare
komplexe (bzw. reelle) Matrix P mit A · P = P ·B gibt.

Wir nehmen nun an, dass A und B komplex ähnlich sind. Es gibt also eine Matrix
Z ∈ GL(n,C) mit

A · Z = Z ·B.
Wir schreiben Z = X + iY , wobei X und Y reelle Matrizen sind. Durch Ausmultiplizieren
und Trennen nach Real- und Imaginärteil erhalten wir, dass

A ·X = X ·B,
und A · Y = Y ·B.

Es sei nun s ∈ R. Indem wir die untere Gleichung mit s ∈ R multiplizieren und beide
Gleichungen addieren, erhalten wir, dass

A · (X + s · Y ) = (X + s · Y ) ·B.
Nachdem X + s ·Y für jedes s ∈ R eine reelle Matrix ist, müssen wir nur noch zeigen, dass
es ein s ∈ R gibt, so dass X + s · Y invertierbar ist, d.h. so dass det(X + s · Y ) 6= 0.

Das Polynom p(t) := det(X+ t ·Y ) ist nicht das Nullpolynom, denn nach Voraussetzung
gilt p( i) = det(X + iY ) = det(Z) 6= 0. Also besitzt das Polynom p nur endlich viele
Nullstellen. Für jedes s ∈ R, welches keine Nullstelle des Polynoms ist, gilt dann also, dass
det(X + s · Y ) = p(s) 6= 0. �

Definition. Es sei A ∈ M(n× n,R). Wir definieren:

A ist reell diagonalisierbar :⇐⇒ A ist ähnlich zu einer reellen Diagonalmatrix
A ist komplex diagonalisierbar :⇐⇒ A ist ähnlich zu einer komplexen Diagonalmatrix.

Satz 22.2. Es sei A eine reelle n× n-Matrix.

(1) Wenn λ = x+ iy ∈ C ein Eigenwert von A ist, dann ist auch die komplex-konjugierte
Zahl λ = x− iy ein Eigenwert von A.
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(2) Wenn es n verschiedene Eigenwerte λ1, . . . , λn zu A gibt, dann ist A diagonalisierbar.
Genauer gesagt, es seien v1, . . . , vn Eigenvektoren zu λ1, . . . , λn. Wir bezeichnen mit
P = (v1 . . . vn) die Matrix deren Spalten gerade v1, . . . , vn sind. Dann ist P inver-
tierbar und es gilt

P−1AP =

λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn

 .

Wenn alle Eigenwerte reell sind, dann kann P auch reell gewählt werden.

Beweis. Die erste Aussage ist gerade Lemma 8.5 und die zweite Aussage folgt aus Satz 8.7
und Satz 8.6. �

Satz 22.3. Es sei A eine reelle 2×2–Matrix. Dann tritt genau eine der folgenden Möglich-
keiten ein.

(1) A ist reell diagonalisierbar,
(2) A ist komplex diagonalisierbar aber nicht reell diagonalisierbar,
(3) A ist nicht diagonalisierbar.

Darüber hinaus gelten folgende Aussagen:

(1) Wenn A reell diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matrix P , so
dass

P−1AP =
(
λ 0
0 µ

)
,

wobei λ, µ ∈ R die Eigenwerte von A sind.
(2) Wenn A komplex aber nicht reell diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare

reelle Matrix P , so dass
P−1AP =

(
λ −α
α λ

)
,

wobei α 6= 0 und wobei λ± iα die Eigenwerte von A sind.
(3) Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matrix P ,

so dass
P−1AP =

(
λ 0
1 λ

)
,

wobei λ ∈ R der einzige Eigenwert von A ist.

Beweis. Es sei A eine reelle 2 × 2–Matrix. Die Aussage, dass A in genau eine der drei
Klassen fällt ist klar. Wir wenden uns nun dem zweiten Teil des Satzes zu.

(1) Diese Aussage ist gerade die Definition von reell diagonalisierbar.
(2) Es sei also A komplex diagonalisierbar aber nicht reell diagonalisierbar. Es folgt aus

Satz 8.9 und Satz 22.2, dass A genau zwei Eigenwerte besitzt und diese sind von der
Form λ± iα, wobei λ ∈ R und α ∈ R \ {0}. Wir schreiben72

B =
(
λ −α
α λ

)
.

72Die Matrix B beschreibt gerade den Homomorphismus ϕ : C→ C des 2-dimensionalen reellen Vektor-
raums C, welcher gegeben ist durch ϕ(z) = (λ+ iα) · z, bezüglich der Basis 1, i.
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Eine elementare Rechnung, beispielsweise mithilfe von Satz 8.9 zeigt, dass die Matrix
B ebenfalls die komplexen Eigenwerte λ± iα besitzt. Die beiden Matrizen A und B
sind also nach Satz 22.2 komplex ähnlich zu der diagonalen Matrix mit Diagonalein-
trägen µ und µ. Insbesondere sind auch A und B komplex ähnlich. Es folgt nun aus
Lemma 22.1, dass A und B sogar reell ähnlich sind.

(3) Es sei nun A nicht diagonalisierbar. Der Satz über die Jordan-Transformation [N2,
Satz 14.13] besagt, dass es eine invertierbare komplexe Matrix P gibt, so dass

P−1AP = J :=
(
λ 0
1 λ

)
.

Hierbei ist λ der einzige Eigenwert von A. Nachdem A eine reelle Matrix ist, ist nach
Satz 22.2 auch das komplex-konjugierte λ ein Eigenwert von A. Aber λ ist der einzige
Eigenwert, also muss λ = λ gelten, d.h. λ ist reell. Wir sehen also, dass A komplex
ähnlich zu der reellen Matrix J ist. Nach Lemma 22.1 sind die Matrizen A und J
auch reell ähnlich. �

Es sei also A eine reelle 2 × 2-Matrix. Wir wollen nun die homogene lineare autonome
Differentialgleichung y′ = A · y studieren. In Satz 22.3 hatten wir gesehen, dass wir eine in-
vertierbare Matrix P finden können, so dass P−1AP “besonders einfach” ist. Dies motiviert
folgendes Vorgehen:

(1) Wir versuchen die Differentialgleichung für die “besonders einfachen” drei Typen zu
lösen. Dies erfolgt in den folgenden drei Teilkapiteln.

(2) Wir müssen einen Zusammenhang zwischen Lösungen der Differentialgleichungen
y′ = Ay und y′ = P−1AP · y herstellen.

Das folgende Lemma gibt uns die Antwort zu (2).

Lemma 22.4. Es sei A eine reelle n × n-Matrix und es sei P eine invertierbare reelle
n× n-Matrix. Für eine differenzierbare Abbildung ϕ : R→ Rn gilt

ϕ(t) ist Lösung von y′ = P−1AP · y ⇐⇒ P · ϕ(t) ist Lösung von y′ = A · y.

Beweis. Es gilt:

ϕ(t) ist Lösung der DGL y′ = P−1AP ·y ⇐⇒ ϕ′(t) = P−1AP ·ϕ(t) ⇐⇒ P ·ϕ′(t) = AP ·ϕ(t)
⇐⇒ (P ·ϕ(t))′ = A · P · ϕ(t) ⇐⇒ P ·ϕ(t) ist Lösung der DGL y′ = A·y.
↑

aus der Linearität der
Ableitung folgt (P ·ϕ(t))′=P ·ϕ′(t) �

22.2. Der reell diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst die Differentialgleichung

y′ =
(
λ 0
0 µ

)
· y,

wobei λ, µ ∈ R. Für (a, b) ∈ R2 ist die Lösung ϕ mit Anfangsbedingung ϕ(0) = (a, b)
gegeben durch
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ϕ(a,b)(t) = exp
(
λ · t 0

0 µ · t

)(
a
b

)
=

(
eλt 0
0 eµt

)(
a
b

)
=

(
a · eλt
b · eµt

)
.

↑ ↑
Satz 21.4 siehe Seite 187

Für den Ausgangspunkt (1, 0) erhalten wir inbesondere

ϕ(1,0)(t) = (eλt, 0).

Diese Kurve verläuft also auf der positiven x-Achse. Das Verhalten der Kurve hängt dabei
von λ ab. Genauer gesagt,

wenn λ > 0, dann läuft die Lösung für t→∞ ins Unendliche,
wenn λ = 0, dann ist die Lösung konstant,
wenn λ < 0, dann läuft die Lösung für t→∞ gegen den Ursprung.

Eine ganz analoges Verhalten zeigt auch die Lösung ϕ(0,1), welche sich auf der positiven
y-Achse bewegt. Etwas schwieriger sind die anderen Lösungen. Beispielsweise ist

ϕ(1,1)(R) =
{

(eλt, eµt︸︷︷︸
=(eλt)

µ
λ

) | t ∈ R
}

=
{(
x, x

µ
λ

) ∣∣x ∈ (0,∞)
}
.

Anders ausgedrückt, die Lösung ϕ(1,1)(R) ist der Graph der Funktion x 7→ x
µ
λ . In der

Abbildung skizzieren wir qualitativ die Lösungen für verschiedene Spezialfälle73
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weil λ > µ überwiegt für große t
die x-Koordinate

die Lösungen streben
radial weg vom Ursprung

ϕ(0,1)(t) = (0, eµt) ϕ(1,0)(t) = (eλt, 0)

λ=µ> 0 λ>µ> 0 λ > 0 und µ < 0 λ > 0 und µ = 0

ϕ(0,1)(t) = (0, 1) ist konstant

der Ursprung ist eine konstante Lösung die y-Achse besteht
aus konstanten Lösungen

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung y′ = A ·y, wobei A eine diago-
nalisierbare 2×2-Matrix ist, welche zwei reelle Eigenwerte λ und µ besitzt. Wir bezeichnen
mit v einen Eigenvektor zu λ und wir bezeichnen mit w einen Eigenvektor zu µ. Zudem
sei P =

(
v w

)
die 2 × 2-Matrix, deren Spalten aus den Vektoren v und w besteht. Aus

Satz 22.2 folgt, dass

73Alle weiteren Fälle kann man sich aus diesen Fällen herleiten. Zum Beispiel, wenn λ < µ < 0,
dann erhalten wir die gleichen Linien wie in der Abbildung, der einzige Unterschied ist, dass wir die
Orientierungen der Lösungen umdrehen müssen.
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P−1AP =
(
µ 0
0 λ

)
.

Wir wenden nun Lemma 22.4 an. Für eine beliebige differenzierbare Abbildung ϕ : R→ Rn

gilt also

ϕ(t) ist Lösung von y′ =
(
µ 0
0 λ

)
︸ ︷︷ ︸
=P−1AP

y ⇐⇒ P · ϕ(t) ist Lösung von y′ = P
(
µ 0
0 λ

)
P−1y.

Anders ausgedrückt, in dem wir die Matrix P auf die uns bekannten Lösungen der Diffe-

rentialgleichung y′ = P
(
µ 0
0 λ

)
P−1y anwenden, erhalten wir die gewünschten Lösungen von

y′ = A · y.
Insbesondere erhalten wir die Lösungen von y′ = A · y, in dem wir die Matrix P , oder

genauer gesagt die lineare Abbildung u 7→ P · u, auf die Lösungen in der Abbildung oben
anwenden. Das Ergebnis wird in der Abbildung unten illustriert. Die x-Achse wird dabei
auf die Gerade R · v geschickt und die y-Achse wird in die Gerade R · w übergeführt.
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R · w

Rv

λ > 0 und µ = 0

ϕw(t) = eµt · w ϕv(t) = eλt · v
λ=µ> 0 λ>µ> 0 λ > 0 und µ < 0

der Ursprung ist eine konstante Lösung die Gerade R · w besteht
aus konstaten Lösungen

ϕw(t) = w ist konstant

22.3. Der komplex diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst wieder einen Spe-
zialfall. Genauer gesagt, für α ∈ R \ {0} und λ ∈ R betrachten wir im Folgenden die
Differentialgleichung

y′ =
(
λ −α
α λ

)
· y.

Wir führen folgende Berechnung durch:

exp
((

λ −α
α λ

)
·t
)

= exp
((

λt 0
0 λt

)
+
(

0 −αt
αt 0

))
= exp

(
λt 0
0 λt

)
· exp

(
0 −αt
αt 0

)
↑

nach Satz 21.3, da die beiden Matrizen kommutieren

=
(
eλt 0

0 eλt

)
·
(

cos(αt) − sin(αt)
sin(αt) cos(αt)

)
= eλt ·

(
cos(αt) − sin(αt)
sin(αt) cos(αt)

)
.

↑
siehe Seite 187 und Übungsblatt 13
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Es folgt aus dieser Berechnung und Satz 21.4, dass die Lösung ϕ mit Anfangsbedingung
ϕ(0) = (1, 0) gegeben ist durch:

ϕ(1,0)(t) = eλt ·
(

cos(αt)
sin(αt)

)
.

Das Verhalten der Kurve hängt dabei von λ und α ab. Genauer gesagt

• wenn λ > 0, dann beschreibt die Lösung eine Spirale, welche für t→∞ ins Unendliche
läuft,
• wenn λ = 0, dann ist die Lösung ein Kreis,
• wenn λ < 0, dann beschreibt die Lösung eine Spirale, welche für t → ∞ gegen den

Ursprung läuft.

Zudem gilt:

• wenn α > 0, dann wird die Lösung gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen,
• wenn α < 0, dann wird die Lösung hingegen im Uhrzeigersinn durchlaufen.

λ = 0 und α > 0 λ > 0 und α > 0λ < 0 und α > 0

die Lösung (eλt · cos t, eλt · sin t)
ist eine Spirale, welche mit
t→∞ in den Ursprung läuft

die Lösung ist eine Spirale,
welche mit t→∞

ins Unendliche läuft

die Lösung durchläuft
einen Kreis gegen
den Uhrzeigersinn

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung y′ = A · y, wobei A eine
diagonalisierbare 2 × 2-Matrix ist, welche zwei komplexe, nicht-reelle Eigenwerte λ ± iα
besitzt.

Es folgt aus Satz 22.3, dass es eine invertierbare reelle Matrix P =
(
v w

)
mit

P−1AP =
(
λ −α
α λ

)
gibt. Wie im vorherigen Kapitel erhalten wir also die Lösungen für die Differentialgleichung
y′ = A · y indem wir die Matrix P =

(
v w

)
auf die uns schon bekannten Lösungen der

Differentialgleichung
y′ =

(
λ −α
α λ

)
· y

anwenden. Das Ergebnis wird in der Abbildung unten illustriert.74

74Die Frage, ob die Lösung sich nun im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn dreht ist allerdings
etwas subtil. Genaueres überlegen zeigt, dass sich die Lösung gegen den Uhrzeigersinn dreht, genau dann,
wenn α · det(v w) > 0.
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R · w

λ = 0 und α > 0 λ > 0 und α > 0λ < 0 und α > 0

R · v

v

w

22.4. Der nicht diagonalisierbare Fall. Auch in diesem Kapitel betrachten wir zuerst
einen Spezialfall. Genauer gesagt, für λ ∈ R betrachten wir die Differentialgleichung

y′ =
(
λ 0
1 λ

)
· y.

In diesem Fall ist
nach Satz 21.3, da die beiden Matrizen kommutieren

↓
exp

(
λt 0
t λt

)
= exp

((
λt 0
0 λt

)
+
(

0 0
t 0

))
= exp

(
λt 0
0 λt

)
·exp

(
0 0
t 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:U

=
(
eλt 0
0 eλt

)
︸ ︷︷ ︸

=eλt id2

·
(

id +U + 1
2
· U2︸︷︷︸

=0

+ 1
3!
· U3︸︷︷︸

=0

+ . . .
)

= eλt ·
(

1 0
t 1

)
.

Insbesondere erhalten wir also aus Satz 21.4, dass

ϕ(1,0)(t) = (eλt, t · eλt),
ϕ(0,1)(t) = (0, eλt).

Diese beiden Lösungskurven werden, mit weiteren Lösungen, in der Abbildung unten qua-
litativ skizziert.75

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall einer Differentialgleichung y′ = A · y, wobei
A eine 2 × 2-Matrix ist, welche nicht diagonalisierbar ist. Nach Satz 22.3 besitzt A einen
reellen Eigenwert λ mit Eigenvektor v. Zudem gibt es eine Matrix P mit Spalten v und w,
so dass

PAP−1 =
(
λ 0
1 λ

)
.

Hierbei ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Wie in den beiden vorherigen Unter-
kapiteln erhalten wir also die Lösungen für die Differentialgleichung y′ = A · y indem wir

75Die Lösungskurve ϕ(0,1) kann man wie folgt bestimmen. Es ist

ϕ(0,1)(R) =
{

(eλt, t · eλt) | t ∈ R
}

=
{

(x, 1
λ ln(x) · x) |x ∈ (0,∞)

}
= Graph von x 7→ 1

λ ln(x) · x.
↑

folgt durch Substitution x = eλt
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λ > 0λ = 0λ < 0

ϕ(0,1)(t)

ϕ(1,0)(t)

konstante Lösungen

die Matrix P =
(
v w

)
auf die uns schon bekannten Lösungen der Differentialgleichung

y′ =
(
λ 0
1 λ

)
· y

anwenden.
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ϕv(t)

λ > 0λ = 0λ < 0ϕw(t)
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