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8 I. FUNKTIONENTHEORIE

[. Funktionentheorie

1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Die Funktionentheorie behandelt die Theorie der komplexen Funktionen, das heif3t der
komplex-wertigen Funktionen auf einer offenen Teilmenge von C. In diesem Kapitel erinnern
wir zuerst an die Definition der komplexen Zahlen, und wir erinnern uns dann an einige der
Eigenschaften und Aussagen, welche wir schon in Analysis I und Analysis II nachgewiesen
hatten.

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen.

Definition.
(1) Die Menge der komplexen Zahlen ist gegeben durch
C := {a+1bi|a,beR},
dies ist die Menge aller formalen Summen a + bi, wobei i ein festgewéhltes Symbol
ist. Fiir a € R schreiben wir hierbei a + 01 = a und 0 4+ ai = ai. Wir fassen also die

reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auf.
(2) Wir konnen komplexe Zahlen wie folgt addieren

(z+yi)+ (@' +y'1) = (e+2)+(y+y)i, wobeizyz'y eR,
und wie folgt mit einem Skalar, d.h. mit einer reellen Zahl, multiplizieren
A (x+yi) = x4+ A\yi, wobei z,y, A € R.

Man kann nun leicht iiberpriifen, dass C mit dieser Addition und dieser Skalarmultplikation
ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum ist. Zudem kann man leicht iiberpriifen, dass die
Abbildung RZ s C

(r,y) — x+yi
ein Isomorphismus von reellen Vektorrdumen ist. Wir stellen uns deswegen die komplexen
Zahlen bildlich auch als die 2-dimensionale Ebene vor.

A i — i
2@»/7,—0+1 1 522’
. .\ 3 Z b
1 2 3 //J//?f\\3

-3 -2 -1 -1 \/a—i—b
1 1 N\

—1 — 923 a
I=2i—, 1 9 1 —9i

LS

Folgender Satz besagt, dass man auf den komplexen Zahlen eine Multiplikation einfithren
kann, so dass alle Korperaxiome erfiillt sind.



1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 9

Satz 1.1. Die Menge C der komplexen Zahlen mit der Addition

(x+yi)+ (@ +y1) = (z+2)+ (y+v)i, wobei x,y,x' Yy € R,
und der Multiplikation
(x4+yi) (' +y'1) = (z2' —yy)+ (zy + 2'y)i, wobei x,y, 2’y € R.

15t ein Kdrper.

Beweis. Der Satz wurde in [Frll Satz 10.1] bewiesen. |
Bemerkung. Die Multiplikation

(@ +yi)- (@ +y'1) = (v’ —yy) + (a2 + 2'y)i
erfolgt also durch Ausmultiplizieren und indem wir i = —1 setzen. Der vielleicht iiber-

raschendste Aspekt ist, dass es zu jeder komplexen Zahl z # 0 ein multiplikativ inverses
Element gibt. In der Tat gilt fir 2 + yi € C\ {0}, dass

. 1 . 1 . . 1
(@ +iy) el —yi) = mpE+ty)@—yi) = Zp@®+y) = L
Mit anderen Worten, es ist
o\ — 1 .
(z+yi)™ = x2+y2(1‘—y1).

Definition. Fiir z = x + iy mit z,y € R heifit

Re(z) = = der Realteil von z,
Im(z) = y der Tmaginirteil von z,
zZ = T —yi die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Die konjugiert komplexe Zahl Z wird oft als z quer bezeichnet.

A der Imaginérteil Im(z) ist die y-Koordinate von z
/ o .
P » 2 =1+ Yyl

z| ist der Abstand zum Ursprung

F e
y

der Realteil Re(z) ist die z-Koordinate von z

l/ die konjugiert komplexe Zahl Z =z — yi ist
die Spiegelung von z an der z-Achse

Bemerkung. Durch elementares Nachrechnen kann man leicht zeigen, dass fiir w,z € C
folgende Aussagen gelten

(1) Re(z) = i(z+7), (B) w+z = wW+7z,
(2)  Im(z) = £(z—2), (4) w-z =

21

- Z.

gl

Definition. Es sei z = 2 + yi eine komplexe Zahl. Wir definierer]

|z| = V2?2 +y? Betrag von z.
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Lemma 1.2. FEs seien w,z € C. Dann gilt:

(1) lz| > 0 und es gilt: |z| =0 <= 2z =0,
(2) 2| = Vz-Z, insbesondere ist |z|*> = 2 - Z,
(3) 2| = I,
(4) jw-z| = fw|-|2],
() 2| = |Re(z)]  und|z| > [Im(2)],
(6) lw+z] < |w|+|z|  (Dreiecksungleichung).
Zudem gilt fiir z # 0 folgende Gleichheit:
oo 1 -
(7) = pE

Beweis. Die meisten Aussagen kann man durch elementares Nachrechnen beweisen. Die
einzige Aussage, welche etwas Nachdenken erfordert ist die Dreiecksungleichung. Wir hat-
ten alle Aussagen in [Frll Lemma 10.5] bewiesen. |

Korollar 1.3. Der reelle Vektorraum C mit dem Betrag ist ein normierter Vektorraum.
Insbesondere ist C mit der Abstandsfunktion d(z,w) = |z —w| ein metrischer Raum.

Beweis. Das Korollar folgt sofort aus den Eigenschaften (1), (4) und (5), welche wir in
Lemma [[.2 formuliert hatten. |

Konvention. Im Folgenden betrachten wir C durchgehend als metrischen Raum beziiglich
der Abstandsfunktion d(z,w) = |z — w/|. Insbesondere iibertragen sich alle Aussagen aus
der Analysis II fiir metrische Rdume auf die komplexen Zahlen.

1.2. Offene und abgeschlossene Mengen in C. Wir erinnern im Folgenden noch an
ein paar weitere Notationen und Definitionen, welche wir in der Analysis II kennen gelernt
hatten.

Notation. Es sei z € C und r € R. Wir bezeichnenf]
{weC||lw—z| <r} als die offene Scheibe von Radius r um z

>
<
—
N
~—
I

D,(z) = {weC||lw—2z| <r}  alsdie abgeschlossene Scheibe von Radius  um z.

bei der abgeschlossenen

Scheibe D,.(z) ist
der Randkreis dabei

bei der offenen
Scheibe D,.(z) ist der
Randkreis nicht dabei

z

IMit anderen Worten, |z| ist gerade die euklidische Norm von z = z + yi aufgefasst als Punkt in
C =R

In Analysis IT hatten wir die gleiche Menge mit B,.(z) bezeichnet. Der Wechsel von,, B” auf,, D” riihrt
daher, dass wir in Analysis I allgemeine metrische Rdume betrachtet hatten, und wir uns die Menge als
Kugeln oder Bélle vorgestellt haben. Im komplexen, d.h. im reell 2-dimensionalen Fall, sind diese Mengen
jedoch Scheiben und wir bezeichnen diese mit, D” fiir,,diskus” oder,,disk”.
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Definition.

(1) Wir sagen eine Teilmenge U C C ist offen, wenn es zu jedem z € U ein r > 0 gibt,
so dass D, (z) noch ganz in U liegt.
(2) Eine Menge X C C heifit abgeschlossen, wenn das Komplement C\ X offen ist.

Beispiel.

(1) Aus [Fr2, Lemma 1.6] wissen wir, dass C und die leere Menge @ offen und abge-
schlossen sind.

(2) [Er2, Lemma 1.5] besagt, dass jede offene Scheibe D, (z) in der Tat offen im obigen
Sinne ist. Zudem hatten wir in [Fr2, Kapitel 2.5] gesehen, dass jede abgeschlossene

Scheibe D,.(z) abgeschlossen im obigen Sinne ist.

Definition. Es sei z € C. Wir sagen U C C ist eine Umgebung von z € C, wenn es ein
r > 0 gibt, so dass D,(z) C U.

Beispiel. Die abgeschlossene Scheibe D5 (0) ist eine Umgebung von 0 € C, aber nicht von
dem Punkt 2i € C, obwohl dieser in der abgeschlossenen Scheibe enthalten ist.

Definition. Fiir eine Teilmenge X C C definieren wir

Innere von X := — {z€C|es gibt ein € > 0, so dass D( CX}
Abschluss von X = X = {zE(C|fur alle € > 0 gilt D(z )ﬂX%@}

fur alle € > 0 enthélt D.(z) einen Punkt in X }

Rand von X := 09X : { eC ’ und einen Punkt auflerhalb von X.

D,(z) enthélt Punkte aus X
und auflerhalb von X

X~

Bemerkung. In den meisten Fillen ist das Innere, der Abschluss und der Rand,, was man
sich denkt”. Beispielsweise kann man leicht zeigen, dass

Innere von D,(z) = Innere von D,(z) = D,.(2)
Abschluss von D,(z) = Abschluss von D,(z) = D,(2)
Rand von D,(z) = Rand von D,(z) = {weCllw—z=r}.

1.3. Konvergenz von Folgen und Reihen von komplexen Zahlen. Wir hatten gera-
de in Korollar [1.3] gesehen, dass C mit der Betragsfunktion | — |: C — R3¢ ein normierter
Vektorraum. Wir kénnen nun die verschiedenen Definitionen und Ergebnisse aus der Ana-
lysis I und Analysis II iiber konvergente Folgen auf die komplexen Zahlen iibertragen:

Definition. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen und z € C. Wir definieren

limz, =2 <= V I V |z,—2]<e
n—o00 e>0 NeN n>N
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w—z| <€}

® 29 . .
Illustration von lim z, = z
24 n—00

zZ1e

Fiir die Konvergenz von Folgen von komplexen Zahlen gelten fast die gleichen Aussagen
wie fiir die Konvergenz von reellen Folgen. Insbesondere gilt:
(1) Wenn eine komplexe Folge konvergiert, dann ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.
(2) Eine komplexe Folge (z,), welche konvergiert, ist auch beschrinkt, d.h. es gibt ein
C € R, so dass |z,| < C fir alle n € N.
Es seien (a,,) und (b,) konvergente Folgen von komplexen Zahlen. Dann gilt mit den gleichen
Beweisen wie in Analysis I, dass

(3) lim (a, +b,) = lima, + lim b,,
n—o00 n—oo n—o0
(4) lim (a,-b,) = lim a, - lim b,,
n—00 n—00 n—00
(5) fir A € C gilt lim \-a, = A lim a,,
n—oo n—oo
(6) lim @, = lim a,.
(7) Wenn b, # 0 fiir alle n und wenn zudem lim b, # 0, dann gilt
n—o0
: a nlggo fn
A = b,

Der folgende Satz aus der Analysis I besagt nun, dass man die Konvergenz von Folgen
von komplexen Zahlen auf die Konvergenz von den Real- und Imaginérteilen zuriickfiihren
kann.

Satz 1.4. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen und z € C. Dann giltﬁ

nh_)ngo =2 = 7}1_)11010 Re(z,) = Re(z) und nh_)rrolo Im(z,) = Im(2).

Beweis. Diese Aussage wurde in [Frll Satz 10.6] bewiesen. n

Definition. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen und z € C. Wir definieren

(z,) ist eine Cauchy-Folge <= V IV |z, -z, <e
e0 NeN nm>N

Satz 1.5. Jede Cauchy-Folge von kompleren Zahlen konvergiert in C.

Beweis. Der Satz wird in [Frll Satz 10.7] bewiesen. Die Beweisidee ist ganz einfach: In
Satz hatten wir gesehen, dass wir die Konvergenz von Folgen von komplexen Zahlen

3Die linke Seite betrifft die Konvergenz von einer Folge von komplexen Zahlen, wihrend die rechte
Seite von der Konvergenz von zwei Folgen von reellen Zahlen handelt.
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auf die Konvergenz von Folgen von reellen Zahlen zuriickfithren kann. Die Aussage folgt
nun aus der Vollstandigkeit der reellen Zahlen. [ |

Definition. Fiir eine Folge (z,) von komplexen Zahlen definieren wir die Reihe i zp, als
n=0

die Folge der Partialsummen. Wenn die Reihe konvergiert, dann schreiben wir
) k
Yoz = lim Yz,
n=0 k—o0 n=p
Beispiel. Das Argument von [Erll Satz 3.16] zeigt, dass fiir jedes z € C mit |z| < 1 gilt:

o0
Yot = i “geometrische Reihe”.
n=0

Bemerkung. Fiir konvergente Reihen komplexer Zahlen gelten die iiblichen Rechenregeln.
Zudem vertriagt sich nach Lemma Reihenbildung mit komplexer Konjugation. D.h. fiir

eine konvergente Reihe >~ z, von komplexen Zahlen gilt

n=0

00 00
2. 7% = 2 Zn.
n=0 n=0

Definition. Eine Reihe ). z, von komplexen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die
n=0
Reihe Z_:O |z,| der Betrége konvergiert.

Bemerkung. In Analysis [ hatten wir gesehen, dass jede absolut konvergente Reihe kon-
vergiert. Zudem hatten wir das Majorantenkriterium und das Quotientenkriterium fiir die
absolute Konvergenz von Reihen formuliert und bewiesen.

Der folgende Satz erinnert an die schénste aller Reihen.

Satz 1.6.

(1) Fir jedes z € C konvergiert die Exponentialreihe
k

(0.0 ZTL . Z2 5

n=0 n. k—o0
(2) (a) Fir alle z,2' € C gilt  exp(z+ 2') = exp(z) -exp(z’)  (Funktionalgleichung).
(b) Fiir alle z € C gilt exp (z) = exp(z).

Beweis. Dies ist gerade die Aussage von [Frll Satz 10.8]. [

Bemerkung. Wir haben jetzt also gesehen, dass sich viele Definitionen und Aussagen
iiber reelle Folgen und Reihen problemlos auf Folgen und Reihen von komplexen Zahlen
tibertragen. Insbesondere alle Aussagen, welche nur mit dem Absolutbetrag | | von reellen
Zahlen formuliert wurden, iibertragen sich problemlos. Allerdings kénnen die Definitionen
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und Aussagen iiber reelle Zahlen, Folgen und Reihen, welche die Anordnung > verwenden,
nicht auf die komplexen Zahlen iibertragen werden. Insbesondere gilt:

(1) es gibt kein Analogon des Leibniz-Kriteriums fiir komplexe Folgen,

(2) das Supremum und Infimum einer Teilmenge von C ist nicht definiert,

(3) es macht keinen Sinn zu sagen, dass eine Folge von komplexen Zahlen (z,) bestimmt
gegen —oo oder +oo divergiert.

1.4. Stetige Funktionen. Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass wir ohne grofiere
Probleme viele der Definitionen und Sétze von reellen Funktionen auf komplexe Funktionen
iibertragen konnen.

Definition. Es sei D C C eine Teilmenge, es sei f: D — C eine komplexe Funktion und
es sel zp € D. Wir definieren

f ist stetig im Punkt 2y <= V 3 v If(2) = f(z0)] <e.
0 6>0 2 e D mit
|z —z0| <6

Durch einfaches Umschreiben der Beweise fiir reelle Funktionen erhalten wir folgende
Aussagen:

(1) Es sei ¢ € C. Die folgenden Funktionen sind stetig:
cC - C C — C C = C C = C

_ und sowie
z =z z = Z zZ = z =zl

(2) Die Summe, das Produkt, der Quotient und die Verkniipfung zweier stetiger Funk-
tionen sind stetig.
(3) Die Einschréankung einer stetigen Funktion f: D — C auf eine Teilmenge E C D ist
wiederum stetig.
In [Frll Satz 7.8] hatten wir gezeigt, dass die reelle Exponentialfunktion stetig ist. Der
Beweis iibertragt sich wort-wortlich auf komplexe Zahlen. Wir erhalten daher, dass die
komplexe Exponentialfunktion
exp: C — C
z = exp(z) ebenfalls stetig ist.

Folgendes, zu diesem Zeitpunkt etwas unmotivierte, Lemma werden wir im spéteren
Verlauf der Vorlesung noch mehrmals verwenden.

Lemma 1.7. Es sei U C C offen und f: U — C stetig. Es sei zo € U mit f(z9) # 0.
Dann gibt es ein § > 0, so dass f(z) # 0 fir alle z € Ds(z) N U.

~__— Graph von f

> C
| —
\// 20 \D(;(Z())

Beweis. Wir wenden die Definition der Stetigkeit auf € := |f(zp)| an und erhalten ein
d > 0, so dass fiir alle z € Ds(z9) N U gilt, dass |f(z) — f(z0)| < €. Es folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass dieses ¢ > 0 die gewiinschte Eigenschaft besitzt. |
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1.5. Grenzwerte von komplexen Funktionen.

Definition. Es sei U C C eine Teilmenge. Wir sagen z € C ist ein Haufungspunkt von U,
wenn es zu jedem € > 0 ein z # w € U mit |z — w| < € gibt.

P

U <~ Haufungspunkt z € U, dies ist auch der einzige Haufungspunkt
e Sesdeat ()gp 2 g gsp
. Dz

% "~ jeder Punkt in V ist auch Hiufungspunkt von V'

Beispiel. Menge der Haufungspunkte von D,(z) =
Menge der Hiaufungspunkte von Q =
Menge der Haufungspunkte von Z =

-(2)

|
8 ® D

Definition. Es sei U C C, es sei f: U — C eine Funktion und es sei 2y € C ein Haufungs-
punkt von U. Fiir w € C schreiben wir

lim f(z) =w == V d \4 |f(2) —w| <e.

z—20 e0 6>0 z0#2€Ds(z0)NU

Wenn solch ein w existiert, dann nennen wir diesen den Grenzwert von f am Punkt zoﬁ
Zudem schreiben wiil

lim f(2) =00 &= V J \ |f(2)] > C.

2—20 C>0 6>0 zo#z€Dgs(z0)NU

Bemerkung. Essei U C C, essei f: U — C eine Funktion und es sei z5 € C ein Haufungs-
punkt von U. Wenn zy € U, dann gilt wie in [Frll Satz 7.9], dass

g stetig im Punkt z, < lim f(2) = f(20).

Z—r20

Definition. Es sei f: U — C wiederum eine Funktion. Fiir a € C schreiben wir

lim f(z) =a <= V 4 v |f(2) —a| <e

z2—00 e>0 reR zeU mit |z|>r
und lim f(z) =00 (&= V 4 v lf(z)| > C.
Z2—00 C>0 reR zeU mit|z|>r

Wir bezeichnen dann lim f(z) als den Grenzwert von f fiir z gegen oo.
Z—00

fiir lim f(z) = a miissen die Funktionswerte
Z—r 00

von Punkten auferhalb von“grofien” Scheiben D,.(0)
“nahe” an a liegen

Definition.

In Prasenziibungsblatt 1 zeigen wir, dass der Grenzwert, wenn er existiert, eindeutig bestimmt ist.
’Im Gegensatz zum reellen Fall betrachten wir den Betrag der Funktionswerte.
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(1) Ein Polynom von Grad n ist eine Funktion der Form

f(2)

—1
2" 4+ ap_ 12"+ -+ a1z + 2,
wobei ay, .

.,a, € C und wobei a, # 0. Wir nennen a,, den hochsten Koeffizienten
von f(z). Zudem sagen wir, dass das Nullpolynom f(z) = 0 ein Polynom von Grad
—1istf

(2) Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form

flz) = 22

q(2)’
wobei p(z) und ¢(z) # 0 Polynome sind.
Lemma 1.8.

(1) Es sei p(z) eine Polynom mit Grad(p) > 1. Dann gilt

lim p(z) 0.
Z— 00
(2) Es seien p(z),q(z) # 0 zwei Polynome. Dann gilt
0, wenn Grad(p) < Grad(q),
lim p(z) hochster Koeffizient von p
2300 4(2)

hochster Koeffizient von ¢ ¢"" Grad(p) = Grad(g),
00, wenn Grad(p) > Grad(q).

Beweis. Das Lemma wird ganz &hnlich wie die analoge Aussage fiir reelle Polynome und
reelle rationale Funktionen bewiesen.

|
Beispiel.
2
Z—00

_ hochster Koeffizient von 32241
5222247 ¥ héchster Koeffizient von 522 — 22 + 7

nach Lemma [L.§

6Es werden in der Literatur auch andere Konventionen verwendet, beispielsweise kann es Sinn machen
den Grad des Nullpolynoms als —oo zu definieren.
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2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

2.1. Definition von holomorphe Funktionen und erste Eigenschaften. Viele De-
finitionen iibertragen sich ganz natiirlich von den reellen Funktionen auf die komplexen
Funktionen. Dies gilt beispielsweise auch fiir die Differenzierbarkeit.

Definition. Es sei U C C eine offene Teilmenge und zo € U.

(1) Eine Funktion f: U — C heifit komplex differenzierbar im Punkt zg € U, wenn der
folgende Grenzwert existiert:

L) = flm) = lm {BEN TG ¢

h—0 h

(2) Wenn f in allen Punkten komplex differenzierbar ist, dann nennen wir die Funktion
komplex differenzierbar oder kiirzer, holomorph. Wir nennen dann die Funktion

u —- C
z = f(z)
die Ableitung von f.
(3) Ganz analog fithren wir auch den Begriff k-mal komplex differenzierbar ein, und
bezeichnen die k-te komplexe Ableitung mit f*).

Beispiel. Man kann leicht,per Hand” zeigen, dass die konstanten Funktionen f(z) = A
mit A € C und die Funktion f(z) = z holomorph sind.

Bemerkung. Wie in [Frll, Satz 12.3] zeigt man, dass holomorphe Funktionen stetig sind.
Satz 2.1. Es sei U C C offen und es seien f,g: U — C holomorphe Funktionen. Dann
sind die Funktionen f 4+ g und f - g holomorph, wobei
(f+g9) = f+4 (Summenregel)
(f-9) = fl-9+f-¢ (Produktregel).
Wenn zudem g(z) # 0 fir alle z € U, dann ist auch § holomorph mit

(5)/ = fgg—Qfg (Quotientenregel).

Beweis. Der Beweis ist fast identisch zum Beweis der analogen Aussage aus der Analysis I,

némlich [Frll Satz 12.4]. |
Beispiel. Mithilfe der Produktregel und einem Induktionsargument kann man leicht zeigen,
dass fiir alle n € Ny gilt d . 1

L =

Satz 2.2. Es seien U,V C C offene Teilmengen, es seien f: U — C und g: V — C
holomorphe Funktionen mit f(U) C V. Dann ist auch go f: U — C holomorph, wobei

(go f)(2z) = g'(f(2)- f(2) (Kettenregel).

Beweis. Der Beweis ist ebenfalls fast identisch zum Beweis der, reellen Kettenregel”, siche
[Fr1l Satz 12.7]. [ |
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Wir erinnern nun noch an die,klein-0” Notation aus der Analysis II.
Definition. Es sei U C C eine Umgebung von 0 und es seien f,g: U — C Funktionen.
A f&) = olgz) = Y 3 Y |fz) e lg2)]

e>0 6>0 z2eDs(0)N
Fiir Funktionen f, g, h: U — R definieren wir auch

f(z) = 9(2) +o(h(2)) = [(z) —g(z) = o(h(2)).

Beispiel. Auf U = C gilt beispielsweise, dass 2° = 0(%22). In der Tat, denn fiir € > 0 setzen

wir 6 = % - €, und dann gilt fiir ein beliebiges z € Ds(0), dass

\z3| = |z2||z| < |z2]-5 = ]22|~%-e = €52

Folgendes Lemma gibt nun eine Umformulierung von komplexer Differenzierbarkeit.

Lemma 2.3. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C eine Funktion, es sei
2 € U und es sei a € C. Dann gilf]

f ist komplex differenzierbar -
S Pttt it ) = @ < f(zo+h)=f(20) +h-a+o(h).

Beweis. Das Lemma, welches das komplexe Analogon zu [Fr2l Lemma 6.5] ist, folgt leicht
aus den Definitionen. |

2.2. Der Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit.
Das néichste Lemma besagt, auf welche Weise wir die Multiplikation mit komplexen Zahlen
durch Matrizen ausdriicken kénnen.

L 2.4. Fira,be R st
emma ur a,o € 18 C o C

z = (a+bi)-z
eine lineare Selbstabbildung (Endomorphismus) des reellen Vektorraums C. Beziglich der
Basis {1,1} von C wird diese lineare Selbstabbildung durch die Matriz

(3 7)) € M2x2R).

reprasentiert.

Beweis. Der Beweis vom Lemma besteht nur darin, die Definition von einer Matrix, welche
eine lineare Selbstabbildung beziiglich einer gegebenen Basis représentiert, hinzuschreiben.
In diesem Fall ist die Basis {1, i} und die lineare Abbildung ist die Multiplikation mit a+bi.

Wir berechnen, dass
a-1 —b-1

(a+0bi)-1 = a+bi = + und  (a+bi)-i = —b+ai = +
b-i a-i
Wir erhalten nun die gesuchte Matrix aus den Koeffizienten, welche jeweils rechts rot mar-
kiert sind. |

"Auf der rechten Seite erlauben wir alle h € C mit 29 + h € U.
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Bemerkung. Lemma besagt also, dass folgendes Diagramm kommutiert:

(e —b\
v { a)?

R? R?
(%y)>—>m+yil% o %l(x,y)»—eryi
C z—(a+bi)-z o

Insbesondere entspricht Multiplikation mit e'? = cos(¢) + isin(yp) gerade den Drehungen
um den Winkel ¢ in R?.
Bemerkung. Es sei nun U C C offen und es sei f: U — C eine komplexe Funktion. Mit
der Identifikation C = R? von Seite |8 konnen wir also f auch als Abbildung U — R?
auffassen. Es sei zp € U. Wir haben nun zwei verschiedene Begriffe von Differenzierbarkeit
am Punkt zg:
(1) Wir hatten gerade den Begriff von komplex differenzierbar eingefiihrt.
(2) In Analysis II hatten wir auch den Begriff von reell differenzierbar eingefiihrt. In
unserem jetzigen Zusammenhang ist f: U — R? im Punkt 2, reell differenzierbar,
wenn es eine reelle 2 x 2—-Matrix A gibt, so dass

hmf(ZO‘i‘U)—f(Zo)_A‘U
v=0 o]
Die Matrix A wird das Differential Df,, von f am Punkt zy genannt.

Der folgende Satz erklért nun den Zusammenhang zwischen den beiden Formulierungen
von Differenzierbarkeit.

Satz 2.5. Es sei U C C = R? offen, f: U — C = R? eine Funktion, es sei 2o € U und es
seien a,b € R. Dann gilt

= 0.

7 5t Bomlies @i f st reell differenzierbar am Punkt zy

am Punkt zq mit Ableitung a + bi mit Differential Df,, = <(Il) _Z>.

Beweis. Es gilt

f komplex differenzierbar . f(zo+h)—f(z0) .
mit Ableitung a + bi — }}L% h =a+0i
“— lim f(z0+h)—f(z0)—(atbi)-h _ 0
h—0 h
@%0 |h|

~
komplexer Grenzwert in C

fate) i)~ 7))

a

<= lim _ 0
20 V]
T ~
Lemma [2.4] reeller Grenzwert in R2

<= [ reell differenzierbar mit Df,, = (Z _2>. -
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Satz 2.6. Es sei U C C offen und es sei f = u+iv: U — C = R? eine reell differenzierbare
Funktion mit u = Re(f) und v = Im(f).

(1) Es gilt du  du
Df _ <8x 8y>
ov v |
oxr Oy
(2) Die Abbildung f: U — C ist holomorph genau dann, wenn
du _ v o du v
dr ~— 0Oy un oy oz’
Bemerkung. Die Gleichungen
ou _ ov g O v
or ~— Oy un dy oz’

aus Satz (2) werden die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen genannt.
Beweis. Die erste Aussage ist ein Spezialfall von [Fr2, Satz 6.10]. Die zweite Aussage folgt

aus der ersten Aussage und Satz |
Beispiel. Wir betrachten die Funktion
C —» C In diesem Fall ist u:C — R nd v:C — R
z=z+yi — Re(z)==x. 4yl = oz O r+yi — 0.
Wir sehen nun, dass Ou _ v
o 140 = 9

Es folgt also aus Satz [2.6] dass z — Re(z) keine holomorphe Abbildung ist.
Mithilfe von Satz 2.5/ konnen wir nun auch die Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen
beweisen.

Satz 2.7. (Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen) Es sei f: U — V eine holo-
morphe bijektive Abbildung zwischen zwei offenen Teilmengen von C. Wir nehmen an, dass
f! stetig istﬁ Wenn f'(v) # 0 fiir allev € U, dann ist die Umkehrfunktion f~':V — U c C
holomorph und fiir alle v € V' gilt: 1

—1\/ .
U0 = iy

Beweis. Es sei f: U — V eine holomorphe bijektive Abbildung zwischen zwei offenen
Teilmengen von C, so dass f'(v) # 0 fiir alle v € U.
Behauptung 1. Die Umkehrfunktion f=*: V — U C C ist holomorph.

Aus Satz folgt, dass f insbesondere reell differenzierbar ist mit invertierbaren Dif-
ferentialen. Zudem folgt, da f’ stetig ist, dass f sogar stetig differenzierbar ist. Es sei nun
v € V. Der Satz iiber die Umkehrabbildung aus der Analysis IT Vorlesung besagt in unserem
Fall, dass die Umkehrabbildung f~! im Punkt v reell differenzierbar ist mit Differential

(%) D(f e = Dfsr0) 7"

8Wir werden spiter sehen, dass die Ableitung f’ immer stetig ist, aber im Moment wissen wir das noch
nicht.
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Da f nach Voraussetzung holomorph ist gibt es nach Satz reelle Zahlen c,d € R, so
dass c —d
Dy = (5 %)

Cc

= (5 = ()

Diese Matrix ist also von der Form wie auf der rechten Seite von Satz Es folgt daher

Es folgt also, dass

aus Satz [2.5] dass f~! im Punkt v holomorph ist. H
Behauptung 2. Es ist () = —2—.
ping )0 = )

Die Aussage folgt sofort aus (x) und Satz 2.5] Wir geben im Folgenden noch einen
ausfithrlicheren Beweis, mit dem man sich die Umkehrregel leichter merken kann. Es gilt:

_ / _ _ . _ / 1
L= (f(f7) =) (f)(v) unddamit  (f7)(v) = — =
N N ()
Definition von f~! Kettenregel, welche wir anwenden kénnen, da
wir gezeigt hatten, dass f~! holomorph [

Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem kleinen Lemma, welches man als den kom-
plexen Tachosatz bezeichnen konnte.

Lemma 2.8. Es sei f: D,.(z9) — C eine holomorphe Funktion. Wenn f'(z) = 0 fir alle
z, dann ist die Funktion f(z) konstant.

Beweis. Wir fassen f auf als Abbildung von D,.(zy) C C = R? nach C = R?. Nach Satz
und der Voraussetzung, dass f’ = 0 folgt nun, dass das Differential D f dieser Abbildung
tiberall verschwindet. Es folgt dann aus dem Schranksatz [Fr2l Satz 12.2], dass die Funktion
f konstant ist. [ |
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3. POTENZREIHEN

3.1. Potenzreihen. Wir fiithren jetzt den Begriff einer Potenzreihe ein. Dieser Begriff kann
als Verallgemeinerung von Polynomen aufgefasst werden.

Definition. Eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € C ist ein formaler Ausdruck der

Form
o0

fz) = > en(z—a)",

n=w

wobei (¢,)n>w eine Folge von kompleren Zahlen und z eine Variable ist.
Beispiel.

(1) Wenn ¢,, = 0 fiir alle n > N, dann ist eine Potenzreihe 20 ¢n+(z — a)™ nichts anderes

als ein Polynom von Grad < N. In diesem Fall konvergiert die Reihe natiirlich fiir
alle z € C.

(2) Wir betrachten die Potenzreihe f = io 2" Fiir z € C gilt:

(a) Wenn |z| < 1, dann konvergiert die Reihe ZO 2" denn dies ist dann gerade die

geometrische Reihe.
(b) Wenn |z| > 1, dann ist (2"),en, keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe.
(3) In [Frll Kapitel 21.5] hatten wir fiir jede C*°-Funktion f: R — R und jeden Punkt
a € R die Taylorreihe 21 m
S 1)z - a)

von f am Punkt a eingefiihrt. Dies sind also gerade Potenzreihen.
(4) Wir betrachten die Potenzreihe Y- £-. Es sei z € C. Fiir z € C gilt:
n=1

(a) Wenn |z| < 1 dann konvergiert die Potenzreihe nach dem Quotientenkriterium.

o0
. . . n
Punkte bei denen die Potenzreihe > =~
. . . n=1
~ konvergiert beziehungsweise
divergiert

Radius 1 -

Definition. Es sei f(2) = X ¢, (2 — a)" eine Potenzreihe. Wir bezeichnen

R := sup {|z —al | z€Cund ) ¢, (2 — a)" konvergiert } € Ryo U {00}

n=w

als den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).
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Beispiel. Aus der Diskussion oben und Satz [L.6] folgt:
(1) Der Konvergenzradius der Potenzreihen i 2" und i Z st R=1.

n=0 n=1MN
n

(2) Der Konvergenzradius der Exponentialreihe Z_:O % ist R = o0.

Das folgende Lemma zeigt, dass bestimmte Ab&nderungen einer Potenzreihe den Kon-
vergenzradius nicht beeinflussen.

Lemma 3.1. Es sei (¢y)nen, €ine Folge von komplexen Zahlen. Dann gilt fir alle k € Ny
und alle s € 7Z, dass folgende Potenzreihen den gleichen Konvergenzradius besitzen:

o o o o o

Yoen(z=a)" Y cn-(z—a)" Y cn-(z—a)"F Y enl-(z—a)" & S nfecy-(2—a)™
n=0 n=k n=0 n=0 n=0
Beweis. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass die Konvergenzradien der ersten drei
Potenzreihen iibereinstimmen. Es folgt aus [Frll, Lemma 20.5], dass die Konvergenzradien
der ersten und der letzten Potenzreihe iibereinstimmen. Der Beweis von [Frll Lemma 20.5]
kann auch leicht adaptiert werden um zu zeigen, dass die Konvergenzradien der ersten und
der vierten Potenzreihe iibereinstimmen. |

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass Potenzreihen holomorphe Funktionen definieren.
Um diese Aussage zu beweisen, miissen wir deutlich ausholen und Potenzreihen ganz all-
gemein besser verstehen lernen.

3.2. Der erste Hauptsatz iiber Potenzreihen. Folgende Definition ist eine leichte Ver-
allgemeinerung der Definition der Supremumsnorm von [Fr2) Kapitel 13].

Definition. Es sei D C C eine kompakteﬂ nichtleere Teilmenge.
(1) Fiir eine stetige Funktion f: D — C definieren wir die Supremumsnorm

Ifll == sup{|f(2)||2z € D} € Rx,.
(2) Wir schreiben

C(D,C) := Menge aller stetigen Abbildung D — C.

Wie in [Fr2, Lemma 13.1] sieht man, dass C(D,C) mit d(f,g) := ||f — g|| einen
metrischen Raum bildet.

(3) Es sei (f,)nen eine Folge von stetigen Funktionen f,,: D — C. Wir sagen ( f,,)nen kon-
vergiert gleichméfig gegen eine stetige Funktion f: D — C, wenn die Folge (f,)nen
im metrischen Raum C(D, C) gegen f konvergiert.m

9m weiteren Verlauf der Vorlesung wird D immer eine abgeschlossene Scheibe sein. Diese sind kompakt
nach dem Satz von Heine-Borel aus Analysis II.
10 Ausgeschrieben bedeutet das:

(fn)nen konvergiert gleichmiflig gegen f: D — C < CYO NE|€N ng“\’ lfr = fll <e.
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C Graph einer Funktion f, mit || f — f.|| <€

/ Graph von f
\/\\// ¢

Satz 3.2. Es set D C C eine kompakte nichtleere Teilmenge. Wir betrachten die Metrik
d(f,g) = || f—gll. Der metrische Raum (C(D,C),d) ist vollstindig, d.h. jede Cauchy-Folge
in dem metrischen Raum (C(D,C),d) konvergiert in (C(D,C),d).

Beweis. Der Beweis des Satzes ist eigentlich identisch zum Beweis von [Er2, Satz 13.2].
In [Er2, Satz 13.2] hatten wir nur den Fall betrachtet, dass der Definitionsbereich ein
kompaktes Intervall [a, b] ist. Aber der allgemeinere Fall wird ganz genauso bewiesen. W

Satz 3.3. (Erster Hauptsatz iiber Potenzreihen) FEs sei R der Konvergenzradius einer

Potenzreihe "
f= > cu(z—a)

n=w

1) Fiir z € C gilt
(1) Fir 2 7 |z —a] <R = f(z) konvergiert,

|z —al >R = f(z) divergiert.

(2) Fir alle s < R konvergiert die Funktwnenrezhﬂ f(2) auf der abgeschlossenen Scheibe

D,(a) glezchmaﬂzgl
(3) Die Funktion z — f(z) ist auf der offenen Scheibe Dg(a) stetig.

Bemerkung. Wie wir am Beispiel der Reihe Z gesehen hatten, konnen wir keine all-

gemeine Aussage iiber die Konvergenz einer Potenzrelhe fir z € C mit |z — a| = R treffen.

Konvergenzradius der Potenzreihe Z e (z—a)"

n=(

es gibt keine allgemeine Aussage fiir die
Konvergenz auf dem Kreis |z — a| =

die Potenzreihe konvergiert auf der
offenen Scheibe Dg(a), und definiert
dort eine stetige Funktion

die Potenzreihe divergiert auflerhalb der geschlossenen Scheibe Dg(a)

3.3. Beweis des ersten Hauptsatzes iiber Potenzreihen. Wir beginnen das Teil-
kapitel mit ein paar Vorbereitungen, bevor wir uns dem eigentlichen Beweis des ersten
Hauptsatzes iiber Potenzreihen zuwenden.

12D h. wir betrachten die Funktionenfolge fi(z) := 2. ¢,-(2 — a)™, wobei k € Ny.
n=0
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Satz 3.4. (Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen) FEs sei D C C eine kom-
pakte Teilmenge und es sei {f,: D — C},en, eine Folge von stetigen Funktionen. Wenn
es ein C € R und ein 0 € [0,1) gibt, so dass fir alle n € Ny gilt, dass || f,|| < C - 0™, dann

konvergiert die Funktionenreihe X_: fn gleichmdfig gegen eine Funktion in C(D,C).

Beweis. Fiir n € Nj setzen wir s,, := Z fk Wir miissen zeigen, dass die Folge ($;)nen,

gleichméBig gegen eine Funktion in C (D (C) konvergiert. Satz E 3.2 besagt, dass es geniigt
folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Die Folge (s,,)nen, ist eine Cauchy-Folge in (C(D,C),d).
Es seien m,n € Ny mit m < n. Dann gilt

da || — || eine Norm ist gilt die Dreiecksungleichung
m n \1’ n
Asmr5n) = llsn—smll = S == s = 2
k=0 k=m+1 k=m+1
n n—m-—1 =]
S Z C~(9k SC‘9m+1~ Z ek §C~9m+1-29k SC-Hm'H‘L
k=m-+1 k=0 k=0 1-0
+ + +
nach Voraussetzung Ausklammern da 0 € [0,1) ist dies eine geometrische Reihe

Es sei nun € > 0. Da § € [0, 1) gibt es ein N € N, so dass C- 0™ . 1 < e fiir alle m > N.
Aus der obigen Abschéitzung folgt, dass dieses N die gewiinschte Eigenschaft besitzt. W

Hilfslemma 3.5. Es sei o0
@) = Een(z—a)"
eine Potenzreihe, welche fiir ein zy € C konvergiert. Fiir jedes 0 < r < |29 — a| konver-

giert die Potenzreihe auf der abgeschlossenen Scheibe D,.(a) gleichmdfig gegen eine stetige
Funktion.

[e.°]
o — die Potenzreihe }_ ¢, - (z — a)™ konvergiert am Punkt zy
n=0

o0
> ¢p - (2 — a)™ konvergiert gleichméBig auf D,.(a)

n=0

Beweis des Hilfslemmas [3.5. Um die Notation etwas zu vereinfachen, betrachten wir
nur den Fall a = 0. Es sei jetzt also f(z) = ch 2" eine Potenzreihe, welche fiir ein

zo # 0 € C konvergiert. Es sei zudem 0 < r < |zo\ Wir miissen zeigen, dass die Reihe
auf D,.(0) = {z € C||z| < r} gleichm#Big konvergiert. Es folgt aus dem Majoranten-
Kriterium [3.4] fiir Funktionenreihen, dass es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.
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Behauptung. Es gibt ein C' € R und ein 6 € [0, 1), so dass fiir alle n € Ny gilt:
| cn-2" || < C-6" mit anderen Worten len - 2" < C-0"  alle z € D,(0).
——

als Funktion
auf D,.(0)

Fir z € D,(0) und n € Ny ist [c, - 2"| = [cn - 25| - [£]". Wir wollen jetzt also den
ersten Faktor durch eine feste Zahl C' abschitzen und den zweiten Term durch einen
Term 6", wobei 6 € [0, 1).

Nachdem die Reihe Z Cn 2 konvergiert, bilden nach [EFrll Satz 6.3] die Reihenglieder eine

Nullfolge. Insbesondere folgt aus [Frll Satz 3.3|, dass die Folge (¢, - z{})nen, beschrankt ist.
Es existiert also ein C' € R, so dass

len - 20 < C

fiir alle n € No. Wir setzen 6 := |-[. Dann gilt fiir alle z € D,(0) und alle n € Ny, dass

lcn - 2" = ey - 28] - <|2‘> < len - 28] - ‘%‘n < C-0m.
N ~
denn z€ D, (0) =0 m

Beweis des Hauptsatzes iiber Potenzreihen. Wir beweisen die Aussage des Sat-
zes in umgekehrter Reihenfolge.

(2) Es sei s < R. Es folgt leicht aus der Definition des Konvergenzradius, dass es ein
2o € C mit |z — 0| € (s, R) gibt, so dass die Potenzreihe bei z, konvergiert. Es folgt
aus dem Hilfslemma , dass die Potenzreihe auf der abgeschlossenen Scheibe Dg(a)
gleichméBig konvergiert.

(o ¢]

— Konvergenzradius der Potenzreihe ) ¢, - (z — a)"
n=0

(3) Wir wollen zeigen, dass die Funktion z — f(z) auf der offenen Scheibe Dg(a) stetig
ist. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes zg € Dg(a) eine Umgebung gibt, auf der f
stetig ist. Es sei also zp € Dg(a). Da 29| < R existiert ein s € (|zo], R). Nach (2) ist
f auf Dy(a) stetig. Aber Dg(a) ist eine Umgebung von 2.

(1) e Esseialso z € C mit |z —a| < R. Dann existiert per Definition des Konvergenzra-

dius ein zp € C mit |z—a| < |zp—al, und so dass die Potenzreihe f(zy) konvergiert.
Es folgt dann aus Satz [3.3] angewandt auf r := |z — a|, dass die Potenzreihe f(z)
ebenfalls konvergiert.

e Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition des Konvergenzradius k. Wl
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3.4. Potenzreihen definieren holomorphe Funktionen.

Satz 3.6. (Zweiter Hauptsatz iiber Potenzreihen) Fs sei

o0

fz) = Yen(z=0a)

n=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist f auf Dgr(a) holomorph mit Ablez’tunﬂ
f(z) = Yn-cp(z—a)" ! “gliedweises Ableiten”.
n=0

Bemerkung. Fiir reelle Potenzreihen hatten wir in [Frll Satz 20.6] gezeigt, dass die zu-
gehorige reelle Funktion differenzierbar ist. Wir kénnen diesen Beweis aus der Analysis I
allerdings nicht auf den komplexen Fall iibertragen, weil wir damals den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung verwendet hatten, welcher uns im jetzigen Fall nicht zur
Verfiigung steht.

Das folgende Korollar erlaubt es uns die Koeffizienten einer Potenzreihe f(z) durch
Ableiten und Einsetzen abzulesen.

Korollar 3.7. Es sei 9
f) = X (z—ay

eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R > 0. Dann gilt fiir alle n € Ny, dass
1 n

Beweis. Das Korollar erhilt man durch mehrfaches Anwenden von Satz und Einsetzen
von z = a. |

Beweis des Zweiten Hauptsatzes iiber Potenzreihen. Um die Notation etwas zu
vereinfachen, betrachten wir nur den Spezialfall a = 0. Es sei also f(z) = 2_:0 Cp - 2™ eine

Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Radius r, so dass D,(z) C Dg(0)
— Zz € D[g(O)

_— Konvergenzradius R

Fiir den Rest des Beweises sei nun z € Dg(0) fest gewéhlt. Der Punkt z liegt also in
der offenen Scheibe Dg(0). Es gibt insbesondere ein r > 0, so dass D,.(z) C Dg(0).

13Es folgt aus Lemma dass der Konvergenzradius der Potenzreihe ). n - ¢,-(z — a)”~! ebenfalls

n=0

R betragt.
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-1
)

Wir wollen zeigen, dass f im Punkt z holomorph ist mit f'(z) = Z_:on cCp (2 —a)”

d.h. wir wollen zeigen, dass

. f(ZJrh n—1 _
}l}g(l) (— Z n-c,-(z—a) > = 0.
In der Tat gilt fiir beliebiges h # 0 € D,.(0), dass

h)
‘—fZJH chn 1‘ -

nz:ocn-(ﬁ((z%—h)" —2") —ne2"T 1>‘ =

00 n—2 n
S hecyr Y (k) -h”_2_k-zk’

T n=2 k=0
n—2
nachdem (z + h)™ = 2" + nhz""' + h%. > (Z) hnRe2 gk
fiir n = 0,1 heben sich alle Terme weg F=0
= = n n—2—k k = n—2
< I3 leal- X () 1m0 < [BJ- 3 leal-nln = 1)-(|1] + 2]
n= =

o | =g (lh])

der Term iiber der geschweiften Klammer erinnert etwas an (|h| + |z])"~2
in der Tat gilt fiir n > 2, dass

_ n=2:mp—2 o n=2 1 n ok
R o e B R o ] € Ml

Wir miissen also zeigen, dass dieser Ausdruck im Grenzwert h — 0 verschwindet. Es gentigt
nun folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung. Die Funktion
[O,T] — Rzo

s = p(s) = ni::z len| - n(n — 1) - (s + |2])*2

ist beschrankt.
Wir betrachten nun die Potenzreihe ¢(s). Es ist

Konvergenzradius(¢(s)) = Konvergenzradius( Do (s+ |z|)”) > R—|z| >
T - =2 T

Lemma [31] da Y- ¢, - w™ auf Dp_,(|z]) C Dr(0) konvergiert
n=2

Es folgt aus Satz[3.3] dass ¢ auf dem kompakten Intervall [0, r] stetig ist. Die Behauptung
folgt nun daraus, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall beschriankt
ist. [

Beispiel. Es folgt aus Satz 3.6, dass die Exponentialfunktion
C - C

z = € = exp(z) = z

n!

gL

n=0

%( Yoen(z4+h)"—= > cnz"> — > ncpz
n=0 n=0 n=0

n—1
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holomorph ist. Das gliedweise Ableiten zeigt zudem, dass die Ableitung wiederum die Ex-
ponentialfunktion ist.

Wir beschlieen das Kapitel mit der Definition der komplexen Sinusfunktion und der
komplexen Kosinusfunktion.

Definition. Wir fiihren die folgenden komplexen trigonometrischen Funktionen ein:

sin(z) = % (exp(z 1) —exp(—z-i)) = ;io(—l)” ' %
cos(z) = % - (exp(z - 1) +exp(—z-1)) = io(—l)”- éin)!-

Aus dem Quotientenkriterium folgt leicht, dass beide Potenzreihen auf ganz C konvergieren.

Beispiel. Es folgt aus Satz , dass die komplexen trigonometrischen Funktionen sin(z)
und cos(z) auf ganz C holomorph sind. Gliedweises Ableiten ergibt zudem, wenig iiberraschend,
dass gilt:

d% sin(z) = cos(z) und d% cos(z) = —sin(z).
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4. WEGINTEGRALE

4.1. Komplexwertige Funktionen in einer reellen Variablen. Wir erinnern an fol-
gende Definition aus [Fr2| Kapitel 4.3].

Definition. Eine Funktion g¢: [a,b] — R auf einem Intervall heifit stetig ditferenzierbar,
wenn gilt:
(1) Die Funktion ist im Inneren (a,b) stetig differenzierbar, d.h. die Funktion ist auf
(a,b) differenzierbar und die Ableitungsfunktion ist stetig.
(2) Die Ableitungsfunktion ¢': (a,b) — R setzt sich stetig auf die Randpunkte des In-
tervalls [a, b] fort. Diese Fortsetzung wird dann ebenfalls mit ¢’ bezeichnet.

Definition. Es sei f: [a,b] — C eine Funktion.

(1) Wir sagen f ist stetig differenzierbar, wenn der Realteil und der Imaginérteil von
f, also die Abbildungen ¢t — Re(f(¢)) und ¢ — Im(f(t)), stetig differenzierbar sind.
Wenn dies der Fall ist, dann schreiben wir

f'(t) = Re(f())'+ ilm(f(t))"
(2) Wir sagen f: [a,b] — C ist abschnittsweise stetig ditferenzierbar, wenn es eine Zer-
legung a = sp < $1 < s < -+ < 8, = b des Intervalls [a,b] gibt, so dass die
Einschrankungen von f auf die Intervalle [s;, s;11] jeweils stetig differenzierbar sind.

Beispiel. Die Funktion t — e!! ist stetig differenzierbar und es gilt

(€'Y = (cos(t) + isin(t)) = cos(t) + isin(t) = —sin(t) +icos(t) = i-e'.

Definition. Essei f: [a,b] — C eine stetige Funktion. Wir definieren das Integral fab ft)dt
indem wir den Realteil und den Imaginérteil getrennt integrieren. Genauer gesagt wir

definieren b b b
[ftydt == [Re(f(t)dt+ i [Im(f(t))dt € C.

Lemma 4.1. Fir jede stetige Abbildung f: [a,b] — C gilt

ff(t)dt‘ < [1f(@)|dt.

Beweis. Lemma 4.3 aus der Analysis II besagt, dass fiir eine beliebige stetige Abbildung
f: [a,b] — R™ die Ungleichung

b

[ ) dtH < [If@)

a

gilt. Das Lemma folgt nun aus dieser Aussage angewandt auf n = 2, denn unter dem
iiblichen Isomorphismus R?* = C entspricht die euklidische Norm von (z,y) € R? gerade
dem Betrag von = + iy € C. [ |



4. WEGINTEGRALE 31

4.2. Die Definition von Wegintegralen.

Definition. Ein WegE| ist eine stetige Abbildung v: [a,b] — C.. Wir verwenden hierbei
folgende Notationen und Sprechweisen:
(1) Wir nennen 7(a) den Anfangspunkt und ~(b) den Endpunkt des Weges ~.
(2) Ein Weg v: [a,b] — C heifit geschlossen, wenn der Anfangspunkt und der Endpunkt
iibereinstimmen, d.h. wenn y(a) = v(b).
(3) Ein Integrationsweg ist ein Weg ~: [a,b] — C, welcher abschnittsweise stetig diffe-
renzierbar ist. [

—(a) =~(b)
v el b med
// \.\ /\—\/
Anfangspunkt  Endpunkt geschlossener Weg
Definition. Es sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg. Es sei a = 59 < s1 < s9 < -+ <

Sn = b eine Zerlegung, so dass die Einschrankungen von f auf die Intervalle [s;, s;,1] jeweils
stetig differenzierbar sind. Wir definieren die Lénge von ﬂlﬂ

n—1 '=Sit1
Lénge(y) := ZO I vl
1= t=s;

Der Begriff der Léange eines Weges ist sehr anschaulich. Der folgende Begriff des Wegin-
tegrals einer Funktion iiber einen Weg ist deutlich weniger anschaulich. Es wird vielleicht
einige Zeit dauern, bis wir ein Gefiihl fiir die folgende Definition entwickeln und verstehen,
wozu diese gut ist.

Definition. Es sei v: [a,0] — C ein Integrationsweg. Es sei a = 59 < s1 < 59 < -+ <
sp = b eine Zerlegung, so dass die Einschrénkungen von f auf die Intervalle [s;, s;11] jeweils
stetig differenzierbar sind. Zudem sei nun U C C, es sei f: U — C stetig und wir nehmen
an, dass v in U liegt. Wir definieren das Wegintegral von f iiber v als

n—1 t=Si+1

[1@d =% [ j0w) @i €c

UL

]
a=25y S So S, =0 ~(s

110 der Analysis IT hatten wir Wege als, Kurven” bezeichnet.

5Der Name, Integrationsweg” erschlieBt sich aus dem folgenden Satz.

In[Fr2 Kapitel 4] hatten wir allgemein die Linge eines Weges eingefithrt. In [Fr2] Satz 4.1 und
4.2] hatten wir dann gezeigt, dass wir die Linge eines Integrationsweges mithilfe dieser Formel bestim-
men konnen. Mit anderen Worten, fiir abschnittsweise stetig differenzierbare Wege stimmt der jetzige
Léngenbegriff mit dem aus Analysis II iiberein.
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Beispiel. Fiir r > 0 sei v:[0,27] — C\ {0}
t o el
der geschlossene Integrationsweg, welcher sich auf dem Kreis von Radius r einmal gegen
den Uhrzeigersinn um den Ursprung bewegt. Dies ist ein geschlossener Integrationsweg mit
Lénge 27
Linge(y) = f V' (t)] dt = 2mr.

lir-etl]
Es sei nun U = C\ {0} und r > 0. Wir betrachten f(z) = 2. Das Wegintegral von f iiber
v betragt ) 27
f ~dz = ff(y(t)) F(t) dt = f idt = 2mi.
y % R/—/ \f‘t’ 0

.retl

Beispiel. Es sei f: C — C eine Funktion und es sei v der Weg

v:la,b] — C
t — t+0-1,
welcher die Punkte ¢ und b auf der reellen Achse von C verbindet. Dann ist
b b
Jfdz = [fo@)-~d = [fe)dt
- o —— ~~ o
Wegintegral Integral wie in Kapitel

Definition. Es seien a: [a,a+p] — Cund S: [b,b+q] — C zwei Wege mit a(a+p) = 5(b).
Wir bezeichnen dann
a-fB:la,a+p+q] — C
PN { alt), wenn t € [a,a + p]
Bt—a—p+0b), wennt € (a+p,a+p+q|
als die Verkniipfung von o und .

Mit anderen Worten, der Wege « - 8 ist der Weg, welchen man dadurch erhélt, dass
man zuerst entlang o und danach entlang 3 lduft.

Bemerkung. Jeder Integrationsweg kann geschrieben werden als die Verkniipfung von
stetig differenzierbaren Wegen.

Lemma 4.2. Es seien a: [a,a + p] — C und 5: [b,b+ q] — C zwei Integrationswege mit
a(a+p) = B(b).
(1) Es gilt Lange(a - 8) = Lénge(a) + Linge(3).
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(2) Es sei U C C offen und f: U — C eine stetige Funktion. Wenn o und  in U
verlaufen, dann gilt
f f(z)dz = ff(z)dz + ff(z)dz
a-B [e} B

Beweis. Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen und der Tatsache, dass wir Riemann-
Integrale zerlegen konnen, siehe [Frll, Satz 15.6]. [

Lemma 4.3. (Standardabschitzung von Wegintegralen) Es sei U C C, es sei
f: U — C stetig, und es sei v: [a,b] — U ein Integrationsweg. Wenn es ein C' > 0
gibt, so dass |f(y(t))| < C fir alle t € [a,b], dann gilt

ff(z) dz| < Lénge(y) - C.

Beweis. Es folgt aus Lemm , dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass «: [a,b] — U
ein stetig differenzierbarer Weg ist. Dann gilt:

<C:|¥'(t
, <C-ly ()

J ) -+(0) dt’ < [1r6@) -y @)]dt < C- [ (t)]dt = C-Linge(y).
/I* a a

a

[ f(z)dz

/I\
Definition des Wegintegrals Lemma, [4.1] [ |

Definition.

(1) Es sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und es sei ¢: [¢,d] — [a,b] eine bijektive,

stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist
vyop:le,d — C
t = ()

ebenfalls ein Integrationsweg, welcher genau die gleichen Punkte annimmt wie v. Wir
sagen, dieser Integrationsweg v o ¢ geht aus dem Integrationsweg v durch Parame-
tertransformation ¢ hervor.

(2) Wir sagen die Parametertransformation ist orientierungserhaltend, wenn ¢(c) = a
und ¢(d) = b. Andernfalls sagen wir, dass ¢ orientierungsumkehrend ist.

_ T — e —>

c d a b [ N

Die folgende Definition gibt ein wichtiges Beispiel einer Umparametrisierung.
Definition. Fiir einen Weg 7: [a,b] — C bezeichnen wir mit —y den Weg, welcher durch
—v:[-b,—a] — C
t o= (=7)() =(-1)

gegeben istﬁ Der Integrationsweg —~ ist eine orientierungsumkehrende Parametrisierung
von 7.
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A Ay

a b / | 4 _I(I b -/ | \

Folgendes Lemma besagt nun, dass Umparametrisierungen Wegintegrale héchstens um
ein Vorzeichen abéndern.
Lemma 4.4. Es sei U C C, es sei f: U — C stetig, und es sei 7y: [a,b] — U ein Integ-

rationsweg. Zudem sei ¢: [c,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare, bijektive Funktion. Es
gilt

f f(z)dz = f f(2)dz wenn ¢ orientierungserhaltend ist
Yo vy

it f f(z)dz = — f f(2)dz wenn ¢ orientierungsumkehrend ist.
Yoy ¥

Etwas vereinfacht gesagt besagt das Lemma, dass sich das Wegintegral nicht veréndert,
wenn man die Bildpunkte mit einer anderen Geschwindigkeit in der gleichen Richtung,,durchfahrt”.
Das Wegintegral wechselt das Vorzeichen, wenn man den Weg in der umgekehrten Richtung,durchfahrt”.

Beweis. H Es folgt aus Lemma , dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass der Weg
v: [a,b] — U stetig differenzierbar ist. Dann gilt

[ $2)dz= [ f((ro@)®) - (o) f i V(1) - (1) dt

Yo 4 t=c
nach Definition des Wegintegrals Kettenregel

=ff Y (u)du =

§ U= »(c)
nach der Subbtltutlonbregel mit u = (t)

f f(y (u) du = f f(2)dz, wenn ¢ orientierungserhaltend,
f f(y (u)du = — f f(2)dz, wenn ¢ orientierungsumkehrend.
+ v
Vertauschen der Grenzen dndert das Vorzeichen [ ]

4.3. Stammfunktionen.

Definition. Es sei U C C eine offene Teilmenge und es f: U — C eine Funktion. Wir
sagen, eine holomorphe Funktion F': U — C ist eine Stammfunktion von f, wenn F’ = f.

Beispiel. Fiir jedes n € Z mit n # —1 ist eine Stammfunktion von f(z) = 2" gegeben

durch die Funktion F(z) = Zn": )

BDer Weg —~ durchlauft also die gleichen Bildpunkte, jedoch in,umgekehrter” Richtung.
YDer Beweis von Lemma ist dhnlich zum Beweis von Lemma 4.5 in Analysis II.
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In [Frl, Lemma 16.1] hatten wir gesehen, dass sich zwei Stammfunktionen einer gege-
benen reellen Funktion f: [a,b] — R um héchstens eine additive Konstante unterscheiden.
Das folgende Lemma besagt nun, dass die analoge Aussage auch fiir komplexe Funktionen
auf offenen Scheiben gilt.

Lemma 4.5. Es sei f: D — C eine Funktion auf einer offenen Scheibe D. Stammfunktio-
nen von f unterscheiden sich um héchstens eine additive Konstante. Genauer gesagt, wenn
F und G zwei Stammfunktionen sind, dann gibt es ein C' € C, so dass F(z) = G(z) + C
fiir alle z € D.

Beweis. Es gilt (F — G)' = F' — G = f — f = 0. Also folgt aus Lemma [2.§ dass F' — G
konstant ist. [

Der folgende Satz besagt, dass man Stammfunktionen von Potenzreihen,ganz naiv”
bestimmen kann.

Satz 4.6. Es sei S
f2) = Sen(z—a)
n=0
eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R. Dann besitzt

oo _ ,\n+1
F(z) = Zocn : % “gliedweises aufleiten”
n—

den gleichen Konvergenzradius R und definiert auf Dg(a) eine Stammfunktion von f. Zu-
dem ist dies die einzige Stammfunktion von f mit F(a) = 0.

Beweis. Es folgt aus Lemma [3.1], dass die Potenzreihe F' wiederum den Konvergenzradius
R besitzt. Es folgt dann aus Satz[3.6] dass F' in der Tat eine Stammfunktion von f ist. Durch
Einsetzen sehen wir, dass F'(a) = 0. Die Eindeutigkeit von F folgt nun aus Lemma[4.5l W

Folgender Satz erlaubt es nun Wegintegrale mithilfe von Stammfunktionen, falls diese
existieren, zu bestimmen.

Lemma 4.7. Es sei U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C eine Funktion.
(1) Wenn F eine Stammfunktion der Funktion f ist, dann gilt fir jeden Integrationsweq

la,b U, dass
v: [a,b] — [ f(z)dz = F(y(b)) — F(7(a)).

(2) Wenn f eine Stammfunktion besitzt, dann gilt fir jeden geschlossenen Integrations-
weg 7y, dass [ f(z)dz = 0.
gl

Stammfunktion von f: U — C
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Beispiel. Auf Seite [32] hatten wir den geschlossenen Integrationsweg

= 27i,

v:[0,27] — C\ {0} betrachtet, und wir f L
t = el hatten gesehen, dass 7 %

also insbesondere nicht null ist. Es folgt also aus Lemma dass die Funktion f(z) = 1
auf U = C\ {0} keine Stammfunktion besitzt.

Beweis. Mithilfe von Lemma [4.2] siecht man leicht, dass es geniigt den Fall zu betrachten,
dass f stetig differenzierbar ist. Dann gilt

dies folgt aus der Kettenregel [Fr2] Satz 6.13] und Satz
4

Jrede = [ra@)-~v0)dt = [Fy0) +(t)dt =
S F(y(b) = F(y(a)).

folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
genauer gesagt [Frll Satz 16.4], angewandt auf den Realteil und den Imaginérteil

8 — =

(Fon)(t)dt

Die Aussage iiber die geschlossenen Integrationswege folgt sofort aus dem ersten Teil und

den Definitionen. [
Notation. Fiir zg, ..., z, € C bezeichnen wir mit
Y(z05---,2n): [0,m] — C
t = (k+1—t)- 2+t —k) zk41 firt € [k, k+ 1]

den Weg, welcher fiir jedes k € {0,...,n— 1} auf dem Intervall [k, k+ 1] die Punkte z; und
21 direkt VerbindetEEl

z
21 z !

Zn 22 AN
\ w ™ f\/(w? Z) A/(/:/Oa 15 22, ZO)
20 v(20, 215 - -+ Zn) 20

Interessanterweise gilt auf offenen Scheiben auch eine Umkehrung von Lemma [4.7] Ge-
nauer gesagt, es gilt folgender Satz.

Satz 4.8. Es sei D,(a) eine offene Scheibe in C und es sei f: D,(a) — C eine stetige
Funktion. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) f besitzt eine Stammfunktion,
(2) fiir jeden geschlossenen Dreiecksweg der Form y(u,v,w,u) in U gilt

ff(z)dz = 0.

20Ty Analysis IT hatten wir einen solchen Weg auch als Polygonzug bezeichnet.
2 Wenn Zn = 2o, dann ist der Weg natiirlich geschlossen.
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Beweis. Es sei f: D,(a) — C eine stetige Funktion. Die Implikation (1)=-(2) hatten wir
gerade in Lemma bewiesen. Wir nehmen nun an, dass (2) gilt.

Der Gedanke ist nun, ganz analog zu Analysis I, eine Funktion F' durch Wegintegrale
einzufithren. Wir miissen danach,, per Hand” zeigen, dass die Funktion F' holomorph
ist mit F' = f.
Wir betrachten die Funktion
(a) C
z F(z f f(¢

Wir wollen nun zeigen, dass F' holomorph ist mit F’ = f. Es sei also zg € D,(a). Wir
miissen beweisen, dass F'(z) = f(20). Fiir h € C betrachten wir dazu erst einmal

Flzo+h)—F(z) = [ f&)de— [ f(&)de

aZO+h ’Y(azzo)
= [ fd+ [ fede = (x)
T ~(a,zo+h) v(zo0,a)

nach Lemma [4.4]

Wir wollen nun verwenden, dass das Integral iiber den Dreiecksweg 7(a, zo + h, 20, a) ver-
schwindet. Wir fithren dazu den Term fiir die dritte Kante ein.

x) = [ f©ds+ [rede+ [ fede— [ fe

(a zo+h) v(z0,a) v(z0+h,z0) Y(z0+h,z0)

~
= 0 nach Voraussetzung
t=1

= [ o« = ff(zO+th)-hdt-
1 (z0.20+h) 1 t=

Lemma [4.4] denn (2, z0+h) = 20(1—1t) + (20+h)t = z9+th,
insbesondere ist v/(t) = h

Es folgt nun, dass _ _
wir schreiben u(z ) = Re(f(2)) und v(2) = Im(f(2))

1
lim 5 (F(z0+h) — F(z)) = %{fzo+th chdt = 11mffzo+th)d

h—0 —0
= }ILILIEL) {u(zo—l—th)dt—l— 1-}1151(1) {v(zothh)dt

= limu(zg + pp - h) +i-limo(zo + v - h)
" h—0 h—0
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Analysis I, angewandet

auf die reellen Funktionen ¢t — wu(zg + th) und t — v(zg + th)
existiert fiir jedes h > 0 ein pp, € [0,1] und vy, € [0, 1] so das diese Gleichheiten gelten

= u(lim(zo —I—,uh-h)> + i~v<lim(zo + Vh~h)> = u(20) + iv(20) = f(20)-
N h—0 h—0 +
da v und v stetig da alle pp, vy € [0,1] ]



38 I. FUNKTIONENTHEORIE

der Weg ~(a, zp)

der Weg ~(zo, a)

der Weg v(a, zo + h)

4.4. Wegintegrale und die Koeffizienten von Potenzreihen.

Notation. Fiir zp € C und r € R schreiben wir
[ f@dz = [f(2)dz,
|z—20|=r ol

wobei 7: [0,27] — C gegeben ist durch y(t) = 2o + 7 - ' [

f f(z)dz ist das Wegintegral iiber
|z—z0|=r die Kreisbahn um z; mit Radius r
entgegen dem Uhrzeigersinn

Lemma 4.9. Fir alle zo € C, r € Rog und alle n € Z gqilt

n B 0, wenn n # —1,
| f (7 = 20)dz = {27ri, wenn n = —1.
z—zo|=r

Beweis. Wenn n # —1, dann besitzt die Funktion f(z) = (2 — zp)" die Stammfunktion

F(z) = nLH(z — 29)"". Lemma besagt dann also, dass das Wegintegral verschwindet.
Den Fall n = —1 hatten wir auf Seite [32| explizit berechnet. [ |

Der folgende Satz besagt, dass man die Koeffizienten einer Potenzreihe durch Weginte-
grale bestimmen kann.

Satz 4.10. Es sei f(z) = i en-(z = 20)"

n=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Fir jedes r € (0, R) und alle n € N gilt, dass
Cn = L f S T dz.

27i (z—zo)nt
|z—z0|=r

In dem Beweis von Satz [£.10] werden wir folgenden Satz verwenden, welcher besagt,

dass wir bei gleichméfliger Konvergenz von Funktionenfolgen, Integral und Grenzwert ver-
tauschen kénnen”.

22Mit anderen Worten, durchliuft den Kreis mit Mittelpunkt zp und Radius r einmal gegen den
Uhrzeigersinn.
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Satz 4.11. (Konvergenzsatz fiir Wegintegrale) Es sei U C C eine kompakte Teilmen-
ge, es sei y: a,b] — U ein Integrationsweg und es sei {f,: U — C},en eine Folge von
stetigen Funktionen, welche gleichmdflig gegen eine stetige Funktion f konvergiert. Dann

gilt ff(z) dz = J;rgoffn(z) dz

Beweis des Konvergenzsatzes fiir Wegintegrale. Es geniigt den Fall zu betrach-
ten, dass 7 nicht konstant ist, d.h. dass Lange(y) > 0. Es sei nun ¢ > 0. Da die Folge f,
gleichméBig gegen f konvergiert existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt, dass
\f = foll < m Fiir alle n > N gilt dann, dass

[ fz)dz = [ ful2)dz )dz| < Linge(y) - |f — full < e

8l Y A
Standardabschéitzung von Wegintegralen [ |

Beweis von Satz [4.10l Es sei r € (0, R) und n € Z beliebig. Dann ist

ﬁ f (z—fsoi)”+1 dz = 2L7r1 f (z— z%) ntl ch (2~ Zo)k dz

|z—z0|=r |z—z0|=r

= ﬁ f ick-(z—zo)k_”_l dz = (x)

|z—zo|=r k=0

Nach Satz konvergiert die Reihe auf D,(z) gleichméBig. Der Konvergenzsatz fiir
Wegintegrale besagt nun, dass wir die Reihe mit dem Integral vertauschen kénnen. Wir

erhalten also, dass
0 = &5 [ k-t

=0 |z—zo|=r

Die gewiinschte Aussage folgt nun aus Lemma [4.9] [

4.5. Die komplexen Logarithmuszweige. In Analysis [ hatten wir gesehen, dass die
reelle Exponentialfunktion exp: R — (0, 00) bijektiv ist und wir konnten daher die reelle
Logarithmusfunktion In: (0,00) — R als die zugehorige Umkehrfunktion einfithren. Diese
hat viele wichtige Eigenschaften, insbesondere hatten wir gesehen, dass die Logarithmus-
funktion eine Stammfunktion von % fiir z > 0 ist.

Die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C ist nicht injektiv, denn fiir alle z €
C gilt exp(z + 27i) = exp(z) - exp(27i) = exp(z) - 1 = exp(z). Wenn wir uns jedoch
auf geeignete Teilmengen von C einschréanken, dann ist die Exponentialfunktion allerdings
doch injektiv und wir erhalten Umkehrfunktionen, welche uns auf,,groflen” Teilmengen von
C\ {0} eine Stammfunktion von £ geben.

Definition.
(1) Fiir ¢ € R setzen wir

Bl = {rcos<p+ irsing =r - e’ ‘r > O}.
Dies ist also der abgeschlossenen Strahl in ¢-Richtung.
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(2) Es folgt aus [Frll Satz 11.11], dass die Abbildung
exp: {a:+iy|x€R&y€(g0,<,0+27r)} — C\ S,
z=x+ 1y — exp(z)=exp(x)- (cos(y) + isin(y))
bijektiv ist. Wir bezeichnen mit
In,: C\'S, — {x—i—iy}xERundyE((p,gO—FZW)}
z = Ing(z) = exp(2)

die zugehorige Umkehrfunktion. Diese Funktion wird der durch ¢ bestimmte Lo-
garithmuszweig benannt. Mit anderen Worten, wenn z = r - e'!, wobei r > 0 und
t € (p, ¢+ 2m), so ist In,(2) definiert und es gilt

In,(2) = ln(r) +t-1i

/’ 7

if/ //

.

Bemerkung. Aus der Umkehrregel fiir holomorphe Funktionen folgt, dass In, holo-
morph ist mit d (2) = 1 _ 1 _ 1
dz ¢ exp/(Ing(2))  exp(lng(z)) =
Mit anderen Worten, auf C \ S, ist In, eine Stammfunktion von %. Auf Seite 36| hatten
wir andererseits geschen, dass * keine Stammfunktion besitzt, welche auf ganz C\ {0} defi-
niert ist. Die Logarithmusfunktionen In, haben also in gewisser Weise den,,grétmoglichen

Definitionsbereich” einer Stammfunktion von 2.
z

{x—i—iy‘xERundyE(cﬂ,go—i-%r)}

Definition. Wir bezeichnen

In: C\ S_;, = {z+iy|y #0 oder z > 0} — {x—l—iy‘xERundye(—ﬂﬂr)}
z = In(z) :=1In_,(2)

als die StandardlogarithmusfunktionFj

23Dje Standardlogarithmusfunktion stimmt auf den reellen Zahlen mit der iiblichen Logarithmusfunk-
tion aus Analysis I iiberein.
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5. DER CAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

5.1. Durchmesser und Konvexitit. In diesem Kapitel werden wir zuerst zwei elemen-
tare Begriffe fiir Teilmengen von R™ einfithren, welche wir im Folgenden immer wieder
verwenden werden.

Definition. Fiir eine beschrénkte, nichtleere Teilmenge X C R"™ definieren wir

Durchmesser von X := sup {||z — wl| | z,w € X'}

&% Dr<0)
N |

Lénge ist Durchmesser von X Durchmesser = 2r Durchmesser = v/a? + b?

Beispiel. Durchmesser der geschlossenen Scheibe D,(zy) = 2,

Durchmesser eines Rechtecks mit Seitenldngen a und b = +/a? + b2

Definition. Eine Teilmenge X C R™ heifit konvex, wenn fiir alle z,w € X die Verbin-
dungsstrecke {z- (1 —t) + w-t|t € [0,1]} ebenfalls in X liegt.

die Verbindungsstrecke liegt nicht ganz in X

N

N

: _ 2 . .
konvexe Teilmengen von C = R nicht-konvexe Teilmengen von C = R?

Beispiel. Es ist ziemlich offensichtlich, dass jede Scheibe und jedes Rechteck in C = R?
konvex ist. Wir werden den Fall der Scheibe jedoch noch in Ubungsblatt 3 genauer beleuch-
ten.

Um das einzige Lemma dieses Teilkapitels formulieren zu kénnen erinnern wir an fol-
gende Definition aus Kapitel 6.5].
Definition. Die Norm einer reellen n x n-Matrix A ist definiert als
|A|| := max {||Av|||v € R* mit |[v]| = 1}.

Lemma 5.1. Es sei U C R" offen und es sei zudem ¢: U — R™ eine stetig reell differen-
zierbare Abbildung.

1) Die Abbild
(1) Die ildung U - R

z = | Df(:r) |
Differential von ¢ am Punkt x € U
15t stetig.
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(2) Es sei X C U eine kompakte, konvexe, nichtleere Teilmenge. Wir setzer@

C := max {|Dy(z)| |z € X}.
(a) Fir alle z,w € X gilt ||p(2) — p(w)|| < C - ||z —w|.
(b) Es gilt

Durchmesser von ¢(X) < C'- Durchmesser von X.
(c) Fiir jeden Integrationsweg v: [a,b] — X gilt
Linge von g oy < C'- Ldnge von 7.
Beweis.

(1) Wir betrachten die Abbildungen

U — M(n Xmn, R) d M(n X H,R) — Rzo
z — Dy(z) b A |A].
Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist die linke Abbildung stetig. Zudem folgt, mit etwas
Nachdenken, aus [Fr2l, Lemma 6.12], dass die rechte Abbildung stetig ist. Also ist die
Abbildung x +— ||[Dp(x)| die Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen, also selber
stetig.
(2) Es sei also X C U eine kompakte, konvexe, nichtleere Teilmenge.
(a) Es seien z,w € X. Nachdem nach Voraussetzung die Verbindungsstrecke von z
nach w in X liegt, folgt die Ungleichung aus [Fr2l, Schrankensatz 12.2].
(b) Diese Aussage folgt sofort aus (2a) und der Definition des Durchmessers.
(c) Es folgt aus Lemma[4.2] dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass v: [a,b] — X
stetig differenzierbar ist. Dann gilt

b
Linge(poy) = [ [l(wor) (1) dt = IIID% -y (Bl dt = fC V()] dt = C-Linge(y).
‘ T T

Kettenregel aus Analysis 11 denn [|A - v|| < ||A]| - ||v]] [ |
5.2. Der Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke.

Definition. Es seien z € C und es seien a,b positive reelle Zahlen. Fiir jedes z € C

bezeichnen wir {z + (z + iy) ‘ x €[0,a] und y € [0, b]}

als Rechteck in C mit Kantenldngen a und b. Fiir solch ein Rechteck () bezeichnen wir
0Q:[0,2a+2b] — C

Z A wenn t € [0, a),

z4+a+ (t—a)i, wenn t € [a,a + b)

z+a+bi—(t—(a+b)), wennt€ [a+b 2a+b)

z+bi— (t— (2a +b))i, wenn t € [2a + b, 2a + 2b]

als die Randkurve 0@ von . Wir bezeichnen die Lénge 2a+2b der Randkurve des Rechtecks
manchmal als Umfang des Rechtecks.

24Da X kompakt und nichtleer ist, und da die Abbildung z — ||[De(z)|| nach (1) stetig ist folgt aus
[Fr2l Korollar 3.10], dass das Maximum in der Tat existiert.
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__ Seitenldnge a

Rechteck Q)

Seitenldnge b —

—— Randkurve 0Q)

Satz 5.2. (Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke) Fs sei U C C eine offene Teil-
menge und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Fiir jedes Rechteck Q@ C U gilt

ff(z)dz = (1%
0Q

f C

holomorph

Q | f f(z2)dz=0
0Q

Beweis. Essei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es sei Q C U
ein Rechteck mit Umfang ¢ und Durchmesser d.

Wenn f eine Stammfunktion besitzt, dann folgt die Aussage sofort aus Lemma [4.7]
Selbst wenn f auf ganz U keine Stammfunktion besitzen sollte, so besitzt f doch
um jeden Punkt eine gute Approximation einer Stammfunktion. Genauer gesagt,
nachdem f holomorph ist konnen wir fiir jedes zy € C schreiben

f(zo+h) = f(z0) + ['(20) - h + x(h), wobei x(h) = o(h).

Die ersten beiden Summanden haben natiirlich eine Stammfunktion. Wir miissen
also nur noch den Ausdruck x(h) kontrollieren. In einer kleinen Menge, z.B. einem
kleinen Rechteck, ist x(h) dabei auch,sehr klein”.

Wir fithren jetzt den allgemeinen Fall auf den Fall eines, kleinen” Rechtecks zuriick,
indem wir das grofle Rechteck in geniigend kleine Rechtecke aufteilen.

Wir unterteilen das Rechteck Qg := ) durch vertikales und horizontales Halbieren in vier
kleine Rechtecke Ry, ..., Rs. Es folgt aus Lemma [£.4] dass sich die inneren Wegintegrale
wegheben, also gilt

[ [(z)dz = i [ f(z)d=.
0Q

i=1 8RZ‘

Es sei nun ) das Rechteck aus Ry, ..., R4, dessen Wegintegral den grofiten Betrag besitzt.
Dann ist

< 4.

[ ) dz].

o1

[ f(z)dz
aQ
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Randkurve 9Q die Wegintegrale iiber die

inneren Kanten heben sich weg
/ / < < VA4 \\
\ S
AN AR / AN
R4 / Rg L 154 N / \
i s > = AN
R R N ) /‘\/ N / N
N fu 2 N[ J
/ RLNNEDAN
I' 7 7 7
das Rechteck ) aufgeteilt das Wegintegral iiber @
in vier Teilrechtecke ist die Summe der Wegintegrale

iiber die Teilrechtecke

Wir unterteilen jetzt wiederum (), in vier Rechtecke und fithren das gleiche Verfahren durch.

Wir erhalten eine Folge von Rechtecken () = @y D @1 D @2 D ... mit der Eigenschaft,
dass fiir alle n € N gilt
[ £ dz|

(1) [ f(z)d=
oQ 0Qn

In diesem Verfahren halbieren wir natiirlich jedes Mal den Umfang und den Durchmesser
des Rechtecks. Also gilt fiir alle n € N:

< g

(2) Umfang von 0Q,, = 5.
(3) Durchmesser von @, = 5-d.
0 Q

b1 P

Zo= lim p,
n—0o0

auf der offenen Scheibe Ds(zg) gilt

f(z)=f(z0)+ (2 —20) - f'(20) + x(2 — 20), mit
(2= 20) < €]z — 20
Fiir jedes n € N sei nun p, der Mittelpunkt von @,. In Ubungsblatt 3 werden wir

zeigen, dass die Folge von Mittelpunkten (p,) eine Cauchy-Folge ist, und dass zudem der
Grenzpunkt 2y := lim p,, in allen Rechtecken @),, enthalten ist.
n—oo

Um den Satz zu bewiesen geniigt es zu zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt

< e

[ f(z)d=
oQ

Es sei also € > 0. Nachdem f im Punkt zo holomorph ist gilt nach Lemma [2.3] dass
f(2) = f(20) + (2 — 20) - f'(20) + x(z — 20), wobei x(z — 29) = o(z — 2).
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Wir setzen nun € := ;5. Aus der Definition der,,0”-Notation auf Seite [18| folgt, dass es ein
0 > 0 gibt, so dass
Ix(z — 20)| < €-|z— 2| fiiralle z € Ds(2).

Wir wahlen n € N mit 2%(1 < 6. Nachdem zy € @), und nachdem der Durchmesser von @),
gegeben ist durch 5-d erhalten wir, dass @,, C Ds(2). Es folgt nun, dass

nach der obigen Abschétzung

+
[ f(z)dz| < 4| [ f(z)dz| = 4"-| [ f(z0) + (2 — 20) - ['(20) + x(2 — 20) d=
oQ 9Qn 0Qn
< 4n" I [+ (z—20) f(20) dz|+4"-| [ x(z—2)dz
0Qn ~ ” OQn
Integrand besitzt Stammfunktion
F(z) = f(20) - 2+ 3(2 — 20)* - f'(20)
alsoist [ =0, nach Lemma[4.7
9Qn
< 4" - Lange(0Q),,) - max |x(z — 2o)] < 4" Lange(0Q),) - € - max |z — z|
A 2€0Qn A 2€0Qn
nach Lemma [£.3] da 0Q,, kompakt und da @, C Ds(20)
da x stetig existiert das Maximum
< 4" . Lange(0Q),,) - € - Durchmesser(Q,) = 4"- LI/
N " 2n " fd 27
Definition des Durchmessers Gleichung (2) und Gleichung (3) [

Der Name des vorherigen Satzes, Cauchysche Integralsatz fiir Rechtecke, legt schon
nahe, dass es wohl Verallgemeinerungen dieses Satzes gibt. In der Tat, war die Tatsache,
dass wir mit einem Rechteck arbeiten gar nicht so wichtig. Was wir hauptséchlich verwendet
hatten war, dass wir ein Rechteck systematisch in kleinere Rechtecke zerlegen kénnen.

Wir kénnen diese Idee auch fiir Teilmengen von C durchfiihren, welche wir als Bilder
von Rechtecken unter geeigneten Abbildungen beschreiben kénnen. Genauer gesagt, wir
haben folgenden Satz.

Satz 5.3. (Cauchysche Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken) FEs sei U C C eine
offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es sei p: QQ — U eine stetig reell
differenzierbare Abbildung von einem Rechteck Q) nach U. Dann gilﬁ

f f(z)dz = 0.

po0Q

Rechteck @

|

(@)
! ® \

holomorph

f
\ f f(z)dz=0

25Mit 0 0Q bezeichen wir hierbei die Verkniipfung von dem Integrationsweg 0Q) von Seite [42| mit der
Abbildung ¢.
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Bevor wir uns dem Beweis von Satz [5.3] zuwenden, wollen wir erst eine wichtige Anwen-
dung betrachten.

Korollar 5.4. Fs sei U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C holomorph. Fiir

jede abgeschlossene Kreisscheibe D, (zy) C U gilt

f f(z)dz = 0.
|z—z0|=r
" Dr(zo) gy \ | f holomorph C
f f(z2)dz=0
R |2720|:7‘

Beweis. Es sei also D,.(zg) eine abgeschlossene Kreisscheibe in der offenen Menge U C C
und es sei f: U — C holomorph.

Wir wollen hier natiirlich den Cauchyschen Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken
verwenden. Wir miissen dazu eine Abbildung ¢ wahlen, welche die abgeschlossene

Kreisscheibe D,.(zp) als Bild von einem Rechteck beschreibt.
Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung
0: Q:=0,r] x[0,2r] — C
(s,t) + zp+s-etl

Das Bild ¢(Q) ist dann die Kreisscheibe D,.(zg). Nach Voraussetzung ist ¢(Q) C U. Aus
Satz [5.3 folgt, dass f f(2)dz = 0.
po0Q

Wir wollen nun dieses Wegintegral etwas genauer studieren. Wir bezeichnen dazu mit «, 3, vy
und § die Wege, welche in der Abbildung unten skizziert sind. Dann gilt

0= [ f(2)dz = [ fle)de+ [ f(z)dz+ [ f(z)dz+ [ f(2)dz = [ f(z)dz = [ f(2)d=
po0Q 1 o pof oy pod 0 pof 0 |z|=r

Lemma nach Lemma [£.4) heben sich die beiden Integrale  nach Lemma [4.4]
iiber ¢ o a und ¢ o v weg, zudem verschwindet das
Wegintegral iiber den konstanten Weg ¢ o §

Wir haben also gezeigt, dass das Wegintegral iiber den Kreis in der Tat verschwindet. W

pof

Q = [0,7]x10, 27|

@Yo

Yoy
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Bevor wir uns weiteren Anwendungen von Satz zuwenden, wollen wir den Satz nun
doch erst einmal beweisen.

Beweis von Satz [5.3 Es sei U C C eine offene Teilmenge und es sei f: U — C holo-
morph. Zudem sei @) ein Rechteck mit Umfang ¢ und Durchmesser d und es sei auflerdem
v: @ — U eine stetig differenzierbare Abbildung.

Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle € > 0 gilt

< €.

f f(z)dz

po0Q

Es sei also € > 0. Wie im Beweis von Satz konstruieren wir eine Folge von Rechtecken
Q=0QyDQ DQyD...,so dass fiir alle n € Ny folgende Aussagen gelten

) [ @] < | [ ofea,
podQ 1 po0Qn

(2) Umfang von @, = 276

(3) Durchmesser von @, = Q%d

Um mit der gleichen Idee wie im Beweis von Satz fortzufahren miissen wir nun jedoch

(@1 Q2

/

(@)

f

holomorph

C

2

Rechteck Qy = Q #(Q)

den Durchmesser der Bilder ¢(@,,) und die Lange der Wege ¢ 00@Q,, kontrollieren. Nachdem
() kompakt ist existiert nach Lemma |5.1

D := max {||[De(q)|| | ¢ € Q}.

Lemma (2) besagt zudem, dass

Lange von ¢ 0 0Q,, < D -Linge von 0Q), 2%6 - D,

Durchmesser von ¢(Q,) < D -Durchmesser von Q, = 3:d-D.
Wie im Beweis von Satz sehen wir, dass es einen Punkt p gibt, welcher in allen Recht-
ecken @, enthalten ist. Wir setzen zp = o(p). Wir setzen nun ¢ := 55%. Nachdem f im

Punkt zy holomorph folgt, wie im Beweis von Satz[5.2] dass es ein § > 0 gibt, so dass

f(2) = f(z0)+(z—20) f'(20)+Xx(2—20),  wobei |x(z—20)| < €-|z—2] fiir alle z € Ds(2).
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Da die Durchmesser der @,,’s gegen 0 konvergieren erhalten wir, wie im Beweis von Satz[5.2]
dass es ein n € N gibt, so dass (@) C Ds(zp). Wie im Beweis von Satz[5.2{folgt nun, dass

f f(z)dz| < 4™ f f(20) + (2 — 20) - f'(20) + x(2 — 20) dz
podQ po0Qn
< 4. f S (20) + (2 — 20) - f'(20) dz| +4" - f | x(z—20) |dz
¢00Qn — ) PodQn T~
Integrand besitzt Stammfunktion, also Ix(z—20)|<€’-[z—z0]
verschwindet das Integral nach Lemma [£.7]
< 4" . Lange(p 0 0Qy,) - € - Durchmesser(p(0Q,,)) < 4™- %ED : ﬁ : 2indD = e
+ 14
nach Lemma [£3] |

Wir beschliefen das Kapitel mit zwei weiteren Korollaren zu Satz

Korollar 5.5. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es seir f: U — C holomorph und es
seien zg € C und r < R zwet nicht-negative reelle Zahlen, so dass der Ring

{s-€"|se[r,R] und t € 0,27]}
in U enthalten ist. Dann gilt

f f(z)dz = f f(2)dz.

|z—20|=r |z—z0|=R

f

holomorph

in diesem Fall gilt

f f(z)dz = f f(z)dz

|z—z0|=r |z—z0|=R

Beispiel. Auf Seite [32] hatten wir schon gesehen, dass fiir alle r > 0 gilt, dass
[ tdz = 2nmi,
|z|=r z
d.h. wir hatten insbesondere gesehen, dass das Wegintegral nicht vom Radius vom Kreis

um 0 abhéngt. Die Tatsache, dass das Wegintegral nicht vom Radius abhéngt ist gerade
die Aussage von Korollar [5.5]

Indem wir Korollar 5.5 auf » = 0 anwenden, erhalten wir insbesondere Korollar
als Spezialfall. In der Tat ist der Beweis von Korollar [5.5] ganz dhnlich zum Beweis von
Korollar (.41

Beweis. Wir wollen nun den Ring als Bild von einem Rechteck beschreiben. Wir betrachten

dazu die stetig differenzierbare Abbildung

0: Q:=[r,R| x[0,2r] — C
(s,t) = zp+s-ell
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Das Bild von @ ist dann der durch die Radien r und R bestimmte Ring um z,. Nach
Voraussetzung ist ¢(Q) C U. Aus Satz folgt, dass

f f(z)dz = 0.

po0Q

Q = [r, R] x [0, 27] o 3 bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn

_ A

_— B
y (5,t) = 2o + se't
5§ ¥
AN
/

« w00 bewegt sich #m Uhrzeigersinn

Wir bezeichnen nun mit «, 5,7 und ¢ die Wege, welche in der Abbildung oben skizziert
sind. Dann gilt

0 = [ f2)dz = [ f(2)dz+ [ f(2)dz+ [ f(2)dz+ [ f(2)dz

00Q poa pop pory pod
= [ f)de+ [ f(2)dz = — [ f(2)dz+ [ f(2)d=
1 @oB ©od 0 |z|= [z|=R
nach Lemma [£.4] heben sich die beiden nach Lemma [4.4]
Wegintegrale iiber ¢ o a und ¢ oy weg [ |

Mit etwas mehr Aufwand kann man zudem auch folgendes Korollar beweisen, welches
die Aussage des vorherigen Korollars verallgemeinert.

Korollar 5.6. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
seien wy, zg € C und r, s € Rsq, so dass D,(wy) C Ds(z0) und so dass der Ring

Ds(20) \ Dr(wo)

in U enthalten ist. Dann gilt

f f(z)dz = f f(z)dz.

|z—z0|=s |z—wo|=r

der Ring Dg(20) \ D, (wp) ist in U enthalten

20
f holomorph

C

in diesem Fall gilt

f f(z)dz = f f(z)dz

|z—z0|=s |z—wo|=r

Wy
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6. FOLGERUNGEN AUS DEM CAUCHYSCHEN INTEGRALSATZ

In diesem Kapitel werden wir eine lange Liste von Folgerungen aus dem Cauchyschen
Integralsatz herleiten. Insbesondere werden wir den Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

6.1. Der Potenzreihenentwicklungssatz. Der folgende Satz besagt, dass man loka]@]
jede holomorphe Funktion als Potenzreihe schreiben kann.

Satz 6.1. (Potenzreihenentwicklungssatz) Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei zo € U. Es seir > 0, so dass D,(z) C U.
Dann gibt es eine Folge (¢,)nen von komplexen Zahlen, so dass

f(z) = io: (2 — 20)" fir alle z € D, ().
n=0

Hierbei konnen die Koeffizienten c,, auf zwei verschiedene Weisen bestimmt werden:
(1) fir alle n ist 1

_ f: U — C ist holomorph

die offene Scheibe D,(zp) ist in U enthalten,
auf D, (zy) konnen wir daher f als Potenzreihe

> Cn- (2 — 29)™ schreiben

Beispiel. Es sei a # 0. Wir kénnen dann f(z) = - auf der offenen Scheibe Dj,(0) wie
folgt als Potenzreihe schreiben:

B 1 1 1 _1.00211_001.”
o= gk = bty = L) = Bk

geometrische Reihe, denn |2| < 1

Wir wenden uns nun dem Beweis des Potenzreihenentwicklungssatzes [6.1] zu. Ein wich-
tiges Hilfsmittel ist hierbei folgender Satz.

Satz 6.2. (Cauchysche Integralformel) Es sei U C C eine offene Teilmenge, f: U — C
holomorph und es sei zg € U. Zudem sei r > 0, so dass D,(z)) C U. Dann gilt fiir jedes

z € D,(z), dass f(2) = ﬁ f %d{.

|€—20|=r

26Wenn E eine Eigenschaft von Funktionen ist (z.B. stetig, konstant, konvex, in eine Potenzreihe
entwickelbar), dann sagt man eine Funktion f auf einer offenen Menge U C C besitzt lokal die Figenschaft
E, wenn es zu jedem z € U eine offene Umgebung V' besitzt, so dass die Einschriankung von f auf V' die
Eigenschaft E besitzt.
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Kreis | — 2| =7

U —_ \ — f: U — C ist holomorph

|€—20|=r

Bemerkung. Die Cauchysche Integralformel besagt insbesondere, dass man die Funkti-
onswerte einer holomorphen Funktion im Inneren einer Scheibe D, (zy) durch die Funkti-

onswerte auf dem Randkreis 0D, (zp) bestimmen kann. Insbesondere ist die holomorphe
Funktion f im Inneren durch die Funktion auf dem Randkreis eindeutig festgelegt.

Beweis von Satz [6.2l Es folgt aus Korollarh7 dass fiir alle s € R.g mit Dy(2) C D, (20)

gilt: 1 £ [(&)
o2ri e f —z d§ = 27r1 ¢ j; E—=z dg.

die abgeschlossene Scheibe D,.(zp) ist in U enthalten

D f ist holomorph auf der offenen Menge U

in diesem Fall gilt

. G}
777777 Tm |§_!;|_T§ 27“ |§_L[:S -z dé-
Es folgt, dass
1 f(©) . 1 £(6)
ar J flac —umgk [ Hae
‘5—2’0|:7" |§—Z|:S
= 1 1 f(f)—f(z) . f(z)
% “lgl_{% 2mi |§_f|— S ¢ + }el—r>n2w1 |§f| E—z dg

Nullergéinzung f(§) = f(§) — f(2) + f(2) \: f(2), nach Lemma [£.9]

Der zweite Summand ist also f(z), also verbleibt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. lim f fO-f(2) de = 0.

s—0 -z
|§—z|=s

Fiir alle s mit Dg(z) C D,(z0) gilt die Ungleichung

‘ f 1) = f d¢| < Umfang von Kreis mit Radius s - sup {‘f ‘ ’ €€ Dy(2)\ {z}}
‘5 Z‘ 75;.5 A /
T endlich, dies sieht man wie folgt:

Standardabschétzung von Lemma@ weil f in z holomorph kann man die Funktion
mit z — f’(§) zu einer stetigen Funktion

auf der kompakten Scheibe D, (zo) fortsetzen
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Wir sehen, dass der Betrag des Integrals im Grenzwert s — 0 gegen 0 konvergiert. [

Beweis des Potenzreihenentwicklungssatzes Um die Notation etwas zu verein-
fachen betrachten wir den Fall 2z = 0. Es sei also U C C eine offene Teilmenge, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei r > 0, so dass D,.(0) C U. Wir betrachten

zuerst den Fall, dass die abgeschlossene Scheibe D,.(0) auch noch in U enthalten ist.

Auf Seite |50 hatten wir explizit g(z) = ﬁ als Potenzreihe entwickelt. Nach Satz

konnen wir jetzt unsere urspriingliche Funktion f(z) als Integral von solchen Funk-
tionen, welches sich als Potenzreihen entwickeln lassen, schreiben. Dies wollen wir
nun verwenden.

El=r

Es sei nun z € D,(0) festgewéhlt. Dann gilt, dass

nach Satz [6.2] denn aus | | =]2] < 1 folgt 1 2 = io( g)n
I |
f 1 ) 1 1 o) & (="
z — = — — Z d — 5 e - d
f( ) 27r1 é][ 27i ] 13 l—g E 2mi Elf ¢ ngo ( f) f
B 27” £|fmzo 5”“ & L.

Wir wollen nun das Integral mit der Reihe vertauschen. Nach dem Konvergenzsatz |4.11
fiir Wegintegrale ist dies moglich, wenn die Funktionenreihe gleichméfig konvergiert. Wir
beweisen daher als néchstes folgende Behauptung.

Behauptung. Die Funktionenreihe Z: gn( Jg 2" konvergiert auf K = {{ € C‘ €] =1}
gleichméBig.

Um die gleichméfBige Konvergenz zu zeigen, wollen wir das Majoranten-Kriterium
fiir Funktionenreihen anwenden. Die Funktion |f| ist auf der kompakten Menge K stetig,

insbesondere durch ein C' > 0 beschréankt. Also gilt fiir alle £ € K, dass
19 19(2)] < € (L) = 2o
13 & r r r

£n+1
=:0
Da z € D,(0) gilt, dass § = |Ti‘ € [0,1). Insbesondere konvergiert die Funktionenreihe
gleichméfig nach dem Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen. H
Zusammengefasst folgt nun fiir z € D,(0), dass

10 =g Rakerae = S [ g B [ ok
0 I€l=r 0 =0 I€l=r n=0 |€|=r

obige Rechnung Konvergenzsatz [I.11] —ien
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Wir haben also bewiesen, dass wir die Funktion f(z) auf D,(0) als Potenzreihe schrei-
ben kénnen. Die beiden Formeln fiir ¢, folgen direkt aus Korollar und aus der obigen
Rechnung, beziehungsweise aus Korollar

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Wir konnen also nicht mehr annehmen, dass
die abgeschlossene Scheibe D,.(0) auch noch in U enthalten ist. Es sei nun s € (0,r) beliebig.
Dann ist die abgeschlossene Scheibe D;(0) noch ganz in U enthalten. Wir haben also gerade
eben gezeigt, dass

n

f(z) = Z -z” fiir alle z € D,(0).

Nachdem diese Gleichheit auf allen Scheiben Dy(0) mit s € (0,r) gilt, gilt diese wie
gewiinscht auch auf ganz D,.(0). [

6.2. Erste Folgerungen aus dem Potenzreihenentwicklungssatz

Satz 6.3. (Satz von Goursat) Jede holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C ist beliebig oft komplex differenzierbar.

Bemerkung. Wir sehen nun, dass sich holomorphe Funktionen anders verhalten als diffe-
renzierbare Funktionen. Der Satz von Goursat besagt, dass jede holomorphe Funktion belie-
big oft komplex differenzierbar ist. Die analoge Aussage fiir reelle Funktionen ist natiirlich
vollig falsch. Beispielsweise ist die Funktion

fR — R
—22, wenn z <0,
Tr 2
x®, wenn x > (

differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar, geschweige den beliebig oft differenzier-
bar.

Beweis des Satzes von Goursat. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C
eine holomorphe Funktion und es sei zy € U. Nachdem U offen ist gibt es ein » > 0, so
dass D, (zy) C U. Nachdem Potenzreihenentwicklungssatz[6.1]kann f auf D, (z) durch eine
Potenzreihe beschrieben werden. Nach Satz ist jede Potenzreihe beliebig oft komplex
differenzierbar, also ist auch f im Punkt z; beliebig oft komplex differenzierbar. [ |

Satz 6.4. (Existenz von Stammfunktionen auf Scheiben) Es sei U C C eine offene
Teilmenge und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Dann besitzt die Einschrdnkung
von f auf jede beliebige offene Scheibe D C U eine Stammfunktion.

auf den offenen Scheiben
besitzt [ eine Stammfunktion

-

Beweis. Es sei also D, (z) eine Scheibe in U. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz
konnen wir dann f(z) auf D,(z) als Potenzreihe in 2, schreiben. In Satz hatten wir
gesehen, dass jede Potenzreihe f(z) in zy eine Stammfunktion besitzt. [ |
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Definition. Eine ganze Funktion ist eine holomorphe Funktion, welche auf ganz C definiert
ist.

Beispiel. Die trigonometrischen Funktionen sin(z) und cos(z), sowie die Exponentional-
funktion exp(z) sind ganze Funktion. Dariiber hinaus sind auch Produkte und Summen
von ganzen Funktionen wieder ganz.

Satz 6.5. Jede ganze Funktion ist durch eine Potenzreihe gegeben.

Beweis. Der Satz folgt aus dem Potenzreihenentwicklungssatz angewandt auf U = C
und z5 = 0. [ |

Bemerkung. Der Potenzreihenentwicklungssatz impliziert also, dass jede holomorphe
Funktion auf C durch eine Potenzreihe gegeben ist. Die analoge Aussage fiir reelle Funk-
tionen ist natiirlich falsch, sie ist sogar falsch fiir reelle Funktionen, welche beliebig oft
differenzierbar sind. Beispielsweise werden wir in Préasenziibungsblatt 4 sehen, dass die
Funktion R — R

_
N e 22, wenn x > 0,
0, wenn x < 0

beliebig oft differenzierbar ist, und dass f™(0) = 0 fiir alle n € N. Wenn wir f durch eine

Potenzreihe i cn " beschreiben kénnten, dann miisste hierbei gelten c,, = % - f™(0) = 0.
n=0 !
Aber dann definiert die Potenzreihe die Nullfunktion, jedoch ist f nicht null fiir x > 0.

6.3. Der Satz von Liouville und der Fundamentalsatz der Algebra.

Definition. Eine Funktion f: U — C heifit beschrankt, wenn es ein M € R gibt, so dass
|f(2)] < M fir alle z € U.

Satz 6.6. (Satz von Liouville) Eine ganze Funktion, welche beschrinkt ist, ist konstant.
Bemerkung. Die reelle Funktion
fR — R

1
T = T+a2

ist beliebig oft differenzierbar, beschréinkt, aber natiirlich nicht konstant. Wir sehen also
wiederum, dass sich die holomorphen Funktionen ganz anders als die differenzierbaren
Funktionen verhalten. Die analoge komplexe Funktion f(z) = le? ist kein Gegenbeispiel

zum Satz von Liouville, denn f(z) ist nicht auf ganz C definiert. Genauer gesagt, f(2)
ist bei den Nullstellen des Nenners, d.h. bei z = +1i nicht definiert.

Beweis. Es sei f: C — C eine holomorphe Funktion, welche beschréinkt ist. Wir wihlen
ein M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle z € C. Nach Satz [6.5| gibt es komplexe Zahlen ¢,
so dass auf ganz C gilt, dass o0

flz) = Zocn 2"

Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.
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Behauptung. Fiir alle n > 1 gilt ¢, = 0.
Es sei n > 1. Zudem sei > 0 beliebig. Dann gilt

Satz (2)
1 f(&)
|Cn| 27-(-1 f n+1 - ‘% f §n+1 dZ
|§l=" |€l=" N——
Betrag ist < 'rﬁl
1 i - Mo 1 LMo M
% 5 Umfang von Kreis mit Radius 7 - T = 5o 27r T = gm-

nach der Standardabschitzung [I.3] fiir Wegintegrale

Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass fiir alle r > 0 gilt |¢,| < % Dan > 1 muss
ist dies jedoch nur moglich, wenn |¢,| = 0. [

Der folgende Satz ist eine der wichtigsten Sétze der Mathematik iiberhaupt.

Satz 6.7. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom f(z) von Grad
n > 1 besitzt eine komplexe Nullstelle.

Bemerkung. Wenn f(z) ein Polynom von Grad n = 2 ist, dann kann man natiirlich die
Nullstellen explizit bestimmen und man sieht, dass jedes solche Polynom eine komplexe
Nullstelle besitzt. Fiir Polynome von Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls, deutlich komplizierte
Losungsformeln, welche in

https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische_Gleichung
https://de.wikipedia.org/wiki/Quartische_Gleichung

beschrieben sind. Man kann mithilfe dieser Formeln auch die Existenz von Nullstellen be-
weisen. In der Algebra-Vorlesung wird jedoch gezeigt, dass es fiir Polynome von Grad > 5
keine allgemeine Losungsformel gibt. Wir konnen also den Fundamentalsatz der Algebra
nicht dadurch beweisen, dass wir die Nullstellen explizit mithilfe einer Formel, hinschrei-
ben”.

Beweis. Wenn f(z) = 0, dann gibt es nichts zu beweisen. Es sei also
f(2) = a2 +an 12"+ 4 a1z + 2
ein komplexes Polynom, welches nicht null ist. Wir nehmen an, dass f keine komplexe

Nullstelle besitzt. Wir wollen zeigen, dass n = 0, d.h. dass f(z) konstant ist.

Die gewiinschte Aussage klingt so, als wollten wir den Satz von Liouville anwen-
den. Allerdings konnen wir den Satz von Liouville nicht direkt auf f(z) anwenden,
denn ein Polynom ist ja im Allgemeinen unbeschréinkt. Anstattdessen wollen wir, Wie
sich im Beispiel f(2) = 5 J:ZQ schon angedeutet hat, den Satz von Liouville auf Z)
anwenden.

Nachdem f(z) keine komplexe Nullstelle besitzt, ist die Funktion f(

Zudem ist diese Funktion holomorph. Auflerdem ist die Funktion f (z) konstant, genau
dann, wenn ﬁ konstant ist. Im Hinblick auf den Satz von Liouville geniigt es nun

folgende Aussage zu beweisen.

auf ganz C definiert.


https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische_Gleichung
https://de.wikipedia.org/wiki/Quartische_Gleichung
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Behauptung. Die auf ganz C definierte Funktion z — ﬁ ist beschrinkt.

Wenn Grad(f(z)) = 0 gibt es nichts zu beweisen. Wir betrachten nun den Fall, dass
Grad(f(z)) => 1. Nach Lemma [1.§] gilt

lim f(z) = oo.

Z—00

Dies bedeutet insbesondere, dass es ein M € R gibt, so dass

|f(z)] >1 firalle z € C mit |z] > M.
Mit anderen Worten, es ist

1 i
‘f(z)’ <1 fiir alle z & Dy (0).
Andererseits ist die stetige Funktion z — | f(l | auf der kompakten Menge Dy,(0) be-

schrinkt. Zusammengefasst sehen wir, dass auf ganz C beschrankt ist. |

f(

Das folgende Korollar gibt eine etwas genauere Aussage, ndmlich es besagt, dass jedes
komplexe Polynom als Produkt von linearen Polynomen (oft auch Linearfaktoren genannt)
geschrieben werden kann.

Korollar 6.8. Es sei f(z) ein komplezes Polynom von Grad n > 1, dann ezistieren
ai,...,a, € Cund b e C\ {0}, so dass

f(z) =b-(z—ay) - (z — ay).
Bevor wir das Korollar beweisen erinnern wir noch an den Satz iiber die Polynomdivi-
sion, welcher beispielsweise in [Nall Satz 15.7] bewiesen wird.

Satz 6.9. (Satz iiber die Polynomdivision) Es seien f(z) und g(z) Polynome iber
einem beliebigen Korper K, wobei g(z) # 0. Dann existieren Polynome p(z) und q(z) mit

Grad(q(z)) < Grad(g(2)), so dassEl
f(z2) = g(2) - p(2) +q(2).

Insbesondere, wenn Grad(g(z)) = 1, d.h. wenn g(z) ein lineares Polynom ist, dann gibt es
ein Polynom p(z) und eine Konstante C' € K, so dass

f(z) = g(2)-p(2) + C.

Beispiel. Der Beweis von Satz[6.9]ist nicht Bestandteil dieser Vorlesung. Wir fiihren daher
nur ein Beispiel aus, welches hoffentlich den Grundgedanken der Polynomdivision deutlich
macht. Wir betrachten also

f(z) = 122° — 62+ 1 und g(z) = 322 — 62+ 1,

dann gilt

2T7ur Erinnerung, dass Nullpolynom hat per Definition den Grad —1.
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1223
322

wir fiithren eine Nullergénzung mit dem = 4z-fachen von g(z) durch

1
f(z) =128 —62+1 = 122° —62+1—42- (322 =62+ 1) +42- (322 — 62+ 1)

S

:24z2t10z+1
= 2422 — 102 +1—-8-(322 =62+ 1) + (42 +8)(322 — 62 + 1)

:3§;—7
= (42+8)-g(2) + (382 —7)
(2) (2)
=p(z =q(z

Wir wenden uns nun dem Beweis von Korollar [6.8 zu.

Beweis von Korollar [6.8. Wir beweisen die Aussage mithilfe von Induktion nach dem
Grad vom Polynom f(z). Wenn Grad(f(z)) = 1, dann ist die Aussage trivialerweise wahr.

Nehmen wir nun an, dass die Aussage schon fiir alle Polynome von Grad < n gilt. Es sei
nun f(z) eine Polynom mit Grad(f(z)) = n > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
besitzt f(z) eine Nullstelle a € C. Wir wenden nun Satz auf die Polynome f(z) und
g(z) = z — a an. Es gibt also eine Polynom p(z) und eine Konstante C' € C, so dass

flz) = g(z)-(z—a)+C.
Durch Einsetzen von z = a sehen wir, dass C' = 0. Also folgt
f(z) = g(z) (z—a)

Nachdem Grad(g(z)) = Grad(f(z)) = n — 1 kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf
g(z) anwenden, und erhalten die gewiinschte Aussage fiir f(z). [

6.4. Der Faktorisierungssatz.

Definition. Es sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Wenn es
ein k € N gibt, so dass

flz0) = fP(z0) = ... = fE V() =0 aber f®(z) # 0,
dann nennen wir zy eine Nullstelle k-ter Ordnung von f. Eine Nullstelle erster Ordnung
nennen wir auch eine einfache Nullstelle.

Beispielsweise ist 2o = 0 eine Nullstelle k-ter Ordnung von f(z) = z*. Etwas allgemeiner,
es sei g(z) eine holomorphe Funktion mit g(zy) # 0. In Présenzbungsblatt 4 sehen wir, dass
die Funktion f(z) = (2 — 29)*- g(z) eine Nullstelle k-ter Ordnung in z, besitzt. Der folgende
Satz besagt nun, dass zumindest auf einer offenen Scheibe alle Nullstellen k-ter Ordnung

von der obigen Form sind.

Satz 6.10. (Faktorisierungssatz) Es sei U C C offen, es sei f: U — C eine holomor-
phe Funktion und es sei zo € C eine Nullstelle k-ter Ordnung von f. Dann g¢ibt es eine
holomorphe Funktion g: U — C, so dass

(1) f(2) = (z — 20)* - g(2)  fiir alle z € U,
(2) 9(20) # 0.

Beweis. Es sei U C C offen, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion und es sei z; € C
eine Nullstelle von k-ter Ordnung von f. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz gibt
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es ein r > 0 und eine Folge (¢,)nen, von komplexen Zahlen, so dass
f(z) = i Cn - (2 — 2)" fir alle z € D,.(z).
Es folgt aus der Voraussetzung und ausng(;tz 3.6 dass co =+ =41 = 0 und ¢, # 0. Also

gilt auf D, (z), dass o
flz) = (z=20)" X carn (2 —20)"
n=0

~
aus Lemma [3.1] folgt, dass
der Konvergenzradius > r

Wir definieren nun g:U — C
> Cpak - (22— 20)", wenn z € D,(z),
27 e o
R wenn z € U\ {z}.

Es folgt aus der obigen Gleichheit, dass die Definition von g widerspruchsfrei ist. Da g
holomorph ist, ist g auf ganz U holomorph. Offensichtlich ist (1) erfiillt, und zudem gilt

9(z0) = e, # 0. n
6.5. Der Satz von Morera.
Notation. Es seien u, v, w € C drei verschiedene Punkte. Wir schreiben

Aw,v,w) = {u+s-(v—u)+t-(w—u)|ste0,1]mits+t <1}

Dies ist das von u, v, w aufgespannte Dreieck. Zudem bezeichnen wir die Kurve v(u, v, w, u)
als Randkurve 0A(u, v, w).

w w

Dreieck A(u,v,w) / Randkurve 0A(u, v, w)

(% (%

Satz 6.11. Es sei U C C offen und f: U — C holomorph. Fiir alle Dreiecke A C U gilt,
dass ff(z) dz = 0.
A

Beweis. Wir weisen den Satz in Ubungsblatt 3 mithilfe des Cauchyschen Integralsatzes
fiir Bilder von Rechtecken. [

Viel interessanter ist nun die Aussage, dass Satz folgende Umkehrung besitzt.

Satz 6.12. (Satz von Morera) Es sei U C C offen und f: U — C stetig. Wenn fiir alle
Dreiecke A C U gilt, dass

[ f(z)dz =0,

A

dann ist f holomorph.
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Beweis. Es sei zy € U. Wir wollen zeigen, dass f im Punkt zy holomorph ist. Nachdem U
offen ist gibt es ein r > 0, so dass D,.(z9) C U. Es folgt nun aus der Voraussetzung und aus
Satz [4.8 dass f auf D,(z) eine Stammfunktion F' besitzt.

Mit anderen Worten, es gibt auf D,(z) eine holomorphe Funktion F’ mit F’ = f. Nach
dem Satz[6.3]von Goursat ist dann aber F beliebig oft komplex differenzierbar. Insbesondere
ist I/ = f auf D,(z), insbesondere im Punkt 2, komplex differenzierbar. [

Satz 6.13. Es sei U eine offene Teilmenge von C, es sei zg € U und es sei f: U — C eine
Funktion, welche auf U \ {zo} holomorph ist, und welche in zy stetig ist. Dann ist f sogar
auf ganz U holomorph.

Bemerkung. Die Aussage von Satz widerspricht der Intuition von Analysis 1. Bei-
spielsweise ist die Funktion R — R

r — |z

stetig und zudem in allen Punkten von R\ {0} differenzierbar, aber f ist natiirlich nicht
auf ganz R differenzierbar.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass f im Punkt z; komplex holomorph ist. Wir
wéhlen ein r > 0, so dass die abgeschlossene Scheibe D,.(z) noch ganz in U enthalten ist.
Nach dem Satz von Morera geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Fiir jedes Dreieck A C D,.(2) gilt
f f(z)dz = 0.
oA

Wir wollen diese Behauptung mithilfe von folgenden zwei Tatsachen beweisen:

(a) Fiir jedes Dreieck A in D,.(z), welches den Punkt zg nicht enthélt, verschwindet nach
Satz das zugehorige Wegintegral.

(b) Nachdem D, (zy) kompakt ist, und nachdem f nach Voraussetzung stetig ist, gibt
es ein M € R, so dass |f(z)| < M fiir alle z € D,(zp). Insbesondere folgt aus der
Standardabschétzung von Wegintegralen aus Lemma[4.3], dass fiir jeden Integrations-
weg v in D, (z) gilt, dass

z)dz

< M - Lénge(7).

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Beweis der obigen Behauptung zu. Es sei also
A = A(u,v,w) C D,(z) ein beliebiges Dreieck.

DG @ B

20 & A zo Eckpunkt Zp im Inneren zp auf Kante

Wir unterscheiden vier Falle:
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1. Fall. Der Punkt zy liegt nicht in A. Dann folgt aus (a), dass das Wegintegral verschwin-
det.

2. Fall. Der Punkt z; ist ein Eckpunkt von A. Wir betrachten den Fall u = zj, alle anderen
Félle werden ganz analog behandelt. Fiir s > 0 klein genugﬁ bezeichnen wir mit v,
den Punkt auf der Strecke von zg = u nach v, welcher den Abstand s zu u besitzt.
Ganz analog definieren wir w,. Dann gilt fiir alle solche s, dass

siehe Abbildung

4
f f(z)dz = f f(z)dz + f f(z)dz + f f(z)dz

8A(Z07'va) aA(US ﬂ)vw) 8A(vs7w7w5) 8A(U7U57ws)
= 0, nach (a) =0, nach (a) der Betrag ist

< 4s- M nach (b)

Wir sehen also, dass der Betrag von unserem Wegintegral kleiner als jede positive
Zahl ist, also muss das Wegintegral schon null sein.

Dr(ZO)

es ist

[ rd== [ fdet [ f@d+ [ f2)dz
OA(u,v,w) OA(u,vs,ws) OA(vs,v,w) OA(vs,w,ws)

da sich alle inneren Wegintegrale wegheben

3. Fall. Der Punkt zy liegt im Inneren von A. In diesem Fall konnen wir, wie in der Ab-
bildung unten auf der linken Seite skizziert, das Dreieck A(u,v,w) in drei kleinere
Dreiecke zerlegen, bei denen jeweils zy ein Eckpunkt ist. Wir haben gerade gezeigt,
dass die Wegintegrale iiber diese kleineren Dreiecke verschwinden, also verschwindet
auch das Wegintegral {iber das urspriingliche Dreieck.

4. Fall. Der Punkt zy liegt auf einer Kante von A. In diesem Fall zerlegen wir, wie in
der Abbildung unten auf der rechten Seite skizziert, das Dreieck in zwei kleinere
Dreiecke, bei denen jeweils zy ein Eckpunkt ist und wir verfahren wie im 3. Fall. W

v
_— 20
u u
w
Zerlegung von A(u, v, w), Zerlegung von A(u, v, w),
wenn 2y im Inneren liegt wenn zo auf einer Kante liegt

28Beispielsweise gilt die Aussage fiir s € (0, min{|v — u|, |w — u|}).
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6.6. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip.

Notation. Fiir eine Teilmenge U C C schreiben wir in diesem Teilkapitel
U” = {z|ze U},
d.h. U ist Spiegelung von U an der reellen Achse.
Satz 6.14. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Fs sei U eine Teilmenge der oberen

Halbebene {z € C| Im(z) > 0}, so dass UUT " eine offene Teilmenge von C ist. Zudem
sei f: U — C eine stetige Funktion mit folgenden Figenschaften:

(1) f ist holomorph auf U’ := {z € U | Im(z) > 0},

(2) f nimmt nur reelle Werte auf U NR an.

D . . F - ~ —_—
ann ist die Funktion F.UuT = C

f(2), wennzeU,
Z o
f(Z), wennzeU",

holomorph.

——hierist f(z) = f(2)

~— hier ist f(z) = f(2)

Wir werden das Schwarzsche Spiegelungsprinzip im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht
mehr verwenden, wir skizzieren deswegen nur den Beweis.

Beweisskizze. In Ubungsaufgabe 4 von Ubungsblatt 2 hatten wir schon gesehen, dass die

Funktion z — f(z) = f(%) auf der offenen Menge U’ holomorph ist.

Wir wollen nun mithilfe des Satzes von Morera zeigen, dass fsogar auf ganz UUU "
holomorph ist. Es sei also A(u,v,w) C UUTU " ein Dreieck. Wenn A(u,v, w) ganz in U’
oder U’ liegt, dann folgt aus Satz , dass das Wegintegral verschwindet.

Es sei nun A = A(u,v,w) C U UT" ein Dreieck, welches sowohl U als auch U schnei-
det. Wir bezeichnen mit o und S die Wege, welche man, wie in der Abbildung skizziert,
durch, schneiden von A entlang der reellen Achse” erhélt. Zudem bezeichnen wir fiir s > 0
mit oy und fs die Integrationswege, welche wir erhalten, in dem wir die Schnittpunkte
des Dreiecks mit der reellen Achse um s in die positive bzw. negative imaginédre Richtung
verschieben. Die Wege ay liegen also in U’ und die Wege 3, verlaufen in U’ liegen. Dann
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gilt
dz = d dz = i d li dz = 0.
{f(z) z ff(z) z + ff(z) z sl_r%ff(z) z + sl_r%ff(z) z
o A + o Ps +
die Wegintegrale entlang folgt aus der Stetigkeit nach Satz [6.11]
der reellen Achse von f und der Stetigkeit verschwinden alle

heben sich weg von ag und B im Parameter s diese Wegintegrale W
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7. ZUSAMMENHANGENDE UND DISKRETE METRISCHE RAUME

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie der metrischen Rdume weiter und fithren
verschiedene Konzepte ein, welcher wir in den darauffolgenden Kapiteln auf C und auf
Teilmengen von C anwenden werden.

7.1. Teilrdume von metrischen Ridumen. Wir erinnern an folgende Definitionen aus
Analysis II.

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — RZOZ{.fER’JJZO},
(z,y) = d(z,y),
mit folgenden Eigenschaften:

1) d(z,y) =0 <<= z=y (positive Definitheit)
(2) fur alle 2,y € X gilt d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(3) fiir alle z,y, z€ X gilt d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(1) Fiir a € X und r € R schreiben Wiﬂ
B.(a) := BX(a) := {be X |d(a,b) <r} die offene Kugel von Radius r um a.
(2) Eine Teilmenge M C X heifit offen, wenn es zu jedem x € M ein € > 0 gibt, so dass
B.(x) C M.
Die uns geldufigsten metrischen Rdume sind R mit der Metrik d(x,y) = |z — y|, R mit

der euklidischen Metrik d(z,y) = ||z — y|| und C mit der Betragsmetrik d(z,y) = |z — y|.
Die folgende Definition gibt uns noch viele weitere Beispiele von metrischen Raumen.

Konvention. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und es sei A C X eine Teilmenge. Die
Einschrénkung von d: X x X — Ryp auf d: A x A — Ry ist eine Metrik auf A und wir
fassen damit A als metrischen Raum auf.

Lemma 7.1. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und es sei A C X eine Teilmenge. Wir
fassen A als metrischen Raum auf. Es sei U C A eine Teilmenge. Die folgenden beiden
Aussagen sind dquivalent:

(1) U ist offen im metrischen Raum A.
(2) Es gibt eine offene Teilmenge V' des metrischen Raums X, so dassU = ANV.

2INachdem wir jetzt einen beliebigen metrischen Raum betrachten, verwenden wir jetzt wieder die
Notation B.(x) anstatt D.(x). Wir schreiben manchmal BX(x) anstatt B.(z) um die Rolle von X zu
betonen.
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Beispiel. Wir betrachten den metrischen Raum X = R und die Teilmenge A = [1,3].
Dann ist U = (2, 3] eine offene Teilmenge des metrischen Raums A, denn U = [1,3]N(2,4),
und V' = (2,4) ist natiirlich eine offene Teilmenge des metrischen Raums X.

X=R UV =(2,4)
A= [173] \U: (2,3} \U: (2v3}

Beweis (x). Essei U C A eine Teilmenge. Wir beweisen zuerst die,, (1)=-(2)”-Richtung. Es
sei also U offen im metrischen Raum A. Wir miissen zeigen, dass es eine offene Teilmenge
V' des metrischen Raums X gibt, so dass U = AN V. Da U offen in A ist gibt es fiir jedes

z € U alsoeine, >0, sodass B2 (z) C U. Wir setzen V := U BZ(z). Die Teilmenge V ist
zeU
die Vereinigung von offenen Kugeln in X, also ist V nach [Fr2, Lemma 1.5 und Satz 1.9]
eine offene Teilmenge von X. Zudem gilt
ANV = AN UUBfi(x) = UANBXx) = UBix) = U.
FAS

xeU zeU +

da immer B2 (z) C U

Wir beweisen nun die, (2)=-(1)"-Richtung. Wir nehmen also an, dass es eine offene Teil-
menge V' des metrischen Raums X gibt, so dass U = AN V. Wir miissen zeigen, dass
U offen im metrischen Raum A ist. Es sei also x € U. Da x € V und da V offen im
metrischen Raum X ist gibt es ein € > 0, so dass D*(z) C V. Aber dann gilt auch
DAz)=ANDX(z) C ANV =U. |

7.2. Zusammenhingende und wegzusammenhingende metrische Rdume. Die fol-
gende Definition ist sehr anschaulich.

Definition. Ein metrischer Raum X heiffit wegzusammenhéngend, wenn es zu je zwei be-
liebigen Punkten P, @ € X immer einen Weg ~v: [0,1] — X mit v(0) = P und (1) = @
gibt.

Beispiel. Alle konvexen Teilmengen eines metrischen Raums, insbesondere also alle Schei-
ben und Kugeln, sind offensichtlich wegzusammenhéngend.

wegzusammenhéngend nicht wegzusammenhéngend

Die folgende Definition ist deutlich weniger anschaulich als die vorherige. Aber wir
werden sehen, dass die folgende Definition noch eine wichtige Rolle spielen wird.

Definition. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhéngend, wenn folgende Aussage gilt:

wann immer X = U UV die Vereinigung von zwei disjunkterﬂ offenen Mengen U und V/
ist, dann gilt U = X oder V = X P
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Beispiel. Wir betrachten den metrischen Raum X = [0, 1]U|2, 3]. Es folgt aus Lemma[7.1]
dass sowohl U := [0, 1] als auch V' := [2, 3] offene Teilmengen von X sind. Also ist X die
Vereinigung von zwei disjunkten nichtleeren offenen Teilmengen. Dies bedeutet, dass X
nicht zusammenhéngend ist.

Lemma 7.2. Das Intervall [0, 1] ist zusammenhdngend.

Beweis. Esseien U, V offene disjunkte Teilmengen von [0, 1] mit UUV = [0, 1]. Wir kénnen

annehmen, dass 0 € U. Wir miissen nun zeigen, dass U = [0 1]. Wir betrachten dazu
e R 0 o

Die Menge A ist nicht leer da sie t = 0 enthélt. Die Menge A ist zudem offensichtlich

beschrankt. Es macht also Sinn, dass Supremum 7" := sup(A) zu betrachten. Wir miissen

zeigen, dass T'=1und T € U.

Nehmen wir zuerst an, dass T' ¢ U. Dann ist T € V| und es folgt aus der Offenheit
von V, dass es ein € > 0 gibt, so dass auch (T — ¢, T +¢) N [0,1] in V liegt. Dann gilt
insbesondere, dass (T — €, T +¢) N A = &, dh. supA < T — e. Wir haben damit einen
Widerspruch erhalten.

U 1% U
/ T
A I |
0 T 1 0 T 1
wenn 1" € V', dann liegt auch nachdem also T € U liegt auch
(T—¢,T+¢N[0,1]inV 0,7+¢)N[0,1] in U

Wir wissen also jetzt, dass T € U. Aus der Offenheit von U folgt, dass es ein € > 0
gibt, so dass (T — €, T +¢)N[0,1] C U. Also ist [0,7 + €| N[0, 1] C U. Im Hinblick auf die
Definition von T ist dies nur méglich, wenn T" = 1. [

Lemma 7.3. Jeder wegzusammenhdngende metrische Raum ist auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei also X ein wegzusammenhingender metrischer Raum. Nehmen wir an,
dass X nicht zusammenhéngend ist. Dann existiert eine Zerlegung X = U UV in zwei
offene disjunkte nichtleere Teilmengen U und V. Es sei nun z € U und y € V. Nachdem X
nach Voraussetzung wegzusammenhéngend ist existiert ein Weg «y: [0, 1] — X mit y(0) =z
und (1) = y. Es folgt aus [Fr2|, Satz 2.15], dass Urbilder von offenen Mengen unter stetigen
Abbildungen wieder offen sind. Es ist

YHO)UATHV) = 7y H(UUV) = (X)) = [0,1],
7HUINYHY) = 7 0NY) = 97ie) = e

30Zwei Teilmengen U und V heiflen disjunkt, wenn U NV = &.

31Mit anderen Worten, X ist nicht zusammenhingend, wenn es zwei nichtleere offene disjunkte Teil-
mengen U und V mit UUV = X gibt.

32Mit anderen Worten, es ist

A = allet € [0,1], so dass das Intervall [0,¢] noch in U enthalten ist.
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Also ist v 1(U) Uy (V) eine disjunkte Zerlegung des Intervalls [0, 1] in zwei offene, nicht-

leere Teilmengen. Dies ist aber nach Lemma nicht moglich. [ |
_ _ X ist wegzusammenhéngend
1 U 1 vV g g
)y V) )
N v v
I | —
0 1 U V

Korollar 7.4. Jedes Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrinkt),
jede Scheibe (offen oder abgeschlossen), jedes Rechteck und ganz C sind zusammenhdngend.

Beweis. Alle diese Mengen sind konvex, also wegzusammenhéngend. Das Korollar folgt
nun aus Lemma [7.3] [ |

Bemerkung. Es stellt sich die Frage, ob auch die Umkehrung von Lemma gilt. Im
Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall, d.h. es gibt metrische Rdume, welche zusam-
menhéngend sind, aber nicht wegzusammenhéngend sind. Wir betrachten dazu folgendes
Beispiel:
X = {(O,y) ’y € [-1, 1}} U {(:1;7811'1@)) ‘:1: = (O,ﬂ']} c R2

Mit anderen Worten, X besteht aus dem Graphen der Funktion z — sin(1) fiir z € (0, 7],
zusammen mit einem Intervall auf der y-Achse. Die Menge X wird in der Abbildung skiz-
ziert. In Ubungsblatt 5 werden wir sehen, dass X zusammenhingend, aber nicht wegzu-
sammenhéngend ist.

A ist das Intervall von (0,—1) bis (0,1) auf der y-Achse
B ist der Graph der Funktion sin(+) mit 2 € (0,7

LAY

X = AU B ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend

Lemma 7.5. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
Dann gilt

(1) X wegzusammenhdngend —>  f(X) wegzusammenhingend
(2) X zusammenhingend = f(X) zusammenhdngend

Beweis.

(1) Wir werden diese Aussage in Ubungsblatt 5 beweisen.

(2) Es sei also f(X) = U UV eine Zerlegung in zwei offene disjunkte Teilmengen. Wir
wollen zeigen, dass f(X) = U oder f(X) = V. Aus der Stetigkeit von f folgt nach
[Fr2l, Satz 2.15], dass f~*(U) und f~'(V) offene Teilmengen von X sind. Wie im
Beweis von Lemmal[7.3sehen wir, dass X = f~1(U)Uf~(V) eine disjunkte Zerlegung
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ist. Nach Voraussetzung gilt also, dass X = f~1(U) oder X = f~}(V). Dann gilt nun
aber auch, dass f(X) = f(f1(U)) =U oder f(X)= f(f71(V))=V. [

7.3. Diskrete Teilmengen. In diesem Teilkapitel fiithren wir die diskreten Teilmengen von
einem metrischen Raum ein. Diesen werden wir in dieser, und auch in weiteren Vorlesungen
immer wieder begegnen.

Definition. Wir sagen eine Teilmenge D eines metrischen Raums ist diskret, wenn es zu
jedem Punkt 2 € D ein € > 0 gibt, so dass B.(z) N D = {z}.

* Be(z) enthélt keinen weiteren

diskrete Teil D
iskrete Teilmenge D von C Punkt aus D

Beispiel.
(1) Jede endliche Teilmenge A = {ay,...,a;} von einem metrischen Raum ist diskret,
denn fiir jedes a; mit i € {1,...,k} hat

¢ = min{d(a;, a;)|j # i}
die gewiinschte Eigenschaft.

(2) Die Teilmenge Z C C ist diskret, denn fiir jeden Punkt konnen wir e = 1 wihlen.
(3) Die leere Menge ist diskret, denn es gibt nichts zu tiberpriifen.

Folgende Eigenschaft von diskreten Mengen wird im weiteren Verlauf der Vorlesung
eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 7.6. Es sei X ein metrischer Raum, es sei K C X kompakt und es set D C X
eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge. Dann ist D N K endlich.

Beweis. Nachdem D diskret ist gibt es zu jedem Punkt 2z € D N K ein ¢, > 0, so dass
Bc.(z) N D = {z}. Zudem ist nach Voraussetzung X \ D offen. Also ist

U B.(z) U (X\D)
zeDNK
eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K kompakt ist, ist & schon durch endlich viele
dieser Mengen iiberdeckt. Aber nachdem jede dieser Mengen hochstens einen Punkt von D
enthélt, kann K nur hochstens endlich viele Punkte aus D enthalten. [ |

K kompakt -
D diskret und
abgeschlossen

Lemma 7.7. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
Wenn X zusammenhdngend ist und wenn f(X) diskret ist, dann ist f eine konstante
Abbildunyg.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma in Ubungsblatt 5. [ |

Beispiel. Es folgt beispielsweise aus Lemma [7.7] dass jede stetige Funktion auf einem
Intervall, deren Werte in Z liegen, konstant ist. Dies ist gerade die Aussage von [Frll
Satz 8.5], dem Satz des moralischen Dilemmas.
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8. DER IDENTITATSSATZ UND DAS MAXIMUMPRINZIP
Wir kehren nach dem Ausflug in die Theorie der metrischen Rdume zuriick zur Funk-
tionentheorie.
8.1. Der Identitatssatz.

Definition. Eine zusammenhéngende, nichtleere, offene Teilmenge von C bezeichnen wir
als Gebiet.

Beispiel. Es folgt aus Korollar dass C, sowie alle offenen Scheiben Gebiete sind. Man
kann zudem leicht zeigen, dass fiir jedes z € C auch C\ {z} ein Gebiet ist.

Beispiele von Gebieten kein Gebiet

Satz 8.1. (Identititssatz) Es sei G C C ein Gebiet und es seien f,g: G — C zwei
holomorphe Funktionen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) es ist f(2) = g(z) fir alle z € G,
(2) es gibt eine Teilmenge M von G mit folgenden beiden Figenschaften:
(a) M besitzt einen Héiufungspunkt in G,
(b) f und g auf M stimmen auf M tberein.
(3) es gibt ein zp € G, so dass

™ () = ¢™(2) fir alle m € Ny.
Beispiel. Es seien f und g zwei holomorphe Funktionen auf C.

(1) Es sei M = {1 |n € N}. Wir nehmen an, dass f und g auf M iibereinstimmen. Die
Menge M besitzt einen Haufungspunkt, ndmlich 0, und dieser liegt im Definitions-
bereich C. Also folgt aus dem Identitatssatz (2)=(1), dass f =g.

(2) Es sei M = D,(z) mit r > 0. Wir nehmen an, dass f und g auf M iibereinstimmen.
Der Punkt z ist ein Haufungspunkt von M und liegt natiirlich in C. Also folgt aus

dem Identitdtssatz [8.1] (2)=-(1), dass f = g.

Gebiet G =C Gebiet @

/ M={ineN} M = D,(z) M
0 ist Haufungspunkt von M in den Beispielen (2) und (3) ist jeder Punkt von M
_schon Haufungspunkt von M

Beweis.



70 I. FUNKTIONENTHEORIE

(1)=(2) Diese Implikation ist trivial, nachdem jeder Punkt in G auch ein Haufungspunkt
von G ist.

(2)=(3) Wir setzen h = f — g. Es gibt also nach Voraussetzung eine Teilmenge M C C
auf der h verschwindet und welche einen Haufungspunkt zy besitzt, welcher in G
liegt. Wir miissen zeigen, dass h(™(zy) = 0 fiir alle m € N.

Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Es sei dann m € N die kleinste

natiirliche Zahl mit A(™(z,) # 0. Nach dem Faktorisierungssatz gibt es eine
holomorphe Funktion k: G — C mit k(zg) # 0, so dass

() h(z) = (z—20)" - k(2) fiir alle z € G.

Nachdem z; ein Haufungspunkt von M ist, gibt es eine Folge von Punkten a,, # 2
in M, welche gegen z konvergiertﬂ Wir sehen nun, dass

. . . h(a, .
k(z) = k:( lim an) = lim k(a,) = lim _Nlan) lim —
n—00 4 n—00 4 n—oo (an — z0)™ n—oo (an — z0)™
denn k stetig da a, # zy koénnen wir d

(%) nach k(a,) auflésen

= 0,

s = |

an € M gilt h(a,) =0

im Widerspruch zur obigen Aussage iiber k(zp).

Gebiet G —]

Menge M auf der f und g _—— Haufungspunkt z
iibereinstimmen | von M in G

an

\

(3)= (1) Wir setzen wiederum h = f — g. Nach Voraussetzung gibt es ein 2y € G, so dass
h™ () = 0 fiir alle m € Ny. Wir miissen zeigen, dass h(z) = 0 fiir alle 2z € G.
Wir betrachten dazu

U = {z€G|hM™(2) =0 fiir alle m € Ny}
und das Komplement
V = {z € G|es gibt ein m € Ny, so dass h™(z) # 0}.

Wir wollen zeigen, dass U = G. Wir wissen schon, dass zg € U, d.h. U ist nichtleer.
Nachdem G zusammenhéngend ist, geniigt es nun zu zeigen, dass sowohl U als
auch V offen sind.

e Wir zeigen zuerst, dass V offen ist. Es sei also z € V. Dann gibt es ein m € Nj
mit A (2) # 0. Aus dem Satz von Goursat folgt, dass h"™ holomorph,
insbesondere stetig ist. Also gibt es nach Lemma ein € > 0, so dass h(™
auf D.(z) nicht verschwindet. Also ist D.(z) C V.

e Wir miissen nun noch beweisen, dass U ebenfalls offen ist. Es sei also z € U.
Nach dem Potenzreihentwicklungssatz [6.1| gibt es dann ein € > 0, so dass fiir
alle w € D.(z) gilt, dass

hw) = 3 2 ) (w—2)" = 0.

n=0 hﬂ
=0

1
n!

33In der Tat, denn fiir jedes n gibt es einen Punkt a,, # 29 € M mit |a, — 2| < %, also ist lim a, = zp.
n—oo
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Also liegt auch D (z) in U. [
Das folgende Korollar ist ein typisches Beispiel fiir Anwendungen des Identitéitssatzes|(8.1]

Korollar 8.2. Es sei G C C ein Gebiet und es sei C € C. FEs sei (a,)nen €ine Folge
von von Punkten in G, so dass f(a,) = C fir alle n € N. Wenn die Folge unendlich
viele verschiedene Punkte enthdlt und gegen ein zg € G konvergiert, dann ist f schon die
konstante Funktion, welche iiberall den Wert C' annimmit.

Gebiet GG

a,, auf allen Punkten gilt f(a,)=C

2y = lim a,
n—0o0

Beweis. Es sei g(z) = C die konstante Funktion auf G. Wir setzen M = {ay,as,...} C C.
Da die a,’s alle verschieden sind ist z; ein Haufungspunkt von M. Da f und g auf M
tibereinstimmen folgt aus dem Identitdtssatz 8.1 dass f = ¢g auf ganz G. [

8.2. Das Maximumprinzip. Folgender Satz ist das komplexe Analogon zu [Fr1l Tacho-
satz 13.5].

Satz 8.3. Es set G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe Funktion. Wenn
f'(z) =0 fir alle z € G, dann ist f konstant.

Beweis. Wir werden diesen Satz mithilfe von Lemma [2.8in Ubungsblatt 5 beweisen. B

Satz 8.4. Es sei f: G — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet G.

(1) Wenn f nur reelle oder nur imagindre Werte annimmt, dann ist f konstant.
(2) Wenn die Funktion z — |f(2)| konstant ist, dann ist auch schon die Funktion f
konstant.

Beweis. Es sei f: G — C eine holomorphe Funktion.
(1) Wir schreiben u(z) = Re(f(z)) und v(z) = Im(f(z)). Die Cauchy-Riemann-Glei-
chungen aus Satz [2.6] besagen, dass

du _ Ov du ov

% = (9_y und a—y = —%.
Wir nehmen nun also an, dass f nur reelle Werte annimmt. Mit anderen Worten,
wir nehmen an, dass v = 0. Insbesondere verschwinden die partiellen Ableitungen
von v. Es folgt aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen, dass die partiellen Ableitungen
von u ebenfalls verschwinden. Also ist das Differential von f, aufgefasst als reell
differenzierbare Funktion G' — R? an jedem Punkt in G die Nullmatrix. Es folgt aus
Satz [2.5] dass f’(z) = 0 fiir alle z € G. Es folgt nun aus Satz[8.3] dass f konstant ist.

(2) Wir nehmen also an, dass die Funktion z — | f(z)| konstant C' € C ist.

e Wenn C' = 0, dann ist |f(z)| = 0 fiir alle z € G, also ist f(z) = 0 fiir alle z € G.
e Wir nehmen nun an dass C' # 0. Dann gilt f(z) # 0 fiir alle z und dann ist auch

CE P fe)TE %
e iy el T A
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eine holomorphe Funktion. Also sind auch die reellwertigen Funktionen
1

2o Ref(2) = L(f(=)+1(2))  und 2= Imf(2) = (f(2) = f(2)
holomorph. Nach (1) sind beide konstant. Also ist auch z — f(z) konstant. W

Satz 8.5. (Maximumprinzip) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe
Funktion. Wenn der Betrag |f| in G ein lokales Mazimum besitzt, dann ist f konstant.

Bemerkung. Auch dieser Satz stimmt mal wieder nicht mit unserer Erfahrung mit reellen
Funktionen iiberein. Betrachten wir beispielsweise die Funktion f(z) = 4 — 22 auf dem
offenen Intervall (—1,1), dann nimmt |f(z)| = 4 — 2* ein lokales Maximum in z = 0 an,
aber f ist natiirlich nicht konstant.

Beweis. Nehmen wir an, dass |f| in zp € G ein lokales Maximum annimmt. Dann gibt es

also ein s > 0, so dass _
1f(2)] < [f(20)] fur alle z mit |z — zo| < s.

Wir wollen zuerst folgende, etwas schwéichere Behauptung beweisen.

Behauptung. Die Funktion f ist auf der Scheibe D(zg) konstant.

Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass die Funktion |f| auf der Scheibe Dg(zg) konstant
ist. Fiir beliebiges r € (0, s) fithren wir folgende Berechnung durchﬁ

| /() 1T ftret) LT
_ 1 fz) _ 1 o fleotre™) oy 1 i
f(z0) = P f P dz = 55 o ireetdt = Qﬂff(zo—l—r 61) dt.
4 |z—z0|=r 4 0 0
Cauchysche Parametrisierung
Integralformel [6.2] Y(t) = 20 + 1€t
Es folgt:
21 1 2m
. "
1f(z0)| = ﬁgf(zo—i—r-e“) < §L£|f(zo+r.el)ldt < |f(20)]-
T T < |f(z0)], da 20 T
lokales Maximum
siehe oben Lemma A.1] Gleichheit gilt nur, wenn

|f(z0 +7-et)| = |f(20)] fiir alle tlﬂ

Nachdem links und rechts der gleiche Term steht miissen alle Ungleichungen schon Glei-
chungen sein. Dies ist nur moglich, wenn |f(2)| = |f(20)| auf dem Kreis |z — 29| = r.
Nachdem r frei in (0, s) gewihlt war, folgt, dass |f| auf der Scheibe Dg(zy) konstant ist.H

34Warum ist die Funktion f(z) = 4 — 22 auf der offenen Scheibe D;(0) kein Gegenbeispiel zum
Maximumprinzip?

3Diese Gleichheit wird manchmal als die Mittelwerteigenschaft von holomorphen Funktionen
bezeichnet.

36Hierbei verwenden wir folgende Aussage aus der Analysis I: es sei h: [a,b] — R eine stetige Funktion
und C € R, so dass h(t) < C fiir alle ¢ € [a,b]. Dann gilt

b
f h(t)dt < C-(b—a) und Gleichheit gilt genau dann, wenn  h(t) = C fiir alle ¢ € [a, b].
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Gebiet G —

Die holomorphe Funktion f stimmt also mit der konstanten Funktion z — f(zo) auf der
Scheibe Dg(zg) iiberein. Es folgt nun aus dem Identitétssatz (2)=(1), angewandt auf
M = Dg(z), dass die Funktion f auf ganz G mit der konstanten Funktion tibereinstimmt.

|

Korollar 8.6. Es ser f: X — C eine_holomorphe Funktion auf einem Gebiet X und es
set G C X en beschrc’inkte Gebiet so dass G C X. Dann nimmt die Einschrinkung
von |f| auf G ein Maximum auf dem Rand OG an. Mit anderen Worten, es existiert ein

Z € 0G, so dass |f(Z)| > |f(2)| fiir alle z € G.

beschranktes Gebiet G C X
— JG

Gebiet X —

Beweis. Die Menge G C C ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt nach dem Satz
von Heine-Borel [Fr2| Satz 3.7]. Die stetige Funktion |f| nimmt also nach [Fr2l, Korolla-
ry 3.10] auf G ein Maximum an einem Punkt Z an. Es folgt nun aus dem Maximumprin-
zip [8.5], dass einer der folgenden Fille eintritt:

(1) Die Funktion |f|: X — C ist konstant. Dann nimmt f sein Maximum {iberall, ins-

besondere auf 0G an. B
(2) Die Funktion f nimmt in G kein lokales Maximum an. Also liegt z € G\G = J0G. A

Satz 8.7. (Minimumprinzip) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine holomorphe
Funktion. Wenn der Betrag |f| in G ein lokales Minimum besitzt, dann ist f konstant oder
f besitzt eine Nullstelle.

Beweis. In Ubungsblatt 5 werden wir, ohne groBere Probleme, aus dem Maximumprin-
zip 8.5 auch das Minimumprinzip herleiten. [ |

Ganz analog zu Korollar kann man aus dem Minimumprinzip auch leicht folgendes
Korollar herleiten.
Korollar 8.8. Fs sei f: X — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf einem
Gebiet X und es sei G C X ein beschrinktes Gebiet, so dass G C X. Dann gilt eine der
folgenden beiden Aussagen:
(1) Die Funktion |f|: G — Rso nimmt ein globales Minimum in einem Punkt auf 0G
an.

3TEine Teilmenge M von C heifit beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt, so dass M C Dg(0).
38In den meisten Anwendungen ist X = C und G ist eine offene Scheibe.
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(2) Die Funktion f: X — C besitzt eine Nullstelle in G.
Bemerkung. Aus Korollar erhalten wir auch einen weiteren Beweis vom Fundamen-
talsatz der Algebra. Es sei also f(z) = ag + a1 + -+ + a,z" ein Polynom von Grad
n > 1. Nach Lemma folgt, dass lim, ,., p(z) = oo. Dies bedeutet insbesondere, dass
es ein r > 0 gibt, so dass |f(z)] > 2 - |ag| + 1 fir alle z mit |z| = r. Wir wenden nun

Korollar an auf die nicht-konstante Funktion f: X = C — C und auf G = D,(0).
Nachdem fiir alle z € 9D, (0) gilt, dass |f(z)| > |f(0)| kann |f|: D,.(0) — R auf 0D, (0)
kein globales Minimum annenehmen. Also folgt aus Korollar dass das Polynom f im
Inneren der Scheibe eine Nullstelle besitzt.

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Satz.

Satz 8.9. (Satz von der Gebietstreue) Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine
nicht konstante holomorphe Funktion, dann ist auch das Bild f(G) ein Gebiet.

Bemerkung. Auch in diesem Fall ist die analoge Aussage fiir differenzierbare Funktionen
falsch. Beispielsweise ist die Funktion

fr (=11

X

— R

22

differenzierbar und (—1,1) ist eine offene, zusammenhéngende Teilmenge von R, aber das
Bild f((—1,1)) = [0,1) ist nicht offen.

Beispiel. Es sei G C C ein Gebiet und f: G — C eine nicht konstante holomorphe Funk-
tion, dann ist nach Satz auch f(G) ein Gebiet, insbesondere eine offene Teilmenge von
C. Insbesondere konnen die Werte von GG nicht nur auf der reellen Achse R C C oder der
imaginédren Achse i- R liegen. Wir sehen also, dass der Satz von der Gebietstreue den
vorherigen Satz [8.4] verallgemeinert.

Beweis. Es sei also G C C ein Gebiet, d.h. eine nichtleere, zusammenhéngende, offene
Teilmenge von C. Zudem sei f: G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung. Es
folgt aus Lemma 7.5 dass f(G) ebenfalls zusammenhéngend ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass f(G) offen ist. Es sei nun wy € f(G). Wir miissen zeigen,
dass es ein € > 0 gibt, so dass D.(wp) C f(G). Wir wéhlen ein zp € G mit f(z9) = wy.

Behauptung. Es gibt ein > 0 mit D, (29) C G, so dass f auf dem Kreis {z ||z — 29| = 7}
den Wert wg nicht annimmt.

Wir beweisen die Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis. Wenn die Aussage nicht
gilt, dann gibt es zu jedem n € N ein z, # 2z mit |z, — 2| < % und f(z,) = wo = f(20).

Es folgt aus Korollor 8.2 dass f konstant ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. H
Wir setzen .
€= 5 min {| f(z) — wo| | alle z € G mit |z — zp| =r}.

Aus der Behauptung und der Kompaktheit von Kreisen folgt, dass € > 0. Es geniigt nun
folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Die offene Scheibe D (wy) liegt in f(G).
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D, () O\ £(6)
f N (el sl =
> §\ / T f (20) = Wo
‘\, N \ D e(wo)
G 0 \ N\ Kreis mit Radius 2e um wyg

Es sei also w € D (wp). Wir wollen zeigen, dass es ein z € D,(zp) mit f(z) = w gibt.
Mit anderen Worten, wir wollen zeigen, dass h(z) = f(z) — w eine Nullstelle in D, (2o)
besitzt.

Wir wollen die Existenz der Nullstelle mithilfe von Korollar [8.8, angewandt auf die
nicht-konstante Funktion"] h(2) auf G = D,(z), beweisen.

Wir betrachten dazu erst einmal die Werte von || auf dem Rand der Scheibe D, (z). Es
sei also z € C mit |z — zg| = r. Dann gilt

h(2)] = [f(2) —w| = [(f(z) —wo) + (wo—w)| = |[f(z) —wo| — |w—w| > e
—_— ——
> 2¢ per Definition <€, daw € De(wo)
von €

Andererseits gilt
& )l = 1f o) —ul = o —ul < e

denn w € D (wy)

Die Werte von |h(z)| auf dem Randkreis |z — zp| = r sind also grofer als am Mittelpunkt
zp. Wir sehen also, dass |h(z)|: D,(20) — Rso auf dem Rand der Scheibe kein globales
Minimum annehmen kann. Also besitzt die Funktion h(z) nach Korollar 8.8/ in D,.(z9) eine
Nullstelle. n

39Nachdem f auf dem Gebiet G nicht konstant ist, kann f nach dem Identitéitssatz auch auf keiner
Scheibe in G' konstant sein.
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9. ISOLIERTE SINGULARITATEN
9.1. Die drei Typen von isolierten Singularitéiten.

Definition. Es sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Wir sagen

2o € C ist eine isolierte Singularitdt von f, wenn 2y ¢ U, aber wenn es ein € > 0 gibt, so
dass D.(z9) \ {20} C U.

Gebiet G f holomorph

C

isolierte Singularitat von f

Lemma 9.1. Es sei G C C ein Gebiet und es sei f: G — C eine holomorphe Funktion,
welche nicht die Nullfunktion ist. Wir betrachten die Funktion

{z€G|f(z)#£0} = C
zZ 7=

Jedes z € G mit f(z) = 0 ist eine isolierte Singularitit.

Beweis. Wir werden das Lemma in Ubungsblatt 6 beweisen. |

Wir wenden uns noch noch expliziten isolierten Singularitdten zu.

Beispiel. Folgende Funktionen sind auf der offenen Menge U = C \ {0} definiert sind und
besitzen eine isolierte Singularitit bei zg = 0:

(1) Az = 2,
(2) fa(z) = zim, wobei m > 1,
(3) fs(z) = sin(2).

Im Folgenden unterscheiden wir drei verschiedene Typen von Singularitéiten.

Definition. Es sei zj eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f: U — C.
(1) Wir sagen zj ist eine hebbare Singularitit, wenn es ein w € C gibt, so dass

UU{Z()} - C
{ f(2), wenn z €U,
Z

w, wenn 2 = 2z

eine holomorphe Funktion ist. Mit anderen Worten, zy ist hebbar, wenn es eine holo-
morphe Funktion g auf UU{z} gibt, welche auf U mit f {ibereinstimmt. Wir nennen
dann g eine holomorphe Fortsetzung von f auf U U {z}.

(2) Wir sagen z, ist eine Polstelle von f, wenn z, nicht hebbar ist, aber wenn es ein
m > 1 gibt, so dass (z — 2z9)™ - f(z) eine hebbare Singularitét in zy besitzt. Das
kleinste derartige m nennen wir die Ordnung der Polstelle z5. Eine Polstelle erster
Ordnung nennen wir auch eine einfache Polstelle.

(3) Wenn z, weder hebbar noch eine Polstelle ist, dann nennen wir z, eine wesentliche
Singularitdt von f.
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Bevor wir uns den obigen Beispielen zuwenden, geben wir zuerst eine Charakterisierung
von Polstellen.

Lemma 9.2. Es sei 2y eine isolierte Singularitit einer holomorphen Funktion f: U — C
und es set m > 1. Dann gz’lﬂ

zo st eine Polstelle — es gibt eine holomorphe Funktion g: U U {z} — C, so
m-ter Ordnung dass (z — z0)™ - f(2) = g(2) auf U und mit g(zo) # 0.

Beweis. Wir setzen U := U U {z}. Wir machen folgende Vorbemerkungen:
(1) Fiir eine holomorphe Funktion g: U — C und m € N gilt:

(z—20)"" f(2) =g(z) auf U <= (2—20)" f(2) = (2 — 2) - g(2) auf U.

(2) Wenn zwei holomorphe Funktionen ¢, ¢: U — C auf U = U \ {2} iibereinstimmen,
dann stimmen sie auch auf U tiberein.

(3) Wenn eine holomorphe Funktion g: U — C eine Nullstelle bei zy besitzt, dann besagt
der Faktorisierungssatz [6.10 dass es es eine holomorphe Funktion ¢: U U {2} — C
mit g(z) = (2 — 29) - p(2) gibt.

Wir konnen jetzt die beiden Richtungen des Lemmas beweisen:

“=" Diese Richtung folgt aus (1<) und (3). Genauer, wenn 2 eine Polstelle m-ter Ordnung

ist, dann gibt es per Definition eine holomorphe Funktion g: U — C, so dass gilt
(z—20)™- f(2) = g(z) fiir alle z € U. Wir miissen noch zeigen, dass ¢g(zo) # 0. Wenn

9(z0) = 0, dann folgt aus (3), dass es eine holomorphe Funktion ¢: U — C gibt, so
dass g(z) = (# — 20) - ¢(z) auf U. Dann gilt (z — 20)™ - f(2) = (¢ — 20) - ¢(2). Also
folgt aus (1), dass (z — 20)™ ! - f(2) = (), d.h. die Singularitit von (z — z9)™ ! ist
schon hebbar, im Widerspruch zur Definition der Ordnung einer Polstelle.

“<” Diese Richtung folgt aus (1 =) und (2). Genauer, wenn (z — z0)™ - f(2) = g(z)
auf U und wenn g¢(zy) # 0, dann besitzt (z — 29)™ - f(z) eine hebbare Singularitit.
Wenn (z — 29)™! - f(z) auch eine hebbare Singularitit besifie, dann wiirde es eine
holomorphe Funktion ¢: U — C mit (z — 20)™ ' - f(2) = ¢(z) auf U geben. Aus (1)
folgt dann auch, dass (z — 29)™ - f(2) = (2 — 20) - ¢(2). Es folgt nun aus (2), dass
9(20) = (20 — 20) - ¢(20) = 0. u

Wir wenden uns nun wieder den obigen drei Beispielen von isolierten Singularititen zu.
Beispiel.

(1) Wir betrachten wie oben die Funktion fi(z) = % auf U = C\{0}. Es ist sin(0) = 0.
Nach dem Faktorisierungssatz gibt es eine holomorphe Funktion ¢g: C — C mit
sin(z)

sin(z) = z - g(z). Also ist g eine holomorphe Fortsetzung von fi(z) = =2 = g(2)

auf ganz C. Der Punkt zy = 0 ist daher eine hebbare Singularitéit von fi(z) = @
(2) Es sei nun m > 1. Wir betrachten die Funktion f,(z) = - auf U = C\ {0}. Es folgt

aus Lemma [9.2] mit g(z) = 1, dass zy = 0 eine Polstelle m-ter Ordnung von f(z) ist.

4O0Wenn U offen und 2y eine isolierte Singularitiit ist, dann ist U U {20} eine offene Teilmenge von C.
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(3) Wir wollen nun noch, psychologisch wenig iiberraschend, zeigen dass der Punkt
2o = 0 eine wesentliche isolierte Singularitét von f3(z) = Sm( ) ist. Nehmen wir an,
dass dies nicht der Fall ist. Dann gibt es ein m > 0, so dass 2™ f3( ) = z™-sin(2) eine
holomorphe Fortsetzung g auf ganz C besitzt. Wir betrachten die Folge 2y = o

o2nn?
n € N. Dann gilt fiir alle n € N, dass ,
~~
g(z,) = 2l-sin( = ) = 20 = 0.
/1\ n

denn g(z) = 2™ -sin(z) fir z # 0

Es folgt aus Korollar [8.2] dass g auf ganz C mit der Nullfunktion iibereinstimmt.
Aber auf C\ {0} gilt g(z) = 2™ -sin(2), und dies ist natiirlich nicht die Nullfunktion.
Das néchste Lemma gibt uns nun einen Zusammenhang zwischen Nullstellen und Pol-
stellen.
Lemma 9.3. Es sei U C C offen, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion, es sei
20 € U und es sesm > 1. Dann gz’l@

zp st eine Nullstelle Zo st eine Polstelle
m-ter Ordnung von f(2) m-ter Ordnung von f(z)

Beweis. Die Aussage des Lemmas folgt sofort aus dem Faktorisierungssatz [6.10| und aus
Lemma[9.2] Der Vollstandigkeit halber fiihren wir das Argument auch noch sorgfiltig aus.

“=7” Es sei also zp eine Nullstelle m-ter Ordnung von f. Nach Faktorisierungssatz [6.10]
gibt es eine holomorphe Funktion h: U — C mit h(z) # 0, so dass

f(z) = (z—2)™-h(z) firallezeU,
Es folgt, dass 1 1

(z — 2z0)™ - T = W) fir alle z € U \ {20}

Da h(zg) # 0 folgt aus Lemma|9.2 dass bei zy eine Polstelle m-ter Ordnung von
vorliegt.

“«” Es sei also zy eine Polstelle m-ter Ordnung von ﬁ Dann gibt es nach Lemma

auf V. ={z € U| f(2) # 0} eine holomorphe Funktion ~ mit h(zy) # 0, so dass

f()

(z —20)™ - ﬁ = h(z), fir alle z € V.

Aber daraus folgt 1
f(z) = (z—2)"- ) fiir alle z € V.

Da h(zp) # 0 folgt nun, dass zy eine Nullstelle m-ter Ordnung von f(z) ist. [
9.2. Der Riemannsche Hebbarkeitssatz und der Satz von Casorati-Weierstrafl.
Im Folgenden charakterisieren wir jetzt die drei Typen von isolierten Singularititen durch

das Werteverhalten der Funktion f: U — C in einer Umgebung der jeweiligen isolierten
Singularitét.

41 Aus Lemma wissen wir, dass ﬁ bei zg eine isolierte Singularitit besitzt.
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Satz 9.4. (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Es sei zo eine isolierte Singularitit einer
holomorphen Funktion f: U — C. Dann gilt

2o ist eine hebbare es gibt ein r > 0, so dass f
Singularitat auf D,(20) \ {20} beschrinkt ist.

Beispiel. Auch in diesem Fall ist das reelle Analogon komplett falsch. Es sei beispielsweise
U=R\{0}und f(x) = a7 Diese Funktion ist differenzierbar auf U und beschrénkt, aber
es gibt natiirlich keine stetige Fortsetzung von f auf R.

Beweis.

“=" Diese Aussage folgt aus der Beobachtung, dass stetige Funktionen auf kompakten
Scheiben beschrinkt sind. Etwas genauer, wenn f hebbar ist, dann gibt es ein r > 0,
so dass D,(zp) C U und eine holomorphe (insbesondere stetige) Funktion g, welche
auf D,.(29) \ {20} mit f iibereinstimmt. Nachdem stetige Funktionen auf kompakten

Teilmengen beschriankt sind, ist g auf auf D,(zg) beschréankt. Also ist auch f auf
D, (2) \ {20} beschrinkt.
‘e Die Funktion f ist also in einer Umgebung von zy beschrinkt. Dies bedeutet

allerdings noch nicht, dass der Grenzwert lim f(z) notwendigerweise existiert.
Z— 20

Wir multiplizieren deswegen f(z) mit z — zy um sicher zu stellen, dass der
Grenzwert mit z — 2z auch wirklich existiert.
Wir betrachten die Funktion

FZUU{Z()} — C

o F(2) = {g(z)-(z—zo), fiir z # 2o,

, fiir z = 2.
Nun gilt lim F(z) = lim f(2)-(z—20) = 0 = F(z).
Z—20 Z—20 /I\
bei Grenzwerten zéhlen nur da f(z) beschrinkt
Funktionswerte bei z # zg und da z — zp — 0

Es folgt aus der Grenzwert-Charakterisierung von Stetigkeit, siehe [Frll Satz 7.9],
dass F' in zj stetig ist. Nachdem F' zudem offensichtlich homomorph auf U ist folgt
aus Satz dass F' sogar auf ganz U U {z} holomorph ist.

Wir betrachten nun

g: Uu {Z()} — C =0
£z = FEZEE) wenn 2 # 2,
F'(z), wenn z = 2.

Die Funktion ¢ ist aulerhalb von z; holomorph und es folgt aus der Grenzwert-
Charakterisierung von Stetigkeit, dass g in zo stetig ist. Also ist nach Satz
die Funktion g sogar auf ganz U U {2y} holomorph. Insbesondere ist g die gesuchte
holomorphe Fortsetzung von f auf U U {z}. |
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Satz 9.5. Es sei zy eine isolierte Singularitat einer holomorphen Funktion f: U — C.
Dann gilt zo ist eine Polstelle <= lim f(z) = oo.

Z—r20

Beweis.

“=" Wir nehmen zuerst an, dass zy eine k-fache Polstelle ist. Dann kénnen wir nach
Lemma [9.2] schreiben f(z) - (2 — 20)* = g(2), wobei g eine holomorphe Funktion auf
U U{z} ist mit g(zo) # 0. Dann gilt
. o1 _
A e = e B =
oo —g(20)#0

“<” Wir nehmen nun umgekehrt an, dass lim f(z) = oo. Dann ist limﬁ = 0. Nach

Z—r20 Z—r20

dem Riemannschen Hebbarkeitssatz [0.4] ist die Funktion
g:UU{z} — C
1

N Ty Wenn z £ 2,
0, wenn z = 2y

holomorph. Per Definition ist zy eine Nullstelle von g. Nachdem die Funktion auf
einer offenen Scheibe um 2o nicht die Nullfunktion ist, folgt aus dem Identitéitssatz
(3)=(1), dass die Nullstelle endlicher Ordnung ist. Dann folgt aus Lemma [9.2] dass

die Funktion ﬁ = f(z) bei zy eine Polstelle besitzt. |

Fiir die Charakterisierung von wesentlichen Singularitdten benotigen wir folgende De-
finition, welche wir in der allgemeinen Sprache von metrischen Rdumen formulieren, selbst
wenn wir diese spiter nur auf Teilmengen von C anwenden werden.

Definition. Wir sagen eine Teilmenge Y von einem metrischen Raum X heifit dicht, wenn
es zu jedem z € X und € > 0 ein y € Y mit d(z,y) < € gibt. In Quantoren ausgedriickt gilt

Yist dicht in X <= V V dd(z,9) <e

zeX e>0 yeY

Beispiel.

(1) Q ist dicht in R und {z + iy | z,y € Q} ist dicht in C.

(2) {z € C||z| > 1} ist nicht dicht in C.

Der letzte Satz von diesem Kapitel gibt nun noch ein Kriterium dafiir, dass eine we-
sentliche Singularitit vorliegt.

Satz 9.6. (Satz von Casorati—Weierstrafl) Es sei zy eine isolierte Singularitit einer
holomorphen Funktion f: U — C. Dann gilt

2o ist eine wesentliche - fir jedes v > 0 mit D,(z0) \ {z0} C U st
Singularitat f(Dr(20) \ {20}) dicht in C.
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Beweis. Wir beweisen die dquivalente Aussage

2p ist keine wesentliche e, gibt ein r > 0 mit D, (z0) \ {20} C U, so dass
Singularitét F(D(20) \ {20}) nicht dicht in C ist.

Der Beweis der,,="-Richtung folgt leicht aus den Definitionen. Die genaue Ausfithrung
des Arguments ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 6.
Wir wenden uns nun der,,<="-Richtung zu. Wir nehmen also an, dass

4 4 4 A 1f(z) —w| >e.

r>0 weC €>0 z#£z0€D,(20)

Wir wollen zeigen, dass zg keine wesentliche Singularitét ist, d.h. wir wollen zeigen, dass 2
entweder hebbar ist oder eine Polstelle ist.
Wir betrachten nun 1

g(z) = OET auf D, (z9) \ {20}

Die Funktion ¢ ist holomorph und es folgt aus unserer Annahme, dass der Betrag von ¢ auf
D,(z) \ {z0} durch % beschréinkt ist. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz (9.4 gibt es
also eine holomorphe Fortsetzung h von g auf D, (zp). Dann gilt

flz) = w+ ﬁ =w+ ﬁ auf D, (z9) \ {20}
Wir fithren nun eine Fallunterscheidung durch:
1. Fall h(zp) # 0. In diesem Fall besitzt f(z) = w + ( 7 eine holomorphe Fortsetzung auf

D,(zp). Insbesondere ist z, keine wesentliche Smgulamtat.
2. Fall h(z) = 0. In diesem Fall besitzt f(z) = w4+ (Z) in 2z eine Polstellqﬂ7 insbesondere

ist zg keine wesentliche Singularitit. |

/\\/ Jk /\/\ A/\

hebbare Singularitét

wesentliche Slngularltat

42n der Tat, dies folgt aus lim f(z) = lim (w+ e )) = oo und aus Satz

Z—20 Z—r20
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10. DER LAURENT-REIHENENTWICKLUNGSSATZ

10.1. Laurent-Reihen. Essei f: D,(0)\{0} — C eine holomorphe Funktion mit isolierter
Singularitéit bei zg = 0. Wenn die Singularitdt hebbar ist, dann besagt der Potenzreihen-
entwicklungssatz dass wir f als Potenzreihe schreiben konnen, d.h. es gibt ¢, € C,
n € Ny, so dass

f(z) = Y ca-2" = qtcazteted+. ..
n=0

Wenn z, = 0 hingegen eine Polstelle k-ter Ordnung ist, dann koénnen wir 2% - f(z) als

Potenzreihe beschreiben, d.h. es gibt ¢, € C, n € Ny, so dass z*- f(2) = X_focn - 2" also folgt

1 _ _
f(Z) = ;'ch'zn = Cozk+C12 k+1+"'+Ck+Ck+1Z+Ck+222+...
n=0

Betrachten wir zuletzt noch die Funktion f(z) = exp(2). In Présenziibungsblatt 6 werden

wir sehen, dass zyp = 0 eine wesentlichen Singularitéit ist. Aus exp(z) = X & - 2" folgt
n=0"""

hierbei o0 1\" 1 1
f(z) = Zm(;) = 1—{—2_1—|—§2’_2+62_3—|—...
n=0

Wir sehen also, dass wir holomorphe Funktionen D, (29) \ {20} — C im Allgemeinen nicht
mehr durch Potenzreihen beschreiben kénnen, aber wir kénnen diese durch Reihen be-
schreiben, in denen auch negative Exponenten von z auftauchen.
Definition.

e Eine Laurent-Reihe um den Punkt zy; € C ist ein formaler Ausdruck der Form

o] —1 o)
f) = Y - (z=20)" = Y - (z=20)" + Y cn-(z—2)"
n=—oo IL:foo , (LZO J
~
Haup?t;il der Nebenteil der
Laurent-Reihe Laurent-Reihe

e Wenn der Nebenteil verschwindet, dann nennen wir f(z) eine reine Laurent-Reihe.
e Wir sagen die Laurentreihe konvergiert (bzw. konvergiert gleichméaflig), wenn dies so-

wohl fiir den Haupttei]ﬁ als auch den Nebenteil zutrifft.
Definition. Es sei -1
@) = B en (e )"
eine reine Laurent-Reihe. Wir bezeichnen™
00 —1
ro= <Konvergenzradius der Potenzreihe Y c_, - (z — zo)">
n=1

als den Konvergenzradius der reinen Laurent-Reihe.

—1 —1
3PRiir eine Folge a_1,a_5,a_3,... von komplexen Zahlen schreiben wir Yo oap = limpoe 2. ag
k

n=-—oo n=-—

“Hierbei verwenden wir die Konvention, dass é =0 und % = 0.
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Beispiel.
—1 00 —1
1 n.,.,n  _— 3 -n . n _ —1
Konvergenzradius von n:z_:oo 3.z (Konvergenzradlus von 712::1 37"z > 3
=G
Satz 10.1. Es sei -1
f(z) = X e (z—2)"

eine reine Laurent-Reihe mit Konvergenzradius r. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Fir z € C gilt |z — 20| >r = die Laurent-Reihe f(z) konvergiert,

|z — 20| <r = die Laurent-Reihe f(z) divergiert.

(2) Fir alle s > r konvergiert die reine Laurent-Reihe auf {z € C||z| > s} gleichmdfig.
(3) Die Laurent-Reihe ist auf {z € C||z — 29| > r} holomorph, wobei

—i
fl(z) = S n-cp-(z—2)" " “gliedweises Ableiten”.
n=—00
(4) Wenn c_y =0, dann besitzt die Laurent-Reihe auf {z € C||z — 29| > r} die Stamm-
funktion L
ncerI (2 — z)"T! “gliedweises Aufleiten”.

—1
reine Laurent-Reihe > ¢, - (2 — 20)" konvergiert
n=—oo
—1

reine Laurent-Reihe > ¢, - (z — 20)" divergiert

n=-—oo
fiir |z — z9| = r kann man keine allgemeingiiltige
Konvergenzaussage treffen

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall zyg = 0. Es
sei also .
flz) = X 2"
n=-—oo
eine reine Laurent-Reihe um zy; = 0 mit Konvergenzradius r. Wie in der Definition des
Konvergenzradius der reinen Laurent-Reihe f(z) betrachten wir auch die Potenzreihe

E(z) = >lc,-2™
n=1

Per Definition von 7 hat k(z) nun den Konvergenzradius r~' = & und per Definition gilt

zudem f(z) = k(z™) = k(). Es folgt, dass

Iz >r = 1<

1
E

— k(1) = f(2) konvergiert .
/I\

folgt aus Satz [3.3]

Die anderen Aussagen von (1) und (2) folgen ganz &hnlich aus den analogen Aussagen iiber
Potenzreihen, welche wir in Satz bewiesen hatten. Wir wenden uns nun dem Beweis der



84 I. FUNKTIONENTHEORIE

dritten Aussage zu. Aus f(z) = k(2) folgt, dass

P = () = () (=5 = Seeen ()" (= 1)

4 + n=1 @
Kettenregel nach Satz [3.6]
00 —1
= > (-n)cp-27"t = 3 meocy 2™l
n=1

/I\ m=—0oQ
Substitution m = —n
Wir wenden uns dem der Beweis der vierten Aussage zu. Wir nehmen also an, dass ¢_; = 0.

—2

Wir betrachten F(z) = ¥ &5 . 2"". Es folgt aus der dritten Aussage, dass wir die

Ableitung von F' durch gliedweises Ableiten erhalten. Wir sehen dadurch, dass F' = f.
Also ist F' eine Stammfunktion von f. [ |

Notation. Fir 0 < r < R < oo bezeichnen wir mit
K r(20) = {z€C|r<|z— 2| <R}
den offenen Kreisring um zy mit innerem Radius 7 und &duflerem Radius R.

Satz 10.2. Es sei . 1

o0
f(z) = > cn(z—20)" = > cu(z—20)"+ > cn-(z2—2)"
n=—c0 n=—oo L =0 >
E Nebenteil
eine Laurent-Reithe. Wir setzen
r = Konvergenzradius des Hauptteils
R = Konvergenzradius des Nebenteils.

Dann gelten folgende Aussagen:

1) Fiir alle z € C gult
(1) Fiir alle z gi z| < r = f(2) divergiert
(

r < |z2] < R = f(z) konvergiert

R < |7 = f(z) divergiert.
(2) Fiir alle r < s < S < R konvergiert die Laurent-Reihe f auf dem abgeschlossenen
Kreisring [ -
K, s(z0) = {z€C|s<|z—2| < S}
gleichmdapfig.

Bemerkung. Der Satz besagt also, dass der Kreisring K, (2o) der maximale offene Kreis-
ring ist, auf dem f(z) konvergiert. Wie im Fall von Potenzreihen kann man keine allgemeine
Aussagen iiber die Konvergenz von f(z) auf den Kreisen |z — 29| = 7 und |z — 29| = R
machen.

45Der abgeschlossene Kreisring ist in der Tat der Abschluss, des offenen Kreisrings K, r(%0), im Sinne

von Kapitel
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r ist der Konvergenzradius des Hauptteils >. ¢, - (z — 29)"

n—=—oo

R ist der Konvergenzradius des Nebenteils >° ¢, - (2 — z0)"
20 n=0
es gibt keine allgemeine Konvergenzaussage auf den

Kreisen |z — 29| =7 und |z — zo| = R

die Laurent-Reihe konvergiert auf dem offenen Kreisring K, g(2o)

die Laurent-Reihe divergiert fiir |z — zo| < r und |z — zo| > R

Beispiel. Wir setzen ¢, := (3)" fiir n > 0 und ¢, := 3" fir n < —1. Wir betrachten die
Laurent-Reihe

00 —1
f@) = Yot = LI o+ ()"
n=-—00 n=-—00 n=0 2
~—— —_———
Hauptteil der Laurent-Reihe Nebenteil der Laurent-Reihe

Dann ist, wie wir oben schon gesehen hatten r = %, zudem ist R = 2. Wir erhalten also
aus Satz dass die Laurent-Reihe auf dem offenen Kreisring K %72(0) konvergiert. Mit
anderen Zahlenwerten fiir ¢,, kann man auch Laurent-Reihen erhalten mit R < r, in diesem
Fall konvergiert dann die Laurent-Reihe nirgendwo.

Beweis von Satz [10.2. Es sei also
flz) = > en-(z2—20)"

n=-—oo
eine Laurent-Reihe. Wir setzen
R = Konvergenzradius des Nebenteils
r = Konvergenzradius des Hauptteils.

Es gilt, dass .

f) = X e (—2)" + 3 lz— 2

n=-—00 n=0
N — , N ~ ,
nach Satz [10.]] gilt: nach Satz[3.3] gilt:
konvergiert fiir |z—zo| > r konvergiert fiir |z—z0| < R
divergiert fiir |z—z0| <7 divergiert fiir |z2—z0| > R

Die Aussage iiber die Konvergenz der Laurent-Reihe folgt nun aus der Tatsache, dass per
Definition die Laurent-Reihe genau dann konvergiert, wenn sowohl der Hauptteil als auch
der Nebenteil konvergieren.

Die Aussage iiber die gleichméflige Konvergenz folgt aus den Aussagen iiber die gleich-
mifige Konvergenz von Potenzreihen in Satz[3.3]und von reinen Laurent-Reihen in Satz[10.]]
(2). |

Viele Ergebnisse, welche wir fiir Potenzreihen formuliert und bewiesen hatten, iiber-
tragen sich ohne gréflere Probleme auf Laurent-Reihen. Beispielsweise haben wir folgenden
Satz.
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Satz 10.3. Fs sei — n

&) = 3 enlz—z)
eine Laurent-Reihe, welche auf dem Kreisring K, r(z0) konvergiert. Dann gelten folgende
Aussagen:

(1) Die Funktion f(z) ist auf dem Kreisring holomorph mit
fliz) = X n-cu(z—2)"

(2) Wenn c_1 =0, dann besitzt f(z) auf dem Kreisring die Stammfunktion

Fz) = ¥ o -a)™

n = —0oo

n#—1
(3) Fiir alle s € (r, R) und alle n € Z gilt

_ L f(z)
Cn = o7 | f (2 — z9)" dz.
z—z20|=s

Insbesondere sind also die Koeffizienten ¢, der Laurent-Rethe eindeutig bestimmd.

Beweis. Die erste Aussage folgt indem wir Satz auf den Nebenteil und Satz auf
den Hauptteil anwenden. Ganz analog folgt die zweite Aussage indem wir Satz auf den
Nebenteil und Satz auf den Hauptteil anwenden. Die dritte Aussage wird genauso
wie Satz bewiesen, allerdings benotigt man dieses mal die gleichméfige Konvergenz,
welche wir in Satz [10.2] (3) bewiesen hatten. |

10.2. Der Laurent-Reihenentwicklungssatz. Der Potenzreihenentwicklungssatz[6.1]be-
sagt, dass man jede holomorphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe als Potenzreihe
beschreiben kann.

Der folgende Satz besagt nun, dass man jede holomorphe Funktion, welche auf einem
offenen Kreisring definiert ist, als Laurent-Reihe schreiben kann.

Satz 10.4. (Laurent-Reihenentwicklungssatz) Fs zy € C, es seien 0 < r < R < o0
und es sei f eine holomorphe Funktion auf dem Kreisring K, r(20). Dann gibt es eindeutig
bestimmte ¢, € C, n € Z, so dass auf dem Kreisring gilt, dass

o0

fz) = 22 (2= 20)"

n=—00
Wie wir gleich sehen werden besitzt der Beweis des Laurent-Reihenentwicklungssatzes
natiirlich eine gewisse Ahnlichkeit zum Beweis des Potenzreihenentwicklungssatzes .

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall 2y = 0. Es sei nun f
eine holomorphe Funktion auf K, z(0) und es sei z € K, zg(0). Wir wéhlen 7/, R und € > 0
mit r <’ < R’ < R und mit D.(z) C K,» p(0).

Wir bezeichnen mit o und § die Wege, welche in der zweiten Abbildung skizziert sind.
Dann gilt
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\

A \\\
%\\\\\\x& er Kreis |z| =1
\\\{\{\\\\%\\\\\\\\\?\\\\\ z der Kreis |z|

72

die Scheibe D.(z) liegt in dem Kreisring K, z/(0)

S

N

z N

N

1 f(§) 1 f(€) 1 [(&)
f) = g [ 2 de = g [ dé = 5 [ 52 d¢
PN |§—z|=€ 4+ N 8
Cauchysche Integralformel (6.2 fhnliches Argument wi Korollar [5.6]
I © 1 [
ori f - A& — 55 f 3 dg

die beiden horizontalen Beitrige zum Integral iiber « heben sich weg,
er duflere Kreisbogen wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen
und der innere Kreisbogen wird im Uhrzeigersinn durchlaufen

Wie im Beweis von Satz [6.1] gilt:

dem K rgenzsatz und der Behauptung
auf Seite [52] folgt, dass wir die Reihenbildung
geometrische Reihe, da |§| <1 und das Integral vertauschen kénnen
¥ +
f(§) [ 1 o [ (=\" = f(©)
f E—2 ¢ = f 3 —d& = f > 3 (g) d§ =3 f et dé-z".
el=r" el=r > 177 jgl=rr n=0 =0 |¢|=R
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Ein ganz dhnliches Argument zeigt nun, dass

- ] Bae= [ Bdeac= [ (S ae= 5 [ og©- 6 g
j¢l=r e L n=0jgl=r"
geometrische Reihe, da |§| <1 =ic_p_1-2mi

Wir haben also f(z) auf dem Kreisring K,/ p(0) als Laurent-Reihe geschrieben. Die Koef-
fizienten der Laurent-Reihe sind hierbei nach Satz [10.3] (3) eindeutig bestimmt. Nachdem
die Funktion mit der Laurent-Reihe auf allen Kreisringen K, p/(0) mit r < ' < R' < R

{ibereinstimmt, muss diese Ubereinstimmung auch auf dem ganzen Kreisring K, r(0) gel-
ten. [

Wir kénnen nun anhand der Laurent-Reihe den Typ einer isolierten Singularitéit ablesen.
Genauer gesagt, es gilt folgender Satz:

Satz 10.5. FEs sei U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Wenn
2o eine isolierte Singularitat ist, dann gibt es ein r > 0 und eindeutig bestimmte komplexe
Zahlen (¢p)nez, so dass

(e}

f(z) = > cn-(z—2)" firalle z € Ko,(20) = Dr(20) \ {20}

Zudem gilt

(1) 2o ist hebbar die Laurent-Reihe ist eine Potenzreihe
d.h. es ist ¢, =0 fir allen <0
es ist c_ # 0 aber ¢, =0 firn < —k

es ist ¢, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

!

(2) =z ist Polstelle k-ter Ordnung
(3) 2o ist wesentlich

11

Beispiel. Fiir z # 0 gilt

0 2n+1 0
Sin(%) = > (=™ ((2n)+1 = Z( 1" :—1)!'272”71 = > (_1)m.m,z2mf1‘

4 n=0 4 m=-—o00
siehe Definition von sin auf Seite [@] Substitution m = —n

Es folgt also aus Satz (3), dass zp = 0 eine wesentliche Singularitét von f(z) = sin(2)
ist. Wir hatten diese Aussage natiirlich auch schon auf Seite [76] mit anderen Methoden
bewiesen.

Beweis. Nachdem z; € C eine isolierte Singularitdt von f: U — C ist, gibt es per De-
finition ein r > 0, so dass D,(z) \ {20} C U. Die Existenz und die Eindeutigkeit der
Laurent-Reihe folgt nun aus dem Laurent-Reihenentwicklungssatz [10.4
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Wir wenden uns dem Beweis der drei Aussagen (1)-(3) zu. Wir beweisen zunéchst die
erste Aquivalenz. In der Tat gilt

zp ist hebbar
<= es gibt eine holomorphe Funktion D,(zy) — C, welche auf D, (29) \ {20} mit f tibereinstimmt
<= es gibt eine Potenzreihe um zy, welche auf D, (zp) \ {20} mit f iibereinstimmt

/r
Potenzreihenentwicklungssatz

<= die Laurent-Reihe ist eine Potenzreihe.

/I\
Eindeutigkeit der Laurent-Reihe

Die zweite Aquivalenz folgt ganz dhnlich wie die erste Aquivalenz:
Lemma [9.2] und Potenzreihenentwicklungssatz

+ o0
2o ist Polstelle k-ter Ordnung <= es gibt (¢, )nen, mit co # 0 und (2 — 2)*- f(2) = ZO (2 — 20)
<= es gibt (dp)n>—k mit d_j # 0 und f(z) = ioj kdm (2 —z0)™.
A m="

Substitution m = n — k und d,,, = ¢k
Die gewiinschte Aussage folgt nun aus der Eindeutigkeit der Laurent-Reihendarstellung.

Die letzte Aquivalenz folgt aus den ersten beiden, nachdem sowohl die linke als auch die
rechte Seite das Komplement der vorherigen beiden Aussagen links bzw. rechts sind. W
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11. WEGINTEGRALE UBER BELIEBIGE STETIGE WEGE

11.1. Das Lemma von Lebesgue. Wir werden mehrmals folgende Aussage verwenden,
welche einen harmlosen Namen trégt, es aber in sich hat.

Lemma 11.1. (Lemma von Lebesgue) Es sei K ein kompakter metrischer Raum und

es sei {UsYier eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass es fiir jede
nichtleere Teilmenge A mit Durchmesser < § ein i € I gibt, so dass A C U;.

offene chrdcckung {U }ier

Beweis. Nachdem K kompakt ist konnen wir K schon durch endlich viele der U;’s iiber-

decken. Wir kénnen also annehmen, dass I = {1,...,n}. Wenn K = U; fiir ein i €
{1,...,n}, dann hat jedes § > 0 die gewiinschte Eigenschaft. Wir nehmen nun an, dass fiir
alle 7 gilt, dass U; C K. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung:

Behauptunyg.

(1) Es sei C' C K eine nichtleere Teilmenge. Die Abbildung
K — R>0

t — d(z,0):=inf{d(z,y)|y e C}
ist stetig.

v = fx) = %'éd(m’K\Ui)

(2

nimmt nur positive Werte an.

Es folgt leicht aus den Definitionen und der Dreiecksungleichung, dass die Abbildung
in (1) stetig ist. Wir wenden uns dem Beweis von Aussage (2) zu. Es sei also z € K. Wir
wollen zeigen, dass f(z) > 0. Nachdem K = U; U---UU, gibt es ein i mit x € U;. Da U;
offen ist gibt es ein 7 > 0, so dass B,.(x) C U;. Dann gilt aber d(x, K\ U;) > r. Insbesondere
ist dann f(z) > ~. H

Aus (1) folgt, dass f stetig ist. Nachdem K kompakt ist gibt es also ein xy € K mit
f(zo) < f(z) fur alle z € K. Aus der Behauptung folgt zudem, dass ¢ := f(xy) > 0. Wir
wollen nun zeigen, dass dieses ¢ die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Genauer gesagt wollen
wir folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Es sei A eine nichtleere Teilmenge von K deren Durchmesser < ¢ ist. Dann
gibt eseini e {1,...,n} mit A C U,.

Es sei © € A beliebig. Wir wéhlen m € {1,...,n}, so dass d(z, K \ U,,) maximal ist.
Dann gilt

d(x, K\ Uy) > LS d(z, K\U;) = f(z) > 6.
=] \— 4+
<d(@K\Um) nach Wahl von §
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Also gilt Bs(z) C U,,. Nachdem der Durchmesser von A kleiner als 0 ist, gilt zudem auch
A C Bj(z), insgesamt gilt also A C U,,. [

11.2. Wegintegrale iiber beliebige stetige Wege. Wir erinnern zuerst an folgende zwei
Definitionen:
(1) ein Weyg ist eine stetige Abbildung 7: [a,b] — C,
(2) ein Integrationsweg ist ein Weg ~: [a, b] — C, welcher abschnittsweise stetig differen-
zierbar ist.

Auf Seite hatten wir das Wegintegral einer stetigen Funktion f entlang eines Inte-

grationswegs eingefiithrt. Wir wollen jetzt den Begriff des Wegintegrals einer holomorphen
Funktion entlang eines beliebigen Wegs einfithren. Wir benotigen dazu folgende Definition.

Definition. Es sei U C C eine offene Menge und es sei v: [a,b] — U ein Weg. Wir sagen,
eine Zerlegung a =ty < t; < --- < t, = b ist fein, wenn es offene Scheiben Dy, ..., D)1 in
U gibt, so dass fiir alle i = 0,...,k — 1 gilt v([t;, tir1]) C D;.

Lemma 11.2. Es sei U C C eine offene Menge. Jeder Weg 7y: [a,b] — U besitzt eine feine
Zerlegung.

Beweis. Nachdem U offen ist gibt es zu jedem ¢ € [a, b] eine offene Scheibe D; in U, so dass
v(t) € D,. Inbesondere ist dann y~'(Dy), t € [a, b] eine offene Uberdeckung des kompakten
Intervalls [a, b]. Es folgt also aus dem Lemma von Lebesgue, dass es ein 6 > 0 gibt,
so dass jedes Teilintervall in [a, b] mit Linge < ¢ schon ganz in einem = '(D;) liegt. Wir
wéhlen nun k£ € N so dass b’T“ < ¢. Dann ist t; = a + b’T‘l -4 mit ¢ = 0,...,k eine feine
Zerlegung. [

Definition. Es sei U C C eine offene Menge, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion
und es sei v: [a,b] — C ein Weg. Nach dem gerade bewiesenen Lemma m gibt es eine
Zerlegung a = tg < t; < --- < tp = b und offene Scheiben Dy, ..., Dy_1 in U, so dass fiir
alle i = 0,...,k — 1 gilt v([t;,t; + 1]) C D;. Nach Satz [6.4] gibt es fiir i = 1,..., k jeweils
eine Stammfunktion F; fiir die Einschrankung von f auf D;. Wir definieren nun

[ 1)z = T (ROtn) ~ FOE)
v(t1)
(f — b v 7(to) -
o t tr

auf den Scheiben existieren Stammfunktionen Fg, ..., Fj_q
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Lemma 11.3.
(1) Die Definition von f f(2)dz hdngt nicht von den verschiedenen Wahlen ab.

.
(2) Wenn f: U — C holomorph und ~: [a,b] — U ein Integrationsweg, dann stimmt die
obige Definition des Wegintegrals mit der Definition auf Seite|31| iberein.

Beweis (x). Es sei U C C eine offene Menge, es sei f: U — C eine holomorphe Funktion
und es sei v: [a,b] — C ein Weg.

(1) Es sei eine feine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] der Form a =ty <t; < --- <ty =b
gegeben. Dann gibt es per Definition offene Scheiben Dy, ..., Dy in U, so dass fiir
alle i = 0,...,k — 1 gilt y([t;,t; + 1]) C D,. Nach Satz [6.4] gibt es fiir ¢ = 1,....k
jeweils eine Stammfunktion F; fiir die Einschrankung von f auf D;. Wir schreiben

k=1
1(Z) = z%) (Fi(y(tisn)) = Ei(y(t:)))-
Stammfunktionen auf Scheiben unterscheiden sich nach Lemma .5 nur um eine addi-
tive Konstante. Nachdem solch eine Konstante in der Summe zweimal, mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen auftritt, hingt I(Z) nicht von der Wahl der Stammfunktionen
F; und auch nicht von der Wahl der Grofie der Scheiben D, ab.
Wir miissen nun noch zeigen, dass wenn Z und Z’ zwei feine Zerlegungen von
la,b] sind, dann gilt I(Z) = I(Z').
Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass wir eine feine Zerlegung Z von der
Form a =ty < t; < --+ < tx = b durch Hinzufiigen von einem Punkt ¢’ zwischen t;
und ;1 zu einer Zerlegung Z’ verfeinern. In diesem Fall gilt I(Z') = I(Z), denn die
Summanden von I(Z’) sind die gleichen wie von I(Z), aufler das noch der Summand
F;(~(t")) einmal mit positiven und einmal mit negativen Vorzeichen auftaucht. Aber
diese beiden Extra-Summanden heben sich weg.
Es seien nun Z und Z’ zwei feine Zerlegungen. Wir betrachten die Zerlegung
7" = Z U Z'. Diese Zerlegung entsteht aus Z durch eine mehrfache Verfeinerung,
also ist I(Z") = I(Z). Genauso gilt [(Z") = 1(Z'). Es folgt, wie gewiinscht, dass
I(Z)=1(Z")=1(Z").
(2) Diese Aussage folgt leicht aus Lemma 4.2l und Lemma 4.7] [

Folgendes einfache Lemma werden wir mehrmals verwenden.

Lemma 11.4. Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge U
und es sei 7y: [a,b] — U ein geschlossener Weg, so dass vy in einer offenen Scheibe D in
U enthalten ist. Dann ist [ f(z)dz = 0.
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Beweis. In diesem Fall ist a = ¢y < t; = b schon eine feine Zerlegung. Wir wéhlen eine
Stammfunktion F' fiir die Einschrankung von f auf die offene Scheibe D. Dann gilt

| f(z)dz R F(y(t)) = F(v(t)) = F(v(b)) = F(y(a)) R 0.

per Definition da v geschlossen [ |
Viele Aussagen von Wegintegralen iiber Integrationswege iibertragen sich zu Weginte-

gralen iiber Wegen. Beispielsweise gilt folgende Variante von Lemma [4.4]

Lemma 11.5. Es sei U C C, es sei f: U — C holomorph, und es sei 7: [a,b] — U ein
Weg. Zudem sei p: [c,d] — [a,b] eine stetige, bijektive Funktion. Dann gilt

f f(z)dz = ff(z) dz wenn ¢ orientierungserhaltend ist
yo gl

ik f f(z)dz = — f f(2)dz  wenn ¢ orientierungsumkehrend ist.
Yop ¥

Beweis (x). Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ orientierungserhaltend ist. Es sei nun
a=ty<t; <ty <---<tp=~>eine feine Zerlegung von [a, b] fiir den Weg . Wir wihlen
auf den zugehorigen Scheiben Dy, ..., Dy_q jeweils Stammfunktionen [y, ..., Fi_;. Dann
ist c = o (tg) < o H(t1) < oM t2) < -+ < (1)) = d eine feine Zerlegung von [c, d] fiir
v o . Per Definition gilt dann, dass

k—1

[ fz)dz = ;}(Fi«'y(}%p)(@_l(tiﬁ-l)))_Fi<(7090>(90_1(ti))))
- ':;;(mwt,ﬂ))—mai))) — [ f(2)ds

denn ¢ und ! heben sich weg

Der Fall, dass ¢ orientierungsumkehrend ist wird ganz dhnlich bewiesen und verbleibt eine
freiwillige Ubungsaufgabe. |

() to t tk
Zudem gilt folgende Variante von Lemma 4.2

Lemma 11.6. Es set U C C offen und es sei f: U — C eine holomorphe Funktion.
Zudem seien a: [a,a 4+ p] = C und B: [b,0+ q] — C zwei Wege mit a(a + p) = B(b).
Wir bezeichnen mit - 8 die Verkniipfung von a und 3, welche wir auf Seite[39 eingefiihrt

hatten. Dann gilt
[ 1Rz = [f2)dz + [ f(2)d-.
a-f «@ Jé]

46yyir sagen ¢ is orientierungserhaltend, wenn ¢(c) = a und ¢(d) = b. Ansonsten nennen wir ¢
orientierungsumkehrend.
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I e S ¢ T
T—a-f

Beweis. Die Aussage folgt leicht aus den Definitionen. In der Tat, eine feine Zerlegung von
la,a + p] fir @ und eine feine Zerlegung von [b,b + ¢] fiir S ergeben eine feine Zerlegung
von [a,a + p + ¢| fiir « - 5. Die gewiinschte Gleichheit folgt dann sofort aus der Definition
des Wegintegrals. [ |

11.3. Der Cauchysche Integralsatz fiir stetige Bilder von Rechtecken. Es gilt auch
folgende Verallgemeinerung von Satz

Satz 11.7. (Cauchysche Integralsatz fiir stetige Bilder von Rechtecken) FEs sei
U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es sei ¢: Q — U eine
stetige Abbildung von einem Rechteck Q) nach U. Dann gilt

f f(z)dz = 0.
po0Q
Wenn ¢ stetig differenzierbar ist, dann hatten wir die Aussage schon in Satz formu-
liert und bewiesen. Der Beweis von Satz iibertragt sich aber nicht zum Fall, dass ¢ nur
stetig ist. Wir wihlen deswegen einen anderen Ansatz.

Beweis.

Wenn ¢(Q) ganz in einer Kreisscheibe innerhalb von U liegt, dann folgt aus Lem-

ma [I1.4] dass das Wegintegral verschwindet. Den allgemeinen Fall fithren wir nun auf

den Spezialfall zuriick, in dem wir wiederum das Rechteck @) geschickt unterteilen.
Nachdem U offen ist, gibt es fiir jedes z € ¢(Q) eine offene Scheibe D, C U, welche z
enthélt. Es folgt aus dem Lemma [11.1| von Lebesgue, angewandt auf K = () und die offene
Uberdeckung ¢ '(D,), z € p(Q), dass es ein § > 0 gibt, so dass jede Teilmenge A von Q
mit Durchmesser < § ganz in einem ¢~ *(D,) liegt.

Es sei nun d der Durchmesser von ). Wir wéahlen n € N mit % < 0. Indem wir die
beiden Seiten von () in n gleich lange Intervalle zerteilen, zerlegen wir @ in n* Rechtecke
Qij, 1,5 = 1,...,n, deren Durchmesser jeweils % < 0 ist. Mit anderen Worten, fiir jedes );;
ist ¢(Q;;) ganz in einer Scheibe in U enthalten. Dann gilt

[ fyd: = 2% [ fmd: = o

©0dQ T i=17=1 odQi;
. N
alle inneren = 0 nach Lemma [[T.4)
Wegintegrale denn ¢(Q;) liegt
heben sich weg in einer Scheibe in U L

461 Satz musste die Abbildung ¢ stetig differenzierbar sein, im folgenden Satz geniigt es voraus-
zusetzen, dass ¢ stetig ist. Da die allermeisten Abbildungen stetig, aber nicht stetig differenzierbar sind,
ist das ein echter Fortschritt.
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N

()33

U

jedes p(Qy;) liegt

Q31

in einer Scheibe in U

A\ 4
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12. UMLAUFZAHLEN

Wir hatten im bisherigen Verlauf der Vorlesung mehrmals gezeigt, dass unter gewissen
Voraussetzungen, Wegintegrale verschwinden, und dass verschiedene Wegintegrale das glei-
che Ergebnis ergeben. Beispielsweise hatten wir in Korollar[5.5| gezeigt, dass wenn f: U — C
holomorph ist, so dass der abgeschlossene Kreisring K, g(20) in U enthalten ist, dann gilt

f f(z)dz = f f(z)dz.

|z—zo|=r |z—z0|=R

Im néchsten Kapitel werden wir den, Residuensatz” formulieren und beweisen, welcher
eine starke Verallgemeinerung der bisherigen Aussagen ist. Um diesen Satz zu formulie-
ren brauchen wir allerdings den Begriff der Umlaufzahl, welchen wir in diesem Kapitel
einfiihren.

12.1. Homotope Wege. Die folgende Definition wird uns auch in den héheren Vorlesun-
gen immer wieder iiber den Weg laufen.

Definition. Es sei U C C und es seien 7,7 : [a,b] — U zwei Wege mit gleichem Anfangs-
punkt P := vy(a) = 71(a) und gleichem Endpunkt @ := ~o(b) = 71(b). Wir sagen vy und
~v1 sind homotop in U, wenn es eine Homotopie zwischen 7y und 7; gibt, d.h. eine stetige
Abbildung
®: [a,b] x [0,1] — U

so dass gilt

(1) fiir alle ¢ € [a, b] ist O(t,0) = () und D(¢t,1) = (),

(2) fir alle s € [0,1] ist ®(a,s) = P und  ®(b,s) = Q.

Etwas vereinfacht gesagt gilt: zwei Wege sind homotop, wenn man bei festgehaltenem

Anfangs- und Endpunkt, den einen Weg stetig in den anderen iiberfithren kann.

es gibt keine Homotopie
in U zwischen py und p,

® ist eine Homotopie zwischen vy und ~;

Definition. Es sei U C C eine Teilmenge.

(1) Ein geschlossener Weg ~v: [a, b] — Uﬂ heifit nullhomotop, wenn dieser in U homotop
zum konstanten Weg t — ~y(a) = y(b) ist.

(2) Wir sagen U ist einfach zusammenhéngend, wenn jeder geschlossene Weg in U null-
homotop ist.

T7ur Erinnerung, der Weg ~: [a,b] — U heifit geschlossen, wenn der Anfangspunkt v(a) mit dem
Endpunkt «(b) tibereinstimmt.
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U null-homotop @} nicht null-homotop

Lemma 12.1. Jede konveze Teilmenge von C ist einfach zusammenhdngend.

Beispiel. Es folgt also aus Lemma [12.1], dass C, aber auch jede Scheibe und jedes Rechteck
einfach zusammenhéngend sind.

Beweis. Es sei U C C eine konvexe Teilmenge. Zur Erinnerung, konvex bedeutet, dass fiir
alle z,w € U die Verbindungsstrecke (1 —s) -z + s-w, s € [0,1] ebenfalls in U liegt. Es
sei nun v: [a,b] — U ein geschlossener Weg. Wir bezeichnen mit z den Anfangs- und den
Endpunkt von 7. Dann ist

O [a,b] x [0,1] — C
(t,s) — (I1—3s)-v(t)+s-2
ey, da}? konvex
eine Homotopie zwischen v und dem konstanten Weg d(t) = z. |

U konvex \:} :‘

Satz 12.2. (Homotopie-Invarianz des Wegintegrals) Es sei U C C offen, es sei
f: U — C eine holomorphe Funktion und es seien g, pu1: [a,b] — U zwei Wege mit glei-
chem Anfangs- und Endpunkt. Wenn pg und py in U homotop sind, dann gilt

ff(z)dz = ff(z)dz

Beweis. Es sei ®: @ := [a,b] x [0,1] — U eine Homotopie zwischen po und py. Wir
bezeichnen mit «a, 5, und ¢ die orientierten Randkurven des Rechtecks @), welche in der
Abbildung skizziert sind. Dann gilt:

Cauchyscher
Integralsatz [11.7] Lemma
<+ +
0 = f f(z)dz = f f(z)dz + f f(z)dz + f f(z)dz + ff(z)dz
Po0Q Do Pop Doy Pod
—— ——— ————

=[ f(z)dz =0, denn der =— [ f(2)dz =0, denn der

#o Weg ® o 8 B1 Weg ®od

ist konstant denn p1 und ® oy ist konstant

haben entgegengesetzte
Orientierung
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Zusammengefasst erhalten wir also die gewiinschte Aussage, dass

ff(z)dz = ff(z)dz.

«

Wir erhalten insbesondere folgendes Korollar, welches eine Verallgemeinerung von Ko-
rollar [5.4] ist.

Korollar 12.3. Es sei U C C eine offene Teilmenge, es sei f: U — C holomorph und es
sei vy ein geschlossener Weg, welcher in U nullhomotop ist. Dann gilt

ff(z)dz = 0.

Insbesondere verschwinden alle Wegintegrale entlang geschlossenen Wegen auf einfach zu-
sammenhdngenden Teilmengen von C.

Beweis. Es sei v ein geschlossener Weg, welcher in U nullhomotop ist, dann gilt

f(z)dz = f(z)dz = 0.
[ < [ SO =

konstanter Weg
folgt aus Satz da v nullhomotop folgt aus der Definition [ |

Beispiel. Fiir > 0 betrachten wir die Kreiskurve av in U = C\ {0}, welche sich gegen den
Uhrzeigersinn mit Radius » um den Ursprung dreht. Wir hatten auf Seite [32] gesehen, dass

f%dz: f%dz:%ri;«éo.
a |z|=r

Es folgt also aus Korollar [12.3], dass die Schleife v in U nicht null-homotop ist. Wir kénnen
diese Schleife also in U nicht zum Anfangspunkt zusammenziehen. Dies deckt sich natiirlich
mit unserer Intuition.

U=C\{0} —_

, die Schleife « ist nicht nullhomotop in U,
denn f %dz =211 #0

«

12.2. Die Definition der Umlaufzahl.

Definition. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und zy ein Punkt, wel-
cher nicht auf dem Weg liegt. Dann heif3t

n(20) = o) o
Y

die Umlaufzahl von 7 beziiglich zj.
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Beispiel.
(1) Wenn ~ ein geschlossener Weg ist, dann folgt aus Lemma , dass

n(_’Y?ZO) = —TL(’}/, ZO)‘
Mit anderen Worten, wenn wir die Orientierung wechseln, wechselt das Vorzeichen
der Umlaufzahl.

(2) Es folgt aus der Homotopie-Invarianz des Wegintegrals, d.h. aus Satz , dass ge-
schlossene Wege, welche in C \ {z9} homotop sind, auch die gleichen Umlaufzahlen
beziiglich 2, besitzen.

(3) Mithilfe der Berechnung auf Seite [32| und Korollar erhalten wir viele Beispiele
von Umlaufzahlen, welche in der Abbildung skizziert sind.

~_— Umlaufszahl +1  “gegen den Uhrzeigersinn”
_— Umlaufszahl —1  “im Uhrzeigersinn”
Umlaufszahl —1  “im Uhrzeigersinn”

@ _—— Umlaufszahl 0 beziiglich z

Der Name,, Umlaufzahl” legt nahe, dass es sich dabei um eine ganze Zahl handelt. Dies
ist ausgehend von der Definition nicht unbedingt offensichtlich, und wird im folgenden
Lemma bewiesen.

Satz 12.4. Umlaufzahlen von geschlossenen Integrationswegen sind ganzzahlig.

Beweis. Es sei also y: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es sei zy ein Punkt,
welcher nicht auf dem Weg liegt. In dem wir v und z; jeweils um —zy verschieben koénnen
wir annehmen, dass zp = 0. Wir wollen also zeigen, dass

1
n(v,0) = o [ ¢ d
v

ganzzahlig ist.

Wir miissen also das Wegintegral von f(z) = % iiber den Weg ~ bestimmen. Wir

mochten gerne verwenden, dass der Logarithmus eine Stammfunktion von f(z) = l
ist. Das einzige Problem ist nun, dass der Logarithmus nicht auf ganz C\ {0} definiert
ist.

Wir miissen uns also einschrinken auf Wertebereiche von ~y, auf denen jeweils ein
Logarithmuszweig definiert ist. Wir schaffen dies, indem wir das Intervall [a,b] in

kleinere Intervalle zerlegen.
Wir erinnern an die beiden Logarithmuszweige ﬁ
In_:=In_.:U_:=C\S_.;, —» {o+iylzreRundye (-mm)}
z = In_,(2)

487ur Erinnerung, fiir ¢ € R bezeichnen wir mit

S, = {r-cos(p)+r-sin(p)i=r-e'|r>0}

den abgeschlossenen Strahl in ¢-Richtung.
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Iny :=In;: U4 :=C\ S, — {z+iylzcRundye (0,2m)}
z = Ing(2).
Dann ist U_ U U, = C\ {0}. Wir machen folgende Beobachtung:
(+) Fiir alle z € U_ N Uy gilt: In_(2) = Iny(2) oder In_(2) = In, (2) — 27i [

und

Definitionsbereich von In_ =1In_, Definitionsbereich von In, = Ing
die Funktionswerte von In_ =1In_, die Funktionswerte von In, = Ing
liegen in {x +yi|z € R,y € (—7,m)} liegen in {x +yi|z € R,y € (0,2m)}

Behauptung. Es gibt eine Zerlegung a = 59 < $1 < --- < s, = b des Intervalls [a, b], so dass
fir alle j =0,...,n — 1 gilt, dass y([s}, s;+1]) C U— oder ¥([s;, sj4+1]) C Uy.

Wir wenden das Lemma [11.1] von Lebesgue auf die kompakte Menge K = [a, ] und die
offene Uberdeckung durch 4~'(U_) und 4~ (U,) an. Es gibt dann ein n > 1, so dass jedes
Teilintervall von [a, b] der Lénge < ¢ in y~1(U_) oder y~}(Uy.) liegt. Wenn wir [a,b] in n
Intervalle gleicher Lénge zerlegen, erhalten wir nun die gewiinschte Zerlegung.

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis zu. Fiir j = 0,...,n — 1 wihlen wir nun
jeweils ¢; € {—, +}, so dass v([s;, s;41]) C Ue,. Dann gilt

Zerlegen des Integrals sieche Lemma [11.6
1 1 1
srid £ = 5m SO - : = ; Ing, (7(541)) — Ine,(7(s,))

a=0 ,Y|[S] sj+1l

nach Lemma [£.7] denn auf Seite Fﬂ hatten wir gezeigt, dass
Ing; (§) eine Stammfunktion von ¢ auf v([s;, s;j11]) C U, ist

1 1
= %3:1 1n€j71<7(8j)) — In; (’Y(Sj)z + %Qnen_l(’Y(Sn)) - lneo(’Y(So)Z)-
T =0 oder = +27i = 0 oder = £27i, da v(sn) = v(s0)
Umsortieren da sich In. und In} nach (*)
der Termﬂ um 0, =271 unterscheiden

Wir sehen also, dass das Integral, wie gehofft, ganzzahlig ist.

4In der Tat, wenn z € U_ N Uy, dann ist Tm(z) # 0 und es gilt
In_ () = Iny(2) ~ wenn Im(z) > 0,
Iny(2) —2mi  wenn Im(z) < 0.
S0Wir verwenden hier die Umklammerung
(b1 —ao) + (bg —a1) + -+ (bp —an—1) = (b1 —a1) + (b2 —az) + -+ + (bp—1 — an-1) + (by —ao).



12. UMLAUFZAHLEN 101

v(s1) verlauft in Uy
v \< D?%/’/ verlauft in U_
o0 o o L’\ \>/ Y(s0) = v(sn)

Einschub: Aquivalenzrelafgionen. Bevor wir mit der Funktionentheorie fortfahren erin-
nern wir an den Begriff der Aquivalenzrelation ein, welcher aus [Na2, Kapitel 4] bekannt
ist.

Definition. Es sei X eine Menge. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation ~ auf X, so
dass fiir alle z,y,z € X gilt

T~
T~y = Yy~ (Symmetrie)
r~yundy~z = T ~2 (Transitivitét).

Beispiel.
(1) Fir z,y € Z definieren wir
r~y = (x—y) € 3L

Man kann nun leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Z ist.

(2) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann ist
T~y = z yeH

eine Aquivalenzrelation auf G.

(3) Es sei X die Menge aller Funktionen auf R. Wir schreiben
f~g < esgibteine>0,sodass f(x)=g(x) fur alle z € (—¢,¢).

Man kann nun leicht zeigen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation auf X ist.

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquivalenzklasse
ist eine nichtleere Teilmenge Y C X, so dass giltﬂ

(1) fir alle y,y’ € Y gilt: y ~ ¢/,

(2) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt auch z € Y.

Beispiel.

(1) Im ersten Beispiel gibt es genau drei Aquivalenzklassen, diese sind gegeben durch die

drei Mengen
32. = {...,—6,-3,0,3,6,...},

3Z+1 = {...,—5-2,1,4,7,...},
3Z+2 = {...,—4,-1,2,5,8,...}.

(2) Im zweiten Beispiel sind die Aquivalenzklassen gerade die Rechtsnebenklassen G/ H.

511 Worten heifit dies, alle Elemente einer Aquivalenzklasse S sind zu einander fquivalent und jedes
Element, welches dquivalent zu einem Element in S ist, liegt auch schon in der Aquivalenzklasse.
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Lemma 12.5. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann ist X die
disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen, d.h.

(1) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,
(2) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = @.

Beweis. Das Lemma wurde implizit in [Na2| Kapitel 4] bewiesen. Es folgt aber auch leicht
aus den Definition. [ ]

Wir betrachten zuletzt noch ein Beispiel, welches wieder ndher an unserem Interessens-
gebiet liegt.
Definition. Es sei X eine Teilmenge von C. Fiir z,y € X definieren wir
r~y <= esgibt einen Weg in X von x nach y
Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von X als die Komponenten von X.

— C A, B und C sind die
A ~ )
<>& Komponenten von X = AU BUC

Wir werden diese Definition im néchsten Teilkapitel mehrfach verwenden.

12.3. Die Berechnung der Umlaufzahl. In diesem Kapitel wollen wir fiir einen gegebe-
nen Integrationsweg v die Umlaufzahlen fiir alle Punkte im Komplement von v bestimmen.
Wir werden dazu im Folgenden verschiedene Methoden kennenlernen um Umlaufzahlen zu
berechnen. Wir werden diese fiir Berechnungen verwenden, aber nicht in Beweisen. Wir
werden daher die Beweise streckenweise nur skizzieren.

Definition. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Weg.
(1) Wir schreiben || := 7([a, b]).
(2) Wir sagen ein Punkt z € C liegt auBerhalb der Kurve v, wenn es einen Strahl
S={z+1t -v|t €Rso} mit v # 0 gibt, welcher v nicht schneidet.

Kurve « Strahl, welcher v nicht schneidet

Punkte, welche auflerhalb von v liegen

Lemma 12.6. Es sei vy: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. Fiir jeden Punkt z
aufserhalb von ~y gilt n(y,z) = 0.

Beweis. Es sei 7: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es sei z ein Punkt,
welcher auflerhalb von v liegt. Nach einer Verschiebung konnen wir annehmen, dass z = 0.
Nach Voraussetzung gibt es ein v = e¥!, so dass sich das Bild des Integrationswegs ~ in

der Menge U = C\{t-e‘ﬂi|t€Rzo} = (C\Ew

521y Priisenziibungsblatt 7 werden wir sehen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation ist.
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befindet. Es folgt: 1 1
n(’y,z) = %IQ df = 0.
! i
nach Lemma denn nach der Diskussion
auf Seite [40| besitzt ¢ auf C\ S, eine Stammfunktion,

namlich den entsprechenden Logarithmuszweig [ |

Lemma 12.7. Es sei v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und es seien w, z
zwei Punkte, welche in der gleichen Komponente von C\ |v| liegen. Dann gilt

n(y,w) = n(y,2).

A ~— Kurvey

Weg p YOH — ‘ ——  die Umlaufszahl ist konstant

w nach z ‘ . auf den fiinf Komponenten
von C\ 7]

Beweis. Es sei also v: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. In Ubungsblatt 7
beweisen wir, dass die Funktio

f:C\hl = Z 1 ,
e onln2) = gy [ T

v

stetig ist. Es seien nun w, z zwei Punkte, welche in der gleichen Komponente von C \ ||
liegen. Dies bedeutet, dass es einen Weg p: [a,b] — C mit p(a) = w und p(b) = z gibt,
welcher v nicht schneidet. Die Funktion
©:[a,b — Z
t = n(y,p(t) = f(p(t))

ist die Verkniipfung der stetigen Abbildungen p und f, also wiederum stetig. Nachdem |[a, b]
zusammenhéngend ist, und nachdem die Funktion © nur Werte in Z annimmt, muss die
Funktion © nach Lemma [7.7] konstant sein. Insbesondere gilt

n(y,w) = n(y,pla)) = 6(a) = O(b) = n(y,p(b)) = n(y,2). u

Definition. Es seien nun v und w zwei Vektoren in R? = C, welche linear unabhiingig
sind. Wir sagen v und w sind positiv orientiert, wenn es ein ¢ € (0, 7) gibt, so dass

W i, U

fwl = € " Tel
Andernfalls sagen wir, dass v und w negativ orientiert sindﬂ

Das folgende Lemma gibt nun an, wie sich die Umlaufzahl &ndert, wenn wir von einer
Komponente von C \ |y| zur nidchsten wechseln.

53Nach Satz nimmt diese Funktion in der Tat Werte in Z an.
Etwas salopp gesprochen sind v und w positiv orientiert, wenn man die w-Richtung aus der v-
Richtung durch Drehen gegen den Uhrzeigersinn erhélt.
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w v w v v w
y >
v v
v w w

v und w sind positiv orientiert v und w sind negativ orientiert

Lemma 12.8. FEs sei «y: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg und w,z € C\ |v|.
Wenn es genau ein ty € [a,b] gibt, so dass y(to) auf der Strecke Wz von w nach z liegt,
und wenn ' (ty) und Wt =z —w linear unabhdngig sind, dann gilt:

n(y,z) = { n(v,w)+1, wenn ~'(ty) und wt positiv orientiert sind,

n(y,w) —1, wenn ' (ty) und wz negativ orientiert sind.

n(y,2) = n(y,w) +1 n(y,z) =n(y,w) -1
die Umlaufszahl erhoht sich um +1, die Umlaufszahl erniedrigt sich um 1,
wenn der Weg von einer Komponente wenn der Weg von einer Komponente
zur anderen Vorfahrt (“rechts vor links”) zur anderen nicht Vorfahrt
hat vor dem Weg hat vor dem Weg ~

Beispiel. Mithilfe von Lemmas[12.6] [12.7] und [12.8 kénnen wir in der Praxis Umlaufzahlen
problemlos bestimmen. Beispiele von Umlaufzahlen fiir zwei verschiedene Wege sind in der
Abbildung skizziert.

0
0 _—— Kurve v — a
0
0
0
0
0 0

Beweisskizze fiir Lemma [12.8] (x). Um die Notation und das Argument etwas zu ver-
einfachen, machen wir folgende Annahmen:

(1) w liegt unterhalb der z-Achse,
(2) z liegt oberhalb der z-Achse,
(3) v verlduft in der Nahe von ~(ty) auf der z-Achse, namlich von,links nach rechts”.

Im Folgenden seien v/, 3, 9, 5/ und o die Wege, welche in der Abbildung am Ende des
Beweises skizziert sind. Den Weg ~" erhalten wir dabei dadurch, dass wir aus v den Weg
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a,,herausschneiden”. Dann ist

2ri-n(B-0-4 -7, 2) = 2mi-n(B-0-4 v, w)
/T\

/I\
denn v und 3-8 -’ -+ sind homotop in C\ {z} nach Lemma [12.7] denn w und z liegen in
der gleichen Komponente von C\ |6 -5 -+/|

27i - n(v, 2)

1 1
= | e =
B-5-B' X ﬂ.g.ﬂ/.l(_a).a.7/
= f mdf + f @df = 27ri-(1—|—n(7,w)).
BB (—a) ay’
= 2ri, denn wie in Korollar [5.6] =2min(y,w)

ist dies gerade das Integral
iiber den Kreis um w

Durch Kiirzen von 271 erhalten, wie erhofft, dass n(v, z) = n(v,w) + 1. [

® ] \
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13. DER RESIDUENSATZ

Das Ziel von diesem Kapitel ist den sogenannten Residuensatz zu formulieren und zu
beweisen. Dieser erlaubt es uns viele Wegintegrale nur mithilfe von Umlaufzahlen und,,Re-
siduen” zu bestimmen. Wir kennen schon die Umlaufzahlen. Wir fithren daher als néchstes
die Residuen ein, und wir wollen dann verschiedene Methoden kennenlernen, um diese zu
berechnen.

13.1. Das Residuum. Wir fithren also nun erst einmal das Residuum einer Funktion an
einer isolierten Singularitat ein.

Definition. Es sei 2 eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f: U — C.

Wir wéhlen ein r > 0, so dass D,.(z0) \ {20} C U. Wir bezeichnen dann
1
res,(f) = 3.3 f f(z)dz

|z—20|=r

als das Residuum von f im Punkt ZOEI

Residuum res,, (f) := 2%” f f(z)dz

|z—2z0|=r

Bemerkung. Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singula-
ritét zo. Nach dem Laurent-Reihenentwicklungssatz gibt es ein 7 > 0 und eindeutig
bestimmte komplexe Zahlen {c, }nez, so dass

o0

f(z) = > cu(z—2)" fir alle z € D,.(20) \ {20}
In diesem Fall gilt:
res,,(f) = ﬁ f S cn(z—20)"dz = c_y = der Koeffizient von (z — z) ™"
|z—zp|=r M=—° +

folgt aus Satz (3)

Insbesondere, wenn 2, eine hebbare Singularitit ist, dann gilt res,,(f) = c_; = 0.
Beispiel.
n—4

e* 1 2" o= 24 1 . Xz 1
reso ( S1) = reso ( zi-). 57) = reso ( > ) = der z7-Koeffizient von } = 37

n=0 n=0 n=0 n!

Selbst wenn wir noch nicht recht wissen, wofiir Residuen gut sind, wollen wir nun im
Folgenden die Residuen einer Funktion an einer Polstelle mit moglichst geringem Aufwand
bestimmen.

55Es folgt aus Korollar dass diese Definition nicht von der Wahl von r abhéngt.
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Lemma 13.1. Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion, welche in zy eine Polstelle
der Ordnung < k besitzt. Dann gilt:

die (k — 1)-ste Ableitung am Punkt zy von der

- 1
resy(f) = (k=1)!' " holomorphen Fortsetzung von (z — 29)* - f(2) auf U U {z}.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z) = %2) Da cos(0) = 1 folgt aus Lemma ,
dass f bei zp = 0 eine Polstelle zweiter Ordnung besitzt. Also gilt:

reso(f) = di(holomorphe Fortsetzung von 2% f(z) auf C)| = dicos(z) = —sin(z)| =0.
4 z z=0 z z=0 z=0
Lemma [[3.1] mit k& = 2
Beweis. Es sei also f eine holomorphe Funktion, welche am Punkt z; eine Polstelle der
Ordnung < k besitzt. Dann gibt es nach Satz [10.5 ein » > 0 und eindeutig bestimmte
komplexe Zahlen {c,},ecz, so dass
f(z) = > cn-(z—2)" fir alle z € D, (z0) \ {20}
n=—=k
Also ist i 00 i o0
o f) = e () = 3 e (2= 2"
n=—k m=0 .,
holomorphe Fu;krtion auf Dr(z9)
eine holomorphe Funktion. Also gilt:
m—1 : - m 1 dk_l - m
res,, (f) = c_1 = 2™ -Koeffizient von »_ ¢i - (2 — 20)™ = 1) T > Cm—k- (2 — 20)
T m=0 T ’ @:0 ., Z=Zz0
sieche oben folgt aus Korollar holomorphe Fortsetzung

von (z—z0)" ‘(z)

Wir haben damit die gewiinschte Gleichheit bewiesen.

Folgendes Lemma ist oft auch sehr hilfreich um Residuen zu bestimmen.

Lemma 13.2. Es seien g, h zwet holomorphe Funktionen auf einer offenen Umgebung von
20. Es sei g(z0) # 0 und es sei 2y eine Nullstelle erster Ordnung von h(z). Dann ist

resz()(%) = hg'((ioo))'

Beweis. Die Funktion h besitzt nach Voraussetzung bei 2 eine Nullstelle erster Ordnung.
Nach dem Faktorisierungssatz m gibt es eine holomorphe Funktion ¢ mit ¢(z) # 0, so

dass h(z) = (2 —20) - w(2).

Nun folgt:
folgt aus Lemma mit k=1

3
res,, (%) = Tres,, (Q_‘ZS%) = holomorphe Fortsetzung von (z — zp) - (

_ 9(20) _ 9(20)
vmzg P20) T W(20)°
/I\

9(z)
o(2)

aus h(z) = (z — 20) - ¢(2) folgt W' (z) = (2 — 20) - ¢'(2) + ¢(2)
die Gleichheit folgt nun durch Einsetzen von z = z [ |
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Beispiel. Die Funktion

2

fz) = ==
hat Polstellen erster Ordnung wenn z* = —1, d.h. bei
e = exp (5(1+2-k)i), mit k =0, 1,2, 3.
Wir setzen g(z) = 22 und h(z) = 1+ 2*. Fiir die Polstelle z; erhalten wir:
res,, (f) = h%gzz; = 42’2 = ﬁ = iexp(—%(l—kzk)i).
Le;ma deZn ()=l = et

13.2. Der Residuensatz. Der folgende Satz ist einer der Hohepunkte der Funktionen-
theorie. Er besagt, dass man viele Kurvenintegrale ganz einfach durch das Bestimmen von
Residuen und Umlaufzahlen bestimmen kann, ohne dass man sich jemals Gedanken um
Stammfunktionen machen muss.

Satz 13.3. (Residuensatz) Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, es sei
D C G eine abgeschlossene diskrete Teilmengﬂ und es sei vy ein geschlossener Integrations-
weg in G, welcher D nicht trifft. Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f: G\ D — C,

dass
[ F(@)dz = T n(y,w) resu(f).

weD

einfach zusammenhéngendes G fiir jede holomorphe

Funktion f: G\ {wy,...,ws} — C gilt:

5

o [f(2)dz = Y n(y,wi) - res,, ()

k=1

= T€Sy,(f) —resy, (f) + 2-res,. (f).

Bemerkung. Die Summe im Residuensatz ist endlich. Genauer gesagt, es gibt nur endlich
viele Punkte in w € D, mit n(y,w) # 0. Dies sicht man wie folgt. Das Bild |y| der Kurve

ist kompakt, insbesondere ist |y| enthalten in einer abgeschlossenen Scheibe Dﬁ{) Da

D abgeschlossen und diskret ist und da D, (0) kompakt ist, folgt aus Lemma dass
D N D,(0) nur endlich viele Punkte enthélt. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass

alle Punkte aulerhalb von D, (0) auch auflerhalb von v liegen. Insbesondere kénnen nach
Lemma nur die Punkte in D N D, (0) eine nicht verschwindende Umlaufzahl besitzen.

Beweis vom Residuensatz wenn D endlich ist. Essei G C C ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet, es sei D = {wy,...,w;} C G eine endliche Teilmenge und es sei 7 ein geschlossener
Integrationsweg in G, welcher D nicht trifft.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede holomorphe Funktion f: G\ D — C gilt:

k

(%) s [ F(2)dz = 3 n(v,w;) - res,, (f).

J=1

56Tn den meisten Anwendungen ist G = C und D ist eine endliche Teilmenge von C.
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In den néchsten drei Behauptungen wollen wir erst einmal die Aussage fiir verschiedene
Typen von Funktionen beweisen.

Behauptung 1. Wenn sich f: G\ D — C zu einer holomorphen Funktion f: G — C
fortsetzen 148t, dann gilt die Aussage (x) fiir f.

Nach Voraussetzung ist GG einfach zusammenhéngend und damit ist v nullhomotop in G.
Da sich f zu einer holomorphen Funktion of G fortsetzen 148t, folgt aus Korollar dass
die linke Seite von (*) Null ist. Die rechte Seite von (x) ist ebenfalls Null, nachdem wir auf
Seite gesehen hatten, dass das Residuum an einem Punkt verschwindet, wenn sich die
Funktion holomorph auf den Punkt fortsetzen 1483t. H

Behauptung 2. Es sei j € {1,...,k}. Die Aussage (x) gilt fiir jede Laurent-Reihe der
Form

o0

f(z) = X2 e (z—wy)",
n=—oo
welche auf C \ {w;} konvergiert.
In diesem Fall ist
1 1 S = _1
%ff(z)dz = %f Yo (z—wy)tdz = Y 5= ) e (2 —w)"dz
nach Satz (3) kénnen wir den
Konvergenzsatz fiir Wegintegrale anwenden
k
1 1
= C1° 57 f o dz = resy, (f) -n(y,w;) = Y n(y,wr) - resy,(f).
0 ~ J T =1
. —/_/ . . .
denn fiir n # —1 —n(y,w;) siehe Seite [106] an allen anderen Punkten sind
besitzt (z — w;)" R die Residuen = 0, da die Funktion f
eine Stammfunktion dort holomorph ist

H
Behauptung 3. Wenn die Aussage (x) fiir zwei Funktionen f und ¢ gilt, dann gilt die
Aussage (%) auch fiir f + g.

Diese Behauptung folgt sofort aus der Beobachtung, dass beide Seiten der Aussage (x)
additiv sind. H

Wir wenden uns nun dem Beweis vom allgemeinen Fall zu. Es sei also f: G\ D — C
eine beliebige holomorphe Funktion. Fiir j = 1,...,k sei h;(z) der Hauptteil der Laurent-
Reihenentwicklung von f um w;. Nachdem jedes w; eine isolierte Singularitdt von f ist,
existiert jeweils ein € > 0, so dass h;(2) fiir alle z € D.(w;) \ {w;} konvergiert. Nachdem
h;(z) eine reine Laurent-Reihe ist, konvergiert nach Satz die Laurent-Reihe h;(z) sogar
auf ganz C\ {w;}.
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Bei den Singularitdten wy, ..., wy verschwindet jeweils der Hauptteil der Funktion ﬂ

k
f(z) — 2 hj(z), es folgt also aus Satz|10.5, dass wir diese Funktion holomorph auf ganz G
i=1

fortsetzen kénnen. Wir drehen den Spief um und schreiben

f6) = 16 - N + T )

Aussage (x) gilt nach Aussage (x) gilt
Behauptung 1 nach Behauptung 2
also gilt nach Behauptung 3 die gewiinschte Aussage () auch fiir die Funktion f. |

Beweis vom Residuensatz wenn D unendlich ist (x). Es sei nun also G C C ein ein-
fach zusammenhéngendes Gebiet, es sei D C G eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge
und es sei v: [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, welcher D nicht trifft.

Die Menge D ist nun also eventuell unendlich. Aber es folgt aus Lemma[7.6] dass fiir
jedes r > 0 die Menge DN D, (0) endlich ist. Wir wollen uns daher auf einen endlichen
Bereich D,(0) einschrénken. Wir miissen dabei r so wihlen, dass v in D,.(0) enthalten
ist, und dass v in G N D,.(0) zudem auch nullhomotop ist.
Nachdem G einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Homotopie von ®: [a,b] x[0,1] - G
von v zu einem konstanten Weg. Aus der Kompaktheit von ®([a,b] x [0, 1]) folgt, dass es
ein r > 0 gibt, so dass
®([a,b] x [0,1]) < D,(0).
Nachdem D abgeschlossen und diskret ist und da D,.(0) kompakt ist, folgt aus Lemma ,
dass D' := D N D,(0) nur endlich viele Punkte z1, ..., z, enthélt.

Wir fithren nun genau das gleiche Argument wie im vorherigen Beweis durch, nur dass
wir anstatt mit G und D nun mit G’ = GND,(0) und D' = DN D,(0) arbeiten. Die Menge
G’ ist offen, aber nicht notwendigerweise einfach zusammenhangend. Aber die Kurve 7 ist
nullhomotop in G’, und das ist das einzige, was wir im vorherigen Argument verwendet
hatten. Der Rest vom vorherigen Beweis kann ohne Abédnderung iibernommen werden. W

Definition. Es sei X C C eine Teilmenge. Wir sagen X besitzt eine positive Randkurve,
wenn es einen geschlossenen Integrationsweg 7: [a,b] — C mit |y| = 0X gibt, so dass

(v, 2) = 1, fiir alle z im_Inneren von X,
2T 00 firalle 2 ¢ X

Wir bezeichnen einen solchen Integrationsweg ebenfalls mit 0.X E'
5TIn der Tat, denn fiir [ € {1,...,k} gilt an dem Punkt w;, dass

Hauptteil(f(z) - ilhj(z)) = Hauptteil(f(z)) — Hauptteil(hy(z)) — i# Hauptteil(h; () = 0.
i= i=1

= 0, nach Wahl von h; =0, da h;(z) holomorph
in w; fir j #1

58Fiir ein Rechteck Q ist dies im Prinzip gerade die Konvention, welche wir auf Seite eingefiihrt
hatten.
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Scheibe Halbkreis
/
positive Randkurve positive Randkurve positive Randkurve
der Scheibe des Rechtecks vom Halbkreis

Die meisten, alltdglichen” Anwendungen vom Residuensatz kann man schon mit der
folgenden, etwas einfacheren Residuenformel bewerktétigen.

Satz 13.4. (Residuenformel) Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und
es sei X C G eine Teilmenge mit X C G, welche eine positive Randkurve besitzt. Es sei
D C G eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge mit DNO0X = &, und es sei f: G\ D — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt

a[(f(z)dz = 21 D resy(f).

weDNX

é]);f(z)dz = 2mi Y, resy(f)

weDNX

Beweis. Die Residuenformel folgt sofort aus dem Residuensatz[13.3] angewandt auf G und
auf v = 0X, denn fiir alle w im Inneren von X gilt nach Voraussetzung n(y,w) = 1 und
fiir alle w, welche nicht in X liegen, gilt nach Voraussetzung n(vy,w) = 0. [

Beispiel. Wir betrachten den Fall G = C, die holomorphe Funktion f(z) =
isolierten Singularititen bei

2z = exp (Z(1+2-k)i), mit £k =0,1,2,3.
Auf Seite hatten wir gesehen, dass res,, (f) = 1 exp(—2(1 + 2+ k)i). Zudem sei X das
Rechteck mit den Ecken —1,—1 + 1,1 + i, 1. Dann gilt

1 .
T mit

Residuenformel [3.4] nur zo und z; liegen in X
v v
ff(z)dz = 2mi Y. res,(f) = 2mi- (res,(f)
0X weDNX

die vier Nullstellen von 1 + 2% sind
zp = exp(§ (14 2k)i), mit £ =0,1,2,3
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14. UNEIGENTLICHE INTEGRALE VON RATIONALEN FUNKTIONEN

In diesem Kapitel wollen wir den Residuensatz anwenden, um héchst elegant uneigentli-
che Integrale von rationalen Funktionen zu bestimmen Wir erinnern dazu an folgende zwei
Definitionen.

Definition. Eine rationale Funktion ist eine Funktion, welche geschrieben werden kann als
Bruch von zwei Polynomen, moglicherweise mit komplexen Koefﬁzienten.@

Definition. Fiir eine reelle Funktion f: R — C hatten wir in [Frll, Kapitel 17] das unei-
gentliche Integral {iber (—o0, 00) definiert als

o) 0 o) 0 T
_f flx)dr = _f f(z)dz + Off(:v)dx = 7ii}r_nooff(az)alal: + Tli_}rgo_!f(x)dx,

sofern die beiden Grenzwerte rechts existieren, also gegen eine komplexe Zahl konvergieren.

In diesem Kapitel wollen wir uneigentliche Integrale von rationalen Funktionen studie-
ren, also uneigentliche Integrale der Form

o0

(z
f g(—x dx,

—00

NP N

wobei p(z) und ¢(x) Polynome sind, und wobei g(x) keine reellen Nullstellen besitzt. Bei-
spielsweise mochten wir gerne das folgende uneigentliche Integral bestimmen:

2 2

X
f Trad dz.
-0

Satz 14.1. Es seien p(x) und q(z) zwei reelle Polynome, wobei q(x) keine reellen Nullstellen
besitzt. Dann gilt

T 0 it > G i +2

In dem Beweis von Satz werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 14.2. Es sei p(z) ein komplexes Polynom von Grad n. Dann gibt es ¢,C' > 0 und
ein R >0, so dass

clz|™ < p(z)] < C-|z|" fir alle z € C mit |z| > R.

Beweis. Es sei also " o1
p(z) = ap-2"4+a,_1-2"" +ar-z+ ag,

ein Polynom von Grad n, d.h. mit a,, # 0. Wir schreiben dieses wie folgt um:

p(z) = an~z"-(1+a”*11+~~+2—n{1+a—0iﬂ>.
JOn % an 2 A 2

=r(z)

51n der Schule unterscheidet man zwischen ganzrationalen Funktionen, welche durch Polynome be-
schrieben werden kénnen und gebrochenrationalen Funktionen, welche eben nicht durch Polynome be-
schrieben werden konnen. Diese Sprechweise ist in der Fachmathematik eher uniiblich.
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Nachdem lim r(z) = 0 gibt es ein R > 0, so dass

Z—00

Ir(z)] < % fir alle z mit |z| > R.

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun, dass

2lanl 2" < p(2)] € 2-lan| -] firalle 2 mit |2 > R.

—— ——
=:c =:C

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis von Satz ZU.
Beweis von Satz [14.1l Es seien p(z) und ¢(z) zwei reelle Polynome, wobei ¢(z) keine
reellen Nullstellen besitzt. Wir bezeichnen mit & den Grad von p(z) und wir bezeichnen

mit [ den Grad von ¢(z). Aus Lemma [14.2] angewandt auf p(x) und ¢(x) folgt, dass es
¢,C' >0 und ein R > 0 gibt, so dass

c~’x|kfl < ‘Z)Eg

Es sei s € Z. Aus [Frll Lemma 17.1] folgt:

< C-|zfF" fiir alle 7 € C mit || > R.

—-R [e%¢)
die uneigentlichen Integrale [ z*dx und [ z°dz konvergieren <= s < —2.
R

—00

Der Satz folgt nun aus [Frll Satz 18.3], d.h. dem Majoranten-Kriterium fiir uneigentliche

Integrale S| n

Satz 14.3. Es seien p(x) und q(z) zwei reelle Polynome, wobei q(x) keine reellen Nullstellen
besitzt. Wir nehmen an, dass Grad(q(z)) > Grad(p(x)) 4+ 2. Dann gilt

T o), . (22)
=—dxr = 2mi- > res,, ( —— .
—o0 Q(x) w Nullstelle q(z)
des Nenners ¢(z) mit
Im(w) > 0
Beweis. Es gilt
o'} 0 r r
p(@) 40— p(x) - p@) 0 p@) 4 pz) 4.
S e plin;i iy ot Jim [ B de =t [ {5 do : i J 55 ds = (9
Lemma der Weg «,. verbindet die Punkte —r und r auf der x-Achse

Wir wollen jetzt «, zu einem geschlossenen Weg verldngern, damit wir die Residu-
enformel verwenden konnen.

60Zur Erinnerung, dieses lautet wie folgt: Es seien f,g: [a,b) — R zwei stetige Funktionen gegeben,
wobei b € RU {oco}. Nehmen wir an, es gibt ein C € (a,b), so dass g(z) > |f(z)] fur alle x € [C,b). Dann
gilt b b
J 9(z) dz konvergiert = [ f(z)dz konvergiert.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir Funktionen, welche auf (a,b] definiert sind.
61Warum folgen eigentlich beide Aussagen,=" und,<” von Satz aus den gerade angegebenen
Argumenten?
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Fiir r > 0 bezeichnen wir mit 3, den Halbkreis in der oberen Halbebene um den Ursprung,
welcher den Punkt r mit dem Punkt —r verbindet. Dann gilt

Lemma
+ n
() = lim f 2E) .~ lim fMdz = 27i- ) res,, <@) — lim fwdz.
T—00 q(z) r—00 q(z) 1 7\ q(z) 7—00 q(2)
o Br Br J
—_—
fiir 7 gro8 genug ist dies nach der hierbei sind wy, ..., w, die Nullstellen von ¢(2)
Residuenformel m bestimmt durch die in der oberen Ha]bebene

Residuen von M bei allen
Nullstellen w von qu mit Im(w) >0

~_— der Weg 3,

die Nullstellen wy, ..., w,
von ¢(z) in der
oberen Halbebene

—r N der Weg o, 7

Wir miissen nun noch zeigen, dass der zweite Grenzwert verschwindet, d.h. wir wollen
folgende Behauptung beweisen.

Behauptung. Es ist lim f p(z) _ 0
T—>00

Es folgt aus Lemma [14.2) angewandt auf p(z) und ¢(z), dass es ein R > 0 und ein C' > 0
gibt, so dass fiir alle z € C mit |z| > R gilt, dass

)IM
q(2)

Fiir alle r > R gilt dann

S C - |Z‘Grad(p)—Grad(q) S C - ’Z‘_Q.

‘ f p(2) dz‘ < Lénge(,) - Maximum von |@| auf dem Halbkreis 3, < 7r - % — Cm

3 q(2) q(z) T r
nach Lemma [4.3] < ‘Zc‘

Wir sehen also, dass im Grenzwert r — oo das Integral verschwindet. [

Beispiel. Wir kehren zu dem Integral
o 2
X
f 1+t dx
zuriick. Auf Seite hatten wir schon gesehen, dass die Nullstellen des Nenners gegeben
sind durch

2 = exp (F(1+2-k)i) = cos(F(1+2-k)) +i-sin(F(1+2-k), mitk=0123

TV
>0 wenn k=0,1
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Fiir £ = 0,1 liegt z; in der oberen Halbebene, fiir k£ = 2, 3 liegt 2z in der unteren Halbebene.
Auf Seite hatten wir schon berechnet, dass

. Zihler bei zj, _ s 1 _ 1 _ k)i
res;, (f) = Ableitung des Nenners bei z,, 4z} 4z 4 eXp ( i1 +2-k) 1)'
Lemma [13.2)

Wir erhalten also, dass

_f 1114 dx ? 2Wik§liexp(—2(l+2-k)i) — %Wi~<?Xp (—%i)/—l—?xp (—%i)) — \/Liﬂ'.

Satz [4.3] =25 (1-1) =2 (-1-i)

L . —exp(§i)
die vier Nullstellen von 1 + z* sind
zp = exp(§ (14 2k)i), mit £ =0,1,2,3 \\I/'/
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15. MEROMORPHE FUNKTIONEN UND DER SATZ VON ROUCHE ()

Dieses Kapitel ist nicht mehr Teil der Analysis III Vorlesung und ist insbesondere in
keinster Weise klausurrelevant. Jedoch ist der Stoff dieses Kapitels Staatsexamensstoff.

15.1. Meromorphe Funktionen.

Definition. Eine meromorphe Funktion ist eine holomorphe Funktion f: C\ D — C, wobei
D C C eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge ist, so dass jeder Punkt in D entweder eine
hebbare Singularitéit oder eine Polstelle ist.

Beispiele.

(1) Jede ganze Funktion ist meromorph.

(2) Jede rationale Funktion ist meromorph, denn der Nenner besitzt nur endlich vie-
le, insbesondere diskrete, Nullstellen. Zudem ist jede Singularitét einer rationalen
Funktion eine Polstelle.

(3) Summen und Produkte von meromorphen Funktionen sind meromorph. Genauer
gesagt, wenn f: C\ D — C und ¢g: C\ E — C meromorphe Funktionen sind, dann
sind auch f+g: C\(DUE) — Cund f-g: C\(DUE) — C meromorphe Funktionen.

(4) Die Ableitung einer meromorphen Funktion ist wiederum meromorph. E]

(5) Andererseits ist die Funktion sin(2) nicht meromorph, denn wie wir auf Seite
und auf Seite [88| gesehen hatten, ist die Singularitéit zg = 0 weder hebbar noch eine
Polstelle.

Lemma 15.1. Es sei f: C\ D — C eine meromorphe Funktion, welche nicht die Null-
funktion ist. Wir setzen N := {z € C\ D|f(z) = 0}. Dann ist die Funktion = auf

f(z)
C\ (DU N) ebenfalls meromorph.

Beweis. Wir bezeichnen mit N := f~1({0}) die Nullstellenmenge von f. Da f stetig ist,
und da {0} C C abgeschlossen ist, folgt aus [Fr2l Satz 2.15], dass das Urbild N := f~1({0})
auch abgeschlossen ist. In Lemma hatten wir schon gesehen, dass N diskret ist. Nach
Voraussetzung ist auch D diskret und abgeschlossen. Dann ist auch D U N diskret und
abgeschlossen. Es folgt aus dieser Diskussion und Lemma , dass f(lz) auf C\ (DUN)
eine meromorphe Funktion ist. [ |

Bemerkung. Wir sagen zwei meromorphe Funktionen f und g sind dquivalent, wenn f
und g nach Hebbung aller hebbaren Singularitdten ﬁbereinstimmenﬁ@ Wir bezeichnen
nun mit M die Menge der Aquivalenzklassen von meromorphen Funktionen. Wir kénnen

62Wenn = eine Polstelle von f ist, dann folgt aus Satz und Satz dass bei z eine Polstelle von
f! vorliegt.

63Man kann sich nun leicht davon itberzeugen, dass dies in der Tat eine Aquivalenzrelation ist.

64Von der Definition her sind beispielsweise

f:C\{0} — ((1: und g:C\Z — ((1:

zwei verschiedene meromorphe Funktionen, denn die Definitionsbereiche sind verschieden. Wenn wir aber
alle hebbaren Singularititen von g beheben, erhalten wir gerade f. Die beiden meromorphen Funktionen
sind also dquivalent.
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nun wie iiblich das Produkt und die Summe auf M bilden "] Mit diesen Operationen bildet
M einen Ring. Es folgt dann aus Lemma[15.1} dass M sogar ein Korper ist. Dieser Korper
wird, wenig iiberraschend, als der Kdrper der meromorphen Funktionen bezeichnet.

Definition. Es sei f eine meromorphe Funktion, welche nicht die Nullfunktion ist.

(1) Wir bezeichnen mit ]7 die meromorphe Funktion, welche wir durch Hebung aller
hebbaren Singularitdten von f erhalten.

(2) Wir bezeichnen mit N(f) die Menge der Nullstellen von f und wir bezeichnen mit
P(f) die Menge der Polstellen von f.

(3) Fr a € N(f) bezeichnen wir mit o(f,a) € N die Ordnung der Nullstelle von 7.
Ganz analog definieren wir o(f,a) € N fiir a € P(f) als die Ordnung der Polstelle.
Manchmal nennen wir o(f, z9) die Vielfachheit der Nullstelle bzw. der Polstelle.

(4) Fiir X C C bezeichnen wir

N(f,X) = > olf,a) bzw.  P(f,X) = > ofa)

aEN(f)NX a€P(f)NX
als die Anzahl der Nullstellen (bzw. Polstellen) von f in X, mit Vielfachheit gezéihlt.
Beispiel.
(1) Es ist
z—1

N(z*,C) = 4 und P<(z—2)(z+3)2’

C) =142 =3

(2) Aus dem Fundamentalsatz der Algebra, in der Formulierung von Korollar [6.8] folgt,
dass fiir ein Polynom p(z) von Grad n gilt N(p(z),C) = n. Mit anderen Worten,
die Anzahl der Nullstellen von einem Polynom von Grad n in C, mit Vielfachheit
gezahlt, betrigt gerade n.

Satz 15.2. (Satz vom Null- und Polstellen zihlenden Integral) Es sei [ eine me-
romorphe Funktion und es ses X C C eine Teilmenge, welche eine positive Randkurve 90X

besitzt. Wenn keine Nullstelle oder Polstelle von f auf 0X liegt, dann gilt

1 ['(z)
ﬁaxwdz = N(f,X) — P(f,X).

Nullstellen von f Polstellen von f

_ /

S [ LB g = NxL ) - P )

iJ f(z)

Der Satz besagt also, dass das Wegintegral von fTI iiber den Rand 0X die Differenz
zwischen der Zahl der Nullstellen und Zahl der Polstellen (jeweils mit Vielfachheit gezahlt)
von f in X bestimmt.

65Hierbei verwenden wir, dass fiir f ~ f und g ~ ¢’ auch gilt (f + f') ~ (g+¢') und (f- f') ~ (g-¢').
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Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f = f: d.h. wir kénnen annehmen, dass f keine
hebbaren Singularitdten besitzt.m Es sei 7 eine positive Randkurve. Dann ist

%[{cfl((zz)) dz = > res,(f) + X resu(f)

$ weN(f)NX weP(f)NX

folgt aus der Residuenformel
wir verwenden hierbei, dass die Singularitdtenmenge

von fT/ gegeben ist durch N(f)U P(f).

Es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. (1)  Fiira € N(f) gilt res, (f%) = o(f,a).
(2)  Fira€ P(f) gilt res, (f7> = —o(f,a).

Wir betrachten zuerst den Fall, dass a € N(f). Wir setzen k = o( f, a). Dann besagt der
Faktorisierungssatz [6.10, dass es eine holomorphe Funktion g gibt mit g(a) # 0, so dass

f(z) = (z=a)" - g(2).
Daraus folgt:

Kiirzen von (z — a)k~1

1 k—1 k. ./ + /
B e (N L R () SR
f(2) /) 4 (z—a)*-g(z) (z2—a)-g(z) 4
Produktregel da g(a) # 0 ist dies eine Polstelle der Ordnung < 1,
nach Lemma erhalten wir das Residuum durch
Multiplizieren mit (z — a) und Einsetzen von z = a
in die holomorphe Fortsetzung

Es sei nun a € P(f). Wir setzen k = o(f, a). Dann besagt Lemma [9.2] dass wir in der Néhe
von a schreiben kénnen

fz) = (z=a)™" - g(2),
wobei g eine holomorphe Funktion ist mit g(a) # 0. Genau die gleiche Rechnung wie oben
zeigt, dass das Residuum nun —k = —o(f, a) betragt. [

15.2. Der Satz von Rouché (x).

Satz 15.3. (Satz von Rouché) FEs seien f und ¢ meromorphe Funktionen. Zudem sei X
eine Teilmenge, welche eine positive Randkurve besitzt. Wenn f und ¢ in X keine Polstelle

besit d
esitzen, und wenn (z)| < |f(2)| fiir alle z € 0X,

N(f,X) = N(f+¢X),
d.h. f und f+ @ besitzen die gleiche Anzahl von Nullstellen in X, mit Vielfachheit gezdhlt.

Wir werden nun mithilfe des Satzes von Rouché einen neuen Beweis fiir den Fundamen-
talsatz der Algebra geben.

dann gilt

66T der Tat, denn die beiden Seiten der gewiinschten Gleichung stimmen fiir f und f iiberein.
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Satz[6.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f(z) von Grad n > 1 besitzt
eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Es sei

p(2) = ap- 2"+ apy - tar- 24 ag

ein Polynom von Grad n, d.h. es ist a, # 0. Wir wollen zeigen, dass p(z) eine Nullstelle
besitzt.

Der Satz von Rouché besagt insbesondere, dass wenn wir zeigen wollen, dass
N(p,X) > 0, dann miissen wir schreiben p = f + ¢ und ein X = B,(0) wihlen,
so dass wir die Nullstellen von f auf X bestimmen konnen, und so dass |p| < |f|
auf dem Rand 0X = 0B,(0). In unserem Fall wihlen wir nun f(z) = a, - 2" und
0(z) =ap_1 2" +---+ay -2+ ag, denn wir kennen die Nullstellen von f, und fiir
X = D,(0) gro§ genug, ist |p| < |f| auf 90X = 9B,(0).

Wir setzen also f(2) = a, - 2" und @(2) = ap_1- 2" '+ -+ a1z + ag. Aus dem Beweis von
Lemma folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass |¢(z)| < |f(2)| = |a, - 2" fiir alle z mit
|z| > r. Dann gilt

N(p,B,(0)) = Ngo(an-z”+gn_1-z"_1+...+alz+a9, B.(0)) = N(a,-z",B,(0)) =n > 0.

=f = =f(2)
v Satz von Rouché

Bemerkung. Die Aussage des Satzes von Rouché gilt nicht, wenn wir anstatt Nullstellen
mit Vielfachheiten nur die Nullstellen zdhlen wiirden. Wir betrachten beispielsweise die
Funktionen f(z) = 2% und ¢(z) = 1 auf Dy(0). Dann gilt |p(2)| < |f(2)] fiir alle z mit
|z] = 2. Die Anzahl der Nullstellen von f(z) in Dy(0) betrigt 1, wihrend f(2)+¢(z) = 23+1
drei Nullstellen in D5(0) besitzt.

Beweis des Satzes von Rouché. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung

@[0,1] — Ny
A= N(f+A-pX)

konstant ist. Wir beginnen mit einer Beobachtung: fiir A € [0, 1] ist

(N = N(f+A-¢.X) = N(f+A-0.X) = P(f+X-pX) = [Udg,
™ 0X

auf X keine Polstelle

wir kénnen Satz anwenden,
denn aus |g| < |f] auf 0X und A € [0, 1],
folgt, dass auch f + A - ¢ keine Nullstellen
auf 0X besitzt

=0, denn f und ¢ besitzen T
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Die rechte Seite héngt stetig von A abm Die Funktion & ist also stetig und nimmt nur
ganzzahlige Werte an. Es folgt also aus Lemma [7.7] dass die Abbildung ®, wie gewiinscht,
konstant ist. u

67Wir skizzieren im Folgenden den Beweis, dass ® stetig ist. Da die stetige Funktion
0X x[0,1] — C
(,A) = f@)+ Ap(x)
keine Nullstelle besitzt und da X x [0,1] kompakt ist, gibt es ein C' > 0, so dass |f(z) + Ap(z)| > C
fiir alle z € 90X und A € [0,1]. Zudem gibt es ein D > 0, so dass |f'¢ — ¢’ f| auf 9X durch D nach oben
beschrénkt ist. Fiir A, p € [0, 1] gilt, dass

(fHX-0)  (f+rpp) (XN Hpe) = () (f+X-0)  (flo—¢' [lp—N)

X9 frpp (f+X-@)(f + ) (f+X- o) (f +pp)
Fiir alle p, A € [0, 1] folgt:
_ (f+A-9)  (f+pp) ) D
B(\) — B(p)| = afxﬂw — S| < Lange(y) gy ln =,

/I\
Standardabschéitzung fiir Wegintegrale [4.3]

Wir sehen also, dass ® stetig ist.
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16. BIHOLOMORPHE ABBILDUNGEN UND DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ ()

Auch dieses Kapitel ist komplett irrelevant fiir Analysis III und super relevant fiir das
Staatsexamen.
Wir erinnern zuerst an eine Definition aus der Analysis II.

Definition. Eine Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Mengen von R" heifit Diffeo-
morphismus, wenn f eine Cw—Abbildunglﬂist, wenn f bijektiv ist, und wenn die Umkehr-
abbildung f~!': V' — U ebenfalls eine C*°-Abbildung ist. Wenn es fiir zwei offene Mengen
U und V einen solchen Diffeomorphismus gibt, dann nennen wir U und V' diffeomorph.

Beispiele.
(1) Die Mengen U = (—1,1) und V = R sind diffeomorph, denn
f:Uv=(-11) — V=R
t — tan(=t)
2

ist ein Diffeomorphismus.

(2) Es folgt relativ leicht aus den Definitionen, dass wenn U und V' diffeomorphe Teil-
mengen von R? = C sind, dann ist U einfach zusammenhiingend, genau dann, wenn
V' einfach zusammenhingend ist. Insbesondere sind also beispielsweise die Mengen
U=R?*\{(0,0)} und V = R? nicht diffeomorph.

(3) Die offene Scheibe U = D;(0,0) C R? und die ganze Ebene V' = R? sind diffeomorph.
Beispielsweise ist

fU=D0,0 — V=R
2 tan(3- lpl), wenn p £ (0,0),
p
(0,0), wenn p = (0,0)

ein Diffeomorphismus/*]

Wir fithren nun die offensichtlichen Analoga fiir den komplex differenzierbaren Fall ein.
Genauer gesagt, wir haben folgende Definition.

Definition. Eine Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Mengen von C heifit biholo-
morph, wenn f eine holomorphe Abbildung ist, wenn f bijektiv ist, und wenn die Umkehr-
abbildung f=': V — U ebenfalls eine holomorphe Abbildung ist. Wenn es fiir zwei offene
Mengen U und V von C eine solche biholomorphe Abbildung gibt, dann nennen wir U und
V' biholomorph.

Beispiele.
(1) Es ist offensichtlich, dass fiir alle @ # 0 and b € C die Abbildung f(z) = az + b auf
C biholomorph ist. Es folgt unter anderem, dass alle offenen Scheiben zueinander
biholomorph sind.
(2) Nachdem eine biholomorphe Abbildung insbesondere ein Diffeomorphismus ist, folgt
aus dem obigen Beispiel (2), dass C\ {0} und C nicht biholomorph sind.

68D.h. wenn f beliebig oft differenzierbar ist.
69Der Nachweis dieser Aussage ist etwas listig. Wir iiberlassen das gerne als freiwillige Ubungsaufgabe.
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(3) Die Mengen U = C und V' = D;(0) sind nicht biholomorph. In der Tat, denn jede
holomorphe Funktion U = C — V = D;(0) ist beschréinkt, also nach dem Satz
von Liouville konstant. Insbesondere kann eine holomorphe Funktion C — D;(0)
nicht bijektiv, geschweige denn biholomorph sind.

Notation.

1) Wir bezeichnen mit
1) ‘ H = {z€C|Im(z) > 0}
die offene obere Halbebene.

(2) Es seien a, b, ¢, d € R mit ad —bc # 0. Eine elementare, aber etwas langere Rechnung,
zeigt, dass die Abbildung

H — H
- az+b
cz+d

biholomorph ist. Diese Abbildungen auf H werden die Mobiustransformationen der
oberen Halbebene genannt.

Wir hatten gerade angemerkt, dass fiir a # 0 and b € C die Abbildung f(z) = az + b
auf C biholomorph ist. Das folgende Lemma zeigt nun, dass jede biholomorphe Abbildung
f: C — C von dieser Form ist.

Lemma 16.1. Es sei f: C — C eine biholomorphe Abbildung. Dann gibt es a # 0 und
be C, sodass f(z) =az+b fir alle z € C.

Beweis. Die Grundidee des Beweises ist, dass man die isolierte Singularitit zp = 0 der
Funktion g(z) = f(£) betrachtet. Man unterscheidet dann die drei Fille, dass zg = 0
hebbar ist, dass zy = 0 eine Polstelle ist, und dass zg = 0 eine wesentliche Singularitét ist.
Mithilfe des Satzes von Casorati—Weierstrafl kann man hierbei den letzten Fall ausschlieflen.
Die Details des Beweises von Lemma werden in Ubungsblatt 8 ausgefiihrt. [

Das néchste Lemma besagt insbesondere, dass die offene Scheibe D;(0) und die obere
Halbebene H biholomorph sind.

Lemma 16.2. Die Abbildung ®:H — D(0)
: 1

z=i
z = z+i
st biholomorph. Zudem gilt fiir alle y > 0, dass
o({z+iylzeR}) = {zeC||z— L] :y%}\{u.

y+1

H={z+yil|ly >0}
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Das Lemma besagt also insbesondere, dass der Abschluss vom Bild einer horizontalen
Gerade unter der Abbildung ® ein Kreis in D;(0) ist, welcher den Punkt 1 enthéilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst folgende Behauptung:

Behauptung. Es sei y > 0. Dann liegt fiir alle x € R der Punkt ®(z + iy) auf dem Kreis

Y 1
um <5 von Radius +1

Der Beweis der Behauptung ist gegeben durch eine elementare, allerdings etwas lang-
wierige, Rechnung. Es sei also y > 0 und = € R. Dann ist

2 2 2

O(a + iy) — Y _ |ztiy—i oy _ |eE+iy-)(=—iy+1) ¥
y+1 r+iy+i y+1 22+ (y + 1)2 y+1

. x2+y271—2m’_ Y ‘2

2?2 + (y +1)2 y+1

(#*+y* —1-2wi)(y+1) — (2 + (y + 1)2)y‘2
(2 +(y+1)?)(y+1)
@2+ -1y +1)— (22 +y*+1+2y)y —2zi(y + 1) 2
(@2 +(y+ 1))y +1)
—y+a?+y?—1—(1+2y)y —2zi(y+1) 2
(22 + (y+ 1)) (y + 1)

(= (r+ D% + @aly+1)? _ @ +E+1»? 1
(@ 4+ (y+1)?)2(y + 1) (@ + (y + 1)2)2(?4 +1)? (y+1)2
Dies zeigt also, dass ®(x + iy) auf den Kreis um +1 von Radlus —7 liegt. H

Es folgt insbesondere aus der gerade bewiesenen Behauptung, dass O(H) C D1(0). Wir
betrachten nun noch die Abbildung

U: Dy(0) — C
w+1.
wo o i
1—w
Eine leicht heroische Rechnung zeigt, dass W(D;(0)) C H und, dass ®(¥(z)) = z fur alle
z € D1(0) und ¥(P(2)) = z fiir alle z € H. Es folgt nun, dass ®: H — D;(0) biholomorph

ist[] Zudem folgt auch leicht aus dem bisher bewiesenen, dass

o({z+iy|zeR}) = {Z€C||'Z—y+1|_y+1}\{l} L

"Diese Aussage kann man sich wie folgt merken, das Bild der Gerade {z + iy|z € R} ist ein Kreis mit

Mittelpunkt auf der reellen Achse, welcher die beiden Punkte ®(yi) = ziJri = Zﬁ und,, ®(c0) = eri =1
enthélt.

"n der Tat. Aus der ersten Behauptung folgt, dass ®(H) C D;(0). Die Abbildung ist surjektiv,
denn fiir z € D;1(0) gilt ®(¥(z)) = 2. Die Abbildung ist auch injektiv, denn aus ®(w) = ®(w’) folgt,
dass w = U(P(w)) = ¥(P(w')) = w’. Wir sehen also, dass ®: H — D;(0) bijektiv ist. Nachdem die
Umkehrabbildung ¥ ebenfalls holomorph ist, folgt, dass ® sogar biholomorph ist.

"In der Tat, denn wir hatten gerade gesehen, dass ®: H — D;(0) surjektiv ist, also muss auch die
Abbildung

®: ({z+iylzeR}) — {ze(CHz—m :ﬁ}\{l}

surjektiv sein.
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Das folgende Lemma gibt ein weiteres Beispiel fiir eine Teilmenge von C, welche biho-
lomorph zur offenen Scheibe D;(0) ist. Der Beweis des Lemmas ist eine Ubungsaufgabe in
Ubungsblatt 8.

Lemma 16.3. Die geschlitzte Fbene
C\S_. = {z+iy|lz,y €R und x > 0 oder y # 0}
ist biholomorph zur offenen Scheibe D;(0).

Wir wollen nun noch der Frage nachgehen, welche offenen Teilmengen von C nun ei-
gentlich biholomorph zur offenen Scheibe D;(0) sind. Wir hatten schon gesehen, dass wenn
G biholomorph zur offenen Scheibe D;(0) ist, dann muss gelten G # C und G muss ein-
fach zusammenhédngend sein. Erstaunlicherweise sind dies auch schon die einzigen Ein-
schrankungen. Genauer gesagt, es gilt folgender Satz.

Satz 16.4. (Riemannscher Abbildungssatz) Jedes einfach zusammenhingende Gebiet
G C C, welches von C verschieden ist, ist biholomorph zur offenen Scheibe D1(0).

Leider haben wir in dieser Vorlesung keine Zeit um den Riemannschen Abbildungssatz
zu beweisen. Der Beweis dazu wird beispielsweise in [Ftl, Kapitel 5] oder [Jal, Kapitel 10]
ausgefiihrt.



1. EINLEITUNG 125

II. Maf3- und Integrationstheorie

1. EINLEITUNG

1.1. Der Integralbegriff und Volumen. In der Analysis I hatten wir den Begriff der
Riemann-Integrierbarkeit und das Riemann-Integral fiir Funktionen f: [a,b] — R auf kom-
pakten Intervallen eingefiihrt. Diese Theorie hat mehrere Einschrankungen, beispielsweise
hatten wir gesehen, dass die Funktion

0,1 — R

. 1, wenn z € Q,
& 0, wennz¢Q

nicht Riemann-integrierbar ist. In der Integrationstheorie wollen wir den Integralbegriff auf
mehr Funktionen erweitern, und wir wollen zudem auch den Integralbegriff fiir Funktionen
auf R" einfiihren.

In der Mafitheorie wollen wir zudem Teilmengen A von R™ ein Volumen Vol(A) zuord-
nen. Die Maftheorie und die Integrationstheorie hédngen eng miteinander zusammen. Es sei
beispielsweise A C R™ eine beschréinkte Teilmenge. Wir nennen

R* - R

. (z) = 1, wennuz € A,
v XA =10, wenn x ¢ A.

die charakteristische Funktion von A. Wenn wir das Integral und den Volumenbegriff
verniinftigt eingefithrt haben, dann soll am Ende natiirlich

fXA = Vol(A)

gelten.
1.2. Volumenfunktionen. Wir fithren nun erst einmal folgende zwei Definitionen ein.
Definition. Fiir eine Menge 2 bezeichnen wir

P(Q) := alle Teilmengen von §2

als die Potenzmenge von ().

Definition. Eine Volumenfunktion auf P(R") ist eine Abbildung

v: P(R") = {alle Teilmengen von R"} — RsqU {oo}
A — v(A),
welche folgende Eigenschaften erfiillt:

A) Es gilt
(A) Es gi v(Wiirfel [0,1]" C R") = 1 Normierung.

(B) Das Volumen ist monoton in dem Sinne, dass
ACB = v(A) <v(B) Monotonie.
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(C) Fiir A C R" und = € R" bezeichnen wir mit x + A := {z +a|a € A} die Translation
von A um x. Dann gilt

v(iz+A) = v(A) Translationsinvarianz.
(D) Fiir disjunkte Teilmengen A und B von R", d.h. fiir Teilmengen mit AN B = &, gilt
v(AUB) = v(A) +v(B) Additivitét.

Etwas verallgemeinert soll gelten, wenn Ay C R", k € N eine Folge von paarweise
disjunktenﬂ Teilmengen sind, dann gilt

v < p Ak) = > v(Ag) o-Additivitat.
=il k=1
Lemma 1.1. Wenn v eine Volumenfunktion auf P(R) ist, dann gilt

(1) Fiir jeden Punkt x € R ist v({z}) = 0.
(2) Fir jedes m € Z ist v([m,m+1)) = 1.
(3) Fir jede Wahl von m,n € Z mit m < n ist v([m,n]) =m — n.

Beweis.

(1) Es sei « € R beliebig. Fiir jedes k € N ist

kE-v({z}) = k;:v({;})
folgt aus (C)

v(l}i{é}) < o([0,1])
) ®

o> |
==

Nachdem dies fiir alle k& gilt, muss also v({z}) = 0 gelten.
(2) Es sei also m € Z. Dann gilt

1 =v(mm+1]) =ov(mm+1))+v({m+1}) = v(lm,m+1)).
* * =0, nach (1)
folgt aus (A) und (C) (D)

(3) Die letzte Aussage folgt nun leicht aus (1), (2) und (D), indem wir das Intervall [m, n]
in halboffene Intervalle [i,7 + 1), i = m,...,n — 1 und den Punkt {n} zerlegen. W

_ Bevor wir Volumenfunktionen weiter diskutieren, wollen wir noch einmal kurz zu den
Aquivalenzrelationen zuriickkehren, welche wir schon auf Seite eingefiihrt hatten.

Definition. Wir sagen eine Relation ~ auf einer Menge A ist eine A quivalenzrelation, wenn
fiir alle z,y,z € A gilt

T~
T~y = Yy~ (Symmetrie)
r~yundy~z = T~z (Transitivitit).

ID.h. es ist 4; N Aj = o fir alle ¢ # j.
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Beispiel.

(1) Die Relationz ~y : < 2 —y € 37 ist eine Aquivalenzrelation auf Z
(2) Die Relationz ~y : < z—y € Q ist eine Aquivalenzrelation auf R
(3) Die Relationz ~y : < = —y € Q ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Teilmenge X CR

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Eine Aquivalenzklasse
ist eine nichtleere Teilmenge Y C X, so dass gilt

(1) fir alle y,y’ € Y gilt: y ~ ¢/,

(2) wenn z ~ y fir ein y € Y, dann gilt z € Y.
Beispiel. Wir betrachten wieder X = Z mit der Aquivalenzrelation z ~ y <= z—y € 3Z.
Die Aquivalenzklassen sind dann gegeben durch

Z = {..,-3,0,3,6,...}
1+7Z = {...,=2,1,4,7,...}
247 = {...,—1,2,5,8,...}

In Lemma hatten wir gesehen, dass X die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenz-
klassen, d.h.

(i) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,
(ii) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A = B oder AN B = &.

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Wir sagen eine Teilmenge
A C X ist ein vollstéindiges Reprisentantensystem, wenn A aus jeder Aquivalenzklasse Y
genau ein Element enthélt.

Mit anderen Worten, A C X ist ein vollstindiges Repriasentantensystem, wenn es zu
jedem y € Y genau ein a € A gibt, welches zu y dquivalent ist. Ein vollstindiges Re-
prasentantensystem erhélt man dadurch, dass man aus jeder Aquivalenzklasse genau ein
Element wihlt [

Beispiel. Wir betrachten auf Z wieder die Aquivalenzrelation z ~ y ;<= (z —y) € 3Z.
Dann sind {07 172}7 {37 _278}7 {OJ 77_1}7
vollsténdige Représentantensysteme.

Wir hatten gerade den Begriff einer Volumenfunktion auf P(R") eingefithrt. Zusam-
mengefasst ordnet eine Volumenfunktion auf P(R") jeder Teilmenge von R™ ein Volumen
zu, und das Volumen besitzt verniinftige Eigenschaften, beispielsweise ist es translations-
invariant und additiv unter disjunkten Vereinigungen.

Dabei gibt es nun allerdings ein Problem, der folgende Satz besagt, dass es Volumen-
funktionen auf P(R™) nicht geben kann.

Satz 1.2. Fs sein € N. FEs gibt keine Volumenfunktion auf P(R™).

2Fiir die spitzfindigen Studenten/Studentinnen verweise ich auf:
http://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom
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Beweis. Wir werden den Satz nur fiir den Fall n = 1 beweisen. Den allgemeinen Fall
beweist man ganz dhnlich. Wir beweisen den Satz mit einem Widerspruchsbeweis. Nehmen
wir also an, es gibt eine Volumenfunktion auf P(R), d.h. eine Abbildung

v: P(R) = {alle Teilmengen von R} — Rso{oo}
A — v(A),

so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(A) Das Intervall [0,1] C R hat Volumen 1.

(B) Wenn A C B, dann gilt v(A) < v(B).

C) Fiir ACRund z € R gilt

(C) Fiir und x gi o(r 4 A) = o(A)

(D) Fiir paarweise disjunkte abzéhlbar viele Teilmengen A, C R gilt
/U(LICJA;C> = (4.
k
Wir betrachten folgende Aquivalenzrelation auf [0, 1]:

r~y <= x—yeQ <= esexistiert ein ¢ € Q mit x =y + q.

Es sei nun A C [0, 1] ein vollsténdiges Représentantensystem der Aquivalenzrelation ~. Aus
der obigen Diskussion von Aquivalenzklassen folgt, dass die Menge A folgende Eigenschaft
besitzt:

(%) Fiir jedes = € [0, 1] existiert genau ein a € A, so dass * = a + ¢ fiir eine rationale

Zahl q.

Wir machen hierbei die folgenden Beobachtungen.
(i) Nachdem A C [0,1] folgt, dass man jedes = € [0,1] schreiben kann als z = a + ¢,
wobei a € A und wobei ¢ eine rationale Zahl im Intervall [—1, 1] ist.

(ii) Esseien a,b € A. Wenn a # b, dann liegen a und b in verschiedenen Aquivalenzklassen,
also ist a — b & Q.
(iii) Aus (ii) folgt, dass fiir alle rationalen Zahlen ¢; # g» gilt, dass ]

(+A)N(p+tAd) =2

Behauptung. Es ist v(A) = 0.

Der Beweis der Behauptung ist ganz dhnlich zum Beweis von Lemma (1). Wir
wéhlen nun eine Abzdhlung ¢;,¢qs,... von den rationalen Zahlen im Intervall [—1,1] mit
¢ # q; fiir ¢ # j. Fiir jedes k € N folgt nun, dass

k k
Feod) = Do) = o+ = o U@+a) < o-12) = 3
=3 4 =1 4 =1 , 4 4
folgt aus (C) (D) und (iii) cl-1.2] (B) nach Lemma [[1]

S
Es folgt also, dass v(A) < ¢ -v([—1,2]) = 2 fiir alle k& € N. Dies ist nur mdglich, wenn
v(A) = 0. H

3In der Tat, denn nehmen wir an es gibt ein y € (g1 +A) N (g2 + A), dann gibt es ay, a2 € A, so dass
g1+ a1 =y = g2 + as. Es folgt, dass a1 — as = g2 — ¢1 € Q, im Widerspruch zu (ii).
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Andererseits gilt

1 = o(0,1]) < o(Ula+4) = S ole+4) Y ud) = o

eN T ieN $ iEN~e
wir kénnen (B) anwenden, denn (D) und (iii) (®) B
aus (i) folgt [0,1] ¢ U (¢ + A)
i€N
Wir haben damit einen Widerspruch herbeigefiihrt. [ |

Wir haben jetzt also ein Problem. Eine Volumenfunktion aus dem Schlaraffenland gibt
es leider nicht, wir kénnen nicht allen Teilmengen von R"™ ein, verniinftiges” Volumen zu-
ordnen. Andererseits ist es klar, dass es fiir die meisten Mengen, mit denen wir norma-
lerweise arbeiten, doch einen Volumenbegriff gibt. Wir werden in den folgenden Kapiteln
das Lebesgue-Mafl einfiithren, welches den Volumenbegriff zwar nicht auf der Potenzmen-
ge P(R™), aber dennoch fiir moglichst viele Teilmengen von R™ einfiihrt, und so dass die
Axiome der Volumenfunktion erfiillt sind.

Nachdem nicht alle Teilmengen messbar sein werden, miissen wir im Folgenden sehr
vorsichtig mit,, Mengen von Teilmengen” arbeiten. Dies zwingt uns unweigerlich, dazu ein
gehoriges Mal an Mengentheorie zu bewéltigen.
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2. MENGENRINGE, MENGENALGEBREN UND 0-ALGEBREN

2.1. Elementare Mengentheorie.

Notation. Fiir eine Menge 2 schreiben wir

P(2) := alle Teilmengen von {2 Potenzmenge von ).
Fiir A € P(Q2) definieren wir
A = {z ez g A} Komplement von A.
Fir A, B € P(Q2) definieren wir zudem
AUB = {x€Q|z € Aoder z € B}  Vereinigung von A und B
ANB = {x€Q|zx € Aund z € B} Durchschnitt von A und B
A\ B = {z € A|xz liegt nicht in B} mengentheoretische Differenz
sowie AAB = (A\B)U(B\A) symmetrische Differenz.

Die Teilmenge AAB besteht also aus den Punkten in €2, welche in genau eine der beiden
Mengen A und B enthalten ist.

symmetrische Differenz A A B

Wir kénnen den Begriff von Vereinigung und Durchschnitt auch auf Familien von Teilmen-
gen verallgemeinern.

Definition. Es sei {4;}ic; eine Familie von Teilmengen einer Menge ¥} dann definieren
wir

UA = {z€Q|esgibteinie [ mit z € 4;}
i€l

sowie NA = {zeQlfiralleieIgiltae A}
iel

In den folgenden beiden Lemmata fassen wir einige elementare Aussagen iiber symme-
trische Differenzen zusammen.

Lemma 2.1. Es seien A, B und C' Teilmengen einer Menge 2. Dann gilt

(1) AN = A

2) ANA = o

(3) AAB = BAA, Symmetrie von A

(4) (AAB)AC = AA(BAC), Assoziativitat von A

(5) (AAB)NC = (AnC)A(BNC) Distributivitit von A und N.

4Auf gut Deutsch heiBt das Folgendes: I ist eine Menge (z.B. {1,...,k} oder N, aber I kann auch z.B.
iiberabzéihlbar sein), und jedem Element ¢ € I ist eine Teilmenge A; von {2 zugeordnet. Siehe auch:

http://de.wikipedia.org/wiki/Familie_(Mathematik)
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Beweis. Der Beweis ist in allen Féllen elementar. Man kann sich von allen Aussagen
entweder durch elementare Logik oder durch hinreichend allgemeine Bilder iiberzeugen.
Die Aussage (5) wird beispielsweise in der Abbildung unten skizziert. |

ANB AnC  BnC

Bemerkung.
(1) Es folgt aus den Eigenschaften (1) bis (4) von Lemma [2.1 dass P(2) mit, Addition”
A eine abelsche Gruppe mit neutralem Element & ist [
(2) Es folgt aus den Eigenschaften (1) bis (5) und den offensichtlichen Aussagen, dass

ANB=BNA, (AnB)NC=ANn(BNC)und ANQ=A4,

dass P(€2) mit,, Addition” A und, Multiplikation” N sogar ein kommutativer Ring
ist. Das,,additiv neutrale” Element ist hierbei die leere Menge, und das,, multiplikativ
neutrale” Element ist hierbei €).

Lemma 2.2. (De Morgansche Regeln) Es seien A und B Teilmengen einer Menge Q.
D It

- (ANB)¢ = A°UBS und (AUuB)¢ = A°NB°.
FEtwas allgemeiner gilt fiir eine beliebige Familie {A;}icr von Teilmengen von 2, dass

(na) = Ua wd  (UA) = N4

i€l icl el el

Beweis. Die de Morganschen Regeln folgen aus elementarer Logik. |
2.2. Definition von Mengenringen und Mengenalgebren.

Definition. Es sei () eine Menge. Wir sagen A C P(f2) ist eine Mengenalgebra auf €2, falls
folgende Aussagen gelten:

(1) geA,
(2) Ac A = A°c A,
(3) A BeA = AUBeA
Beispiel.
(1) Wir betrachten die Menge € = N und
E(N) := {alle endlichen Teilmengen von N}

U {alle Komplemente von endlichen Teilmengen von N}.
Beispielsweise liegen

PEs sei Q eine endliche Menge. Da (P(f2), A) eine endliche abelsche Gruppe ist kénnen wir den Fun-
damentalsatz der endlich erzeugten abelschen Gruppen anwenden. Was besagt dieser in diesem Fall?



132 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE
{2,7,123}

und N\ {3,4,7} = {1,2,5,6,8,9,10,...}

in £(N). Man kann leicht iiberpriifen, dass £(N) eine Mengenalgebra auf N ist.
(2) Fiir eine beliebige Menge 2 sind A = {@, 2} und auch A = P(2) Mengenalgebren

auf .
Lemma 2.3. Es sei 2 eine Menge und A eine Mengenalgebra auf 2. Dann gilt:
(4) Qe A,
(5) A Be A = ANnBcA

Beweis. Es folgt aus den Eigenschaften (1) und (2), das 2 = @° ebenfalls in A liegt. Es
seien nun A, B € A. Dann gilt

ANB = ((ANB)°)°® = (A°U B°)“.
+ +
denn (X¢)¢ =X de Morgansche Regel
Es folgt aus den Eigenschaften (2) und (3), dass A° und B¢ in A liegen, dass dann auch
A°U B¢ in A liegt, und dann auch (A°U B°)° in A liegt. [

Definition. Es sei ) eine Menge. Wir sagen R C P(f) ist ein Mengenring auf €, falls
folgende Aussagen gelten:

(1) g EeR,

(2) A BeER = A\BEeR,

(3) A BeER = AUBETR.
Bemerkungen.

(1) Nicht jeder Mengenring ist auch eine Mengenalgebra. Beispielsweise ist 2 = N mit
R = {alle endlichen Teilmengen von N}

ein Mengenring, aber keine Mengenalgebra.
(2) Eine Mengenalgebra ist auch ein Mengenring, denn fiir A, B € A ist

A\ B = “alle Elemente in A, welche auerhalb von B liegen” = AN B°.
(3) Es sei € eine Menge. Es folgt aus A® = )\ A, dass ein Mengenring R genau dann

eine Mengenalgebra ist, wenn (2 € R.

Lemma 2.4. Es sei ) eine Menge und R ein Mengenring auf Q2. Dann gilt

(4) A BeR = ANBeR.
(5) A BER — AABeR.

Beweis. Die Eigenschaft (4) folgt sofort aus der Eigenschaften (2) eines Mengenrings und
der Beobachtung, dass fiir beliebige A und B gilt
ANB = “A, ohne die Elemente von A, welche aulerhalb von B liegen” = A\ (A \ B).

Die Eigenschaft (5) folgt sofort aus den Eigenschaften (2) und (3) eines Mengenrings und
der Definition der symmetrischen Differenz. |
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ne A\ (A\ B)

B A

Bemerkung. In der Bemerkung nach Lemma hatten wir gesehen, dass die Potenz-
menge P(2) mit Addition A und Multiplikation N ein kommutativer Ring ist. Es folgt
aus Lemma [2.4] dass ein Mengenring unter diesen beiden Operationen abgeschlossen ist,
also ist ein Mengenring mit diesen beiden Operationen auch ein Ring. Wir werden diese
Tatsache im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht mehr verwenden, aber diese Beobachtung
erklart zumindest, wo der Name, Mengenring” herriihrt.

Definition.

(1) Im Folgenden meinen wir mit einem halboffenen Intervall immer ein Intervall der
Form [a,b), wobei a < b zwei reelle Zahlen sind.

(2) Wir bezeichnen mit Q(R) die Teilmengen von R, welche Vereinigung von endlich
vielen halboffenen Intervallen sind. Mit anderen Worten

Q(R) = alle Teilmengen der Form |J [a;, b;), fiir reelle Zahlen a; < b;, i = 1,. .. ,nﬁ
i=1
Fiir n = 0 ist dies gerade die leere Mengeﬂ

Menge in Q(R) Menge in Q(R)

\ / N\ -

Das folgende Lemma gibt nun ein weiteres, und fiir uns sehr wichtiges Beispiel eines
Mengenrings.

Lemma 2.5. Q(R) ist ein Mengenringf

Beweis. Wir iiberpriifen die Axiome eines Mengenrings. Wir hatten gerade gesehen, dass
die leere Menge in Q(R) enthalten ist. Es ist offensichtlich, dass die Vereinigung von zwei
Teilmengen in Q(R) wiederum in Q(R) liegt. Wir miissen also noch folgende Behauptung
beweisen.

Behauptung. ABeQR) = A\BecQR).
Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.
(1) Wenn I und J zwei halboffene Intervalle sind, dann kann man mit einer Fallun-
terscheidung leicht zeigen, dass I \ J entweder ein halboffenes Intervall, oder die

Vereinigung von zwei halboffenen Intervallen, oder die leere Menge ist. (Diese Aussa-
ge wird auch in der Abbildung unten illustriert). Insbesondere ist also I\ J € Q(R).

6Die halboffenen Intervalle miissen dabei nicht disjunkt sein.
"Das dies fiir n = 0 die leere Menge ist folgt sofort aus der Definition der Vereinigungsmenge auf

Seite

8Der Mengenring Q(R) ist allerdings keine Mengenalgebra, nachdem R nicht in Q(R) enthalten ist.
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1 J J 1 I J I J
/ [\ A
\ \ —0 | \ \ / '—‘—OO
——>0 ——-o0 —-o0 —-o0
\ \ \ /
I\J I\J I\J IN] =0

(2) Wir betrachten den Fall, dass A = Lnj I}, in diesem Fall gilt
k=1

m

ANJ = (Ufk)\J: U L\J
k=1 k=1 W—/
€ O(R) nach (1)

J/

€Q(R)

(3) Wir betrachten jetzt noch den allgemeinen Fall. Es sei B = 10 J;, wobei Jy, ..., J,
=1
halboffene Intervalle sind. Dann ist
ANB = A\ (Ud) = (ANJ)\ B\
=1 ——
€ Q(R) nach (2)

—_——
€ O(R) nach (2)

-

€ Q(R) nach (2) [ |

2.3. Produkte von Mengenringen.
Definition. Fiir zwei Mengen X und Y bezeichnen wir

XxY = {(z,y)|lr e Xund y €Y}
als das Produkt von X und Y.
Beispiel. Das Produkt

[1,3] x [-2,1] = {(x,y) e R*|z € [1,3] und y € [-2,1]}

ist ein Rechteck in R2.
Satz 2.6. Es seien Q und ® Mengen und es seien A C P(2) und B C P(P) Mengenringe.
Wir bezeichnen mit AKX B C P(Q x ®) alle Teilmengen von 2 x ® der Form

'61 A; x B;,  wobei A; € A und B; € B.
Dann ist AKX B ein Mengenring auf 2 x ®.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz zuwenden wollen wir ein Beispiel betrachten.
Definition. Wir bezeichnen eine Teilmenge von R” =R X --- X R der Form
[a1,b1) X -+ X [an,b,) = {(21,...,2,) ER"|z; € [a;,b;) firi=1,...,n}

als halbotfenen Quader in ]R”ﬂ Fiir n > 1 bezeichnen wir mit Q(R™) die Teilmengen von
R", welche Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern in R™ sind.
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J \\§ Ix.J
| ' P © | |
1 Elemente in Q(R?) sind Vereinigungen ~ Menge in Q(R?)

von endlich vielen halboffenen Quadern

Bemerkung. Das Produkt von n halboffenen Intervallen in R ist per Definition ein halb-
offener Quader in R™. Es folgt damit leicht aus den Definitionen, dass

QR") = QR)N---WA(R).
Es folgt nun aus Lemma und Satz [2.6] dass Q(R™) ein Mengenring ist.

Beweis von Satz [2.6. Es seien Q und ® Mengen und es seien zudem A C P(Q) und
B C P(P) Mengenringe. Es ist offensichtlich, dass @ € AKX B. Es folgt zudem aus den
Definitionen, dass A X B unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist.

Es verbleibt also folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung. X, X'e ANB — X\X' € ARB.
Wie im Beweis von Lemma 2.5 unterteilen wir den Beweis in drei Schritte.

(1) Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass

X = AxB und X = A'xB" wobei A, A € Aund B, B’ € B.

Dann folgt aus elementarer Mengentheorie, wie in der Abbildung unten skizziert,
dass (A x B) \ (A’ x B’) die Vereinigung der drei Mengen
(A\A)x (BNnB), (A\A)x(B\B') ud (ANnA")x (B\B)

ist. Nachdem A und B Mengenringe sind, folgt aus Lemma [2.4] dass in allen drei
Fallen die Faktoren in A und B liegen. Es folgt nun aus der Definition von A X B,
dass die Vereinigung dieser drei Mengen, d.h. (A x B)\ (A’ x B’), wiederum in AX B

liegt.
d
; - X=AxDB
B\ B — (A\A) x (B\ B r (ANA) x (B\ B')
"""""""""""" X' = A" x B
Bap — | | A\ x(BAB) | (AnA) x (BN B)
Q
A\
9Wenn die Seitenléngen by —az, ..., b, —a, libereinstimmen, dann bezeichnen wir die Menge manchmal

auch als halboffenen Wiirfel.
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Der Rest des Beweises ist nun ganz analog zu den letzten beiden Schritten im Beweis von
Lemma 2.5
(2) Wir betrachten nun den Fall, dass
X = U(AxB) wd X' = AxB mitA,A’e A uwd B, B €B.
i=1
Dann ist
X\ (A" x B) = (L"J (4; x Bi)> V(A xB) = U (4 x B)\ (4 x B)),
1 =1 o v

i=
cAXB

also wiederum eine Teilmenge in A X B.
(3) Zuletzt sei nun

X e AIX B und X, — ‘LnJl (Aj, X B]), mlt A]/ € ./4 und Bj, & B
j=
Dann ist n
X\X = X\ U (4 % BY) = X\ (A x B)\ (4 x B)
J: J/

c AXB

J/

cARB [ |

N

Lemma 2.7. Es seien Q und ® Mengen und es seien A C P(Q) und B C P(®) Mengen-
ringe. Jede Menge in AX B C P(Q2 x ®) kann geschrieben werden als disjunkte endliche
Vereinigung von Mengen der Form A; X B;, wobei A; € A und B; € B.

X=AxB X' =A'xB XUX' e ARB

"""" / \\ ////// % //\
.......... O o s

Beweis. Das Lemma wird in Ubungsblatt 9 bewiesen. |
Wir beschlielen das Kapitel mit einer letzten Definition und einem einfachen Lemma.

Definition. Fir s > 0 schreiben wir
OR",s) = QR") N P([-s,9)"),

oder in anderen Worten
OR", 5) = alle Teilmengen von [—s, s)", welche Vereinigung von
»%) = endlich vielen halboffenen Quadern in [—s, 8)™ sind.

Auf Seite hatten wir angemerkt, dass ein Mengenring R auf {2 genau dann eine
Mengenalgebra ist, wenn 2 € R. Es folgt, dass der Mengenring Q(R") keine Mengenalgebra
ist. Andererseits liegt [—s,s)™ in Q(R™, s), also erhalten wir aus der gleichen Bemerkung

folgendes Lemma.
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Lemma 2.8. Fir jedes s > 0 ist Q(R", s) eine Mengenalgebra auf der Menge [—s, s)".

2.4. o-Algebren.

Definition. Es sei 2 eine Menge. Wir sagen A C P() ist eine o-Algebra auf 2, falls
folgende Aussagen gelten:
(1) g e A,
(2) Ae A = A°c A
(3) die Vereinigung von abzdhlbar vielen Mengen in A liegt ebenfalls in A.
Beispiel. Fiir jede Menge () ist die Potenzmenge P(€2) eine o-Algebra.
Bemerkungen.

(1) Eine o-Algebra ist insbesondere eine Mengenalgebra, aber dieses Mal verlangen wir,
dass auch die Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen A;, 7 € N in einer o-Algebra
wieder in der o-Algebra liegt.

(2) Es sei 2 = N. Auf Seite hatten wir gesehen, dass

E(N) :=  {alle endlichen Teilmengen von N}
U {alle Komplemente von endlichen Teilmengen von N}.

eine Mengenalgebra ist. Dies ist jedoch keine o-Algebra, denn £(N) ist nicht unter

abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen. Beispielsweise liegt fiir jedes £ € N die

Teilmenge Ay, = {2k} in E(N), aber U Ay = U {2k} = 2- N liegt nicht in E(N).
kEN kEN

(3) Wenn A eine o-Algebra ist, dann liegt auch Q = @° in A. Ganz analog zum Fall
von Mengenalgebren, welchen wir in Lemma diskutiert hatten, folgt aus den de
Morganschen Gesetzen dass der Durchschnitt von abzéhlbar vielen Mengen in
einer o-Algebra A wiederum in A liegt.

Definition. Es sei { X} },>1 eine Folge von Teilmengen von einer Menge (.
(1) Wir sagen die Folge {Xj}xr>1 ist aufsteigend, wenn X; C Xo C X3 C .... Wir

definieren Limes der aufsteigenden Folge := |J X;.
k=1

Wir schreiben
Xi T X <= {Xi}i>1 ist eine aufsteigende Folge mit Limes X.
(2) Wir sagen die Folge {Xj}r>1 ist absteigend, wenn X; D Xy, D X3 D .... Wir

SEini G Limes der absteigenden Folge := [ X}
k=1

Wir schreiben
Xr 4 X <= {Xji}i>1 ist eine absteigende Folge mit Limes X = ﬁ X
- k=1

Beispiel. Es gilt -
[~k k) T R und [—pg] 1 {0}

Folgenden Satz werden wir viel spater im Beweis von Satz von Fubini verwenden.
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Satz 2.9. Es sei A C P(R2) eine Mengenalgebra auf einer Menge Q). Dann gilt

o fir alle aufsteigenden Folgen {Ag}r>1 in A
A ist eine o-Algebra <= liegt der Limes U Ay ebenfalls in A.

keN

Beispiel. Wir betrachten wiederum © = N mit der Mengenalgebra £(N). Dann bilden die
M
ensen Ap = {2,4,6,...,2k}  mitkeN

eine aufsteigende Folge mit Limes 2 - N, aber der Limes liegt nicht in £(N). Wir sehen also
wiederum, dass £(N) keine o-Algebra ist.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass die,="”—-Richtung gilt. Wir beweisen nun noch die,<"—
Richtung. Es sei also {Ay}ren eine beliebige Folge von Mengen in .A. Wir miissen zeigen,

dass die Vereinigungsmenge U A, auch in A liegt. Dies ist in der Tat der Fall, denn
keN

[e.9] o
UAr = U (AU---UA,) €A
k=1 k=1 ~~ d
=By +
denn die Bj, bilden eine
aufsteigende Folge in A n

Lemma 2.10. Es sei {A}ie; eine Familie von o-Algebren auf einer Menge Q). Dann ist
auch N A = alle X CQ, welche in allen A;’s liegen,

iel
eine o-Algebra.

Beweis. Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen, und verbleibt als freiwillige Ubungs-
aufgabe. H

Definition. Es sei €2 eine Menge und S C € eine Teilmenge. Wir bezeichnenﬂ
(8)? := Durchschnitt aller o-Algebren von Q, welche S enthalten,
als die von § erzeugte o-Algebra.
Bemerkung. Diese Definition ist vielleicht auf den ersten Blick etwas gewohnungsbediirftig.

Wir kénnen diesen Typ von Definition mit einem Beispiel aus der linearen Algebra illus-
trieren. Es sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge A C V' wird in [Nall, Satz 4.12]

(A) := Durchschnitt aller Untervektorrdume von V', welche A enthalten,

als der von A erzeugte Untervektorraum bezeichnet. Dies ist in der Tat ein Untervektor-
raum, denn der Durchschnitt von Untervektorrdumen ist wiederum ein Untervektorraum.

0Dje Potenzmenge P(Q) ist trivialerweise eine o-Algebra. Also gibt es zumindest eine o-Algebra,
welche S enthilt. Es folgt aus Lemma dass der Durchschnitt aller dieser o-Algebren in der Tat eine
o-Algebra ist.
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Beispiel. Fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ist das wichtigste Beispiel die o-Algebra
(Q(R™))? auf R, welche von Q(R™) erzeugt wird. Wir geben im Folgenden ein paar Bei-
spiele von Mengen, welche in (Q(R))? enthalten sind. Es ist
(L) = U [-1+11) € (QR)”"
KEN N —— 4
€Q(R) denn (Q(R))? ist eine o-Algebra

In Ubungsblatt 9 werden wir sehen, dass sogar alle Intervalle in (Q(R))? liegen. Zudem
werden wir sehen, dass auch Q in (Q(R))? liegt. Wir werden spéter der Frage nachgehen,
ob die Menge A von Seite auch in (Q(R))7 liegt.
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3. INHALTE, PRAMASSE UND MASSE

Im letzten Kapitel hatten wir uns mit der vielleicht etwas trockenen Materie der Men-
gentheorie beschéftigt. Wir wollen uns nun dem eigentlichen Ziel ndhern, ndmlich wir wollen
einen verniinftigen Begriff von einem,, Volumen”, oder auch,Mafl” oder auch, Inhalt” von
Mengen einfiihren.

3.1. Die erweiterte Zahlengerade.

Notation. Wir schreiben im Folgenden
R = [-o00,00] = RU{+oo}
! R, := [0,00] = RyoU{oo}.
Wir setzen die Ordnung < von den reellen Zahlen ganz naiv auf R fort indem wir fiir alle
a € R definieren, dass —o0 < a < +oo.

Im Folgenden werden wir immer wieder Folgen in R betrachten. Es folgt aus [Fril,
Satz 4.3], dass jede monoton steigende Folge in R gegen ein Element in R konvergiert
Wir fithren dazu noch folgende Notation ein.

Notation. Es sei (a)r>1 eine Folge in R und a € R. Wir schreiben

arp T a <= {ag}r>1 ist eine monoton steigende Folge mit Grenzwert a,
und ganz analog

ap 4 a <= {ax}r>1 ist eine monoton fallende Folge mit Grenzwert a.

Beispiel. Es gilt (2 — %) +2 und e* |0 sowie k1 oo.

Definition. Wie in [Fr1] fiihren wir auf der Menge R folgende Addition ein:
+ |aeRy 400 —o0
b e ]RZO a+b +00 —00

+00 +o0o  +00  k
—00 —00 *  —00.

3.2. Die Definition von Inhalt, Pramafl und Maf3. Wir fithren zuerst noch folgende
Notation ein.

Definition. Wenn X C €2 die disjunkte Vereinigung von Teilmengen A, B ist, d.h. wenn
X =AUB und AN B = &, dann schreiben wir manchma]H

X = AUB oderauch X = AUB.
Allgemeiner schreiben wir X = A;LI...A, oder X = [|A;, wenn X die Vereinigung der

el

A; ist, und wenn die A; paarweise disjunkt sind, d.h. wenn fiir 7 # j gilt A, N A; = @.

H'Wir verwenden jetzt die Sprechweise, welche wir in Analysis I explizit vermieden hatten, dass eine
Folge gegen +o0o konvergiert, wenn die Folge bestimmt gegen +oo divergiert.
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Beispiel. Fiir eine Menge A und eine Teilmenge B gilt immer A = (A\ B) U (AN B).

O D s €

Definition. Es sei R C P(€2) ein Mengenring auf einer Menge 2. Ein Inhalt auf R ist eine
Abbildung R — R,

——ANB

mit folgenden Eigenschaften
(1) u(2) =0,
(2) fiir disjunkte Mengen A, B € R gilt
wAUB) = p(A) + w(B) Additivitét.
Beispiel.
(1) Wir betrachten den Mengenring £(N), welchen wir auf Seite eingefiihrt hatten.
Auf E(N) ist L EN) - R,
A +— #A := Anzahl der Elemente in A
ein Inhalt.
(2) Auf £(N) ist auch . =
0, wenn A =09,
oo, wenn A # J.
ein Inhalt.
(3) Es sei € eine beliebige Menge und es sei z € Q festgewahlt. Dann ist
pe: P(Q) — R,

A 1, wenn x € A,
0, wennzx ¢ A.

ein Inhalt.
(4) Wir betrachten
W = {(a,b)|a,be{l,...,6}}.

Dies ist die Menge aller Zahlenpaare, welche mit zwei Wiirfeln gewdiirfelt werden
konnen. Dann ist p: PW) — R,

A — 3716 - Anzahl der Elemente in A
ein Inhalt auf dem Mengenring P(W). Fiir A C P(W), ist p(A) gerade die Wahr-

scheinlichkeit (aufgefasst als Zahl zwischen 0 und 1), dass beim einmaligen Wiirfeln
mit 2 Wiirfeln ein Zahlenpaar aus A gewiirfelt wird. Beispielsweise ist

Wahrscheinlichkeit ein Pasch zu wiirfeln = p({(1,1),...,(6,6)}) = E

21 der Vorlesung verwenden wir hierbei hauptsichlich die Notation | wéhrend wir im Skript
hauptséchlich die Notation LI verwenden, nachdem dieses Symbol leichter von U zu unterscheiden ist.
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Lemma 3.1. Es sei R C P(Q) ein Mengenring und u: R — Ry ein Inhalt. Es gelten
folgende Aussagen:

(1) Der Inhalt p ist monoton in dem Sinne, dass fir alle A, B € R gilt
ACB = u(A) <ubB) Monotonie.
(2) Es seien A, B € R. Wenn u(AN B) endlich ist, dann gilt
(AU B) = p(A)+ u(B) — w(AN B).
(3) Fir endlich viele disjunkte Mengen Ay, ..., Ay € R gilt

k k
u( ,I_IIAZ-> = > u(4) Additivitdt.
= i=1
(4) Fir beliebige Mengen Ay, ..., Ax € R gilt
k k
M( 'U1Ai> < p(A;) Subadditivitdt.
i= i=1
Beweis.
(1) Es seien also A, B € R mit A C B. Dann gilt
W(B) = wAU(B\A) = uw(A)+u(B\A) > u(A)
R ¢ >0
S =

Additivitat

(2) Es seien A, B € R. Es folgt aus der Additivitit von u, angewandt auf die disjunkten
Zerlegungen, welche in der Abbildung unten skizziert sind, dassm

n(A) = A\ B)+ pu(ANB),
uw(B) = u(B\A)+pu(AnB),

und WAUB) = pu(A\B)+ u(ANB)+ u(B\ A).

Da p(A N B) endlich ist kénnen wir in den ersten beiden Gleichungen u(A N B)
subtrahieren. Zusammengefasst erhalten wir dann, dass

n(AUB) = p(A\B) + w(B\A) +u(ANB) = pu(A)+ uB) - u(ANB).

=p(A)—pu(ANB)  =u(B)—u(ANB)

A

ANB B

(3) Diese Aussage folgt durch mehrfaches Anwenden der Eigenschaft (2) von Inhalten.
(4) Die letzte Aussage wird in Ubungsblatt 10 bewiesen. [

I3Hierbei verwenden wir, dass in einem Mengenring R mit A,B € R auch A\ B,B\ A, AN B und
AU B in R liegen.
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Definition.

(1) Ein Inhalt p auf einem Mengenring R C P(€2) heifit o-additiv, wenn fiir jede Folge

von paarweise disjunkten Mengen {Ax}>; in R, deren Vereinigung U Aj, ebenfalls in
= k=1

R liegt, gilt: oo o0
p( DA = 3 (A,
=1 k=1

(2) Ein o-additiver Inhalt wird auch Pradmaf} genannt
(3) Ein Ma8 ist ein PramafB, welches auf einer o-Algebra definiert ist.

Beispiele.

(1) Die obigen Inhalte p p, und 7 auf £(N) sind o-additiv.

(2) Wenn R nur aus endlich vielen Mengen besteht, dann ist jeder Inhalt auf R sogar
o-additiv. Insbesondere ist der Inhalt p auf P(W) auch o-additiv.

(3) Wir betrachten nun auf £(N) den Inhalf"]

V. 8(N) — E+
A 0, wenn A endlich,
1, wenn A unendlich.

In diesem Fall ist 00 00
U {k} = N aber > v({k}) # v(N).
k=1 k=1 T \:T’

Wir haben also gezeigt, dass v nicht o-additiv ist.

Satz 3.2. Es sei u: R — Ry ein Inhalt auf einem Mengenring R C P(Q). Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(a) Der Inhalt p ist o-additiv,
(b) Der Inhalt p ist o-subadditiv, d.h. fir jede Folge von Mengerﬁ {A}k>1 in R, deren

Vereinigung ktj Ay, ebenfalls in R liegt, gilt
=1

p( DA < 3 p(an).
(c) Der Inhalt p ist stetig von unten, d.h. fir jede aufsteigende Folge {Ag}tr>1 in R,
deren Limes A = kU Ay ebenfalls in R liegt, gilt
=il

u(Ar) 1 p(A).
Mit anderen Worten, wenn Ay T A € R, dann gilt n(Ax) T pu(A).

Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz der drei Aussagen indem wir folgende Implikationen
beweisen: (b) (CL) (C) (b)
Mg klingt so, als miisse die zweite Eigenschaft eines Inhalts verletzt sein. Aber dies ist nicht der Fall,

denn es gibt in £(N) keine disjunkten unendlichen Mengen.
15Wir nehmen nun nicht an, dass die Mengen paarweise disjunkt sind.
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Wir beweisen zuerst (b) = (a). Es sei also {Ag}r>1 eine Folge von paarweise disjunkten

Mengen in R, so dass A := kU Ap in R liegt. Dann gilt
=1

pA) < YA = dim Spa) = lmop(OA) < p(4),
T k=1 n—0oo p_1 T n—00 k=1
Eigenschaft (b) endliche Additivitidt von u < p(A) wegen Monotonie

Nachdem links und rechts der gleiche Term stehen, miissen alle Ungleichheiten schon Gleich-
heiten sein. Insbesondere erhalten wir die gewiinschte Gleichheit der ersten beiden Aus-
driicke.

Wir beweisen nun (a) = (c). Es sei also {A}r>1 eine aufsteigende Folge in R, so dass

der Limes A := Loj Ay ebenfalls in R liegt. Wir setzen
k=1
By = Aj und fiir k > 2 setzen wir By = Ay \ Ax_1, alsoist A, = By U---U By.

Nachdem { A} eine aufsteigende Folge ist, folgt, dass die By’s paarweise disjunkt sind. Wir
erhalten, dass

1muﬂw=£gM&U“¢@w==MHiM&%:§M&)=A4g&>:Mm-

+ +
Lemma [3.1] (3) Eigenschaft (a)
aufsteigende Folge { Ak }ren \,\,i
ik > 0
Folge { B fren — —_—
_—s

Wir beweisen zum SchluB noch, dass (¢) = (b). Es sei also {Ag}r>1 eine Folge von
Mengen in R, so dass A := kU Ay auch in R liegt. Fiir m € N setzen wir B,, = A;U---UA,,.
=1

Die B,, bilden nun eine aufsteigende Folge von Mengen mit mﬁ;Bm = mf;Am = A. Wir
erhalten, dass N -
pA) = lim u(By) = lim p(AU---UA) < lim mizllu(Am) = mZ:Zlu(Am)-
Ei;enschaft (¢) nach LenTma (4) |

3.3. Die euklidische Metrik auf R". Wir wenden uns nun dem Studium von Maflen auf
dem n-dimensionalen euklidischen Raum R" zu. Wir erinnern in diesem kurzen Teilkapitel
an einige Begriffe aus der Analysis II.

Notation.
(1) Fur z = (x4, ...,x,) € R™ schreiben wir

lzll = /% + -+ af
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Wir fassen R™ als metrischen Raum beziiglich der euklidischen Metrik auf, welche
durch ||z — y|| gegeben ist.
(2) Fir € R™ und r > 0 bezeichnen wir

Bi(z) = {y eR"||ly — =l <r}

als die offene r-Kugel um =x.
(3) Fiir eine Teilmenge X C R" definieren wir [

Abschluss von X = X := {y e R” ‘ fiir alle € > 0 gilt B.(y) N X # @}
und Innere von X = X = {z € X |es gibt ein € > 0 mit B.(z) C X }.
Beispiel. Fiir den halboffenen Quader
Q = [a1,b1) X+ X [ap,b,) = {(xl, ey Tp) | T; € [ai,bi)},
gllt, dass 5 bl X X famb] = {(@n. ) | € [an b},
und G = (anb) % X (anby) = {(@n,....m0) |2 € (ab)}.

3.4. Das Lebesgue-Pramafl. Unser eigentliches Ziel ist es einen verniinftigen Begriff
von,, Volumen” fiir, verniinftige” Teilmengen von R" einzufiihren. In diesem Kapitel kommen
wir diesem Ziel deutlich ndher. Genauer gesagt, wir werden ein Pramafl Vol, auf dem
Mengenring Q(R™) einfiihren.

Definition. Fiir einen halboffenen Quader

Q = [alvbl) X X [an7bn)
setzen wir n

Wir wollen nun diesen Volumenbegriff auf alle Teilmengen in Q(R™) fortsetzen. Dazu
bendétigen wir folgenden Satz.

Satz 3.3. Jede Teilmenge in Q(R™) ist die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halb-
offenen Quadern.

Zerlegung in disjunkte

/ | 1T 2 ~ ;
Menge in Q(R?) 1 ;, halboffene Quader

Beweis (x). Wir beweisen diesen Satz mit Induktion nach n. Wir beweisen zuerst den Fall
n = 1.

Behauptung. Jede Menge in Q(R) ist die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halbof-
fenen Intervallen.

16Djes sind natiirlich wort-wortlich die gleichen Definitionen wie fiir den Abschluss und das Innere
einer Teilmenge in C, siehe Seite
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Fir W e Q(R) sei m(W) die kleinste natiirliche Zahl, so dass man W als Vereinigung
von halboffenen Intervallen schreiben kann.ﬂ Wir beweisen nun die Aussage per Induktion
nach m(W).

Es sei also W € Q(R). Wenn m(W) = 1, dann ist W ein halboffenes Intervall und es
gibt nichts zu beweisen. Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir alle W € Q(R) mit
m(W) < k gilt. Es sei nun W € Q(R) mit m(W) = k + 1. Wir kénnen W also schreiben
als W = U U R, wobei U € Q(R) mit m(U) = k, und wobei R ein halboffenes Intervall
ist. Per Induktionsvoraussetzung gibt es disjunkte halboffene Intervalle Sy, ...,.5;, so dass
U:Sll_l---l_ISl. Dann gﬂt

W = UUR = (U\RJUR = ((ll_illsi)\R)uR - (Jill (S, \ R) )UR.

1=

disjunkte Vereinigung
von < 2 halboffenen
Intervallen

Im Beweis von Lemma hatten wir gesehen, dass wir fiir halboffene Intervalle I, J C R
die Differenz I'\ J als die disjunkte Vereinigung von < 2 disjunkten halboffenen Intervallen
schreiben konnen. Es folgt also, dass jedes S; \ R als disjunkte Vereinigung von endlich
vielen halboffenen Intervallen geschrieben werden kann. Also folgt aus der oben angege-
benen disjunkten Zerlegung von W, dass W die disjunkte Vereinigung von endlich vielen
halboffenen Intervallen ist. H
Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt. Es sei nun X € Q(R"). Nachdem

QR") = QR)KQR"™)
folgt aus Lemma dass wir X schreiben konnen als disjunkte Vereinigung von Mengen

der Form A x B, wobei A € Q(R) und B € Q(R"!). Es geniigt nun die Behauptung fiir
solch ein Produkt A x B zu beweisen. Hierbei ist

C=

Ax B = (]1|—|"'|—|]k:) X (Qll—l"'UQZ) - ]iXQj-
» i=1 j=1 \——
nach Fall n = 1ist A=1I;U...Ul}, wobei I1,..., I} halboffene Intervalle, halbof(fiener
nach Induktion ist B=QL...UQ;, wobei Q1,...,Q; halboffene Quader Quader ]
Es sei nun also A € Q(R™). Nach Satz ist
A = _|:]1 Qi

die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern. Es liegt nun nahe
Vol,(4) = 3 Vol (@)

zu setzen. Allerdings gibt es dabei ein sehr listiges Problem: wir kénnen A auf viele Weisen
als disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern schreiben, warum héngt
dann die Definition nicht von der Wahl der Zerlegung ab?

Dies ist gerade die Aussage des folgenden — nicht-trivialen — Satzes.

17Per Definition von Q(R) kann man jede Menge in Q(R) als Vereinigung von endlich vielen halboffenen
Intervallen schreiben, mit anderen Worten, m(W) ist immer definiert.
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Satz 3.4. Wir betrachten die Abbildung
Vol,: Q(R") — R,
A — Vol,(A) = > Vol,(Q.),
1=

wobei A die disjunkte Vereinigung der
halboffenen Quadern Q1, ..., Q. ist

(1) Die Abbildung ist wohldefiniert, d.h. hdangt nicht von der Zerleqgung von A ab.
(2) Die Abbildung definiert einen Inhalt auf dem Mengenring Q(R™).

Die Hauptarbeit fiir den Beweis von Satz erfolgt in folgendem Lemma.
Lemma 3.5. Es sei Q = QU---UQ,

eine disjunkte Zerlegung von einem halboffenen Quader () C R™ in halboffene Quader

Vol (Q) = iVoln(Qi).

@1, Qm. Dann gilt

Bevor wir uns dem Beweis von Lemma |3.5| zuwenden, wollen wir erst zeigen, dass wir
mithilfe von diesem Lemma [3.5] den Satz der uns eigentlich interessiert, leicht beweisen
konnen.

Beweis von Satz unter Verwendung von Lemma Wir zeigen zuerst, dass Vol,,
wohldefiniert ist. Es sei also A € Q(R") und es seien

A = |_| Pz = |_| Qj7
i=1 j=1
zwei Zerlegungen von A in disjunkte halboffene Quader. Dann ist

T T S T S
> Volu(P) = Vol ( URNQ; ) = 3 Vol(PNQ) = X Volu(@y).
i=1 T i=1 g=1 T i=1j=1 T j=1
wir zerlegen den Quader P; =P nach Lemn;a R das gleiche Argument
in die disjunkten Quader P; N Q; denn P; = ,|—|1(Pi NQ,) riickwirts
j=

Wir haben also gezeigt, dass die Definition von Vol,,(A) nicht von der Zerlegung abhéngt.
Per Definition ist Vol, (&) = 0 und die Abbildung Vol, ist offensichtlich additiv. Also
ist Vol,, in der Tat ein Inhalt. [ |

Beweis von Lemma (). Wir beweisen das Lemma mithilfe von Induktion nach n.
Wir betrachten zuerst den Induktionsanfang n = 1. In diesem Fall sind

Q = [a,b) und Qi = [a;,b;), miti=1,....,m

halboffene Intervalle. Indem wir eventuell die Intervalle umnummerieren konnen wir an-
nehmen, dass a1 < ay < -+ < a,,. Da @ = [a,b) die disjunkte Vereinigung der Intervalle
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[a;, b;) ist muss gelten, dass
a =a < b = a < by =a3 <... b1 = a, <b, =0b
Also ist m m
Voli(Q) = b—a = Y (bi—a;) = ;Voll(Qi).

=1 7

Wir haben also den Induktionsanfang bewiesen.

a /C{:[GM\ b

f E | R
Gl\ b1:a2 \ 62:a3

le[alabl) QQZ[(L2>b2)
Wir wenden uns nun dem Induktionsschritt n — 1 ~» n zu. Wir betrachten zuerst den
Spezialfall. d
peztatiall, dass Q = I1IxP und Q; = I; x P,

wobei I und die I;’s halboffene Intervalle und P ein halboffener Quader in R"~! sind. Dann
folgt aus Q = QU---UQ,,, dass [ = [1 - --UT,,. Wir erhalten dann wie gewiinscht, dass

Vol,,(Q) = Vol,(I x P) = Voly(I) - Vol,,_1(P) = > Voli(I;) - Vol,_1(P) = >_ Vol,(Q;).
1 =1 i=1
folgt aus dem Fall n = 1, angewandt auf I = I, U---U I,

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Die Quader ) und @); lassen sich zerlegen als

Q:IXP und Qz:szpza

wobei I und die I;’s halboffene Intervalle und P und die P;’s halboffene Quader in R*!
sind. Wir bezeichnen nun mit .Ji,...,J,, die halboffenen Intervalle, welche wir dadurch
erhalten, dass wir das Intervall I entlang aller Anfangs- und Endpunkte der Intervalle I;
schneiden.

m m

Rt A Zerlegung Q = LUQ; = U, x P, Rr!
=1 =1
|
Q=IxP B l
P— ] ]
R 1 R
S SN L
Jedes der Intervalle /; ist nun eine Vereinigung von den Intervallen Jp, ..., J;. Indem wir

die Intervalle /; in Intervalle der Form J; aufteilen, und indem wir den oben betrachteten
Spezialfall anwenden, konnen wir annehmen, dass alle Intervalle der Form I; schon ein
Intervall aus {.Jy, ..., Js} sind.
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m

Zerlegung ) = |_| I; x P;, wobei » Zerlegung von J; X P
R jedes Intervall ] 6 {Ji,...,Js} R Zerlegung von J; x P
RQ=IxP —_[
P - P~
N t R R
Jl \JQ \Js
Dann ist
> Vol (Q;) = Y Vol,(I; x P) = > > Vol (J; x P;) = > Voli(J;)- >  Vol,_1(F)
i=1 1=1 j=1 imit S~ j=1 alle 4 mi
! }1 — ] 7V011(Jj).Voln,1(Pi) ! }11 — th
= > Vol;(J;) - Vol(P) = Vol;(I) - Vol,_1(P) = Vol,(Q).
+ J=1 +
Induktionsvoraussetzung, Induktionsanfang, angewandt auf |_] Jj=1
angewandt auf || P, =P =1
alle 4 mit [
I =Jj
Satz 3.6. Der Inhalt Vol,: Q(R™) — Rsg
A — Vol,(A)

ist o-additiv, d.h. Vol, ist ein Pramafs.

Definition. Wir bezeichnen Vol,: Q(R™) — Rs( als das Lebesguesche PréimaﬁEl Wenn
vom Kontext her klar ist, in welcher Dimension wir arbeiten, lassen wir den Index n weg

und schreiben einfach Vol anstatt Vol,,.
Beispiel. In Q(R) haben wir die disjunkte Zerlegung

(n-mni-#) = 0D
vom halboffenen Intervall [0,1) in unendlich viele halboffene Intervalle. Hierbei ist in der
Tat
1 1
Zl Vol ([1— 5= 1,1—27)) = 27 = 1= Vol([0,1)).

_ 1
T2k

In diesem ganz speziellem Fall kénnen wir also die Aussage von Satz[3.6|explizit verifizieren.
— Intervall [0, 1)

" Zerlegung in Intervalle [1 — 5,1 — o)

181 der Literatur wird das Lebesguesche Préimaf8 oft auch mit A\(A) anstatt Vol, (A) geschrieben.
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3.5. Beweis von Satz (*). In diesem Teilkapiten beschiiftigen wir uns nur mit dem
Beweis von Satz [3.6] Wir werden dabei folgendes Lemma bendtigen.

Lemma 3.7. Es sei Q C R"™ ein halboffener Quader. Dann gibt es zu jedem € > 0 halbof-
fene Quader P und R, so dass

PcQchR mit Vol,(P) > (1—¢): Volo(Q) und Vol,(R) < (1+¢)- Vol,(Q).
0 "

Beweis. Es sei also Q = [an,b)x X [an, bn)
ein halboffener Quader und € > 0. Fiir § > 0 setzen wir
P(6) = [ar+0,by — &) X -+ X [an +6,b, — 9),
und R(5) = [ay—6,by+06) X -+ X [an — 6, by + 0).
Aus dem Beispiel auf Seite folgt nun, dass fiir jedes 6 > 0 gilt:
PO) c Q c R(6).
Zudem gilt (lsi_r)r(l) Vol,,(P(6)) = Vol(Q) und (lsi—% Vol,,(R(9)) = Vol(Q). Aus der Stetigkeit von

Volumina von Quadern folgt nun, dass fiir ein geeignet gewéhltes 6 > 0 die Volumenbedin-
gungen erfiillt sind. [ |

Das néchste Korollar besagt nun, dass die Aussage von Lemma auch analog fiir
beliebige Teilmengen in Q(R™) zutrifft.

Korollar 3.8. Es sei B € Q(R™) und € > 0. Dann gibt es A und C in Q(R"), so dass
Ac BcC mit Volu(A) > (1—e¢)-Vol(B) und Vol,(C) < (1+¢)- Vol,(B).

Beweis. Jedes B € Q(R™) ist per Definition die Vereinigung von halboffenen disjunk-
ten Quadern Qq,...,Q,,. Wir wenden nun Lemma auf diese Quader an und erhalten
halboffene Quader P; and R; mit

P.CcQ;CR und Vol(P) > (1—¢)-Vol,(Q;) sowie Vol,(R;) < (1+¢) Vol,(P).
Wir setzen A = 4@1 P, und C = 6 R;. Dann ist

=1

A = QE C Gle C Gléz = COY
1= 1= 1=
Zudem ist =B
Vol,,(A) = Vol,(PLU---UP,) = > Vol,(P) > (1—¢€)-> Vol,(Q;) = (1 —¢)-Vol,(B)
/I\i::l /]\ =1 ,]\
und Additivitat Monotonie Additivitdt
Vol,,(C) = Vol,(RyU---UR,,) < > Vol,(R;) < (1+4¢€)->. Vol,(Q;) = (1+¢)-Vol,(B).
pi=1 A i=1 "

Subadditivitit Monotonie Additivitat
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Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [3.6] zu.

Beweis von Satz [3.6. Wir wollen also beweisen, dass Vol,, ein o-additiver Inhalt ist. Nach
Satz (3.2 geniigt es zu zeigen, dass Vol,, zumindest o-subadditiv ist. Es sei also { By }x>1 eine

Folge von Mengen in Q(R™), deren Vereinigung B := k@ By, ebenfalls in Q(R") liegt. Wir
=1

miissen zeigen, das
Voln( ijk) < S Vol (By).
k=1 k=1

Es geniigt folgende Aussage zu beweisen:
Behauptung. Fiir alle e > 0 gilt

(1—e)-Vol, (UB) < (1+¢)- i Vol (By).

Wenn wir nur endlich viele By’s hitten, dann wiirde die Aussage natiirlich aus Lem-
ma (4) folgen. Wir fithren den allgemeinen Fall auf den endlichen Fall durch ein
Kompaktheitsargument zuriick. Dazu miissen wir eine kompakte Menge finden, wel-
che durch offene Mengen iiberdeckt wird.

Da B = U B, weder offen noch kompakt ist, wollen wir innerhalb von B = U Bk,

k= k=
eme,,etwas kleinere kompakte Teilmenge finden, welche durch offene Mengen uberdeckt
werden, welche,etwas” grofler als die By’s sind.

Es sei nun € > 0 beliebig. Wir wenden Korollar auf B und die By’s an und erhalten
insbesondere
A€ QR") mit ACB  undmit Vol,(A) > (1—¢)- Vol (B),
und fiir jedes k£ € N erhalten wir
Cr € QR mit By C Cp und mit Vol,(Cy) < (1+4¢€)- Vol,(By).
Es folgt also, dass _
A C B = U B, C U Ck
4 =1 k=1 4

kompakt nach Heine-Borel offen

Es folgt nun aus der Definition von Kompaktheit, dass A, und damit insbesondere auch A,
schon durch endlich viele C', ..., C,, iiberdeckt ist. Es folgt, dass

(1= ) Vol,(B) < Vol,(4) < Vol (U cy) < 3 Vol (Cy) < 3 Vol (Cy)
k=1 k=1

4 4+ k=1
Monotonie Lemma (4)

< (146 ijj Vol,,(By).

Wir haben also die gewiinschte Ungleichung bewiesen. |
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3.6. Endliche und o-endliche Inhalte. Wir beschliefen das Kapitel mit zwei einfachen
Definitionen.

Definition.

(1) Ein Inhalt g auf einem Mengenring R C P(2) heifit endlich, wenn p(A) < oo fiir
alle A € R.

(2) Ein Inhalt p auf einem Mengenring R C P(2) heifit o-endlich, wenn es eine Folge
von Mengen A, € R, k € N gibt mit

U A = Q@ und p(Ax) < oo furalle k > 1.
k=1
Beispiel. Der Inhalt Vol,, auf Q(R") ist endlich.

Beispiel. Auf £(N) betrachten wir wiederum die drei Inhalte

v: E(N) — R, p:E(N) - R, 7:&(N) — R,
A 0, wenn A endlich, A — #A A 0, wenn A=0,
— 1, wenn A unendlich. — 00, wenn A# Q.

Der Inhalt v ist natiirlich endlich. Der Inhalt p ist zwar nicht endlich, aber immerhin

o-endlich, denn N = Ej {1,...,k}. Der Inhalt 7 hingegen ist noch nicht einmal o-endlich.
k=1
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4. FORTSETZUNG VON EINEM PRAMASS ZU EINEM MASS

Im vorherigen Kapitel hatten wir unter anderem das Volumen Vol,, auf dem Mengenring
Q(R™) eingefiihrt. Viele Mengen, fiir welche wir uns interessieren, liegen aber nicht in
Q(R™). Beispielsweise ist fiir n > 2 keine Kugel in Q(R") enthalten. Wir wollen in diesem
Kapitel den Volumenbegriff auf mehr Teilmengen von R"™ erweitern. Nachdem es von der
Theorie her fast keinen Unterschied macht, arbeiten wir in diesem Kapitel jedoch nicht
nur mit dem o-endlichen Pramafl auf dem Mengenring Q(R™), sondern wir betrachten den
allgemeinen Fall.

Die Problemstellung ist nun wie folgt. Es sei A C P(€2) ein Mengenring auf einer Menge

Q und i —
und es sei 4 A o R,

ein o-endliches PrimaB. In diesem Kapitel wollen wir A — R, zu einem Maf
i (A7 — Ry

auf der von A erzeugten a—AlgebraEg] fortsetzen. Unser Hauptinteresse liegt dabei, wie schon
erwéhnt, auf dem Pramafi Vol,, auf dem Mengenring Q(R™).

4.1. Die Menge A'.

Notation. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q. Wir bezeichnen mit A"
die Menge aller A € P(2), welche sich als Limes
A, T A
einer aufsteigenden Folge von Mengen A; € A darstellen lassen. Mit anderen Worten A"
sind alle Teilmengen A C (2, fiir die es eine aufsteigende Folge { Ay }ren von Mengen in A
mit U Ap = A gibt.
kEN

Beispiel. Fiir a < b gilt
l[a+1,b) 1 das offene Intervall (a,b).

N——
€Q(R)

Also liegt das offene Intervall (a,b) in Q(R)T.
Wir werden immer wieder folgendes elementare Lemma verwenden.
Lemma 4.1. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q). Dann gilt

At — alle Teilmengen von 2, welche als Vereinigung von abzdhlbar

- vielen Mengen in A geschrieben werden konnen.

Beweis. Die Inklusion,,C” ist offensichtlich. Es verbleibt die Inklusion,,D” zu beweisen.
Die Vereinigung von endlich vielen Mengen im Mengenring A liegt schon wieder in A. Es
sei nun { A }ren eine beliebige, nicht notwendigerweise aufsteigende Folge, von Teilmengen

9%Wir hatten die von A erzeugte o-Algebra (A)7 auf Seite eingefiihrt.
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in A ist. Dann ist?™
UAdr = U AU---UA,.
k=1 k=1 S~
aufsteigende Folge in A
Es folgt nun aus der Definition von A", dass diese Vereinigungsmenge in A" liegt. [ |
Der folgende Satz gibt uns viele Beispiele von Teilmengen von R", welche in Q(R")T
liegen.
Satz 4.2. Alle offenen Mengen in R™ liegen in Q(R™)T.
Satz [.2] folgt sofort aus den jeweiligen Definitionen, Lemma [4.1] und folgendem Satz.

Satz 4.3. Jede offene Menge in R™ ist die disjunkt@El Vereinigung von abzdihlbar vielen
halboffenen Wiirfeln.

Beweis von Satz [4.3 Fiir k € N, definieren wir

W, = alle Wiirfel der Form [%, mlzjl) X e X [%, "7“”2:'1), wobei mq,...,m, € Z.

Anschaulich gesprochen ergeben die halboffenen Wiirfel in W, gerade das,, Karomuster” auf
R™ mit Seitenldnge zik Jedes W, besteht also aus abzdhlbar vielen disjunkten halboffenen
Wiirfel, welche ganz R™ iiberdecken.

s Y i

7
Wiirfel in W, Wiirfel in W, Wiirfel in W,

Es sei nun U C R" eine beliebige offene Menge. Wir setzen zuerst

My := Vereinigung aller halboffenen Wiirfel in W, welche ganz in U enthalten sind,

und iterativ setzen wir dann
Mj, := Vereinigung aller halboffenen Wiirfel in W, welche ganz in U enthalten sind,
aber nicht in My U ---U Mj_; liegen.

Es folgt aus dem Nachsatz,,welche nicht in My U --- U My_1" liegen, dass die Wiirfel in
My, My, ... disjunkt sind.

Wiirfel in M, U
[T1

Wiirfel in M, \

Wiirfel in Mg/

20Djes ist also der gleiche Trick wie im Beweis von Satz
21Die Aussage, dass wir die Wiirfel disjunkt wiihlen kénnen ist fiir den Beweis von Satz irrelevant.
Dies wird jedoch spéter bei ein anderen Gelegenheit wichtig sein.
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Es verbleibt nun noch folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es ist 00
U= U M.
k=0
Es sei also a € U beliebig. Nachdem U offen ist gibt es ein € > 0, so dass B.(a) C U. Wir
wéahlen nun ein k € Ny, so dass

Durchmesser der Wiirfel in W, = +/n - Kantenlidnge der Wiirfel in W, = +/n - 1

2k<6.

Es sei W der Wiirfel in W, welcher a enthélt. Aus der Bedingung an die Durchmesser folgt,
dass W Cc U @ Also ist entweder W € M, oder der Punkt a ist schon in einem M, mit

i < k enthalten. In beiden Féllen ist, wie gewiinscht, der Punkt a in U M}, enthalten. W
k=1

halboffener Wiirfel in Wy,
wobei /n - Qik <€

Bemerkung. Wir haben also gerade gesehen, dass viele interessante Teilmengen von R™
schon in Q(R™)T liegen. Nichtsdestotrotz gehen uns noch viele Mengen ab. Es sei beispiels-
weise z € R, dann liegt die Menge {z} nicht in Q(R)". In der Tat, denn jede Menge A in
Q(R)" hat die Eigenschaft, dass fiir jedes z € A ein € > 0 existiert, so dass [z, z + €) noch
ganz in A liegt.

Wir beschliefien die Einfithrung von A" mit folgendem Satz.

Satz 4.4. Es sei A C P(R2) ein Mengenring auf einer Menge €.

(1) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen in A" liegt wieder in A’.
(2) Die Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen in A" liegt wieder in A’.
(3) Aus A € A" und B € A folgt auch, dass A\ B € A".

Bemerkung. Im Allgemeinen ist A" jedoch kein Mengenring, denn aus A, B € A" folgt
nicht notwendigerweise, dass auch A\ B in A" liegt. Beispielweise gilt

0,1) \ (0,1) = {0},
~—~— ~——
€Q(R) €Q(R)T

aber wir hatten gerade gesehen, dass {0} nicht in Q(R)" liegt.

Beweis.

(1) Wir zeigen, dass der Durchschnitt von zwei Mengen in A" wieder in A" liegt. Der
allgemeine Fall wird dann iterativ bewiesen. Es seien also A, B € A". Dann ist

ANB = (UAk> N (UBk> = U A, N By, c A
keN keN T keN N——
- ) € A nach
wir wéhlen aufsteigende Folgen gilt nur da Ay, By, Lemma 2.4
Ay tAund B, t Bin A aufsteigende Folgen

22In der Tat, denn sei d der Durchmesser von . Dann gilt fiir alle z € W, dass ||z —a|| < d < ¢, d.h.
esist ¢ € B.(a) C U.
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(2) Es seien {A;}ic; eine abzihlbare Familie von Mengen in A", d.h. die Indexmenge [
ist abzihlbar. Per Definition von A" ist jedes A; von der Form A; = U A;j, wobei
=1
die A;; in A liegen. Dann ist

Ud = UUA4 = U Ay

el i€l jeN (4,7)€IxN

Da I und N abzéhlbar sind, ist auch I x N abzéhlbar. Also liegt die oben studierte
Menge nach Lemma in der Tat in A".
(3) Es sei also A € A" und B € A. Dann ist

A\B = (UAk)\B = U A4\B e A
0 kEN kGNY

wir wéihlen eine aufsteigende Folge Ay TA in A n

4.2. Die Fortsetzung von p auf A'. Es sei weiterhin A C P(Q) ein Mengenring auf
einer Menge ) und es sei p: A — R, ein o-endliches Pramaf. Es gilt

A c AT c (A
/T\
die folgt aus der Tatsache, siche Lemma [2.10] dass
(AY? eine o-Algebra ist, welche A enthélt

Wie erwihnt ist es unser Ziel in diesem das o-endliche Prama$ p zu einem Mafl p auf (A)7
fortzusetzen. Wenn dies moglich sein soll, dann muss nach Satz (c) fiir Ay 1 A gelten,

dass . =
n(A) = lim p(Ax) € Ry
k—oo PN
monoton steigende Folge, d.h. Grenzwert existiert

Diese Gleichung bietet sich nun natiirlich als Definition von u(A) fiir ein A € A" an.
Allerdings miissen wir noch zeigen, dass dann u(A) wohldefiniert ist. Dies ist genau die
Aussage von folgendem Lemma.

Lemma 4.5. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q und es sei u: A — R
ein Pramafs, also ein o-additiver Inhalt. Die Abbildung
pw AT = Ry
A — klim w(Ag), wobei A, € A mit A, T A
—00

ist wohldefiniert, d.h. sie hdingt nicht von der Wahl der aufsteigenden Folge A, € A ab.

Beweis. Es seien also A, 7 A und By T A zwei aufsteigende Folgen in A mit Limes
A € A'. Wir zeigen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es ist lim p(B,,) < lim p(Ay).
m—00 k—o0
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In der Tat gilt fiir alle m € N, dass

u(B,) — M(gm N U Ak) - M( U (B, N Ak)> = lim u(B,NAy) < lim p(Ay).
k=1 k=1 K00 o/ k—o0
T oo T SN(AIC)
denn B,, CA= U A, o-Additivitdt des Pramafl u
k=1 zusammen mit Satz (a)=(b),
angewandt auf (B, N Ax) 1 B,

Die Behauptung folgt nun aus der Monotonie des Grenzwertes. H
Der gleiche Beweis liefert natiirlich auch die umgedrehte Ungleichung. Also miissen die
Grenzwerte schon iibereinstimmen. [ |

Beispiel. In Satz hatten wir gesehen, dass alle offenen Teilmengen von R, also insbe-
sondere auch alle offenen Intervalle, in Q(R)" liegen. Fiir diese Mengen haben wir jetzt also
ein Volumen definiert. Es seien a < b zwei reelle Zahlen. Dann gilt

k—o0

Vo, ((a,b)) = Vol (kf:jl [a+%,b)> - Jim Voly([a+£,6) = lim (b= (a+1)) = b—a.

€2®)  Definition von Vol auf OR)"

Satz 4.6. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q und es sei pn: A — R, ein
Priamaf. Die Abbildun —

A klirn w(Ag), wobei A, € A mit A, T A
—00
besitzt folgende Figenschaften:

(1) Es seien A und B in AT, dann gilt
A cC B = w(A)
(2) Es seien A und B in AT, dann gilt
ANB = @ = u(AUB) = p(A)+w(B) Additivitdt.
(3) Es sei A, € AT k € N eine Folge von Mengen, dann gilt
A, T A = p(Ag) 1T wu(A) Stetigkeit von unten.
(4) Fiir eine beliebige Folge Ay € ATk € N gilﬁ

IA

wu(B) Monotonie.

u( U Ak) < S (A o-Subadditivitit.
k=1 k=1
Beweis. Es seien A, B € A". Wir wihlen aufsteigende Folgen A, + A und B, 1 B in A.
(DEseilt ) = limp(A4) < Jimp(4,UB) = u(B).
k—00 N k—o0 4
nach Lemma [3.1] (1) ist aus AC Bund B, T B
1 monoton auf A folgt (Ax U By) T B

23 Aus Satz folgt, dass U Ay € AT, also ist u( U Ak) in der Tat definiert.
k=1 k=1
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(2) Wir nehmen nun, dass AN B = @. Wir erhalten, dass
w(AUB) = lim p(AxUBg) = lim p(Ag) + lim w(Br) = u(A) + u(B).
k—o0 " k—o0 k—o0

nachdem nach Lemma [3.1] (3) ist p additiv auf A,
(Akl_lBk)T(Al_lB) und aus AN B =@ folgt Ay N By, =9

Es sei nun A;, € A", k € N eine Folge von Mengen in A'. Fiir jedes k € N wihlen wir eine
aufsteigende Folge Ay; 1 Ai in A. Wir betrachten

k=1i=1 m=1 k=1

=:Bm,
Dann liegt B,,, als Vereinigung von endlich vielen Mengen in A, ebenfalls in A. Zudem gilt

B, T A also lim u(B,) = u(A).
m—00

Bs— A C A C Alg C Ay Cc A
Ay C Ay C Ay | C Ay C A
Az; C Az C Asz| C Agy C Aj
A41 C A42 - A43 C A44 C A4

(3) Fiir jedes m € N gilt .
< < .
(B < u( V) < 4l

folgt aus der gerade in (1) bewiesenen Monotonieeigenschaft von p auf A"

Indem wir nun den Grenzwert m — oo bilden erhalten wir, dass

lim j(Bn) < lim p( UAy) < p(a),

m—0o0
=u(A)

Wir sehen also, dass der mittlere Grenzwert den Wert p(A) annimmt.
(4) In diesem Fall ist

_ _ < 1 <
n(GA) = JimuBa) = tim (G ) < tm 0% pdi) < 3 ()
- <u(Ag)
denn B, T A nach Lemma (4) ist
1 subadditiv auf A ]

Wir beschlielen das Teilkapitel mit folgendem, vielleicht auf den ersten Blick doch etwas
iiberraschenden Lemma.

Lemma 4.7. Es gibt eine offene Teilmenge von R, welche alle rationalen Zahlen enthdlt,
aber welche ein endliches Volumen besitzt.
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Beweis. Aus [Frll Satz 4.13] wissen wir, dass Q abzédhlbar ist. Wir wihlen eine Abzéhlung
{a;}ien von Q. Wir betrachten dann die Menge

. 0o 1 1
A = ‘Ul (ai T 9t a; + 2i+1)'
1=

Die Menge A ist als Vereinigung von offenen Mengen wiederum offen. Aus Satz folgt
zudem A € Q(R)". Die Menge A enthilt offensichtlich alle rationalen Zahlen. Wir wollen
nun zeigen, dass das Volumen von A endlich ist. Es ist

Vol(4) = Vol(Ele (a; — ! ai+i)> < iVol((ai Loai+ -2 )) = L

12

P 2¢+1; 2it1 = - 21'37 21417/, = 21
cQ(R)t T —1
nach Satz [4.6] (4) [ |

4.3. Das duflere Mafl und die Pseudometrik auf Teilmengen. In diesem Teilkapitel
sei weiterhin A C P(Q2) ein Mengenring auf einer Menge €2 und es sei

ein Pramaf, d.h. p ist ein o-additiver Inhalt. Wir nehmen jetzt zudem an, dass p o-endlich
ist. Unser Ziel ist es immer noch, p zu einem Mafl
f: (A7 = Ry
fortzusetzen.
Definition. Es sei A C P(f2) ein Mengenring auf einer Menge €2 und es sei yu: A — Ry ein

o-endliches Pramafl. Fiir eine beliebige Teilmenge X C €2 definieren wir das duflere Mafl
von X alﬂ

p*(X) = inf {u(4)| X C Aund A € AT} € Rs,.
Bemerkung. Wenn X € AT, insbesondere, wenn X € A, dann folgt aus der Monotonie
von p: AT — Ry, dass p*(X) = u(X).

Beispiel. Wir betrachten den Mengenring Q(R) mit dem Pramaf$l Vol. Dann gilt fiir jedes
x € R und jedes € > 0, dass

0 < Vol"({z}) < Vol([z,x+¢€)) = e.
€Q(R)

Wir sehen also, dass Vol*({z}) = 0. In Ubungsblatt 10 zeigen wir, dass fiir reelle Zahlen
a,b € R mit a < b gilt:
Vol* ([a,b]) = b—a.

24Nachdem A als o-endlich vorausgesetzt ist gibt es insbesondere eine Folge von Mengen A € A,
k € N mit :leAk = . Wir sehen also, dass Q € A'". Es folgt, dass das Infimum in der Definition von

w*(X), existiert, denn die Menge der moglichen A’s enthilt €, sie ist also insbesondere nicht leer.
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Satz 4.8. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q und es sei pn: A — R, ein
o-endliches Pramap. Die Abbildung p*: P() — R, besitzt folgende Eigenschaften:

(1) Es gilt XCcY = u(X)<upY) Monotonie.
(2) Es sei X;, i € I eine abzihlbare Familie von Teilmengen in Q2. Dann gilt
u*( U Xi) < (X)) o-Subadditivitdt.
ust i€l

Bemerkung. Wir haben also jetzt insbesondere eine Funktion
Vol*: P(R") — R,

eingefiihrt, welche nach Satz die Eigenschaft

(B) Monotonie
besitzt. Andererseits hatten wir in Satz gesehen, dass Vol* nicht noch zeitgleich alle
drei Eigenschaften

(A) Normierung Vol*([0, 1]") = 1,

(C) Translationsinvarianz,

(D) o-Additivitét,
erfiillen kann. Man kann leicht zeigen, dass Vol* sowohl (A) als auch (C) erfillt. Wir sehen
also, dass Vol* auf P(2) nicht (D) erfiillt, also nicht o-additiv ist ]

Beweis.

(1) Diese Aussage ist trivial[™]

(2) Es geniigt den Fall zu betrachten, dass X;, i > 1 eine unendliche Folge von Teilmengen
in (2 istm Wenn p*(X;) = oo fiir ein ¢ € N, dann ist die Aussage trivialerweise wahr.
Wir betrachten nun also noch den Fall, dass p*(X;) fiir alle ¢ € N endlich ist.

In Satz hatten wir die Aussage schon gezeigt, wenn alle X;’s in A" liegen.
Dies ist hier natiirlich im allgemeinen nicht der Fall, aber wir kénnen die X;’s
beliebig gut durch Mengen in A", approximieren”.
Es sei nun € > 0. Aus der Definition von ;* folgt, dass es fiir jedes i € N ein B; € A"
gibt mit X; C B; und mit u(B;) < p*(X;) + ; Also folgt, dass

[e.e] [e.e] . o0 o0 o [ee] [o¢] €
UXic UB; wund damit M*< _Ul Xi) < M( _U1 Bz’) < Dop(Bi) < 3ot (Xa) + 0 o
=1 =1 = = =1 =1 =1
€ A" nach nach Definition von u* i —
o  ist nach Satz (4)
Satz 4.4 o-subadditiv auf A",

Fiir alle € > 0 gilt also - o
p(UX:) < p(X)+e
i= i=1

25Nach Satz ist Vol* o-subadditiv. Nachdem Vol* nicht o-additiv ist, folgt aus Satz , dass Vol*
noch nicht einmal additiv ist.

26Warum?

2Den Fall von einer endlichen Vereinigung X; U --- U X kann man auf den unendlichen Fall
zuriickfithren, indem man fiir ¢ > 1 jeweils Xy4; = @ setzt.
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Daraus folgt die gewiinschte Ungleichung. [

Fiir zwei Teilmengen X,Y C Q misst p*(X A Y) anschaulich wie unterschiedlich X
und Y sind. Das folgende Lemma besagt, dass dieser, Abstand” zwischen Mengen X und
Y viele Eigenschaften einer Metrik besitzt.

symmetrische Differenz X AY

Lemma 4.9. Es sei A C P(Q) ein Mengenring auf einer Menge Q und es sei u: A — R
ein o-endliches Pramaf. Es seien X, Y € P(Q2). Dann gilt

(a) X=Y = p(XAY) =0,
(b) WXAY) = (Y AX) Symmetrie.
Zudem gilt fir X,Y,Z € P(Q), dass
(c) prXAZ) < pr(XAY)+p* (Y AZ) Dreiecksungleichung.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind trivial. Es verbleibt die Dreiecksungleichung zu
beweisen. Es seien also X, Y und Z beliebige Teilmengen von (). Dann gilt @
WXAZ) = (XA ANZ) = p(XAYAYAZ) < (XAY)U(Y AZ))
4 4 +
denn (A Z)=Z7 denn Y AY =@ Monotonie von p*, sieche Satz (1),
angewandt auf AABC AUB
< P (XAY)+u (Y AZ).
/]\
Subadditivitdt von p*, siehe Satz (2) [ |

Definition. Es sei {Y}}ren eine Folge in P(Q) und X € P(2). Wir definieren
Vi 5 X e lim @* (i AX) = 0.
—00

Der folgende Satz besagt, dass pu* stetig ist beziiglich der obigen Konvergenz von Teil-
mengen von ).

Satz 4.10. Es sei {Y; }ren eine Folge in P(Q) und X € P(2). Wenn p*(Yy) < oo fir alle
k und wenn p*(X) < oo, dann gilt

Vi 5 X = lim (V) = pf(X).
k—oo
Beweis (x). Die Aussage des Satzes folgt aus den Definitionen und folgender Behauptung.
28Es folgt aus der Assoziativitit von A, welche wir in Lemma gezeigten, dass wir uns bei Aus-

driicken, welche nur mit A verkniipft sind, um die Klammersetzung keine Gedanken machen miissen.
2Das Argument ist nun eine Variation auf das wohlvertraute Schema

lz—zl =l -0-z2l=lz—(y—y) =2 =|(z—y) - (y—2) < |z —yl+|y—z|
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Behauptung. Es seien X und Y Teilmengen von Q mit p*(X) < oo und p*(Y') < oo, dann
ailt W(X) = (V)] € (X AY).

Xzi::EiZ:;) %%%%;S%%% C::I%Z::D

XAY XnNnY

Es seien also X,Y € P(). Es gilt
XNy c XY C XUY
also folgt aus der in Satz bewiesenen Monotonie von p*, dass
(a) pr(XNY) < p(X),p(Y) < p(XUY)

Zud folgt
udem folgt aus XUY = (XNY)U(XAY),

mithilfe der in Satz bewiesenen Subadditivitéﬂ von p*, dass

(b) prXUY) < p(XNY)+p (X AY)
Zusammenfassend erhalten wir, dass
(X)) = (V)| < g (XUY)—pr(XNY) < p(XAY).

4 4
folgt aus (a) folgt aus (b) [

Definition. Es sei A C P(f2) ein Mengenring, es sei pi: A — R ein o-endliches Pramaf
und es sei p*: P(Q) — R, das zugehorige duBlere MaBl. Wir definieren

zu jedem € > 0 gibt es ein A € A

X C Qist A-approximierbar <= mit (X A A) < .

Wir bezeichnen mit A C P(Q) die Menge aller A-approximierbaren Teilmengen.

A€ Q(R?) XAA

Beispiel. Es seien a < b € R. Dann ist [a, b] eine Q(R)-approximierbare Teilmenge von R,
denn fiir jedes € > 0 ist

Vol*([a,b] A [a,b)) = Vol*({b}) = 0 < e.
=~ 4

€Q(R) siehe Beispiel auf Seite [I59]

30Wir haben fiir p* die Additivitdt nicht zur Verfiigung, wir konnen also nicht schliefen, dass
pr(XUY) = p"(XNnY)+u" (X AY).
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Satz 4.11. Es sei A C P(QQ) eine Mengenalgebra, u: A — Rsq ein endliches Pramaf.
Dann ist A = alle A-approximierbaren Teilmengen von )
eine o-Algebra auf €.
Beispiel. Fiir s > 0 ist

Q(R",s) = alle halboffenen Quader, welche in [—s,s)" C R" liegen
nach Lemma eine Mengenalgebra auf dem halboffenen Wiirfel [—s, s)". Zudem folgt
leicht aus Satz 3.6 dass Vol,, ein endliches Pramafl auf Q(R™,s) ist. Der Satz besagt nun
also, dass Q(R™, s) eine o-Algebra bildet.

In dem Beweis von Satz werden wir folgendes elementare Lemma aus der Mengen-
theorie verwenden.
Lemma 4.12. Es seien X;,1 € I und A;,i € I Familien von beliebigen Teilmengen von
Q. Dann gilt

(UX) o (U4) € UGa A,

i€l i€l e
Beweis. Es sei also z € ( UX,L-> A ( UA,-).
el el

Wir betrachten zuerst den Fall, dass z € U X;. Dann folgt z ¢ U A;. Dann liegt z also in
el el

mindestens einem X; aber in keinem A;, d.h. z liegt in X; A A;, insbesondere liegt z in
U(X; A A;). Nachdem die Aussage symmetrisch in X; und A; ist, folgt die Aussage im
il

Fall, dass z € U A; ganz analog. [ |

iEl

Lemma 4.13. FEs sei A eine Mengenalgebra. Wenn u ein endlicher Inhalt auf A ist, dann
gilt fiir alle Y € A", dass p(Y) < 0.

Beweis. Es sei A eine Mengenalgebra auf einer Menge €2 und es sei u ein endlicher Inhalt
auf A. Es sei Y € A", Wir wiihlen eine aufsteigende Folge A, in A mit U Ay = Y. Dann
kEN

gilt

n(Y) = Jlim p(Ay) () < oo
4 4 4
Definition da A eine Mengenalgebra ist, da p endlich
von ju auf AT gilt u € A, also u(Ax) < u(Q) u
Beweis von Satz [4.11l. Wir miissen also folgende Aussagen beweisen:
(1) o€ A
(2) XeA = X°eA,

(3) die Vereinigung von abzéhlbar vielen Mengen in A liegt ebenfalls in A
Wir wenden uns nun dem Beweis der drei Aussagen zu.
(1) Die erste Aussage ist trivial[’]

3lWarum ist das trivial?
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(2) Wir werden diese Aussage in Ubungsblatt 11 beweisen. N
(3) Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine unendliche Folge X1, X5, --- € A auch die Vereini-
gung X := U X, in A liegt. Es reicht nun folgende Behauptung zu beweisen.
keN

Behauptung. Fiir alle e > 0 gibt es ein B € A mit
wW(XAB) < e

Es sei also € > 0. Ganz analog zum Beweis von Satz [4.§] wéhlen wir uns zu jedem
k € Nein Ay € A mit pu*(Xp A Ag) < #e. Wir setzen

A = U Ak = U A1UUAk € AT.
k=1 =1
=:BpeA
Wir wollen also jetzt X durch eine Menge in A approximieren. Die Menge A
erscheint zwar wie eine gute Approximation, liegt aber nicht notwendigerweise
in A. Nachdem A wiederum durch die Mengen B,, € A approximiert wird,
wollen wir nun X durch ein geeignet gewéahltes B,, approximieren.
Wir wollen im Folgenden zeigen, dass fiir m grofl genug gilt, dass pu*(X A B,,) < e.
Wir betrachten dazu erst einmal ein beliebiges m € N. Dann gilt
(X ABy) < p (X AA)+p* (AN By)

/I\
Dreiecksungleichung aus Lemma [£.9]

< ([ UXe s UA) 44 ALBy, ) < (U (D40 44 (A\B,)

k=1
= A\ Bm,
da Bm C A Lemma [£12] und Monotonie von j*
< X (XeAAy) + u(A\By) < 5+ (u(A) = p(Bn))-

k=1 ~——~——
e :

wir wenden o-Subadditivitdt von p* auf den ersten Term an dies folgt aus A = (A \ By,) U By,

zudem folgt aus Satz dass A\ B,, € AT, denn p ist nach Satz [4.6]
und damit p*(A\ By,) = u(A\ By,) additiv auf A"

Nachdem B,, 1 A folgt aus Satz [4.6] dass p(B.n) 1 p(A). Da p ein endlicher Inhalt
ist und da A eine Mengenalgebra erhalten wir aus Lemma , dass p(A) < oo.
Es gibt also ein m € N mit u(A) — u(B,,) < §. Dann hat B = B,, die gewiinschte
Eigenschaft. |

Satz 4.14. Es sei A C P(Q) eine Mengenalgebra, p: A — Rsq ein endliches Pramafs, und
A die o-Algebra der A-approximierbaren Mengen. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Die Abbildung 1 A = R
A = p(4)

32Den Fall von einer endlichen Vereinigung X; U --- U X kann man auf den unendlichen Fall
zuriickfithren, indem man Xy4; = @ fiir ¢ > 1 setzt.



4. FORTSETZUNG VON EINEM PRAMASS ZU EINEM MASS 165

ist ein Maff" _ B
(2) Die Abbildung p*: A — R ist das einzige Maf$ auf A, welches auf A mit p
tibereinstimmdt.
Bemerkung.

1) Es gilt ~
(1) Es gi A c A C (A)? c A
* *

folgt aus Lemma [2.10] per Definition ist {(A)? in allen o-Algebren
enthalten, welche A enthalten

Unter der Voraussetzung, dass p endlich ist, besagt Satz nun also, dass wir das
PramaB u: A — Rsg zu einem MaB p*: (A)? — Ry fortgesetzt haben.

(2) Es sei s > 0. Wir betrachten wieder den halboffenen Wiirfel [—s, s)". Wir kénnen
Satz insbesondere auf die Mengenalgebra*]

Q(R",s) = alle endliche Vereinigungen von halboffenen Quadern in [—s, s)™

und das endliche Prama8 Vol,,: Q(R",s) — Ry anwenden. Wir erhalten dann also
ein MaB Vol,, auf der o-Algebra (Q(R", s)).
Wir brechen den Beweis von Satz .14l in seine zwei Bestandteile auf.

Beweis von Satz (1). Im Beweis von Satz (1) werden wir folgende elementare
Behauptung aus der Mengentheorie verwenden.

Behauptung. Fiir beliebige Teilmengen A, B, X und Y von € gilt
XNY =9 = AnB Cc (XAAUY AB).

% A <
(=
B < D

Es seien X und Y disjunkte Teilmengen von ). Es sei nun z € A N B beliebig. Wenn
z € X, dann kann z nach Voraussetzung nicht in Y liegen. Also ist z € B\ Y, also ist
z € Y A B. Andererseits, wenn z ¢ X, dann zeigt das gleiche Argument, dass z € A\ X,
also ist z € X A A. In beiden Fillen haben wir gezeigt, dass z in (X A A)U (Y A B) liegt.
H

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Beweis zu. Es sei also A C P(£2) eine Mengenal-
gebra, p: A — Rxq ein endliches Pramaf, und A die o-Algebra der A-approximierbaren
Mengen. Wir miissen zeigen, dass die Einschrinkung von p* auf A ein Maf ist. Es ist klar,

dass p* (@) = 0. Wir miissen noch zeigen, dass p* auf A o-additiv ist. In Satz hatten wir
immerhin schon gesehen, dass p* o-subadditiv ist. Es folgt aus Satz dass es nun geniigt

337ur Erinnerung, ein MaB ist definiert als ein o-additiver Inhalt auf einer o-Algebra.
34Wir hatten in Lemma gesehen, dass Q(R", s) eine Mengenalgebra auf der Menge Menge [—s, s)™
ist.
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zu zeigen, dass p* auf A ein Inhalt ist. Wir miissen also nur noch folgende Behauptung
beweisen:

Behauptung. Fiir alle disjunkten X,Y € A gilt
prXuyY) = pr(X)+pY).

Da X,Y € A existieren Folgen {Aj}ys1 und {Bylisr in A mit Ay, 25 X und By, 25 Y.
Aus der Abschéatzung
w((XUY)A (AU By)) % (X AA)UY AB)) < p'(XAA)+p (YA By)

folgt aus Lemma und der Monotonie von p* Subadditvitdt von p*

folgt dann, dass Ay U B, = X UY. Wir sehen nun, dass
nach Satz [£10 folgt aus Lemma [3.1] (2), da p(Ax) und p(Bg) endlich

' v
prXUY) = lim p(AgUBy) = lim (u(Ay) + p(Bi) — p(Ax N By))
= lim p(Ax) + lim p(Bg) — lim p(Ag N By).
k—o0 k—o0 k—o0

——— ————
= 1" (X), nach = 1" (Y), nach
Satz (410 Satz [£10

Wir wollen also noch zeigen, dass der letzte Grenzwert verschwindet. Dies ist in der Tat
der Fall, denn es ist

lim p(Ay N By) = lim p*(Ax N By) < lim p* (X A Ap) U (Y A By))
k—o00 4+ k—o00 N k—o00
denn p = p* auf A folgt aus der Anfangsbehauptung und der Monotonie von p*

< lim p" (X A AR) + lim (Y ABp) = 0.
k—oo k—r00

Vv TV
= 0, nach Wahl von Ay = 0, nach Wahl von By

Subadditivitdt von u* u

Beweis von Satz (2) (%). Wir wenden uns der zweiten Aussage des Satzes zu. Es

seien p; und pe zwei Mafle auf A, welche p1: A — R fortsetzen. Wir miissen zeigen, dass
1 = po. Da py und po dann insbesondere stetig von unten sind gilt

pi(B) = pux(B) = p(B) fiir alle B € AT,

Es sei nun X € A beliebig. Es geniigt folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fiir alle € > 0 ist | (X) — pa(X)] < 2e.

Es sei also € > 0. Aus der Definition von Approximierbarkeit folgt, dass es ein A € A mit
p(X A A) < 5 gibt. Aus der Definition von p*(X A A) folgt nun, dass es ein B € A" gibt
mit X A A C B und u(B) < e. Elementare Mengentheorie zeigt, dass aus X A A C B
folgt, dass
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A\B ¢ X <C AuUB.
Also gilt fiir ¢ = 1,2

wi(A\ B) < w(X) < w(AUB) Monotonie der Mafle y;
— (A — w(ANB) < w(X) < (A +pu(B\A) Additivitit der MaBe j;
— pi(A) —pi(B) < pa(X) < pi(A) + pai(B) Monotonie der MaBe y;
= p(A) —u(B) < w(X) < p(A)+pu(B) denn yi; = pu auf A
— wA)—e < w(X) < plA) +e denn u(B) < e.

Fiir 1 = 1, 2 erhalten wir also
m(X) = p(A)] < e

Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir dann, dass

11 (X) = (X)) < 2e. u

In Satz hatten wir gesehen, dass wir ein endliches Pramaf$i p: A — Rs( auf einer
Mengenalgebra A eindeutig zu einem Maf} p: A= R fortsetzen konnen. Der folgende
Satz besagt nun, das wir ein o-endliches PramaB p: A — R, auf einem Mengenring A
eindeutig zu einem MaB u: (A)7 — R, fortsetzen konnen.

Satz 4.15. Es sei A C P(Q) ein Mengenring und es sei yu: A — R, ein o-endliches
Pramaf. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine eindeutige Fortsetzung von p zu einem Majs

(2) Fiir jedes A € (A)? gilt T(A) = u*(A).
Beispiel. Das fiir uns wichtigste Beispiel ist der Mengenring Q(R™) zusammen mit dem o-
endlichen Inhalt Vol,, auf Q(R"). Satzm gibt uns nun, die schon seit lingerem gewiinschte,
Fortsetzung von Vol,, zu einem Maf auf der o-Algebra (Q(R"))".
Beweis.

Die Idee des Beweises ist, dass wir die Voraussetzung, dass p ein o-endliches Pramafl
ist verwenden, um die Aussage auf den im Satz behandelten Fall des endlichen
PramaBes zuriickzufiihren.
Da p ein o-endliches Pramaf ist gibt es eine aufsteigende Folge 2, 1 Q von Teilmengen
2, € A, so dass u(§2,) < oo fiir alle m. Fiir jedes m € N setzen wir

An = ANP(Q).

Man kann sicht leicht davon iiberzeugen, dass A,, eine Mengenalgebra auf €2, ist, und
dass die Einschrankung s, von p auf A, ein endliches Pramaf ist. Nach Satz gibt es
nun eine eindeutige Fortsetzung von der Einschréinkung von p auf A, zu einem Maf§ auf
(A,,)?, welches wir mit fi,,, bezeichnen.
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Fiir X € (A)” definieren wir nunf"]
(X)) = Hm fi (X 0 Q).
E(Am)?

Wir zeigen zuerst, dass 1 und p* auf (A)? iibereinstimmen. Es sei also X € (A)7. Wir
setzen X, := X NQ,,. Dann gilt

pXx) = m f,(X,) = lim g7, (Xm) < pi(X).
per Definition  Satz angewandt auf (A, tm) wenn A € AT mit X C A dann

ist AN X,, € Al daraus folgt,
dass 15y (Xom) < *(X)

Wir setzen nun Y; := X und fiir m > 2 setzen wir Y,,, := X, \ X,,_1. Dann ist

pX) € R () = lm 3w = m SE() = lim (X) = (X),

o-Subadditivitit von p* Satz [4.14] denn X, ist die disjunkte
angewandt auf X = UY} angewandt auf Ay Vereinigung von Yi,...,Y,,

Diese beiden Ungleichungen zusammen ergeben p*(X) = n(X).

Wir wollen nun beweisen, dass jz in der Tat ein MaB auf (A)7 ist, d.h. dass es ein o-
additiver Inhalt ist. Wir zeigen als erstes, dass i ein Inhalt ist. Es ist klar, dass p(2) = 0.
Wir zeigen nun, dass ;1 additiv ist. Es seien also X und Y disjunkte Mengen in (A)°. Fiir
m € N setzen wir X,,, := X N, und Y, :=Y NQ,,. Dann gilt

ﬁ(X U Y) = T}Lgnoo p:m(Xm U Ym) = WILLH;O (ﬁm(Xm) + ﬁm(ym)) = ﬁ(X) + ﬁ(Y)

/1\
da fi,, ein MaB ist, gilt fi,, (X U Vi) = fm(Xon) + i (Yon)
Wir haben also gezeigt, dass i additiv ist. Nach Satz ist u* zudem o-subadditiv ist. Es
folgt nun aus Satz , dass der Inhalt 1 = p* auf (A)? auch o-additiv, also ein Maf} ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass p: (A — R, die einzige Fortsetzung von p ist. Es sei

also 1i: (A)° — R, eine weitere Fortsetzung, welche ein Maf ist. Dann gilt

AX) = lm AXNQ,) = lim iu(XN0Q) = F(X).
nach Satz Eindeutigkeit der Fortsetzung Definition von u*
denn (X NQ,,) 1 Q von [, zu einem Maf} auf A,, |

35Die Aussage, dass X N, in (A;,)7 liegt ist nicht ganz offensichtlich. Dies kann man wie folgt sehen.
Es sei  eine Menge, es sei A ein Mengenring auf P(€2) und es sei A € A.
(a) Es sei B eine o-Algebra auf A mit ANP(A) C B. In dem wir zu B alle Mengen in Q2 \ A hinzufiigen
erhalten wir eine o-Algebra C auf Q mit B=CNP(A).
(b) Wir wenden (a) auf B = (AN P(A))° und erhalten eine o-Algebra C auf Q mit A C C und
CAPA) = (ANPA).
¢) Per Definition von (A)? gilt (A)? C C.
d) Es sei X € (A)°. Es folgt aus (c), dass X € (A)? C C.
e) Da A € A und da (A)? eine o-Algebra ist gilt auch X N A € (A)? C C.
f) Es folgt aus (e) und (b), dass X NA € (ANP(A))°.
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5. DAS LEBESGUE-MASS AUF R"™

5.1. Die Definition des Lebesgue-Mafl auf R”. Im Folgenden wollen wir nur noch
mit dem fiir uns im Moment wichtigsten Beispiel arbeiten, ndmlich dem Lebesgue-Maf§ auf
Q) = R". Wir fassen dazu die wichtigsten Definitionen und Ergebnisse zusammen.

Definition. Es sei A C P(R") und es sei y: A — R, eine Abbildung.
(1) Wir sagen p ist normiert, wenn [0, 1]" € A und

n([0,1]") = 1.
(2) Wir sagen p ist translationsinvariant, wenn fiir A € A und z € R” auch x + A € A
und wenn zudem plz+A) = p(A).

(3) Wir sagen p ist o-additiv, wenn fiir jede Folge Ay C A, k € N von paarweise disjunk-
ten Mengen mit kU A € A gilt
=1

() = Ewan

In Lemma hatten wir schon gesehen, dass eine solche o-additive Abbildung auch
monoton ist. Mit diesen Definitionen kénnen wir nun Satz wie folgt formulieren.

Satz FEs gibt keine normierte, translationsinvariante, o-additive Funktion auf P(R™).

Unser Ziel in den letzten Kapiteln war es, einen normierten, translationsinvarianten,
o-additiven Inhalt auf einer moglichst grolen o-Algebra einzufithren. Wir erinnern im Fol-
genden noch einmal an die wichtigsten Schritte.

e Ein halboffener Quader in R™ ist eine Teilmenge von R™ der Form

Q = [a17bl) XX [arwbn)-
Das Volumen davon ist definiert als

Vol(Q) == TI(hi—a).

e Wir bezeichnen mit Q(R™) die Teilmengen von R", welche Vereinigung von endlich
vielen halboffenen Quadern sind. In Satz hatten wir gezeigt, dass die Abbildung

Vol: Q(R") — R,

A o Vol(4) == ) Vol(Q), wobei A die disjunkte Vereinigung der
i=1

halboffenen Quadern @4, ..., Q,, ist

wohldefiniert ist. Aus den Definitionen, aus Lemma [3.1] und aus Satz [3.6] kann man
herleiten, dass Vol ein o-additiver, translationsinvarianter Inhalt ist.
e Als néchstes hatten wir definiert

QR™M" = {A = _@1 A; ’ Ay; C Ay C ... ist eine aufsteigende Folge in Q(R")}.
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Fiir solch ein A € Q(R™)" hatten wir
Vol(A) = Jim Vol(4;) €R;
—00

gesetzt. Das Volumen von A € Q(R™) ist nach Lemma [4.5| wohldefiniert.

e Aus Satz folgt, dass Vol auf Q(R")" wieder monoton und additiv ist. Zudem folgt
aus den Definitionen, dass Vol wiederum translationsinvariant ist.

e Fiir eine beliebige Teilmenge X C R" ist das duffere Maf§ definiert als

Vol*(X) := inf { Vol(4) | X C Aund A € Q(R")"}.
Wie in Ubungsblatt 10 kann man zeigen, dass fiir a; < b;, i = 1,...,n gilt:

Vol* ([alabl} X X [an7bn]) = H(bz — CLZ-).
kompak‘:e; Quader =1

Insbesondere sehen wir, dass Vol* normiert ist. Es folgt aus Satz 4.8 dass Vol* monoton
und o-subadditiv ist. Zudem folgt leicht aus den Definitionen, dass Vol* translations-
invariant ist. Es folgt nun aus Satz dass Vol*: P(R") — R, nicht auch noch
o-additiv sein kann.

e Wir erhalten die o-Additivitdt indem wir uns aus auf eine kleinere o-Algebra als
P(R™), ndmlich (Q(R™))?, einschrinken.

Definition.
(1) Wir bezeichnen

B(R™) := (Q(R"))° = die kleinste o-Algebra auf R", welche Q(R™) enthélt

als die Borelsche o-Algebra.
(2) Nach Satz ist die Einschriankung von Vol*: P(R") — R, auf B(R") auch o-
additiv. Anders ausgedriickt, die Abbildung
A — Vol(A4) = Vol*(A4)
ist ein Mafl auf B(R™). Dieses Mafl wird das Lebesgue-Mafl oder auch Volumen auf

R™ genannt.
(3) Die Mengen, welche in B(R") liegen, heiflen Lebesgue-messbar oder kiirzer, messbar.

Wir fassen in den folgenden beiden Sédtzen die wichtigsten Eigenschaften von messba-
ren Mengen und dem Lebesgue-Mafl zusammen. In den allermeisten Fillen geniigt es im
Folgenden diese beide Sétze zu kennen. Wir werden die Aussagen dieser beiden Sétze oft
ohne Bemerkung verwenden.

Satz 5.1. (Eigenschaften von messbaren Mengen)
(1) Alle halboffenen Quader sind messbar.

(2) Komplemente von messbaren Mengen sind wiederum messbar.
(3) Die Vereinigung von abzdhlbar vielen messbaren Mengen ist wiederum messbar.
(4) Der Durchschnitt von abzdhlbar vielen messbaren Mengen ist wiederum messbar.



5. DAS LEBESGUE-MASS AUF R" 171

(5) Verschiebungen von messbaren Mengen sind wieder messbar, d.h. wenn A C R"
messbar ist und wenn p € R™, dann ist auch p + A messbar.

(6) Offene Mengen sind messbar.

(7) Abgeschlossene Mengen sind messbar.

Beweis. Die ersten drei Aussagen folgen sofort aus der Tatsache, dass die Borelsche o-
Algebra B(R™) = (Q(R™))" eine o-Algebra ist, welche alle halboffenen Quadern enthlt.
Die vierte Aussage folgt aus (2) und (3) sowie der de Morgan Regel 2.2 Es ist klar, dass
Q(R™) unter Translationen abgeschlossen ist. Damit ist auch (Q(R™))? abgeschlossen unter
Translationen. Wir haben damit die fiinfte Aussage bewiesen. Die sechste Aussage hatten
wir in Satz bewiesen. Die letzte Aussage folgt aus der zweiten und der sechsten Aussage.

[ |

Satz 5.2. (Eigenschaften des Lebesgue—Mafl) Es gibt genau eine Abbildung
Vol: B(R") — Ry,

genannt das Lebesgue-MafS oder das Volumen, so dass folgende Eigenschaften erfillt sind.

(1) Es gilt n
Vol(@) = 0 und Vol ([a1,b1] x -+ X [an, ba]) = T](bi — ).

i=1

(2) Das Lebesgue-Mayj$ ist translationsinvariant, d.h. fir alle messbaren A C R™ und alle
z € R gilt Vol(z + A) = Vol(A).

(3) Das Lebesque-Mafs ist o-additiv, d.h. fir jede Folge Ay, k € N von disjunkten mess-
baren Mengen gz’lﬂ

Vol (kL:JlAk> = . Vol(4y)
(4) Das Lebesgue-Mafs ist monoton, d.h. fir alle messbaren A C B C R™ gilt
Vol(4) < Vol(B).

(5) Das Lebesque-Maj$ ist o-subadditiv, d.h. fir jede Folge Ag,k € N wvon messbaren

Mengen gilt - o

Vol(kU Ak) < 3 Vol(Ay).
=1 k=1

(6) Das Lebesque-Maf ist stetig von unten, d.h. fir jede Folge Ay, k € N von messbaren
Mengen gilt

Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz von solch einer Abbildung Vol: B(R") — R,. In
Satz hatten wir gezeigt, dass die Einschrinkung des duBeren Maf Vol*: P(R") — R,
auf B(R") = (Q(R™))? ein MaB ist. Dieses erfiillt dann per Definition die Eigenschaft (3).
Aus der Additivitét folgt sofort die Monotonie (4). Die letzten beiden Eigenschaften folgen

aus (3) und Satz [3.2]

36Die analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir endlich viele disjunkte messbare Mengen Aj, ..., Ay.
Man erhélt diese aus der o-Additivitat indem man Ag,; := @ fiir i > 1 setzt.
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Die erste Aussage wird genau wie die entsprechende Aufgabe in Ubungsblatt 10 be-
wiesen. Da Vol: Q(R)” — R, translationsinvariant ist, ist auch das duBere Mafi Vol*
translationsinvariant. Daraus folgt (2). Wir haben damit alle Aussagen nachgewiesen.

Wir werden in Ubungsblatt 11 die Eindeutigkeit von Vol: B(R") — R, beweisen. B

Wir beschliefen das Teilkapitel mit folgendem einfachen Satz.

Satz 5.3. Es sei U C R™ und f: U — RF eine stetige Abbildung. Dann gilt:

(1) Wenn U abgeschlossen ist, dann ist f(U) messbar.
(2) Wenn U offen ist, dann ist f(U) messbar.

Beweis.

(1) Die erste Aussage wird in Ubungsblatt 11 bewiesen.

(2) Es sei U eine offene Teilmenge von R”. Der Beweis von Satz kann leicht ab-
geénderﬂ werden um zu zeigen, dass U geschrieben werden kann als Vereinigungs-
menge von abzéhlbar vielen abgeschlossenen Wiirfeln W;, ¢ € I. Dann ist

F) = f(UW:) = Ufwy.

i€l i€l

Es folgt also aus (1), dass f(U) messbar ist. |

5.2. Nullmengen.
Definition. Wir sagen X C R" ist eine Nullmenge, falls X messbar ist mit Vol(X) = 0.

Beispiel. Nach Satz (1) ist jeder kompakte Quader, welcher eine Seite der Lénge null
besitzt, eine Nullmenge. Insbesondere definiert fiir n > 1 jeder Punkt in p € R" eine
Nullmenge.

Bemerkung. In der Literatur sagt man manchmal, dass X C R" eine Nullmenge ist, falls
Vol*(X) = 0. Es wird also nicht vorausgesetzt, dass X messbar ist. Mithilfe des Beispiels
aus dem Beweis von Satz kann man jedoch zeigen, dass es Teilmengen von R? mit
Vol* (X)) = 0 gibt, welche nicht messbar sind.

Lemma 5.4.

(1) Eine abzdihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wiederum eine Nullmenge.
(2) Eine messbare Teilmenge einer Nullmenge ist wiederum eine Nullmenge.

Beweis. Die beiden Aussagen folgen sofort aus Satz [5.2] |

3TWir miissen in der Definition Wy nur die halb-offenen Wiirfel durch die abgeschlossenen Wiirfel
ersetzen. Der Rest des Arguments ist dann im Prinzip unverédndert.
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Beispiele.
(1) Die Menge Q C R ist eine abzéhlbare Menge. Nachdem jeder Punkt eine Nullmenge
ist, folgt nun aus Lemma [5.4] dass auch Q eine Nullmenge ist.

(2) Es folgt aus Lemma , dass jede abzédhlbare Teilmenge von R eine Nullmenge ist.
Andererseits ist

Vol(R) = Vol( U [—m,m]) = lim Vol([-m,m]) = oc.

da Vol stetig von unten

Wir haben also nun einen neuen Beweis fiir die Aussage, dass die Menge R nicht
abzahlbar ist.

Satz 5.5. Es sei k < n. Wenn F: RF — R" stetig differenzierbar ist, dann ist das Bild
F(R¥) eine Nullmenge.

W(s) — ————r—y a

NS

Wiirfel z +V Wiirfel, welche die F'(z + V') enthalten

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

P:R — R?
¢ — (sin(p),cos(p)).

Das Bild ist gerade der Kreis SU = {(z,y) €R?|2? +y? =1}

Also ist der Kreis nach Satz eine Nullmenge.

Beweis. Es sei also k < n und es sei F': R¥ — R” eine stetig differenzierbare Abbildung.
Es folgt aus Satz , dass F(RF) messbar ist. Wir miissen nun also noch zeigen, dass
Vol(F(RF)) = 0.
Fiir s € N setzen wir
W(s) = [—s,s]k

Dann ist 00
F(RF) = L:JlF(W(S))-

Nach Lemma [5.4] (1) geniigt es also zu zeigen, dass jedes F'(W (s)) eine Nullmenge ist. Wir
beginnen mit folgender Behauptung.

Behauptung. Es gibt ein D > 0, so dass fiir jeden abgeschlossenen Wiirfel V' C W (s) gilt,
das<] Vol,(F(V)) < D -Voly(V)¥.

38Es folgt aus Satz E dass F(V') messbar ist.
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Die Menge W (s) ist kompakt. Nachdem F' stetig differenzierbar und da W (s) kompakt ist,
existiert nach Lemma [5.7] also

C = max{ |DF (P ‘PGW( )}

Norm des
Differentials DF'(P)

Es sei nun V' ein Wiirfel in W (s). Wir bezeichnen mit d die Seitenlédnge von V. Dann gilt
Lemma (1]

. +
Seitenlédnge(V) = d = Durchmesser(V) = /n-d = Durchmesser(F(V)) <
= F (V) ist enthalten in einem Wiirfel der Seitenlénge C -

= F(V) ist enthalten in einem Wiirfel mit Volumen (C - v/n)" -
———

:D
— Vol,(F(V)) < D -d" = Vol,(F(V)) < D - Vol,(V)¥.
4 gk
folgt aus der Monotonie von Vol,

Wir haben also gezeigt, dass D := (C - \/n)" die gewiinschte Eigenschaft besitzt. H

Die Idee ist nun W (s) durch, kleine” Wiirfel zu iiberdecken, und dann die Behauptung
anzuwenden.

C-n-d
f-d

Rl

Es sei nun erst einmal NV € N beliebig. Wir betrachten

_ s s k
V o= [O,N} X e X [O,N} CR
und wir setzen
Z = {(:El,...,xk)|a:i:—s,—s—l—%,—st%,...,s—%}
= “alle Eckpunkte des Karomusters mit Seitenldnge % in [—s,s)*”.

Wir koénnen jetzt alles zusammenfassen und erhalten, dass

Vol (F(W(s))) < Vol, (F( Uz+ V)) < S Vol,(F(z + V)

4 ? 4 z2€Z
denn W(s)C | (#+V) Subadditivitit von Vol,
z€Z
o k s\ _ k 1
< X D-Vol(z+V)r = D-(2sN)*- ()" = D-2°-s"" v
T 2€Z —(S)k T unabhingig von N
—\N
obige Behauptung da Z aus (2-s- N)* Elementen besteht

Nachdem k£ < n geht mit N — oo die rechte Seite gegen null. Also folgt, dass
Vol,,(F(W(s))) = 0.
Wir haben damit den Satz bewiesen. |
Wir beschlieflen das Kapitel mit folgender Verallgemeinerung von Satz [5.5]
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Wiirfel z +V Wiirfel, welche die F'(z 4+ V') enthalten

Satz 5.6. Es sei U C R"™ eine offene Teilmenge und es sei F': U — R™ eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung. Wenn A C U eine Nullmenge ist, so dass das Bild F(A) messbar
ist, dann ist auch F(A) eine Nullmenge.

F stetig differenzierbar

Beweis. Dieser Satz wird in [Fo3, Seite 36] bewiesen. |

5.3. Die Cantor—Menge. Wir haben schon folgende Eigenschaften von Nullmengen be-
wiesen:

(1) Jede Teilmenge von R, welche aus abzdhlbar vielen Punkten besteht, ist eine Null-

menge.

(2) Eine Nullmenge in R enthilt kein offenes Intervall[”
Eine Nullmenge von R ist also in einem gewissen Sinne, klein”, und man kann sich die Frage
stellen, ob vielleicht eine Nullmenge in R immer abzihlbar ist. Uberraschenderweise ist die
Antwort zu dieser Frage allerdings, Nein”:

Satz 5.7. Es gibt eine beschrdinkte Nullmenge von R, welche tiberabzihlbar viele Punkte
enthdlt.

Der Beweis von Satz [5.7] erstreckt sich iiber das ganze Teilkapitel. Wir konstruieren im
Folgenden die,, Cantor-Menge C” und zeigen danach, dass diese die gewiinschte Eigenschaft
besitzt. Wir betrachten folgende Folge von Teilmengen von R:

Co = [0,1], mit Vol(Cp) = 1.

Wir bilden nun C}, indem wir aus dem Intervall C das mittlere offene Drittel entfernen,
d.h. es ist

Cy = [0,i] U3 1], mit Vol(Ci) = 2-Vol(Cy) = 2.
Wir bilden als néchstes C5, indem wir aus den beiden Teilintervallen von C; wiederum
jeweils das mittlere offene Drittel entfernen, d.h. es ist

Cy = [0, U3 U[EIUlE1]  mit Vol(Ch) = 2-Vol(Cy) = (2)%

9 99 979 9 3
Wir fahren nun induktiv so fort. Wir erhalten eine absteigende Folge {Cj }ken,, so dass

C, = Vereinigung von 2 kompakten mit  Vol(Cy) = % “Vol(Cy—1) = (%)k
Intervallen der Linge 3%

39n der Tat, denn aus (a,b) € A folgt Vol(A) > Vol((a,b)) =b—a > 0.
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Definition. Wir bezeichnen C - ﬁ c,
als die Cantor-Menge
Co = [0,1]
1 —-— i =[0,3] U[31]
- — ——— G=DUBIUED U
—H HH HH HH (Y

0 1

Wir werden im Folgenden eine andere Beschreibung der Cantor-Menge C' geben. Wir
fithren dazu folgende Definition ein, welche eine Abwandlung der Definition der Dezimal-
darstellung von [Frll, Kapitel 4.2] ist.

Definition. Es sei n > 2 und es sei zudem a € [0, 1]. Nach [Frll Satz 4.9] existiert eine
Folge a; € {0,1,...,n— 1}, 1 € N, so dass

Wir bezeichnen dann
als n-adige Darstellung von a.

Beispiel. Beispielsweise gilt in der 3—adigen Darstellung, dass

1 X1 1
3_223__1:1— —1

DO —

0,11111111111... =

ﬂMg

ol

Die 3-adige Darstellung ist nicht eindeutig, beispielsweise gilt

= 0,10000000000... aber auch
= 0,02222222222. ..

W= W=

Das Argument von [Er1] Satz 4.10] zeigt, dass dies die, einzige Quelle” von nicht eindeutigen
3—-adigen Darstellungen ist. Diese Nichteindeutigkeit spielt im weiteren Verlauf aber keine
ernsthafte Rolle.

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, dass

C; := alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3—adige Darstellung besitzt,
in welcher in der ersten Stelle nur die Ziffer 0 oder die Ziffer 2 verwendet wird.

Allgemeiner gilt fiir £ € N, dass

Cy = alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3—adige Darstellung besitzt,
in welcher in den ersten & Stellen nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden
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und daher auch

C' := alle reellen Zahlen a in [0, 1], so dass a eine 3-adige Darstellung besitzt,
in welcher nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden.

Definition. Wir definieren die Cantor-Funktion
®:[0,1] — [0,1]
wie folgt: Es sei z € [0, 1].
1. Fall. = € [0, 1] besitzt eine 3—adige Darstellung der Form

r = 0,a1a2a30405 ...

alle a;’s liegen in {0, 2}

Wir definieren dann ()

(. J

2—adige ]S;rstellung
2. Fall. Andernfalls besitzt « € [0, 1] eine 3-adige Darstellung der Form

r = O,glaQag a/k_ljla/k_FI

jeweils in {0, 2}

J/

Wir definieren dann O(zr) = 0, % % - ak2_1 1000 ..
2

TV
—adige Darstellung

Die Funktion ® ist konstant auf den Intervallen, welche man jeweils vom Ubergang von
Cy zu Ciyq herausgenommen hat. Beispielsweise gilt

fir € [3, 2], dh fir 2 =0,1a2a3... ist ®(z) = 0,1000... = £,
fir € [}, 2], dh. fir 2 =0,0lazay... ist ®(z) = 0,0100... = 1,
fir # € [I,%], dh fir 2 =0,2lagaq... ist ®(z) := 0,1100... = 3.
—_———— —_——
3—adig 2—adig
1 e
s | -
1 -
% 1 ) - —— Graph der
%‘ s - Cantor-Funktion ®

3-adige Darstellung ist von der Form 0, 1. ..

Lemma 5.8. Die Cantor-Funktion ®: [0,1] — [0, 1] hat folgende Figenschaften:
(1) Fir jedes x € [0,1] gibt es ein ¢ € C, so dass ®(c) = x.
(2) ® ist monoton steigend und stetig.

Beweis. Es sei z € [0, 1]. Wir schreiben
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z = 0,a1a900a3...
————
2-adige Darstellung
Dann gllt (I)(O, (2&1)(2@2)(2&3) .. ) = 0, ajasas ... — .
~ Vv
3-adige Darstellung, 2—adige Darstellung

dies ist eine Zahl in C

Dies beweist schon die erste Aussage. Es folgt leicht aus den Definitionen, dass die Cantor-
Funktion monoton ist. Mithilfe der e-0-Definition von Stetigkeit kann man auch problemlos
zeigen, dass die Cantor-Funktion stetig ist. Nachdem wir diese Aussagen jedoch nicht weiter
verwenden werden, iiberlassen wir den Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe. |

Beweis von Satz [5.7. Jedes C} ist die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen
Intervallen, also messbar. Als Durchschnitt der abzéhlbar vielen messbaren Mengen Cj, ist
die Cantor-Menge C' wiederum messbar. Nachdem Vol(Cy) = (3)* gegen 0 konvergiert, und
C in jedem C}, enthalten ist, folgt, dass C eine Nullmenge ist.

Aus Lemma (1) und der Tatache, dass [0, 1] iiberabzéhlbar ist, folgt, dass die Can-
tormenge iiberabzéhlbar ist. |

5.4. Messbare Mengen und Hom6omorphismen.

Satz 5.9. Es seien U,V C R" zwei offene Teilmengen. Wenn F: U — V' ein Homdéomor-
phismuﬂ ist, dann ist fir jede messbare Menge X C U auch das Bild F(X) messbar.

Beispiel. Es sei P € GL(2,R) eine invertierbare Matrix. Die Abbildung

F:R* - R"
r — P-x

ist ein Homoomorphismus. Diese fiihrt also messbare Mengen in messbare Mengen iiber.

e ’ Multiplikation mit P = (v w
2 X P ( ) w P-X

v

| €1 |

Wir geben im Folgenden den Beweis von Satz [5.9] Der Beweis ist etwas technisch und
wir haben diesen in der Vorlesung nicht ausgefiihrt. Der Beweis ist also nicht offizieller Teil
der Vorlesung.

Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis von Satz [5.9 zuwenden erinnern wir noch einmal
an folgende Definition von Seite [138]

Definition. Es sei 2 eine Menge und es sei S C P(2). Wir bezeichnen
(S)g = Durchschnitt aller o-Algebren von 2, welche S enthalten,
als die von § erzeugte o-Algebra.

Wir fithren nun noch folgende neue Notation ein.

40Zur Erinnerung, eine Abbildung F': U — V ist ein Homéomorphismus, wenn F stetig und bijektiv
ist, und wenn die Umkehrfunktion F~!: V — U ebenfalls stetig ist.
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Notation. Fiir eine offene Teilmenge X C R™ bezeichnen wir mit O(X) C P(U) die Menge
der offenen Teilmengen von X.

Das folgende Lemma besagt nun, dass die Borel o-Algebra auch von den offenen Mengen
erzeugt wird.

Lemma 5.10. Es ist <Q(Rn)>]§n _ (O(Rn»%n.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgender ganz allgemeinen Behauptung.
Behauptung. Es sei () eine Menge.

(1) Es seien S, 7T C P(Q2). Dann gilt

SCcT = (8F c (M

(2) Wenn S C P(2) eine o-Algebra ist, dann ist (S)g = S.
Beide Aussagen folgen sofort aus den Definitionen. H

Es folgt aus Satz , dass O(R") ¢ Q(R™)" C (Q(R™))g.. Aus der Behauptung folgt
nun, dass (O(R"))z. C (Q(R™))gn.

Nachdem jeder halboffene Quader geschrieben werden kann als Durchschnitt von endlich
vielen offenen und abgeschlossenen Mengen (d.h. von Komplementen von offenen Mengen)

folgt, dass alle halboffenen Quader in (O(R"))z. liegen. Daraus folgt dann wiederum aus
der Behauptung die Inklusion (Q(R"))z. C (O(R™))g.. |

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [5.9 zu.
Beweis von Satz [5.9. Wir beginnen den Beweis wiederum mit einer allgemeinen Behaup-
tung.
Behauptung. Es sei X C R" offen. Dann gilt

(O(X)% = (OR")g. NP(X).

Nachdem X offen ist, folgt leicht, dass (O(R"))z. NP (X) eine o-Algebra auf X ist, welche
O(X) enthilt. Also folgt die Inklusion (O(X))% C (O(R™))z. NP(X) aus der Definition
von (O(X))%.

Andererseits kann man auch problemlos zeigen, dass

{AUB|A € (0O(X))% und B € P(R"\ X)}
eine o-Algebra auf R™ ist, welche O(R™) enthilt. Es folgt, dass
(O(X))gn C {AUB|A€(O(X))% und B e P(R"\ X)}.
Wir erhalten also die gewiinschte Inklusion
(O(XNgNP(X) € {AUB|A€ (O(X))% und B € P(R"\ X)} NP(X).

=(0(XN% H

Es sei F': U — V ein Homéomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen von R™.
Auflerdem sei A C U eine messbare Menge. Nach Lemma gilt also A € (O(R"))zn-
Nachdem A C U folgt aus der Behauptung, dass A € (O(U))y,. Die Voraussetzung, dass
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die Abbildung F': U — V ein Hom6omorphismus ist, impliziert, dass F': O(U) — O(V)
eine Bijektion isf] Insbesondere ist dann aber auch

F:{0U)y; — (OV)y

eine Bijektion. Es folgt, dass F(A) € (O(V))},.. Es folgt dann wiederum aus der Behaup-
tung, dass F'(A) € (O(R"))gn, d.h. F(A) ist messbar. |

UWarum ist dies der Fall?
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6. DIE EINDEUTIGKEIT DES LEBESGUE-MASS

6.1. Translationsinvariante Mafle. Das Lebesgue-Mafl Vol auf der Borelschen o-Algebra
B(R™) = (Q(R™))? ist translationsinvariant. Wenn wir das Lebesgue-Mafi mit einer fest-
gewahlten positiven Konstante multiplizieren erhalten wir natiirlich wiederum ein transla-
tionsinvariantes Maf3.

Der folgende Satz besagt nun, dass jedes,verniinftige” translationsinvariante Mafi auf
B(R™) von dieser Form ist.

Satz 6.1. Es se: u: BR" — R,
ein translationsinvariantes Mafl mit der Eigenschaft, dass es eine offene, beschrinkte Men-
ge X € B(R™) mit u(X) € (0,00) gibt. Dann existiert ein C' € R~o, so dass

uw(B) = C-Vol(B) fir alle B € B(R").

Beispiel. Die Abbildung p1: B(R") — Ry, u(X) := #X ist auch ein translationsinvariantes
MaB, welches aber die Bedingung von Satz erfiillt.

Beweis. Es sei also u: B(R") — R, ein translationsinvariantes Maf§ und es sei zudem
X € B(R™) eine offene, beschréinkte Menge mit u(X) € (0, 00).
Fiir ¢ > 0 schreiben wir

W, = [0 1)" = der halboffene Wiirfel mit Kantenldnge %.

'q
Wir setzen nun C = u(W) € R,.
Wir wollen nun zeigen, dass C' die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Wir beginnen mit fol-
gender Behauptung:
Behauptung. Fir alle ¢ € N gilt  pw(W,) = C - Vol(WW,).

Die Aussage gilt per Definition von C fiir ¢ = 1. Fiir ¢ € N kénnen wir W als Vereinigung
von ¢" disjunkten Verschiebungen von W, schreiben. Also gilt:

W) = n) = CNel) = O Vol(W,).

Translationsinvarianz Definition von C Translationsinvarianz
und Additivitdt von p und Additivitdt von Vol H

Behauptung. Es ist C' > 0 und C' < oo.

Die Menge X ist beschrénkt, also enthalten in der Vereinigung von endlich vielen Verschie-
bungen Ay,..., Ay von Wi. Also gilt
0 < 1(X) % 1A U - U Ay) % (A1) + -+ p(Ag) = k- p(Wh).

Wahl von X  Monotonie von g Subadditivitdt von Translationsinvarianz von p
Es folgt, dass C' = p(W;) > 0.

Nachdem X offen ist, gibt es ein ¢ € N, so dass eine Verschiebung von W, im Inneren
von X enthalten ist. Also gilt

¢ = ph) = ¢ W) < ¢ -pX) < oo
4 + + 4

Definition von €' erste Behauptung Monotonie und FEigenschaft von X
Translationsinvarianz von
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H

. ffene beschriink X ist durch endlich viele Verschiebungen von W,
X ist eine offene beschrénkte iiberdeckt, aus pu(X) > 0 folgt (W) >0

RHR>O O
—_/ [

e
aus p(X) < oo folgt p(Ws) < oo, also auch u(Wp) < oo

Behauptung. Fiir jedes A € Q(R") gilt pu(A) = C - Vol(A).

Ein Argument ganz dhnlich wie im Beweis von Satz 4.3|zeigt, dass A € Q(R™) als disjunkte,

abzéhlbare Vereinigung von Verschiebungen von Quadern der Form W, geschrieben werden

kann. Die Behauptung folgt nun aus der ersten Behauptung, der Translationsinvarianz von

Vol und p und der o-Additivitdt von Vol und p. H
Wir haben nun also gezeigt, dass die MaBe & - und Vol auf Q(R") iibereinstimmen. Es

folgt nun aus Satz[4.15| dass &-p und Vol auch auf B(R™) = (Q(R™))? iibereinstimmen. M

6.2. Volumen und Determinante. Wir erinnern an folgende Definition aus [Fr2l, Kapi-
tel 20].

Notation. Fiir Vektoren vy, ..., v, in R" bezeichnen wir mit
P(vl,...,vn) = {;)\zvz )\17---7>\n € [0,1]}

das durch vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop. Fiir n = 2 ist dies insbesondere das durch v
und vy aufgespannte Parallelogramm. Fiir n = 3 ist dies der durch vy, v9 und v3 aufgespannte
Spat.

Notation. Wir schreiben e, = (0,...,0,1,0,...,0).
/]\

i-te Koordinate

Beispiel. Offensichtlich ist P(ey, ..., e,) der Einheitswiirfel in R™. Jedes Paralellotop erhélt
man mithilfe einer linearen Abbildung aus dem Einheitswiirfel [0, 1]". Genauer gesagt, es
seien vy, ..., v, Vektoren in R™. Wir bezeichnen mit 7" die n x n-Matrix (v; ... v,). Dann

gilt: P(vy,...,u,) = P(T-ey,...,T-e,) = T-P(ey,...,en).
—[01}"

Der folgende Satz gibt uns nun insbesondere eine geometrische Interpretation des Ab-
solutbetrags der Determinante einer quadratischen Matrix [

42F{ir Motivationszwecke hatten wir den folgenden Satz schon in Analysis I als Lemma 20.1 formuliert,
obwohl wir damals natiirlich tiber keinen Volumenbegriff verfiigten.
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Satz 6.2. Fs seien vy,...,v, € R™. Dann gilt
Vol (P(v1,...,v,)) = |det (vg ... v,)].

P(v,w) = {)\ CUAF e w ‘ A i€ [0, 1}} das Parallelotop P(u,v,w) in R?
ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

der Flicheninhalt betrigt |det(v w)| das Volumen betrigt | det(u v w)]
Wir werden gleich sehen, dass dieser Satz aus folgendem stérkeren Satz folgt.

Satz 6.3. Es sei T € GL(n,R) eine invertierbare Matriz. Dann gilt fir alle B € B(R™),
dasd™ Vol(T - B) = |det(T)|- Vol(B).
4\
messbar nach Satz[5.9

Beispiel.

(1) Es sei T eine diagonale Matrix mit Diagonaleintragen Aq,..., A, > 0. Dann ist 7' - B
gerade die Streckung von B in die verschiedenen Koordinatenrichtungen um jeweils
den Faktor Ay, ..., \,. Das Volumen veréndert sich dann also um den Faktor det(7") =
YRR A,

(2) Es sei T € O(n) eine orthogonale Matrix. Dann ist det(7") = 1, also gilt fiir alle
B € B(R"), dass Vol(T - B) = Vol(B). Mit anderen Worten, Multiplikation mit
einer orthogonalen Matrix ist volumenerhaltend. Wie wir in Analysis II gesehen hat-
ten werden unter anderem Drehungen und Spiegelungen durch orthogonale Matrizen
beschrieben, diese sind also volumenerhaltend.

Beweis von Satz [6.2] mithilfe von Satz [6.3l Es seien vy,...,v, € R". Wir schreiben
T := (vl vn).

Wenn vy, ..., v, linear abhingig sind, dann liegt P(vy,...,v,) in einem echten Unter-
raum von R”, es folgt dann aus Satz dass Vol (P(Ul, e ,vn)) = 0. Andererseits ist
dann natiirlich auch det(7") = 0.

Wir betrachten nun den Fall, dass vy,...,v, linear unabhéngig sind. Dann gilt

Vol, (P(vr, ..., vm)) = VoI(T - [0,1]") = [det(T)|- Vol([0,1]") = |det(T)].

siehe Beispiel oben  nach Satz angewandt auf den Wiirfel [0, 1] [ ]

Die Idee beim Beweis von Satz [6.3l ist diesen durch einen Trick mithilfe von Satz[6.1] zu
beweisen. Dazu benétigen wir folgendes einfache Lemma.

43Hierbei ist T- B := {T - b|b € B}.
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Lemma 6.4. Es sei T' € GL(n,R) eine invertierbare Matriz. Dann ist
pr: B(R?") — R,
B — pup(B):=Vol(T - B)

ein translations-invariantes Majs.

Beweis. Fiir B € B(R") schreiben wir also ur(B) := Vol(T - B). Wir zeigen zuerst, dass
pr in der Tat ein Maf ist. Offensichtlich gilt pr(@) = 0. Es seien nun By, k € N disjunkte
Mengen in B(R™). Dann gilt

() = va(r(§)) = va(Br ) = & v = E o

denn Vol ist ein Mafl und die T"- By’s sind disjunkt

Die Translationsinvarianz von pur zeigen wir nun fast genauso leicht. Es sei also p € R” und
zudem sei B € B(R"). Dann ist

pr - (p+ B) T Vol(T - (p+ B)) = Vol(T-p+T-B) : Vol(T' - B) = ur(B).

Definition von pp denn Vol ist translationsinvariant [ |

Im Folgenden bené6tigen wir auch noch folgenden Satz aus der linearen Algebra.

Satz 6.5. Jede Matriz T € GL(n,R) kann geschrieben werden alﬁ
T =A-D- B,
wobei A und B orthogonale Matrizen sind und D eine Diagonalmatriz mit positiven Dia-

gonaleintrigen 1st.

Beweis von Satz (x). Die Matrix T7 - T ist symmetrisch. Es folgt aus dem Spektral-
satz fiir symmetrische Matrizen [Fr2, Satz 8.20], dass es eine orthogonale Matrix S und
eine reelle diagonale Matrix P gibt, so dass

sT.(1r"-T)-8S = P.
Behauptung. Die diagonalen Eintrage pq,...,p, von P sind positiv.
Fiir jedes k € {1,...,n} gilt
pp = € P-ep = el -ST-AT-A-S-¢, = (ASe;)" - (ASe;) = ||ASer]* > 0.
deﬁn (X V)T =yT.XT M\

Wir bezeichnen nun mit D die diagonale Matrix mit den Eintragen /p1, ..., /Pn. Wir
setzen A =T -S-D~'. Dies ist eine orthogonale Matrix, denn["]

AT A = (TspH' . (rSp™Y) = Dt gtTt.1s.- D7t = DY P D' = id,.

=P =D?2

4“Eine solche Zerlegung von T wird als Singulérwertzerlegung bezeichnet.
45Nach [Frll, Lemma 7.3] ist eine quadratische Matrix A genau dann orthogonal, wenn A7 - A = id.
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Der Satz folgt jetzt durch Auflésen von A = T'SD™! nach T und der Beobachtung, dass
die Matrix B := S~! orthogonal ist. [

Korollar 6.6. Es sei ®: GL(n,R) — R.
A — (A,
eine Abbildung, welche folgende drei Eigenschaften besitzt:

(1) @ ist ein Gruppenhomomorphismus,
(2) fiir jede diagonale Matriz D mit positiven Diagonaleintrigen gilt (D) = det(D),
(3) fiir jede orthogonale Matriz A gilt ®(A) = 1.

Dann gilt ®(T) = |det(T)| fir alle T € GL(n,R).

Beweis. Essei ®: GL(n,R) — Ry eine Abbildung, welche die drei Eigenschaften erfiillt.
Es sei nun 7" € GL(n,R) beliebig. Nach Satz gibt es orthogonale Matrizen A und B
und eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintragen, so dass T'= A - D - B. Es folgt,
dass

o(T) = ®(A-D-B) O(A)- (D) - (B) Eigenschaft (1)

det(D) Eigenschaft (2) und (3)

= |det(A)|-det(D) - |det(B)| denn die Determinate von
orthogonalen Matrizen ist +1

= |det(A-D - B)] Multiplikativitéit der Determinante

= |det(T)|. n

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen um Satz zu beweisen.

Beweis von Satz [6.3l Fiir jede invertierbare Matrix T € GL(n,R) ist die Abbildung
X — pr(X) = Vol(T(X)) nach Lemma [6.4] ein translationsinvariantes Maf. Es folgt aus
Satz dass es eine Zahl gibt, welche wir ®(7") nennen, so dass

Vol(T'- X) = ®(T) - Vol(X) fir alle X € B(R").

Wir wollen zeigen, dass ®(T") = | det(T)] fiir alle T' € GL(n, R). Im Hinblick auf Korollar[6.6|
geniigt es jetzt folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptunyg.

(1) @ ist ein Gruppenhomomorphismus,
(2) fiir jede diagonale Matrix D mit positiven Diagonaleintrigen gilt ®(D) = det(D),
(3) fiir jede orthogonale Matrix A gilt ®(A) = 1.

45Wir konnen hierbei die offene, beschrinkte Menge X := T—1((0,1)") verwenden, denn pp(X) =
Vol(T(X)) = Vol((0,1)") = 1.
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In allen drei Teilen der Behauptung bestimmen wir ® durch eine geeignete Wahl von einer

messbaren Menge X mit Vol(X) > 0.
(1) Es seien S,T" € GL(n,R). Es sei Xeine beliebige messbare Menge mit Vol(X) > 0.
Dann ist
o(s.7) — YOS 1) X)) _ Vol(S- (T X)) Vol(T - X)
Vol(X) Vol(T - X) Vol(X)
T N . N ,

Definition von ®(S - T') = ®(S), berechnet = ®(T'), berechnet
angewandt auf X mithilfe von T - X mithilfe von X

= ®(S) - ®(T).

(2) Es sei D eine Diagonalmatrix mit den positiven Diagonaleintriagen dy, ..., d,. Dann
ist
(D -[0,1]"
Vol([0, 1]™)
Definition von ®(D) angewandt auf X = [0, 1]"

—.

= Vol([0,dy] x -+ x [0,d,]) = [[di = det(D).

=1

(3) Es sei A eine orthogonale Matrix. Dann gilt

oA) = Vol(A-B")  Vol(B")
; Vol(B") ; Vol(B")

Definition von ®(A) da A orthogonal, also lingenerhaltend ist,

angewandt auf X = B" gilt A-B" =B" [
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7. DAS LEBESGUE-INTEGRAL
7.1. Einfithrung. Wir beginnen mit zwei harmlosen Notationen.

Notation.
(1) Fiir eine Teilmenge A C R™ bezeichnen wir
xa:R*" — R
N (z) = 1, wenn x € A,
XA =900, wenn z g A,

als die charakteristische Funktion von A.
(2) Fiir zwei Funktionen f, g: R" — R schreiben wir

f<g <= f(z) < g(z) fir alle z € R™.
y o Graph der
T

" charakteristischen
~ Funktion x4

Beispiel. Fiir die Teilmenge A = Q ist die zugehorige charakteristische Funktion die
Dirichlet-Funktion xo:R = R

N 1, wennzx € Q,
0, wenn z ¢ Q,
welche wir schon in Analysis I kennengelernt hatten.

Unser Ziel ist es einen moglichst allgemeinen Begriff von integrierbaren Funktionen auf

R™ und eine Abbildung _
{integrierbare Funktionen} — R

g f gdA
einzufithren, so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(0) Fiir alle messbaren™ A € R™ ist y, integrierbar und es gilt

f xXad\x = Vol,(A) Normierung.
(1) Fir integrierbare Funktionen f und g sowie u,v € R gilt
[p-f+v-gd = pf[fdr + v[gdx Linearitit.
(2) Fiir integrierbare Funktionen f und g gilt
f<g = [fd< [gax Monotonie.
(3) Fiir eine Folge {fx}r>1 von Funktionen, welche, punktweise konvergiert”, gilt
lim fy = f = lim [ fear = [ fax Stetigkeit.

46Wie auf Seitenennen wir eine Teilmenge A C R™ messbar, wenn die Menge in der Borel o-Algebra
B(R™) liegt.
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Selbst wenn wir uns nur auf den Fall n = 1 einschrédnken miissen wir arbeiten, denn
das klassische Riemann-Integral erfiillt Eigenschaft (0) nicht. In der Tat, denn wie schon
mehrmals erwéhnt, ist die Menge A = QN [0, 1] zwar messbar, aber die zugehorige charak-
teristische Funktion y 4 ist nach [Frll, Kapitel 15.1] nicht Riemann-integrierbar.

7.2. Messbare Funktionen. Zur Vorbereitung der Definitions des Lebesgue-Integrals
miissen wir noch den Begriff der messbaren Funktion einfiihren.

Definition. Es sei f: R” — R := RU {400} eine Funktion.
(1) Fiir ¢ € R schreiben wir
{f<c} = [ ([-o0,c) = {allex € R® mit f(z) < c}.

Ganz analog definieren wir auch {f < c}, {f > ¢}, {f > ¢}, {a < f < b} usw.
(2) Wir sagen die Funktion f ist messbar, wenn fiir jedes ¢ € R die Menge {f < ¢} eine
messbare Teilmenge von R" ist.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ———— Graphvon f: R - R
<= o)

Beispiel.
(1) Jede stetige Funktion f: R™ — R ist messbar, denn fiir jedes ¢ € R ist

{f<ct = f71( (=o0.d)

abgeschlossen

nach [Fr2l Satz 2.15] eine abgeschlossene Teilmenge von R™, also messbar nach
Satz Bl

(2) Jede monoton steigende Funktion f: R — R ist messbar, denn fiir jedes ¢ € R ist
{f < ¢} ein Intervall, also messbar.

(3) Fiir jede messbare Teilmenge A C R™ ist die charakteristische Funktion x4 messbar,
denn {xa < c} ist, je nach Wahl von ¢, entweder R™ oder R" \ A oder &. Dies sind
jeweils messbare Teilmengen von R”.

[ stetig J monoton steigend charakteristische Funktion y 4

0  O0——0

LV g |

Lemma 7.1. Es sei f: R” — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist messbar,

(2) fir jedes ¢ € R ist {f < ¢} eine messbare Teilmenge von R",
(3) fiir jedes ¢ € R ist {f > ¢} eine messbare Teilmenge von R",
(4) fir jedes ¢ € R ist {f > ¢} eine messbare Teilmenge von R™.
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Beweis. Wir beweisen, dass Messbarkeit die anderen Aussagen impliziert. Die Aquivalenz

der Aussagen beweist man ganz analog. Es sei also f eine messbare Funktion und es sei
c € R. Dann ist

{f<e} = 5 (=000 = f( U(=o0,e—}])

U 7 (—o0,e=4) = U {F <=1}
= k=1 N———

[Fr2, Satz 2.14] messbar nach

Voraussetzung

— |

Dies ist eine abzédhlbare Vereinigung von messbaren Mengen, also nach Satz wiederum
messbar. Zudem sind

{fzct =R\ {f<e} und  {f>c} = R"\{f<c}.

Komplemente von messbaren Mengen, also messbar. [ |

Wir beweisen nun noch, wie wir aus messbaren Funktionen, weitere messbare Funktio-
nen erhalten.
Lemma 7.2. Es seien f,g: R™ — R zwei messbare Funktionen. Dann gilt
(1) fir alle ¢ € R ist auch die Funktion c - f messbar,
(2) die Funktion f* ist messbar,
(3) die Summe f + g ist messbar,
(4) das Produkt f - g ist messbar,
(5)

3
4
5) die Funktionen
min{f,¢g}: R - R und max{f,¢g}: R" - R
z — min{f(z),g(z)} z — max{f(z),g(z)}

sind messbar.

— Graph von f
”— Graph von g

— Graph von
max/ f, g}

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind Ubungsaufgaben in Ubungsblatt 12.

(3) Nach Lemma (2) = (1) geniigt es zu zeigen, dass fiir alle ¢ € R die Menge
{f + g < ¢} messbar ist. Es sei also ¢ € R beliebig.

wie im Beweis von Lemma [Tl

I o : messbar messbar
{f+g<c} = L:Jl{f+g<c—ﬁ} c Ui{f<rin{g<c—r} Cc {f+g<c}

N reQ
wenn f(z) + g(x) < ¢ — 1, dann wiihle r € Q mit r € (f(z), f(z) + 1), dann
gilt f(z) <rund auch g(z) <c— L —flz)<c—r

Alle Inklusionen sind also Gleichheiten, und wir sehen, dass { f + g < ¢} die abzdhlbare
Vereinigung von Durchschnitten von jeweils zwei messbaren Mengen ist. Also ist
{f + g < ¢} nach Satz [5.1] wiederum messbar.
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(4) Diese Aussage folgt aus den Aussagen (1), (2) und (3) und der Beobachtung, dass

frg = {((f+9%=(f-9?).

(5) Fiir alle ¢ € R gilt _
{min{f,9} 2 c} = {f=zc}n{g=c}

wnd {max{f,g} <} = {f<cn{g<ch.
Die Aussage folgt nun aus den Definitionen und aus Lemma [7.1} [ |

7.3. Das Lebesgue-Integral fiir Stufenfunktionen.

Definition. Eine Stufenfunktion ist eine Funktion der Form

m
— Z (& XA-”
=l

wobei ¢q,...,¢, € Rund Ay,...,A,, messbare Mengen sindﬂ
oAY Graph von —x4 + g “XB

A ! [ —
1 /

/ \ - B ) /

—1~\~ —_—

Lemma 7.3. Es sei f: R" — R eine Funktion. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist eine Stufenfunktion

(2) Die Funktion f nimmt endlich viele Werte dy,...,d, € R an, und jedes Urbild
“Y({d;}) ist messbar.

(3) Es gibt disjunkte, messbare Mengen Ay, ..., Ay, mit Ay U---U A, =R" und es gibt
c1,.--,Cm € R, so dass m
= Z Ci © XA4;-
i=1

Beweis (x). Wir beweisen zuerst die (1) = (2)-Aussage. Es sei also f = Z Ci - X4,;, wobei

c1,.-.,Cn € R und wobei Ay, ..., A, messbare Mengen sind. Fiir ¢ = 1,...,m schreiben
wir A := A, und A; := AS. Dann ist

messbar
R — m(A+|—|Az): |_| KAqlﬂﬁA;"E
i=1 T (ri,e..,rn)€{£}" ~
= 4

der Wert von f auf dieser Menge ist gegeben
durch die Summe der ¢; mit r; = +

Wir sehen also, dass f nur endlich viele Werte annimmt, und das die Urbilder der Werte
wiederum messbar sind.

47Mit anderen Worten, eine Stufenfunktion ist eine Linearkombination von charakteristischen Funk-
tionen von messbaren Mengen. Man beachte, dass die Teilmengen unendliches Maf} besitzen konnen.
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Wir beweisen nun (2) = (3). Wenn also die Funktion f nur die Werte di,...,d; € R
annimmt, und wenn jedes Urbild f~!({d;}) messbar, dann ist

k
f = ; di X f=1({d;})

eine Stufenfunktion, wobei die Urbilder disjunkt sind, und die Vereinigung der Urbilder ist
der ganze R".
Die (3)= (1) Aussage ist natiirlich trivial. |

Lemma 7.4. Es seien f und g zwei Stufenfunktionen. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Die Summe f + g der Stufenfunktionen ist wiederum eine Stufenfunktion.
(2) Fir jedes ¢ € R ist das Skalarprodukt c - f wieder eine Stufenfunktion.
(3) Die Funktionen min{ f, g} und max{f, g} sind ebenfalls Stufenfunktionen.

Beweis. Wir iiberlassen den Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe. |

Lemma 7.5. Stufenfunktionen sind messbar.

Beweis. Auf Seite hatten wir schon gesehen, dass charakteristische Funktionen von
messbaren Mengen messbar sind. Es folgt nun aus Lemma dass jede Stufenfunktion
messbar ist. |

Definition. Es sei f: R” — R eine nichtnegative Stufenfunktion. Es folgt aus Lemma [7.3]
dass es disjunkte, messbare Teilmengen A;,..., A, von R" und c,...,¢, € R gibt, so

dass m
f = Z:l Ci * XA;-

Wir setzen™ m o
[fdx = Y ¢ Vol(4) € R;.
=1

Wir sagen f ist Lebesgue-integrierbar, wenn [ fd\ < co und wir bezeichnen dann [ f d\
als das Lebesgue-Integral von f

Bemerkung. Es sei f: R® — R eine nichtnegative Stufenfunktion. Wir bezeichnen mit
c1, ..., Cm € Ry die verschiedenen positiven Funktionswerte. Es folgt leicht aus der Addi-

tivitdt von Vol, dass m
[fdx = 3 e Vol(f~}(e)).
i=1
Dies zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Integral von f wohldefiniert ist.

48Djie Notation J ... dX hat hierbei keine Bedeutung. Genauer gesagt, fiir das Integral in einem, Mag-
raum (2, A, )" wird das Integral einer Funktion f: Q — R normalerweise als [ fdu geschrieben. In
unserem Fall ist p = Vol, d.h. wir miissten logischerweise f f dVol schreiben. Um die Notation etwas zu
verkiirzen schreiben wir jedoch dA anstatt d Vol. Das,, \” soll dabei an Lebesgue erinnern.

49Warum haben wir uns in der Definition eigentlich auf nichtnegative Stufenfunktionen eingeschrankt?
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Beispiel. Das Standardbeispiel einer Funktion, welche nicht Riemann-integrierbar ist, ist
gegeben durch
fR — R
N { 2, wennz € QNJ0,1],
0, ansonsten.

. S

~
2 - charakteristische Funktion von QN [0, 1]

Es folgt, dass

Lebesgue-Integral von f = f 2 Xonp,dA = 2-Vol(QN[0,1]) 0.
/r

/1\
per Definition da QN [0,1] abzdhlbar

Wir sehen also, dass sich der Begriff des Lebesgue-Integrals im Fall n = 1 vom Begriff des
Riemann-Integrals unterscheidet.

Definition. Es sei A C R" eine Teilmenge und es sei f,: A — R, k € N eine Folge von
Funktionen.

(1) Wir sagen die Folge (f)ren konvergiert punktweise gegen f: A — R U {o0}, wenn
fiir alle x € A gilt, dass klim fr(x) = f(x).
—00

(2) Fiir eine Folge von Funktionen f;: R™ — R mit £ > 1 und fiir eine weitere Funktion
f:R" - RU{oo} schreiben wir

Je T F

Ganz analog definieren wir natiirlich auch fi | f.

die Funktionenfolge ist monoton steigend
und konvergiert punktweise gegen f.

In folgendem Satz fassen wir einige der wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
fiir nichtnegative Stufenfunktionen zusammen.

Satz 7.6.
(0) Fiir alle messbaren A C R"gilt
fXA dA\ = Vol,(A) Normierung.
(1la) Fir jede nichtnegative Stufenfunktion f und jedes ¢ € Rsq gilt
fc-fd)\ = c-ffd)\ Homogenitit.
(1b) Fir alle nichtnegativen Stufenfunktionen f und g gilt
[f+gdn = [fdr+ [gdx Additivitt.
(2) Fiir nichtnegativen Stufenfunktionen f und g gilt
f<g = ffd)\ < fgd)\ Monotonie.

(3) Fiir eine Folge { fr}r>1 von nichtnegativen Stufenfunktion und eine Stufenfunktion f
it
’ fot f = lim [ fud = [ fdx Stetigkeit.
k—oo
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Beweis. Die Aussagen (0) und (1a) sind trivial. Wir beweisen nun (1b) und (2). Es seien
also f und g zwei nichtnegative Stufenfunktionen. Nach Lemma [7.3] konnen wir schreiben

_——— Graph von f

— Graphen der Funktionen f; mit f; 1 f

f = ic,. wobei ¢y, ...,¢, € R5p und wobei 4y,..., A,
= XAis disjunkt und messbar mit A; LI--- U A, = R"
und S wobei dy, ..., dy € Rso und wobei By, ..., B,
g = =1 it XBj» disjunkt und messbar mit By Ll --- U B, = R™.

Wir kénnen nun f und g jeweils als Linearkombinationen der charakteristischen Funktionen
der gleichen Mengen A;N B; schreiben. Aber dann sind die Aussagen (1b) und (2) fast schon
trivialerweise richtig.

Zum Abschluss beweisen wir Aussage (3). Es sei nun { fi}r>1 eine Folge von nichtne-
gativen Stufenfunktion mit f; 1 f, wobei f eine weitere Stufenfunktion ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass [ fd\ = oco. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine
messbare Menge A mit Vol(A) = oo, so dass f > ¢- xa. Wir setzen

Diese Menge ist messbar nach Lemma [7.5] Wir sehen nun, dass

lim [ fid\ > <. lim Vol(4,) = <=-Vol(4) = oo
k—o0 N 2 k—oo 4 2
folgt aus der Monotonie des Integrals denn aus fi 1 f folgt Ax T A, also folgt
und aus fr > §-xa, aus Satz dass lim Vol(Ay) = Vol(A)
k—o0

Wir betrachten nun den Fall, dass [ fd\ < oo. Wir setzen g, := f — fi. Dann gilt
gk 4 0. Wir miissen nun nur nochP’ zeigen, dass

kh_)rrolo fgk.d/\ = 0.

Wir setzen M := max{g;(z)|z € R"} und S := {z € R"|g:1(z) > 0}. Es folgt aus
Lemmata [7.1] und [7.5] dass S messbar ist. Aus

Vol(S) - kleinster positiver Funktionswert von g; < f grd\ < f fdx < oo,

folgt zudem, dass Vol(S) < oo.
Wir wihlen nun ein € > 0. Fiir £ € N betrachten wir

S = {z € 5| gr(zr) <€}
501D der Tat, denn aus

lim [grdx = ofolgt [ fax = lim [ fi+gpdr = lim [ ar+ lim [ grar = lim [ fian.
—_——

=f 5
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y ~__— Graph von ¢g;
Mg - Graph von g5 M A

4|_ Graph von g3
6 -
L x

\ - — =

S={reR"|g(z) >0} o \5 52

Fiir jedes k € N und z € R" gilt, dass
=0, wennx€R"\S,
0 < gk () < <M, wennz € S\ Sk,
<e wenn r € Sg.
Mit anderen Worten, es gilt
0 < Gk < M- xs\s, T € Xs-
Daraus, und aus der gerade bewiesenen Additivitdt und Monotonie des Lebesgue-Integral
von nichtnegativen Stufenfunktionen, folgt, dass

0 <  [agdv < [M-xssd\+ [e xs dr
A

-~

M-(Vol(S)—Vol(S))  =e-Vol(Sy)

S

:M(Vol(S)—V;l,(Sk))+e~Vol(Sk)
Also folgt, dass
0 < lim [grdh < M- lim (Vol(S) — Vol(Sy)) + e+ lim Vol(Sy) = - Vol(S).
—00 —00

k—o0
N

J/

-~

=0, denn aus gy J 0 folgt Sy 1S, =Vol(5)
also folgt aus Satz
dass Vol(Sk) 1 Vol(S)

Nachdem diese Ungleichung fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt, dass
klggo f gdh = 0. n

Satz besagt also, dass das Lebesgue-Integral von Stufenfunktionen die in Kapitel
gewiinschten Eigenschaften besitzt. Aber wir sind natiirlich noch lange nicht fertig, wir
wollen ja nicht nur nichtnegative Stufenfunktionen sondern allgemeinere Funktionen, z.B.
stetige Funktionen, integrieren. Wir werden deshalb im néchsten Kapitel den Begriff des
Lebesgue-Integrals auf groflere Klassen von Funktionen erweitern.

7.4. Das Lebesgue-Integral fiir messbare nichtnegative Funktionen. Wir wollen
jetzt das Lebesgue-Integral von Stufenfunktionen auf messbare nichtnegative Funktionen
fortsetzen.
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Satz 7.7. Es sei f: R* — R, eine nichtnegative messbare Funktion. Dann gibt es eine
aufsteigende Folge { fi }x>1 von nichtnegativen Stufenfunktionen mit fi, 1 f.

/\/o / Grggﬁvon /\/O Graphen von
_messbarer e o Stufenfunktionen

/ nichtnegativer

1

Funktion e e fe mit fr T f

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass alle Werte von f in [0,1) liegen.
Die Idee ist nun fiir £ € N die Funktion f als die, grofite” Stufenfunktion zu wéhlen,

welcher kleiner gleich f ist, und welche nur Werte in {5 [¢ = 0,...,2"—1} annimmt.
Wir erinnern noch an folgende Notation aus der Analysis I: fiir y € R schreiben wir
ly] := “y abgerundet” := max{n € Z|n < y}.
Fir £ € N betrachten wir f:R" - R
1

Wir miissen nun noch folgende Aussagen beweisen:

(1) jedes f ist eine nichtnegative Stufenfunktion,
(2) die Funktionenfolge fi, k € N ist aufsteigend,
(3) die Funktionenfolge fi, k € N konvergiert punktweise gegen f.

Wir beweisen nun diese drei Aussagen:
(1) Es ist klar, dass fy nichtnegativ ist, und dass die Werte von fj in {0, 2%, cee 2’;;1
liegen. Zudem ist fiir i € {0,...,2% — 1} das Urbild
Lt (ge) = g 50)) = {(F<m i {r<gd

vV
messbar messbar

messbar. Also ist fj, nach Lemma [7.3] eine Stufenfunktion.
(2) Diese Aussage folgt aus der elementaren Beobachtung, dass fiir alle y € Rund k € N
folgende Ungleichung gilt:

2M ey > 125yl

2k+1 ok
(3) Fiir jedes x € R™ ist |f(z) — fi(z)] < 2% Also konvergiert die Funktionenfolge
fr, k € N punktweise gegen f.

Wir haben damit den Satz in dem Spezialfall bewiesen. Der allgemeine Fall, dass f beliebige
Werte annimmt wird in Ubungsblatt 13 behandelt. [ |

Definition. Es sei f: R® — R eine nichtnegative, messbare Funktion. Nach Satz gibt
es eine aufsteigende Folge {fx}r>1 von nichtnegativen Stufenfunktionen mit f, 1 f. Wir
setzen

50Anders ausgedriickt, fi ist die Funktion, welche wir erhalten, indem wir jeden Funktionswerte von

f auf die grofite Zahl der Form {0, Qik, el 2};;1} abrunden.
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Graph von messbarer Funktion mit Werten in [0, 1)

T i i
Graph von f; Grzlmph von fo Graph von f3

[fdx = lim [ fid\ € R,.
k—oo S —

/]\
monoton steigende Folge, d.h. der Grenzwert existiert in R,

Wenn [ f d\ < oo, dann nennen wir f Lebesgue-integrierbar und wir bezeichnen [ f d\ als
das Lebesgue-Integral von f.

A priori héngt die Definition des Lebesgue-Integral von f von der Wahl der Folge
{fr}ren ab. Das néchste Lemma besagt, dass dies, zum Gliick, nicht der Fall ist.

Lemma 7.8. Es sei f: R® — R, eine nichtnegative, messbare Funktion und es seien
zudem { fr}r>1 und {gi bi>1 2wei aufsteigende Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen
mit fr. T f und gp 1T f. Dann gilt

Jim, J fudr = Jim, [ gnd

Beweis. ﬂ Wir zeigen die Ungleichung
: < T .
Jin Jedh < Jim [ gndr

Aus Symmetriegriinden gilt dann aber auch die umgekehrte Ungleichung, d.h. es folgt, dass
beide Grenzwerte gleich sind.
Fiir jedes k € N gilt

Jheax = lim fwin{fi,gn}dd < dim [ g, d
4 4

nach Satz[7.6] (3), da min{ fx, g} T fx nach Satz[7.6] (2), denn min{fy, g} < gm

Nachdem dies fiir alle k£ € N gilt, gilt diese Ungleichung auch fiir den Grenzwert k& — oo.
Wir haben damit also die gewiinschte Ungleichung der Grenzwerte bewiesen. [

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f: R — K+

N 0o, wenn x = 3,
0, wenn x # 3.

Diese Funktion ist keine Stufenfunktion, nachdem sie den Wert oo annimmt. Die Funktion
ist jedoch messbar.lﬂ Wir kénnen die Funktion f auch schreiben als f = oo - x(33. Wir

51Der Beweis des Lemmas hat eine gewisse formale Ahnlichkeit zum Beweis von Lemma
52Warum?
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setzen fi = k- x¢3). Dann gilt fi 1 f. Also ist
[fdx = lim [ frar = lim [k-xp dr = 0.
—k-Vol({3})=0

Die Funktion f nimmt also den Wert oo an, ist aber Lebesgue-Integrierbar mit Lebesgue-
Integral gleich null.

Das folgende Lemma verallgemeinert etwas das vorherige Beispiel.

Lemma 7.9. Es sei f: R — R, eine nichtnegative, messbare Funktion. Dann gilt

{x e R"| f(x) # 0} ist eine Nullmenge = f fdx =

Graph einer Funktion f: R? -+ R
"

{x € R?| f(z) # 0} ist eine Nullmenge
Beweis. Das Lemma wird in Ubungsblatt 13 bewiesen. [

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz auf nichtnegative, mess-
baren Funktionen.

Satz 7.10.
(1) Fir alle nichtnegativen, messbaren Funktionen f und g und alle ¢,d € Rsq gilt
fc-f—i—d-gd)\ = c-ffd)\—l—d-fgd)\ Linearidt.
(2) Fiir alle nichtnegativen, messbaren Funktionen f und g gilt
f<g = ffd)\ < fgd)\ Monotonie.

(3) Fiir eine Folge {fx}r>1 von nichtnegativen, messbaren Funktionen und eine weitere

nichtnegative, messbare Funktion g gilt
fr Tg = lim ffk d\ = fgd)\ Stetigkeit.
k—o0

Beweis. Der Beweis von (1) ist elementar und ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. Der
Beweis von (2) ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 13.

Wir beweisen nun noch Aussage (3)@ Nach Satz gibt es fiir jedes £k € N eine
aufsteigende Folge { fi;};>1 von Stufenfunktionen mit fi; 1 fi. Daraus folgt, dass

Jmax{fix.....fiydh < [frdx < [gd
0 +

denn aus fix < fi < fi folgt max{fix,..., fur} < fx denn fr <g

53Der Beweis dieser Aussage ist halbwegs analog zum Beweis von Satz (3).



198 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Zudem gilt E] max{ fig, ..., [rk} T ¢g. In dem wir jetzt also in den obigen Ungleichungen den
Grenzwert m — oo bilden erhalten wir auf beiden Seiten [ gd\. Wir erhalten also gerade
die gewiinschte Aussage. [ |

7.5. Das Lebesgue-Integral.

Definition. Fiir eine Funktion f: R — R schreiben wir nun
f+ = max{f,0} und f_ := —min{f,0}.

- — Graph von f /\ /\/ /\ /\
/\\/\/ \ > < / |
7 Graph von f, Graph von f_

Wenn f messbar ist, dann folgt aus Lemma(7.2] dass auch f_ und f; messbar sind. Wir
konnen dann also f = f, — f_ als Differenz von zwei messbaren, nichtnegativen Funktionen
schreiben. Dies ermoglicht es uns nun, ganz allgemein den Begriff des Lebesgue-Integral
einzufiihren.

Definition. Es sei f: R” — R eine Funktion. Wir sagen, f ist Lebesgue-integrierbar, wenn
f messbar ist, und wenn fiir die beiden Funktionen f,, f_: R® — R, gilt

[fidh < 0 und [ fod\ < .

Wir bezeichnen dann
[fdx = [ frdx — [ f-dx
als das Lebesgue-Integral von f.
Der néchste Satz ist zum groBen Teil das Analogon zu Satz [7.10}

Satz 7.11. Es seien f,g: R® — R zwei Lebesque-integrierbare Funktionen.

(1a) Fir jedes c € R ist ¢+ f Lebesque-integrierbar und es gilt

fc~fd)\ = c'ffd)\ Homogenitit.
(1b) Wenn f+ g auf ganz R™ definiert ist,lﬂ dann ist auch f+ g Lebesgue-integrierbar, und
es qgilt PR
[f+gdh = [fdr+ [gadx Additivitdt.
(2) Es gilt f<g = ffd)\ < fgd/\ Monotonie.
(3) Die Funktion |f| ist Lebesque-integrierbar und es gilt die Ungleichung
|frax] < [iflan

Fiir den Beweis von Satz benotigen wir folgende zwei Lemmata.

S4Warum ist das so? Genauer gesagt, warum ist die Funktionenfolge max{ fi, ..., [xx} aufsteigend,
und warum konvergiert sie punktweise gegen g7

55 Zur Erinnerung, f + g ist auf ganz R™ definiert, wenn es kein « € R™ gibt, so dass eine Funktion den
Wert —oo und die andere Funktion den Wert oo annimmt.
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Lemma 7.12. Es sei f: R* — R eine messbare Funktion. Dann gilt
f ist Lebesque-integrierbar <= f |f] d\ < 0.

Beweis. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion. Dann gilt

gilt per Definition folgt aus Satz und |f| = f- + f+
1l ¥
ist Lebesgue-integrierbar <= d\ < oo und _dA< oo — d\ < o0.
¢
folgt aus Satz und fo <|f] [ |

Lemma 7.13. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion. Wir nehmen an, dass es zwei
nichtnegative messbare Funktionen 1, ps: R™ — R gibt, so dass

f = p1—p2 und ffid)\ < oo fiiri=1,2.
Dann ist f Lebesque-integrierbar und es gilt
[rdx = [eidh— [padn
Beweis. Aus |f| < 1+ 2 und der Voraussetzung folgt, dass [ |f|d\ < oo, also ist f nach
Lemma Lebesgue-integrierbar. Zudem gilt, dass
Satz angewandt auf die nichtnegativen

per Definition Funktionen fi und ¢ —f
+ +
Jrax = [fed=[fax = [fi+o—frdh = [ f+o—fodh = [oidh— [ pd\
T =%1 = 2, nachdem

hierbei folgt aus p1 > f4, Y
dass [¢1—f4d\ < o0 A |

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [T.11] zu.

Beweis von Satz [7.11. Es seien f,g: R — R zwei Lebesgue-integrierbare Funktionen.
(1a) Es sei ¢ € R. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir ¢ > 0 folgt die Behauptung
aus Satz und aus (¢f)y = cfy und (cf)_ = ¢f_. Fiir ¢ < 0 folgt die Behauptung
aus Satz und aus (¢f); = cf- und (¢f)_ = cf;.
(1b) Es folgt aus Lemma [7.13] dass
f+g = (fy +94) = (f-+9-)

Lebesgue-integrierbar ist. Zudem gilt

Ji+gd = [fitgrdr = [ 1 +g )

Lemma [T.13]
= [frax+ [ged\ — [f-dx— [g-dx = [fdr+ [gdx
4 4

Satz per Definition

%Die Funktion |f| = max{—f, f} ist messbar nach Lemma [7.2
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(2) Aus f < g folgt, dass fi < g, und f_ > g_. Daraus folgt, dass
[rdx = [fear— [f-d\ < [gid\— [g-d\ = [gdx
/1\

folgt aus der Monotonie, siehe Satz des Lebesgue-Integrals von nichtnegativen Funktionen

(3) Wir hatten in Lemma gesehen, dass die Funktion |f| Lebesgue-integrierbar ist.
Zudem folgt aus
—If < f < IS

und der gerade bewiesenen Monotonie des Lebesgue-Integrals, dass

—[Iflax < [rdx < [|fldr
Aber dies ist gerade die Ungleichung, welche wir beweisen wollten. [

In Satz hatten wir keinerlei Stetigkeitseigenschaften formuliert. Der folgende Satz
von Levi ist nun ein erster solcher Stetigkeitssatz. Spéter werden noch mehr Sétze folgen.

Satz 7.14. (Satz von der monotonen Konvergenz von Levi) Es sei fi: R" — R,
k € N eine aufsteigende Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Wir nehmen an,
dass alle Lebesque-Integrale durch ein M € R beschrinkt sind, d.h. dass es ein M € R gibt,

s0 dass [ fed\ < M fir alle k € N,
Dann ist die Grenzfunktion f = klim fr: R" - RU{oo} Lebesgue-integrierbar, und es gilt
— 00

Jfax = lim [ fidx.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir eine absteigende Folge von Lebesque-integrierbaren Funk-
tionen.

In dem Beweis, dass die Grenzfunktion Lebesgue-integrierbar ist, werden wir folgendes
Lemma verwenden, welches auch spater immer wieder eine Verwendung findet.

Lemma 7.15. Fir jede aufsteigende Folge von messbaren Funktionen fi. ist auch die
Grenzfunktion f messbar.

Beweis von Lemma [7.15l Das Lemma folgt aus der Beobachtung, dass fiir alle ¢ € R

gllt o0
{f<eb = N {fe<ch
k=1 N=—~—
messbar
und der Tatsache, dass der Durchschnitt von abzédhlbar vielen messbaren Mengen wieder
messbar ist. u

Beweis des Satzes von der monotonen Konvergenz von Levi.

Indem wir fi,iiberall abziehen” kénnen wir den allgemeinen Fall auf den Fall von
nichtnegativen Funktionen zuriickfithren. Im Fall von nichtnegativen Funktionen kénnen
wir dann Satz [.10] verwenden.

Wir fithren folgende Notation ein:

fiir k € N setzen wir gy := fir — fi, und wir setzen ¢ := klim a. = f— fi.
—00
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Es folgt aus der Linearitédt des Lebesgue-Integrals, siche Satz dass es nun geniigt die
analoge Aussage fiir die g;’s und g zu beweisen.

Jetzt ist {gr}r>n eine aufsteigende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen.
Nach Lemma [7.15|ist die Funktion g = ]}Lrgo g, messbar. Es folgt also aus Satz [7.10], dass

Jgdx = lim [gedx.

Wir miissen nun noch beweisen, dass g Lebesgue-integrierbar ist, d.h. wir miissen zeigen,
dass [ gdX endlich ist. Dies folgt aus dem obigen Grenzwert und der Beobachtung, dass
fiir alle k gilt

[gax = [fo—frdx = [ frdx— [ fiax < M~ [ fidx
N ——

<M

Linearitéit, siche Satz [7.11]
7.6. Lebesgue-Integral und Nullmengen.

Satz 7.16. Es sei f: R® — R eine messbare Funktion. Dann gilt
{z e R"| f(z) # 0} ist eine Nullmenge < f ist Lebesque-integrierbar mit f |f|dX = 0.

Beweis. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion.

Wir beweisen zuerst die,=" Richtung. Wenn {z € R"| f(x) # 0} eine Nullmenge ist,
dann gilt die gleiche Aussage auch fiir f- und f,. Lemma besagt, dass f_ und f,
Lebesgue-integrierbar sind mit Lebesgue-Integral null. Es folgt nun aus der Definition des
Lebesgue-Integral von f, dass f Lebesgue-integrierbar ist. Zudem ist

[1flax = [ frdx+ [f-dx = 0.
Wir beweisen nun die,,<=” Richtung. Wir nehmen also an, dass f Lebesgue-integrierbar
ist mit [ |f]d\ = 0. Wir setzen S := {z € R"| f(x) # 0}. Dann ist

Vol(S) = [xsdh = lim [min{k-|fl,xs}d\ < limk- [[fld\ = 0.
T k—o0 T k—o0 N ~ —_—
folgt aus Satz denn min{k - |f],xs} < k- |f]
denn min{k - |f], xs} T xs m

Definition. Wir sagen, dass eine Aussage iiber eine oder mehrere Funktionen fast {iberall
gilt, wenn die Aussage auflerhalb einer Nullmenge wahr ist.
Beispiel.

(1) Lemma besagt also, dass das Lebesgue-Integral einer messbaren Funktion, welche

fast iiberall verschwindet, null ist.
(2) Wir sagen zwei Funktionen f und ¢ stimmen fast iiberall {iberein, wenn

{r eR"[f(z) # g(2)}

eine Nullmenge ist.
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Satz 7.17. Es seien f,g: R® — R zwei messbare Funktionen, welche fast tiberall iberein-
stimmen. Dann gilt

f st Lebesque-integrierbar <= g ist Lebesque-integrierbar.

Wenn die Funktionen Lebesgue-integrierbar sind, dann gilt zudem, dass

[fdx = [gadn

/\/o \/\/ Graph von f %\.\/G\;{c\i\/ Graph von g

f und ¢ stimmen fast iiberall iiberein

Beweis. Da f und g messbar sind, ist auch f —g messbar. Auflerdem gilt, dass f und g fast
tiberall tibereinstimmen, also ist {z € R"| f(z) — g(z) # 0} eine Nullmenge. Also folgt aus

Satz zusammen mit Satz[7.11] dass f — g Lebesgue-integrierbar ist mit [ f —gd\ = 0.
;

Der Satz folgt nun aus Satz 1b), also aus der Additivitéit des Lebesgue-Integrals. W

Wir erlauben durchgehend Funktionen, welche auch die Werte +0co annehmen. Das
folgende Lemma besagt nun aber, dass eine Lebesgue-integrierbare Funktion fast iiberall
endlich ist.

Satz 7.18. Eine Lebesque-integrierbare Funktion f: R™ — R ist fast dberall endlich, d.h.
{z e R"| f(z) = —oc oder f(z) = oo}

1st eine Nullmenge.

Beweis. Es sei f: R” — R eine messbare Funktion. Wir setzen
S = {z €R"| f(z) = —o0 oder f(z)=o00}.

In (Prisenz-) Ubungsblatt 13 zeigen wir, dass S messbar ist. Fiir alle k& € N gilt zudem,
dass k-Vol(S) = [k-xsd\ < [|fld\ < oo
A 4

Monotonie Lemma [7.12]
Also folgt, dass Vol(S) = 0. [

7.7. Integration iiber Teilmengen. Im Folgenden erweitern wir etwas den Begriff des
Lebesgue-Integral.
Definition.

(1) Essei f: R® — R eine messbare Funktion und es sei A C R™ eine messbare Teilmenge.
Wir sagen f ist {iber A Lebesgue-integrierbar, wenn die Funktion y - f: R” — R
Lebesgue-integrierbar ist. Wenn dies der Fall ist, dann bezeichnen wir

[fdx == [xa-fdr
A
als das Lebesgue-Integral von f iiber A.
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(2) Es sei f: A — R eine messbare Funktion auf einer messbaren Teilmenge A C R™. Wir
setzen diese zu einer Funktion f auf R™ fort, indem wir f(z) = 0 fiir z ¢ A setzen.

Wir sagen f ist Lebesgue-integrierbar, wenn f Lebesgue-integrierbar ist. Wenn dies
der Fall ist, dann bezeichnen wir

[fax = [ fdx
A
als das Lebesgue-Integral von f.
Graph von f: R —- R Graph >/on xaf:R=>R
/
Ay i

|vg,\ A\ | 1%

Es gelten die offensichtlichen Verallgemeinerung der bisherigen Ergebnisse von Lebesgue-
Integralen auf R™ zu diesen beiden Erweiterungen. Beispielsweise ist das Lebesgue-Integral
iiber eine Teilmenge A additiv und monoton.

Lemma 7.19. Es ser X eine messbare Teilmenge von R™, es sei f: X — R eine messbare
Funktion und es sei X = AU B eine Zerlequng von X in zwei messbare Mengen A und B,

so dass AN B eine Nullmenge ist. Dann gilt
f ist Lebesque-integrierbar auf AU B <= f ist Lebesque-integrierbar auf A und auf B.
Wenn die Funktion auf AU B Lebesque-integrierbar ist, dann gilt auch, dass

[ fax = [fdx+ [ fdx
A B

AUB

Beispiel. Es sei f: [r,t] — R eine messbare Funktion auf einem Intervall [r,t]. Fiir jedes
s € [r,t] folgt aus Lemma [7.19] angewandt auf A = [r, s] und B = [s,t] und die Nullmenge

AN B = {s}, dass ffd)\: ffd)\—l—ffd)\,
[r,t] [r,s] [s,t]
wobei die linke Seite definiert ist genau dann, wenn die rechte Seite definiert ist.

Beweis (x). Wir schreiben a := f- x4, b:= f-xp und ¢ := f - xanp. Wir machen folgende
Beobachtungen:

(1)Esgilt f=a+b—c.

(2) Esgilt f. =ay +by —cyund f- =a_+b_—c_.

(3) Da AN B eine Nullmenge ist folgt aus Lemma , dass [cydX\=0.
Aus Satz und den obigen Beobachtungen folgt, dass

[fedx = [azdr+ [bidA.
Da alle Integrale > 0 gilt nun, dass

[ fedr< oo <= [ard\<oound [byd\ < co.

Per Definition der Lebesgue-Integrierbarkeit auf Teilmengen folgt nun die gewiinschte Aus-
sage. [ |
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Der folgende Satz gibt nun ein oft hilfreiches Kriterium fiir Lebesgue-Integrierbarkeit.

Satz 7.20. Es sei A C R" eine beschrinkte messbare Teilmenge. Dann ist jede beschrinkte
stetige Funktion f: A — R Lebesgue-integrierbar.

T /\/\J 0\/\// Graph von beschrénkter stetiger
| - - 5 Funktion f: A - R

Beispiel. Nach [Fr2, Korollar 3.10] ist jede stetige Funktion auf einer kompakten Teil-
menge beschrinkt. Es folgt also Satz[7.20] dass jede stetige Funktion auf einer kompakten
Teilmenge von R™ Lebesgue-integrierbar ist.

" A beschriankt und messbar

Beweis. Es sei A C R" eine beschréinkte messbare Teilmenge und es sei f: A — R eine
beschréinkte stetige Funktion. Wir setzen f wiederum zu einer Funktion f auf R™ fort,
indem wir f(z) =0 fiir x ¢ A setzen.

Behauptung. Die Funktion ]?ist messbar.
Nach Lemma [7.1] miissen wir zeigen, dass fiir alle ¢ € R die Menge

{f<c}t = [ ((~00,0)
messbar ist. Es sei also ¢ € R. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ < 0. In diesem Fall
ot {J<e} = FH(=00,0) = J7H((=00,0)),
dejl\n c<0

Die Teilmenge (—o0, ¢) C R ist offen und die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig. Dies
bedeutet, dass f~!((—o0, ¢)) eine offene Teilmenge von A ist. Es folgt aus Lemma [7.1] dass
es eine offene Menge U C R™ gibt, so dass f~!((—oo,¢)) = U N A. In Satz hatten wir
gezeigt, dass offene Teilmengen von R™ messbar sind. Also ist auch U N A, als Durchschnitt
von zwei messbaren Mengen, wiederum messbar.

Wir betrachten nun den Fall, dass ¢ > 0. In diesem Fall ist

{f<ct = FH(=00,0) - fH(=00,0)) U R™\ A
denn ¢ >0

Das gleiche Argument wie oben zeigt, dass f~'((—oo,c)) messbar ist. Zudem ist R™ \ A

messbar, also ist auch {f < ¢} messbar. B
Nach Lemma [7.12| geniigt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptunyg. f\ﬂ d\ < oo.

Nach Voraussetzung ist f beschrankt. Es gibt also ein C' € R, so dass |f(z)| < C fiir alle
x € R™. Es folgt nun, dass

[1fldx < [C-xadh = C-Vol,(4) < oo
+ +
denn |f| < C - xa denn A ist nach Voraussetzung beschrinkt ]
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Wir haben in diesem Kapitel das Lebesgue-Integral eingefiihrt und einige theoretische
Aussagen bewiesen. Aber wir haben noch keinen rechten Anhaltspunkt, wie wir denn das
Lebesgue-Integral in der Praxis berechnen kénnen. Wir werden nun im Folgenden verschie-
dene Berechnungsmethoden kennenlernen.
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8. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM RIEMANN-INTEGRAL UND DEM
LEBESGUE-INTEGRAL

8.1. Definition und Eigenschaften des Riemann-Integral. Wir erinnern in diesem
Kapitel an die Definition des Riemann-Integral und an einige Eigenschaften, welche wir in
Analysis I bewiesen hatten.

Definition. Es sei nun [a, b] ein kompaktes Intervall. Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine
Menge Z = {zo, 21, ..., 2, } von reellen Zahlen, so dass

a=20< 251 <2< < 2Zp_1 < zp=>0.

Sei nun f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit

n—1

O(f,Z) = 3 (zk+1 — zk) - sup f([2k, 2e+1])
k=0
die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z und
n—1
U(f,Z2) = > (21— 2) - inf f([2, 2611])
k=0

heifit die Untersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.

Graph der Funktion f: [a,b] — R Obersumme beziiglich Z
' | | | ! : ‘ : ! '

|

|

\

! I
1 1 1

Zo=a 21 29 : zoza\z1/22 / 23 /z4:b
\ \ \ / / . .
Zerlegung des Intervalls [a, ] Untersumme beziiglich Z

Definition. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heiit Riemann-integrierbar, wenn
sup{U(f, Z) | Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(f,Z)|Z Zerlegung von [a,b]}.
Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heifit

b
ff(x) de = inf{O(f,Z)|Z Zerlegung von [a, b}

das Riemann-Integral iiber f von a nach b.
Beispiel. In [EFrl] Satz 15.10] hatten wir gezeigt, dass alle stetigen Funktionen Riemann-
integrierbar sind.

Das folgende Beispiel gibt den Beweis, fiir die schon mehrmals erwidhnte Aussage, dass
es beschrankte Funktionen gibt, welche nicht Riemann-integrierbar sind.
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f:00,3] - R
v {0, wenn x € QN 0, 3]

2, andernfalls.

Dann gilt fiir jede Zerlegung Z = {2, ..., z,} von [a, b, dass

0.2) = Tlan-2) sl = 5 (ui-a)2 = 3.2

= 2, weil [zk, 2k41]
irrationale Zahlen enthélt

U(12) = Slan—m) i flaan)) = Slaa-2):0 = 0

= 0, weil [Zk, Zk+1}
rationale Zahlen enthéilt
Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar.

Der folgende Satz gibt uns nun ein brauchbares Kriterium fiir die Riemann-Integrierbarkeit
einer Funktion.

Satz 8.1. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn es eine aufsteigende Folge von Zerlequngen Zy C Zy C ... von [a,b] gibt, so dass

lim U(Z,,f) = lim O(f, Z,).

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlequngen gibt, dann gilt

b
Jf@)dz = lim O(f, Z,).

Beweis. Der Satz folgt leicht aus Lemma 15.1 und Satz 15.2 aus der Analysis I [Frl]. W

8.2. Der Zusammenhang zwischen dem Riemann-Integral und dem Lebesgue-
Integral. Fiir Funktionen f: [a,b] — R auf einem kompakten Intervall haben wir nun zwei
Integralbegriffe:

(1) In Analysis I hatten wir den Begriff Riemann-integrierbar eingefiihrt, und im Falle
der Riemann-Integrierbarkeit, das

b
Riemann-Integral f f(z)dx definiert.

(2) Wir haben im vorherigen Kapitel den Begriff Lebesgue-integrierbar eingefiihrt, und
im Falle der Lebesgue-Integrierbarkeit, das

Lebesgue-Integral f fd\ definiert.
[a,b]



208 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Wie schon mehrmals erwahnt sind diese beiden Integralbegriffe im Allgemeinen verschieden.
Betrachten wir beispielsweise die Funktion

f:0,1] = R

{ 1, wennzx € QnNJO0,1],
r
0, ansonsten.

Wir hatten gerade gesehen, dass f nicht Riemann-integrierbar ist. Andererseits hatten wir
auf Seite gezeigt, dass f Lebesgue-integrierbar ist mit Lebesgue-Integral 0.

Wir wollen im Folgenden den Zusammenhang zwischen dem Riemann-Integral und dem
Lebesgue-Integral untersuchen. Dazu ist es hilfreich folgende Definition einzufiihren.

Definition. Wir sagen eine Funktion f: [a,b] — R ist eine Treppenfunktion, wenn es eine

Zerlegung Z = {zg, 21, ..., 2, } von [a, b] gibt, so dass f auf allen offenen Intervallen (z;, z;11)
konstant ist 7

Graph einer Treppenfunktion

elo N
o—0 ¢ o—o0
e ° :
f i i 1 i
T T T T T T
Z0=a 21 29 23 zg=Db

>~ N\ / ~
Zerlegung des Intervalls [a, 0]

Bemerkung.

(1) Jede Treppenfunktion ist eine Stufenfunktion. In der Tat, denn sei f: [a,b] — R eine
Treppenfunktion, d.h. es gibt eine Zerlegung Z = {20, z1, ..., 2, } von [a, b], so dass f
auf allen offenen Intervallen (z;, z;41) konstant ist. Die Treppenfunktion f ist also eine
Linearkombination von charakteristischen Funktionen iiber den offenen Intervallen
(zi, zix1) und den Punkten zg,...,z,. Insbesondere ist die Treppenfunktion f eine
Stufenfunktion.

(2) Andererseits ist nicht jede Stufenfunktion eine Treppenfunktion. Beispielsweise ist

fir A =QnN [0, 1] die charakteristische Funktion x4 eine Stufenfunktion, aber keine
Treppenfunktion.

Satz 8.2. Fiir jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R gibt es eine aufsteigende
Folge p,, von Treppenfunktionen und eine absteigende Folge 1), von Treppenfunktionen, so
dass p, < f <, fir allen € N, und so dass

b

lim f () dz.

n—oo n—oo

lim f(pn(x)da; = ff(:z;)dx =

5"Die Treppenfunktion kann auf den Punkten zg, ..., 2, beliebige Werte annehmen.



8. ZUSAMMENHANG ZWISCHEN RIEMANN-INTEGRAL UND LEBESGUE-INTEGRAL 209

Beweis. Es sei also f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Fiir eine beliebige Zerlegung
Z ={z0,21,...,2,} von [a,b] definieren wir
W(Z): [a,0] — R
. f(x), wenn x € Z,
sup{f([zx, 2k21])},  wenn z € (2, 2k41)
und o(2): [0l > R
. f(x), wenn r € Z,
inf{ f([zx, zk+1])},  wenn @ € (zg, 25+1).

Man kann folgende Aussagen leicht verifizieren:
©(Z) und 9(Z) sind Treppenfunktionen,

(a)

(b) esist o(Z) < f <W(Z),

(((i; fiir Zerlegungen Z C 7 gilt p(Z) < p(Z")und ¥(Z') < Y(2),
es ist

fgo(Z)(x)dx = U(f,Z) und f@/)(Z)(x)dx = O(f,2).

Graph von f: |

/\// o T s G von v(2)
/\/ ? ;_; s f/ Graph von \F(Z)

T T T T

/0 =a ZzZ1 29 Z: Z4 = b Z0—a Z1 29 zZ3 24 = b
>~ N\ N / S >~ N\ / e
Zerlegung Z des Intervalls [a, b] Zerlegung des Intervalls [a, b]

Nach Satz existiert eine aufsteigende Folge von Zerlegungen Z; C Zy C ... von
[a, b], so dass

lim U(f, Z f fl@)de = lim O(f, Z,).

Nach (a) und (c) ist ¢, = ¢(Z,) eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen und
zudem ist ¢, := 1(Z,) eine absteigende Folge von Treppenfunktionen. Auflerdem besagt
(b), dass ¢, < f < 1,. Zudem folgt aus der Wahl der Zerlegungen Z,, und aus (d), dass

b b
lim fgpn = [ fla)de = lim [ () da. =

n—oo

Der folgende Satz besagt nun, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R
Lebesgue-integrierbar ist. Der Begriff des Lebesgue-Integral beinhaltet also das Riemann-
Integral, erweitert den Integralbegriff jedoch auf weitere Funktionen auf R und auch auf
den mehrdimensionalen Fall.

Satz 8.3. Jede Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R ist auch Lebesque-integrierbar
und es gilt
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b
[ f@)yde = [ fdx
Z , [a,b]

Riemann-Integral Lebesgue-Integral

Beweis. Wir beginnen mit folgender Vorbemerkung:

(%) Es folgt leicht aus den Definitionen, dass fiir eine Treppenfunktion das Riemann-
Integral mit dem Lebesgue-Integral iibereinstimmt.

Wir schreiten jetzt zum eigentlichen Beweis.

Wir wollen nun den allgemeinen Fall mithilfe von Satz auf die Vorbemerkung ()
zuriickfithren.

Es sei also f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Es folgt aus Satz und
der Vorbemerkung (%), dass es eine aufsteigende Folge ¢,, von Treppenfunktionen und eine
absteigende Folge v,, von Treppenfunktionen gibt, so dass ¢, < f <, fiir alle n € N, und
so dass )

b
im [ ondh 2 [f@)de € lim o [ g dn
a [a,b

n—oo n—o0 ]

[a,b]
Wir setzen ¢ = lim ¢, und ¢ = lim 1),. Es folgt aus (i) und (iii), dass wir den Satz (7.14
n—oo n—00

von der monotonen Konvergenz von Levi anwenden konnen. Wir erhalten, dass ¢ und ¢

Lebesgue-integrierbar mit
(i) . W
J edr = lim [fb pnd\ und [ @d\ = lim [ 4, d)\

[a.b] a,b] [a.b] " ah)

Behauptung. Die Funktionen ¢ und f stimmen fast iiberall ﬁbereinm

Es gilt
Jlo=flax < [—vldx = [v—pd\ = [vdr— [edr =0
(a,b] T [a,b] T [a,b] [a,b] [a,b] T
folgt aus ¢ < f < denn ¢ — ¢ >0 folgt aus (i)-(iv)
Aus Satz folgt, dass ¢ und f fast iiberall iibereinstimmen. |

Da ¢ Lebesgue-integrierbar ist folgt nun aus der Behauptung und aus Satz [7.17], dass
auch f Lebesgue-integrierbar ist mit

[ frdx = [ odn P2 [ f(2)da.
[a,b] [a,b] a [ ]

58m Allgemeinen miissen ¢, 1 und f nicht iiberall {ibereinstimmen. Wir betrachten z.B. die Funktion
f:[-1,1 = R
0, wenn x # 0,
T
1, wenn xz =0.

und die Folge von Zerlegungen 7, = {—1, — 1, %, 1}. In der Notation des Beweises von Satz setzen wir

on = ©(Zy,) und 1, = ¥(Z,). Dann sieht man leicht, dass ¢, (0) = 0 fiir alle n, aber 1,,(0) = 1 fiir alle n.
Dariiber hinaus ist ¢ die Nullfunktion, aber ¥ = f ist nicht die Nullfunktion. D.h. ¢ und ¥ = f stimmen
nur auflerhalb der Nullmenge {0} iiberein.
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8.3. Der Satz von der majorisierten Konvergenz. Wir mochten als néchstes Satz
zu uneigentlichen Integralen erweitern. Beispielsweise mochten wir zeigen, dass fiir eine
nichtnegative Riemann-integrierbare Funktion f: R — R gilt, dass

00
[ f@yde = [ fdx
—00 R
———
uneigentliches Lebesgue-Integral

Riemann-Integral

Um diese Aussage zu beweisen benotigen wir mehrere Vorbereitungen. Insbesondere werden
wir folgenden wichtigen Satz verwenden.

Satz 8.4. (Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue) Es sei im Folgen-
den fr.: R" — R, k > 1 eine Folge von Lebesque-integrierbaren Funktionen, welche punkt-
weise fast tiberall gegen eine Funktion f: R™ — R kom)ergiertlﬂ Wenn es eine Lebesgue-
integrierbare Funktion F: R™ — R, gibt, so dass |fi| < F fir alle k > 1, dann ist f
Lebesque-integrierbar und es gilt

Jfax = lim [ fidx.

Graph von Lebesgue-integrierbarer
Folge { fk }ren W Funktion F: R — R,
, so dass |fi| < F fiir alle k € N
V”

Funktion f — |

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass f; iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Die Idee ist durch geschickt gewéhlte Hilfsfolgen den Satz auf den Satz [7.14] von
der monotonen Konvergenz zuriickzufithren. Insbesondere miissen wir aus der Folge
fr, welche nicht notwendigerweise monoton ist, Funktionenfolgen, basteln”, welche
monoton sind.

Behauptung. Fiir k € N setzen wir

Y = Sup{f’i |Z Z k} == Sup{fk7fk+17 cee }
Dann gilt

(1) es ist Pk \l/ f7
(2) jede Funktion ¢y ist Lebesgue-integrierbar,

(3) die Funktion f ist Lebesgue-integrierbar und es gilt
(a) Jfax = lim [ocdn

Wir wenden uns dem Beweis der Behauptung zu.

(1) Es ist ziemlich leicht zu sehen, dass ¢y | f.
(2) Wir wollen mithilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz zeigen, dass ¢y,
Lebesgue-integrierbar ist. Fiir j > k setzen wir dazu

59Tm Unterschied zum Satz von der monotonen Konvergenz von Levi setzen wir nicht voraus, dass
die Folge monoton ist.



212 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Prj = max{fk7fk+17"'afj}a WObei.j > k.

Dies ist eine monoton steigende Funktionenfolge von Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionenm mit ¢r; T ¢r. Zudem gilt fiir alle j > £, dass

[odh < [Fdx = M € R
+ +
folgt aus ¢i; < max{|fx|,...,|fj|} < F da F' Lebesgue-integrierbar

Also ist nach dem Satz[7.14]von der monotonen Konvergenz die Funktion ¢ Lebesgue-
integrierbar.
(3) Nachdem ¢y, | f und nachdem

[erdr > [-Fdx = —M € R
/l\

folgt aus ¢x; > max{—|fxl, —|fet1l,...} > —F

kann man wiederum den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden und
wir erhalten die dritte Aussage. H

Ganz analog setzen wir nun

'@Z}kz = 1Df{f1|22k’} = inf{fk,fk+1,...}.

Wie oben zeigt man nun, dass die Funktionen 1, Lebesgue-integrierbar sind, und dass

(b) Jfdx = lim [opdn
Nun folgt das

[fdx = ]}Lrgofwm < klgxoloffm < kli_)rglofgokd)\ = [ fax.
+ 4 4 4
folgt aus (b) folgt aus ¥ < fr < @k folgt aus (a)

Wir haben also die gewiinschte Gleichheit gezeigt. Wir haben damit den Satz bewiesen, in
dem Spezialfall, dass die Folge { fi}x>1 iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Wir betrachten nun noch den allgemeinen Fall. Nach Voraussetzung gibt es eine Null-
menge N, so dass

flx) = klim fr(z) fir alle x € R\ V.
— 00
Dann gilt xem\y - f(z) = lm xpm\y - fo(®) fiir alle z € R™.
=:g(x) =:gk(z)

Wir kénnen nun also den vorherigen Spezialfall auf die Folge {gx }x>n anwenden. Nachdem
die Funktionen f; und g; sowie f und g fast {iberall gleich sind, folgt die Aussage dann aus
Satz -

60Hierbei verwenden wir, dass fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen f, g auch die Funktion max{f, g}
Lebesgue-integrierbar ist. Dies wiederum folgt leicht aus Lemma und Lemma
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Im néchsten Kapitel werden wir das Lebesgue-Integral dann endlich mit dem uneigent-
lichen Riemann-Integral vergleichen. Hierbei werden wir ein wichtiges Korollar zum Satz
von der majorisierten Konvergenz verwenden. Um dieses Korollar zu formulieren benétigen
wir noch eine Definition.

Definition. Eine messbare Ausschépfung von R" ist eine aufsteigende Folge von messbaren
Teilmengen {4, };m>1 von R” mit A, 1 R".
Beispiel.

(1) Die Intervalle [—m,m| mit m > 1 bilden eine messbare Ausschépfung von R.

(2) Allgemeiner bilden die abgeschlossenen Kugeln B,,(0) mit m > 1 eine messbare
Ausschopfung von R™.

Wir konnen nun den Ausschopfungssatz formulieren.

Satz 8.5. (Ausschopfungssatz) Es sei {A,}m>1 eine messbare Ausschopfung von R”
und es sei f: R™ — R eine messbare Funktion, welche tiber jedes A,, Lebesque-integrierbar

ist. W .

ot Hrent im [ [fldA < oo
m—r0o0 Am

dann ist auch f auf R™ Lebesque-integrierbar und es gilt

[fdx = lim [ fdx
m—00 Am

Beweis. Wir setzen f
m

Aus A,, T R™ folgt

= Xan [
lim f,(z) = f(z) firallexeR™

m—r0o0

Der Ausschopfungssatz folgt nun aus den Definitionen, dem Satz von der majorisierten
Konvergenz und der folgenden Behauptung.

Behauptung. Wir setzen F' := |f|. Dann gilt:

(1) | fm| < F fur alle m,
(2) F ist Lebesgue-integrierbar.

Die erste Aussage folgt aus |f.| = |xa,, - f| < |f]. Wir wenden uns der zweiten Aussage
zu. Aus A, T R™ folgt |f.n| T F. Da die Folge der Integrale

S 1fmldy = [ f]dA
Am

nach Voraussetzung beschréankt ist folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dass F' Lebesgue-integrierbar ist. [

8.4. Das uneigentliche Riemann-Integral. Wir erinnern zuerst an das uneigentliche
Riemann-Integral, welches wir in Analysis I eingefiihrt hatten.
Definition. Es sei f: [a,b) — R eine Funktion, wobei a € R und b € RU {oo}, so dass fiir

jedes a < d < b das Riemann-Integral fad f(z) dx existiert. Das uneigentliche Integral von
f auf [a, b) ist definiert als
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b d
{ f(z)dw = lim f f (@) de,

wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder bestimmt gegen +oo divergiert.
Ganz analog definiert man das uneigentliche Riemann-Integral auf einem halboffenen In-
tervall (a, b].

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, wobei a € RU {—o00} und b € R U {0},

so dass fiir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen Integrale [* f(z)dz und fcb f(x) dx existieren
oder bestimmt gegen +oo divergieren. Dann definieren wir

@

jf(x)dx = ff(x)dx+jf(x)dx,

a

wenn die rechte Seite definiert ist. Wir nennen dann fab f(x) dr das uneigentliche Riemann-
Integral von f auf (a,b).

Satz 8.6. Es sei f: [a,b) — R eine stetigd®| Punktion, wobei a € R und b € R U {co}.
b
Wenn das uneigentliche Riemann-Integral [ |f(x)|dz gegen eine reelle Zahl konvergiert,

dann ist f auf [a,b) Lebesque-integrierbar und es gilt

———

Lebesgue-Integral uneigentliches
Riemann-Integral

[ fdx

[a,b)

FEs gelten die offensichtlichen analogen Aussagen fir Funktionen auf (a,b] und (a,b).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall b = co. Dann gilt

m o
[ fax = lim [ fdax = lm [fa)dr = [ f(z)dw
[a,00) T m—00 [a,m] T m—oo * T o
Ausschépfungssatz angewandt auf A, =[a, m], Satz Definition des uneigentlichen
diesen kann man anwenden, da das uneigentliche Riemann-Integrals

Riemann-Integral f; | f(2)| dz endlich ist

Der Fall b € R wird ganz dhnlich behandelt, in diesem Fall verwenden wir die Ausschopfung,
welche gegeben ist durch die Intervalle [a,b — L]. [

Bemerkung. Satz gilt nur unter der Voraussetzung, dass das uneigentliche Integral
iiber den Absolutbetrag von f existiert, d.h. wenn

b
[1f]dz

61Dje Voraussetzung,,stetig” fithrt dazu, dass wir uns um die Existenz der Riemann-Integrale auf
kompakten Intervallen keine Gedanken machen miissen.
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existiert. Auf [Fo3, Seite 59] wird gezeigt, dass das uneigentliche Riemann-Integral

dr < o0

i sin(x)
d

X

existiert. Andererseits divergiert das uneigentliche Riemann-Integral iiber den Absolutbe-

trag, d.h. es ist o
f‘smxﬂwx = 00.
0

Die Voraussetzung von Satz ist also nicht erfiillt. Und in der Tat existiert das Lebesgue-
Integral von f iiber (0,00) nicht. Das folgt aus der Tatsache, dass nach Satz [7.11] (3) der
Absolutbetrag einer Lebesgue-integrierbaren Funktionen wiederum Lebesgue-Integrierbar
ist. Aber dies ist bei dieser Funktion nicht der Fall. Die Details zu diesem Argument kann
man auf [Fo3, Seite 59] nachlesen.
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9. DAS CAVALIERISCHE PRINZIP UND DER SATZ VON FUBINI

Wir haben jetzt also gesehen, dass fiir viele Funktionen auf R, z.B. fiir alle stetigen Funk-
tionen auf einem kompakten Intervall, dass Lebesgue-Integral mit dem Riemann-Integral
iibereinstimmt. Dies erlaubt es uns insbesondere die Rechenmethoden aus der Analysis I
anzuwenden, um viele Lebesgue-Integrale im eindimensionalen Fall zu bestimmen. In die-
sem Kapitel wollen wir nun viele Lebesgue-Integrale im Mehrdimensionalen mithilfe von
mehreren Riemann-Integralen in einer Variable bestimmen.

In diesem Kapitel werden wir ofters eine, suggestive Notation” fiir Lebesgue-Integrale
verwenden. Genauer gesagt, fiir eine Funktion

g: R"
z 2)

f g(z)dz = fgd)\.

zeR"

= A

_>
—
schreiben wir desofteren

Vom Kontext her sollte eigentlich immer klar sein, was gemeint ist.

9.1. Das Cavalierische Prinzip. Das Cavalierische Prinzip, welches eventuell aus der
Schule bekannt ist, besagt insbesondere, dass wir das Volumen von 3-dimensionalen Korpern
aus den Fldcheninhalten von 2-dimensionalen Schnittflichen bestimmen kénnen. Der fol-
gende Satz ist nun eine allgemeinere Version des Cavalierischen Prinzips, welcher beliebige
kompakte Teilmengen in R™ behandelt.

Satz 9.1. (Cavalierisches Prinzip) FEs sei K C R" eine kompakte Teilmenge. Firt € R
bezeichnen wir mit K(t) die Menge

K@) == {(z1,...,30-1) ER" | (z1,...,20-1,1) € K}.
Dann. gil{F? Vol, (K) = [ Vol, 1(K(t))dt.

teR

K kompakte Teilmenge von R3

—— entspricht K(2)
Y K (0) ist der Schnitt mit der zy-Ebene

Beispiel. Es folgt insbesondere aus dem Cavalierischen Prinzip dass wenn K und L
zwei kompakte Mengen in R? sind, so dass fiir alle ¢ € R die Mengen K (¢) und L(t) den
gleichen Flacheninhalt besitzen, dann besitzen K und L das gleiche Volumen. Beispielsweise
folgt daraus, dass fiir alle kompakten Teilmengen F' C R? x 0 C R? und alle Punkte @ € R3

52Inshesondere machen wir hier implizit die Aussage, dass die Funktion  — Vol,,_; (K (t)) Lebesgue-
integrierbar ist.

63Der Satz von Heine-Borel besagt, dass eine Teilmenge K von R™ kompakt ist, genau dann, wenn K
beschrankt und abgeschlossen ist. Insbesondere ist jede kompakte Menge messbar mit endlichem Volumen.
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das Volumen des Kegel
{t-P+(1—-t)-Q|P€ Fundtel0,1]}

nur von der z-Koordinate von () abhéngt.

T B
7
9.

Fldache F'in der xy-Ebene

die beiden Kegel besitzen das gleichen Volumen,
weil die z-Koordinaten von ) und Q' iibereinstimmen

Das Cavalierische Prinzip folgt aus Folgendem, etwas allgemeineren Satz.

Satz 9.2. (Verallgemeinertes Cavalierisches Prinzip) Es sei A C RFf™ = RF x R™
eine messbare Teilmenge.

(1) Firy € R™ ist Menge
Aly) = {zeR[(z,y) € A}

eine messbare Teilmenge von RF.

(2) Die Funktion —
Fi:R™ — R,

y — Fa(y) = Volg(A(y))

1st eine messbare Funktion auf R™.

(3) Es st Volprm(A) = [ Voly(A(y))dy € R,.
yeRmH’_/
=Fa(y)
Beweis.

Es ist elementar zu iiberpriifen, dass die Aussage fiir halboffene Quader gilt. Alle
messbaren Mengen konnen nun aus halboffenen Quadern durch verschiedene Opera-
tionen (Vereinigungen, Komplementbildung etc.) gebildet werden. Wir miissen also
nur zeigen, dass sich die Aussagen mit diesen Operationen vertragen.

Wir setzen n = k 4+ m. Fir X C R" betrachten wir
M(X) = {A C X |A ist messbar und die Aussagen (1), (2) und (3) gelten}.
Wir wollen zeigen, dass M(R™) = (Q(R"))?. Fiir s € N betrachten wir den Quader

Xy = [—s,9)".
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Der Beweis besteht aus zwei Teilen.

(i) Es sei s € N. Wir beweisen die Aussage zuerst fiir alle messbaren Teilmengen von
X,. Wir wollen also zeigen, dass M(X;) = (Q(R", s))?. Wir machen hierzu folgende
Beobachtungen.

(a) Jeder halboffene Quader Q C X, liegt in M(X,). In der Tat, denn wir kénnen
schreiben Q = S x T, wobei S C R¥ und T C R™ halboffene Quader sind. Fiir

jed € R™ gilt
jeces y &l Qly) = S, wennyé€eT,
V=102 , wenny &T.
Es folgt, dass Fg = Vol(S) - xr, also ist die Funktion Fg messbar. Zudem gilt

fmFQ(y) dy = Vol(S) - j:nxT(y) dy = Vol(S) - Vol,,(T) = Vol,(Q).

folgt aus der Definition des
Volumens von halboffenen Quadern

Q=5SxT
Qly) =95, wenny €T

— RE
" S

(b) Wenn A, B disjunkte Teilmengen von X sind, welche in M(Xj;) liegen, dann
sieht man leicht, dass auch AU B in M(Xj;) liegt. Jedes A € Q(R™, s) ist nach
Lemma 2.7|die disjunkte Vereinigung von endlich vielen halboffenen Quadern. Es
folgt nun aus der obigen Bemerkung und aus (a), dass auch Q(R",s) C M(Xj).

(c) Es sei A € M(Xs). Da X, ein halboffener Quader ist, liegt X selber auch in
M(X). Aus X, = AU A® folgt leicht, wie zu Beginn des Arguments in (b), dass
auch A° € M(Xj).

(d) Es sei nun A;,7 € N eine aufsteigende Folge von Mengen in M (X). Wir wollen
zeigen, dass A := UA; auch in M(Xj) liegt. Wir iiberpriifen jetzt die drei

iEN
Aussagen:

(1) Fiir alle y € R™ ist A;(y) T A(y), also ist A(y) messbar nach Satz
(2) Fiir alle y € R™ gilt nach Satz[5.2] dass

Fa;(y) = Voli(Ai(y)) T Volk(A(y)) = Fa(y).
Es ist also Fia, T Fa. Daher folgt aus Lemma [7.15] dass F)4 messbar ist.
(3) Es ist
Vol,,(A) = lim Vol,(4;) = lim f Fu,(y)dy = f Fa(y) dy.
T i—00 T =00 By T Rn
Satz denn A; € M(X,) nach Satz (3),da Fa,TFa
Wir haben also gezeigt, dass A in M(Xj) liegt.
(e) Es folgt nun aus (b), (c¢) und (d), dass M(Xj;) eine o-Algebra ist, welche Q(R", s)

enthélt. Aus der Definition von (Q(R™, s))? erhalten wir nun die gewiinschte
Inklusion (Q(R™, 5))° C M(Xj).
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(ii) Es sei nun A € (Q(R™))?. Aus (i) folgt, dass fiir alle s € N gilt, dass A, :== AN X, in
M(X,) C M(R") liegt. Das Argument von (i) (d) zeigt nun, dass auch A = U A,

seN

in M(R"™) liegt. |

9.2. Der Satz von Fubini und Beispiele. Satz und Satz besagen insbesondere,

dass man bei, verniinftigen” Funktionen, beispielsweise stetige Funktionen auf kompakten

Intervallen, dass Lebesgue-Integral mithilfe des Riemann-Integral bestimmen kann. Dies ist

natiirlich sehr hilfreich, nachdem wir n Analysis I viele Rechenmethoden fiir das Riemann-
Integral kennengelernt hatten.

Mithilfe vom folgenden Satz von Fubini kann man Lebesgue-Integrale im mehrdimen-

sionalen mithilfe von mehreren Lebesgue-Integralen in kleineren Dimensionen bestimmen.

Satz 9.3. (Fubini) Fs sei fiRFXxR™ — R

(z,y) = flz,y)
eine Lebesque-integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge N C R™, so dass fiir
jedes y € R™\ N die Funktion

RF — R
z = f(z,9)
Lebesgue-integrierbar ist, und es gilt
[ f@yd = [ [ fzy) dedy.
(z,y)ERk+M yER™\N gERk |

-~

definiert fiir y € R™ \ N
Bemerkung. Es sei A C R*¥ x R™ eine messbare Teilmenge. Dann gilt
Volpm(4) = [ xadh = [ [ xapdedy = [ Volu(A(y))dy.

Rk+m T yeR™ zeRk yeR™
Satz [0.3] von Fubini

Dies zeigt, dass das Cavalierische Prinzip ein Spezialfall des Satzes [9.3] von Fubini ist.
Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fRxR — R

0, wenn y # 2,
(z,y) — { 1, wenny=2.
Dies ist die charakteristische Funktion der Nullmenge R x {2} also Lebesgue-integrierbar.
Fiir y = 2 ist die Funktion x — (z,2) jedoch nicht Lebesgue-integrierbar. In diesem Fall
gilt der Satz [9.3 von Fubini fiir die Nullmenge N = {2} C R.

In der Praxis will man oft f gar nicht iiber ganz R* x R™ integrieren, sondern nur iiber
eine Teilmenge. Dies fithrt uns zu folgendem Satz.

64Hierbei verwenden wir implizit, dass (Q(R™))” N P(X,) € (Q(R",s))?. Diese Aussage kann man
mithilfe des Arguments der Behauptung auf Seite m beweisen.
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Satz 9.4. (Fubini) Es sei A C R x R™ cine messbare Teilmenge und es sei

f:A - R

(z,y) = flz,9)
eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Wir schreiben

Y = {y € R™|es gibt ein x € R* mit (x,y) € A},

und fir alle y € Y setzen wir
Aly) = {z €eR*|(z,y) € A}.
Wemﬁ fir alle y € Y die Funktion x — f(z,y) auf A(y) Lebesque-integrierbar ist, dann
gt [ f@ya = [ [ f@y) dedy.

(z,y)eA yeY zeA(y)

— | fayd= [ [ flay)dedy
\ 4 (z,y)EA yeY z€A(y)
| t T — ) Rk
Aly)

Beweis. Der Satz folgt aus den Definitionen und dem vorherigen Satz von Fubini[0.3] W

Beispiel. Es sei A das Dreieck
A = {(z,y) €eR*|x €[0,2] und y € [0, 7]}.
Wir betrachten die Funktion fiA 5 R
(z.y) — 2*+y*°

Es folgt aus Satz[7.20 dass f Lebesgue-integrierbar ist. Wir méchten nun das Lebesgue-
Integral von f mithilfe des Satzes von Fubini bestimmen. In diesem Fall ist

Y = alle moglichen y-Werte von Punkten in A = [0, 2].
Zudem gilt fiir jedes y € [0,2], dass
A(y) = alle z-Werte von Punkten in A mit y-Wert y = [y, 2].

T 1~ A={(r,y) e R?|z €0,2] und y € [0, 2]}

2
die moglichen y-Werte -

von Punkten in A liegen \1 _ _— fiir ein gegebenes y € {() 2]

liegen die moglichen x-Werte

inY =1[0,2] Y
in A(y) = [y, 2|

65Beispielsweise ist diese Voraussetzung nach Lemma erfiillt, wenn fiir alle y € Y die Menge A(y)
kompakt ist und wenn f stetig ist.
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Es folgt also, dass

y:2 r=2

[ +ytdady = [ [2*+yPdedy = [ [ a*+yPde dy = (+)
A 4 [0’2} [y,2] A y=0 z=y
Satz [9.4] von Fubini Satz

Der Rest der Rechnung besteht nun aus zwei Riemann-Integralen, welche wir mithilfe von
Stammfunktionen leicht bestimmen koénnen:

y=2 3 2 2 =2 8 3 16
x z=
(x) = f [§+:Uy}x:ydy = f§+2?/2_%_y3dy: 3
Y=0 N\ — e’ y=0

Beispiel. In vielen Beispielen ist das schwierigste Problem, die korrekten Grenzen fiir das
x-Integral und das y-Integral zu finden. Manchmal ist es einfacher fiir ein gegebenes x die
moglichen y-Werte zu bestimmen, wir konnen dann die Reihenfolge der z- und y-Integrale
vertauschen. Ein solches Beispiel wird in der Abbildung skizziert.

21y

_A={(z,y) eR?*|z 0,2 und y € [~z, 2]}

Xz
11 r=2 y=x
! “[feya= [ [ fay)dyde
-21 A z=0y=—x

Beispiel. Wir betrachten nun noch

B(r) = {(x,y) eR*| Va2 + 42 <1},

also die abgeschlossene Scheibe um den Ursprung mit Radius r.

B={(x,y) eR*| /a2 + 4> <r}

x
xT=r yzm
[ f@yd= [ [ flay)dyde
B T==T Y= \/r2—22

Wir bestimmen nun den Flidcheninhalt fiir » = 1. Es gilt

r=1 y=v1-a?
Flicheninhalt von B(1) = Voloy(B(1)) = [xpd\ = [1d\ = [ [ 1ldyde = (%)
,]\ B T x:_1y=7*/17x2

Satz[7.6] (0) Satz [0.4] von Fubini und Satz [B.3]
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Wir miissen nun dieses zweifache Riemann-Integral bestimmen. Dies ist nun eine Ubungs-
aufgabe aus der Analysis I. Der Vollstandigkeit halber wollen wir diese hier ausfithren. Es

1st -
z=1 z=1 u=%
_ _ 2 1 _ .2
(%) —xf12x/1—x2dx—2 fl(l—x)-mda: ¥2 fﬂl—sm(u)du
= r=— fu,:—5
Substitution v = arcsin(z) mit % = 11_3:2
u=73 o
= [ 1+cos(2u)du = [u + %sin(Qu)] ’ =
’]\ u=—7% u=—7%

aus den Additionstheoremen folgt cos(2u) = cos?(u) — sin?(u) mithilfe
von sin®(u) 4 cos?(u) = 1 erhalten wir 2(1 — sin®(u)) = 1 + cos(2u)

Mit noch etwas mehr Aufwand, oder mithilfe von Satz[6.3] kann man nun auch zeigen, dass
Flicheninhalt von B(r) = Voly(B(r)) = m-7r%
Beispiel. Wir wollen nun noch das Volumen des Kegels

K = {(x,y,z)ER3‘\/x2+y2:2—zund220}

bestimmen. Fiir jedes = € [0,2] ist der Schnitt von K mit der um z verschobenen zy-Ebene
eine Scheibe von Radius 2 — z. Genauer gesagt, fiir gegebenes z € [0, 2] ist

{(z,y) eR?*[(2,y.2) € K} = {(x,y) eR*| Va2 +y?=2—2} = B(2-2).
Es folgt, dass

2=2 z=2
Volumen von K = fld)\ = f f ldedy dz = f T (2—2)%dz = %ﬂ'.
K T 2=0 (z,y)€B(2—=2) 2=0
Satz 0.4 von Fubini )2 e vorherizem
und Satz 8.3 =m(22) Beaifiielo herige
z K :={(z,y,2)|2* +y* = (2—2)? und z > 0}

2 /

Kreisscheibe mit Radius 2 — 2

Bemerkung. Man kann den Satz von Fubini auch mehrmals anwenden, und ein n-dimensionales
Lebesgue-Integral in n ein-dimensionale Lebesgue-Integrale zerlegen. Beispielsweise gilt fiir
jede Lebesgue-integrierbare Funktion f(z,y, z) auf dem Kegel K, dass

z=2 x=2—z y:\/m
ffd)‘ - f f f f(z,y,2)dydxd:z.
K

2=0 z=—(2—2) y=—+/(2—2)2—22
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Beispiel. Der wohl einfachste Fall ist, wenn wir ein Rechteck @ = [a1, b1] X [az,bs] C R
betrachten. Fiir eine beliebige stetige Funktion f: ) — R gilt dann

y=ba x=by v=ba u=b1
ffd)\ = f f flz,y)dxdy = f f f(u,v) dudo.
Q Yy=az r=ai T v=a2 u=ai
Satz [3.4] von Fubini und Satz die Namen,,z” und,,5” spielen keine Rolle und

konnen beliebig ausgetauscht werden

Ganz analog kann man auch das Integral iiber einen 3-dimensionalen Quader als dreifach
iteriertes Riemann-Integral schreiben.

by T Q= [a1, b1] x [ag, bs]
y=ba x=by v=by u=bq
ffd)\ = f f f(z,y)dxdy = f f f(u,v) dudv
.t Q y=az T=0a1 v=az u=ai
' i i | L 1 | | L1 |
ay by gleiche Variable gleiche Variable

9.3. Der Beweis des Satzes von Fubini. Wir beweisen den Satz von Fubini zuerst
fiir nichtnegative messbare Funktionen. Dieser Spezialfall wird manchmal das Lemma von
Tonelli genannt.

Lemma 9.5. (Lemma von Tonelli) Es sei
f:RFxR™ — R,
(,y) = flz,9)
eine nichtnegative messbare Funktion. Dann gilt:
(1) Fir jedes y € R™ ist die Funktion

RF — R,
z = f(z,y)
messbar.
(2) Die Funktion R™ — R,
y = [ fla,y)de
z€RF

ist ebenfalls messbar und es gilt

[ fayd = [ [ fla,y)dedy.

(z,y)ERF+m YyER™  zeRFk

Beweis.

(a) Fiir charakteristische Funktionen von messbaren Teilmengen A C R*™™ sind dies,
wie wir auf Seite 219] gesehen hatten, gerade die Aussagen des verallgemeinerten
Cavalierischen Prinzips, welches wir in Satz bewiesen hatten.

(b) Eine nichtnegative Stufenfunktion ist eine endliche Linearkombination von charakte-
ristischen Funktionen von messbaren Mengen. Es ist leicht zu sehen, dass wenn die
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Aussagen des Lemmas von Tonelli fiir Funktionen f1, ..., f, gelten, dann gelten die
Aussagen auch fiir alle nichtnegativen Linearkombinationen von fi, ..., f,. Insbeson-
dere folgt aus (a), dass die Aussagen fiir nichtnegative Stufenfunktion gelten.

(c) Es sei f eine beliebige nichtnegative messbare Funktion. Nach Satz ist die Funk-
tion f der aufsteigende Limes einer Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen f,,.
(1) Es sei nun y € R™. Nach (b) sind die Funktionen x — f,(z,y), n € N messbar.

Nach Lemma ist dann auch die Funktion x — f(x,y) messbar.

(2) Fir y € R™ und n € N schreiben wir

y):= [ fu(z,y)de  und  F(y ffxy
Rk

Nachdem f,(x,y) 1T f(z,y) (aufgefasst als Funktion in z) folgt aus Satz [7.10
(3), dass F,, T F. Nun folgt aus (b), und aus Lemma dass F' messbar ist.
Zusammengefasst gilt

J faeydn = 1lm [ fu(ry)dh = lim [ F(y)dy = [ Fly)dy

(z,y)ERk+m T oo (z,y)ERk+m T © yerm + Rm
Satz[7.10] (3) angewandt auf f, 1 f Fall (b) Satz (3), angewandt auf F), T F
Wir haben also die gewiinschte Aussage bewiesen. [

Wir beweisen nun den allgemeinen Fall des Satzes von Fubini.

Beweis des Satzes von Fubini. Es sei also

f:REXR™ — R
(z,y) — flz,y)

eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Wie {iblich schreiben wir

f+ = max{f,0} und f_ := —min{f,0}.
Dann gilt
[ f@ydedy = [ fi(@ydedy — [ fo(z,y)dzdy
Rk+m Rk+m Rk+m
= [ [r@ydedy— [ [ f(zy)dedy = (%)
4 ETRE Rm Rk
Lemma [9.5 von Tonelli =:Fi(y) =:F_(y)

Wir koénnen jetzt nicht einfach die Integrale zusammenfassen, weil im Allgemeinen die
Differenz F, (y) — F_(y) nicht definiert™ist. Nachdem die Integrale iiber F,, und F_ jeweils
endlich sind, folgt aus Satz [7.18, dass es Nullmengen N C R™ gibt, so dass Fi(y) < oo

66Denn es kénnte sein, dass sowohl F (y) als auch F_(y) den Wert oo annehmen.
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fir alle y € R™ \ Ni. Wir setzen nun N := N_ U N,. Dann gilt

(x) = [ Fulydy— [ F-(y)dy = [ Fy)-F.(y dy
m m m —/_/
T RAN RTAN T R \Ndeﬁniert firy e R™\ N
da N Nullmenge Satz[7.11] (1b)
= | [h@yde— [f(ry)dedy = [ [ flxy) dedy.
R™\N Rk Rk T R™\N Rk

Definition des Lebesgue-Integral von = — f(z,y)

225
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10. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL

10.1. Die Transformationsformel. Der Satz von Fubini erlaubt es uns in vielen
Fillen die Berechnung des mehrdimensionalen Lebesgue-Integrals auf die Berechnung von
ein-dimensionalen Integralen zu reduzieren. Wir hatten gesehen, dass diese Methode be-
sonders einfach funktioniert, wenn der Definitionsbereich ein Rechteck oder Quader ist. Bei
komplizierteren Integrationsbereichen, z.B. Kreischreiben und Kegeln, wurden die Berech-
nungen schnell kompliziert. Die Transformationsformel [10.2] welche wir gleich formulieren
werden, ermoglicht es in vielen Félen die Berechnung von Lebesgue-Integralen auf die Be-
rechnung von Lebesgue-Integralen {iber Rechtecken und anderen einfachen Integrationsbe-
reichen zuriickzufiihren.

Definition. Eine Abbildung ®: U — V zwischen zwei offenen Teilmengen von R"™ heift
Cl-invertierbar, wenn die folgendes gilt:

(1) @ stetig differenzierbar ist,

(2) @ ist bijektiv ist, und

(3) wenn die Umkehrabbildung ®~': V' — U ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Der folgende Satz gibt uns ein einfaches Kriterium um zu iiberpriifen, ob eine gegebene
Abbildung C'-invertierbar ist.

Satz 10.1. FEine bijektive stetig differenzierbare Abbildung ®: U — V zwischen zwei offenen
Teilmengen von R™ ist genau dann C'—invertierbar, wenn fiir alle P € U das Differential
D®p eine invertierbare Matriz ist.

Beweis. Es sei ®: U — V ein bijektive stetig differenzierbare Abbildung zwischen zwei
offenen Teilmengen von R™. Wenn ® C'-invertierbar ist, dann folgt aus der Kettenregel,
angewandt auf ® 1o ® = id, dass jedes Differential D®p eine invertierbare Matrix ist. Um-
gekehrt, wenn fiir alle P € U das Differential D®p eine invertierbare Matrix ist, dann folgt
aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung [Fr2], Satz 14.4], dass ®~! stetig differenzierbar
ist. |

Jetzt konnen wir den eigentlichen Star des Kapitels, ja vielleicht der ganzen Vorlesung,
formulieren.

Satz 10.2. (Transformationsformel) Es seien U,V C R"™ offene Teilmengen, es sei
f: V=R eine Funktion und es sei ®: U — V eine C'~invertierbare Abbildung. Dann ist
f:V — R Lebesgue-integrierbar, genau dann, wenn

U —- R
x = f(®(x))-|det DP(z)|

Lebesque-integrierbar ist. Im Falle der Lebesque-Integrierbarkeit gz’lt

[ f(®(x)) - |detDO(x)|dX = [ f(y)

zeU yev

Beweisskizze. Wir werden die Transformationsformel im néchsten Kapitel beweisen. Der
Beweis ist lang und schwierig. Fiir n = 2 ist die Aussage aber anschaulich eigentlich relativ
klar: In der Néhe eines Punkts x € U ist & anndherungsweise gegeben durch Multiplikation
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[ f(@(x)) - | det DO(x)| dA

xzelU

mit dem Differential D®(x). Insbesondere fithrt die Abbildung ® , kleine” Quadrate A; x Ay
an einem Punkt z anndherungsweise in Parallelogramme iiber. Nach Satz [6.3| &ndert sich
der Flacheninhalt um den Multiplikationsfaktor | det(D®(x))|. Diese Tatsache wird in der
Abbildung unten illustriert. [ |

“kleines” Quadrat A; x A,

® ist annédherungsweise

Multiplikation mit D®(x)
Bemerkung. Die Transformationsformel hat viele theoretische Anwendungen, welche
wir vor allem in Analysis auf Mannigfaltigkeiten noch ausniitzen werden. Die Transfor-
mationsformel hat aber auch viele praktische Anwendungen. In der Praxis will man
oft ein Lebesgue-Integral iiber einen Integrationsbereich V' bestimmen, welcher mit Fubini
nur schwer zu beschreiben ist. Die Hoffnung ist nun, dass man ein Rechteck U und eine
Cl-invertierbare Abbildung ®: U — V finden kann, so dass man das Integral iiber V' durch
ein Integral iiber U ersetzen kann.

()

(1) wir wollen eine Funktion f {iber einem Integrationsbereich V' integrieren
(2) der Plan ist ein Rechteck U
R und eine C'-invertierbare Abbildung
®: U — V zu finden, so dass wir
das Integral {iber V' durch ein Integral

f f(®(x)) - |det DO(x)| dz = f fly)dy tiber das Rechteck U ersetzen kénnen
U v

Wir beweisen die Transformationsformel erst im néchsten Kapitel. In diesem Ka-
pitel wollen wir erst viele Beispiele betrachten.

10.2. Der eindimensionale Fall. Im Folgenden sei ®: [a,b] — R eine streng monoton
steigende differenzierbare Funktion mit ®'(z) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist insbesondere
®: (a,b) — (®(a), ®(b)) eine C'-invertierbare Abbildung zwischen den offenen Intervallen
(a,b) und (®(a), ®(b)). Fiir jede stetige Funktion f: [®(a), ®(b)] — R gilt also, das{™|["]

5"Die Voraussetzung, dass f stetig ist, verwenden wir im Folgenden nur, um uns keine Gedanken um
Lebesgue-Integrierbarkeit zu machen.

68Wo haben wir jetzt verwendet, dass ® streng monoton steigend ist? Wie dndert sich das Argument,
wenn @ streng monoton fallend ist?
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Satz B3] Satz [T.1T
r=b ¢ N
[ (@) ¥'(z)de = [f]f(@(x))@’(lf)dﬂc = (f)f(@(x))"l"(x)dx
T=a a,b a,b
u=(b)
= [ fu)du = [ f(u)du
T (@(a)0(0) + us()

Transformationsformel da ®'(z) >0 nochmal Satz R3] und Satz

Wir erhalten also aus der Transformationsformel [10.2], mit leicht anderen Voraussetzungen,

a b o O(a)  P(b) f
— — — — R

die klassische Substitutionsregel [Frl, Satz 16.12] als Spezialfall. Die Transformationsfor-
mel [10.2]ist allerdings viel Allgemeiner als die Substitutionsregel. Zum einen gilt sie auch im
mehrdimensionalen Fall, zum anderen kann diese nicht nur auf stetige, sondern allgemeiner
auch auf Lebesgue-integrierbare Funktionen angewandt werden.

10.3. Lineare Abbildungen. Die vielleicht einfachsten C'-invertierbaren Abbildungen
sind gegeben durch Matrizenmultiplikationen. Genauer gesagt, es sei A € GL(n,R) eine
invertierbare Matrix, dann ist fiir jede offene Teilmenge U C R™ die Abbildung

U - A-U
r — A-x

eine C'l-invertiere Abbildung, dessen Differential iiberall A ist.
Wir betrachten beispielsweise den Fall

A:(_} i’) U=(0,12% udV =AU,

welcher in der Abbildung unten skizziert ist. Fiir die Funktion f(z,y) = x gilt dann

Transformationsformel [[0.2] Satz [0.4] von Fubini

+ +

[y = [ <A<$>) JdetAldA = [ [ 4(—a+3y)dedy

v “’_:x (0,1)2 # :"4 y€(0,1) z€(0,1)

=f(—z+3y,z+y)=—x+3y
y=1 z=1
= f f A(—z + 3y) dx dy = f —4x 4+ 12y dx dy
T yelo,1] z€[0,1] T y=0 2=0
folgt aus Satz[7.17] da sich die Definitionsbereiche Satz B3l
nur um eine Nullmenge unterscheiden
y=1

= [ -2 rup]nay = [wren]n =4

y=0

~
=—2+4+12y
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Parallelogramm V'

Quadrat U = (0,1)?
a OLIGRINOER |
€1

(x,y) — —z+ 3y

Wir haben diesem Fall also ein Integral iiber das Parallelogramm V' durch ein viel ein
Integral iiber Quadrat ersetzt, welches mithilfe des Satzes [9.4] von Fubini dann leicht zu
bestimmen ist.

10.4. Polarkoordinaten. Die wohl wichtigsten Anwendungen der Transformationsformel
basieren auf den

(1) Polarkoordinaten,
(2) zylindrische Koordinaten, und
(3) sphérische Koordinaten,

welche wir schon in Analysis IT kennengelernt hatten. Wir behandeln diese drei Koordinaten
in den folgenden drei Teilkapiteln.

Notation. Wir betrachten die Abbildung
P: RZO xR — R?

) o (7“ - cos(p) )

7 - sin(p)
r ist der Abstand zum Ursprung T P(r,p) = (rcosp,rsing)
\ _— Winkel ¢

Bemerkung. Der Satz tiber die Polarkoordinatendarstellung [Fr1l Satz 11.11] besagt, dass
die Abbildung P: Rsq x [0,27] — R? surjektiv ist, und dass fiir 7,7 > 0 und ¢, ¢’ € R

ilt, dass
s P(r,o)=P(',¢) < r=r"und p=¢ + 27 -k wobei k € Z.

Definition. Wenn (x,y) = P(r, ¢), dann bezeichnen wir  und ¢ als Polarkoordinaten von
(x,y). Die Diskussion oben zeigt, dass fiir einen Punkt (z,y) # (0,0) die Polarkoordinaten
(r, ), bis auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt sind.

Lemma 10.3. Fir alle r € R und alle ¢ € R gilt
det(DP(r,p)) = r.

Beweis. Es gilt: 5 5 .
—TT COS®Y -7 COSY CcoS —7 Sin
det(DP(r,)) = det (8 % > = ( 4 SO) =7

o . B . .
Hr SN Forsing singp  rcosy
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Satz 10.4. (Polarkoordinaten) Fiir d € R. sei B%(0) = {(z,y) € R*|2? + y* < d*}
die abgeschlossene Scheibe von Radius d, und es sei f: B2(0) — R eine stetige Funktion.

Dann gz’lﬂ o=2r r=d
f flz,y)d\ = f f f(rcosp,rsinp) - rdrde.
B2(0) p=0 r=0 0

wichtig!
Das ,r-Integral” und das ,p-Integral” kann man dabei auch vertauschen.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

P:U:=(0,d) x (0,2r) — V:={(x,y) € B3(0) |z < 0 oder y # 0}
(r,p) = (rcose,rsing).

Es folgt aus Lemma [10.3], Satz [10.1| und der obigen Diskussion der Polarkoordinaten, dass
die Abbildung eine C'-invertierbare Abbildung ist. Nun ist

ff(x,y)d)\:ff(x,y)d/\ = f f(rcosg,rsing) - rdrde
B0 % 4+ U=(0.d)x(0,2m)
denn B%(0) \ V ist eine Nullmenge Transformationsformel [0.2] und Lemma [T0.3]
= f ff(rcosgo,rsingo)~rdrdg0 = f ff(rcosgp,rsingp)md)\
4 #e(02m) re(0.d) 4 eel02n] reod]
Satz [0.4] v02n Fubini die Definitionsbereiche unterscheiden sich um eine Nullmenge
=271 r=d
= f f(rcosp,rsing) - rdrde.
T e=0 r=0
nach Satz B3] n
v
p X f R
r
Radius r
Beispiele.
1) Es sei d € R.y. Dann gilt
g
p=2m r=d p=2m r=d
Vol (Bi(0)) = [ 1ax = [ [terdrdp = [ [42] dp = 7
Bﬁ(O) T =0 r=0 =0
Satz [10.4]

69Es folgt aus Satz dass das Lebesgue-Integral auf der linken Seite definiert ist.
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(2) Wir wollen das Lebesgue-Integral von z + y? iiber der abgeschlossenen Kreisscheibe
Bs(0) von Radius 3 bestimmen. Es gilt:

27 3 27 3
fx2+y2d)\:ff ((rcosg)? + (rsing)?) - rdrdp = ffr rdrdgp—Qﬂ
B (0) $ 00 e
nach Satz [[0.4]

(3) Die Aussage von Satz[10.4 kann nun auch abgewandelt werden um Definitionsbereiche
zu behandeln, welche zwar keine Scheiben sind, welche aber durch Polarkoordinaten
gut beschrieben werden. Dies trifft beispielsweise auf,, Tortenstiicke” oder, Ringe” zu.
Wir fithren dazu nun ein Beispiel aus. Es sei T' das, Tortenstiick’

T = {(z,y) € R? |2’ +y> <4 und x > 0 sowie |y| < a7},

welches in der Abbildung unten skizziert ist. Dieses 148t sich viel leichter mit Polar-
koordinaten beschreiben, in der Tat ist

T = {(z,y) € R? mit Polarkoordinaten r € [0,2] und ¢ € [ — %, %] }.
Dann ist . .
1 2 1 2
fxd)\ = f frcos(cp)mdrdgp = fcos(gp)-frzdrdap = ﬂ%
T T -z 0 T -7 0
Analogon von Satz [10.4] denn cos(y) ist eine Konstante =4
angewandt auf f(z,y) =z beziiglich des r-Integrals

Ganz allgemein bieten sich die Polarkoordinaten an, wenn sich der Integrationsbereich
leicht mithilfe von Polarkoordinaten beschreiben l&8t.

T = {(z,y) € R?*|2? + y* < 4 und z > 0 sowie |y| < z}

oder einfacher beschrieben als

\ {(z,y) € R? mit Polarkoordinaten r € [0,2] und ¢ € [ — %, Z]}

Jetzt nachdem wir den Flacheninhalt von Scheiben bestimmt haben konnen wir auch
das Volumen von Rotationskorpern bestimmen.

Satz 10.5. (Volumen von Rotationskdrpern) Es sei f: [a,b] — R>q eine differenzier-
bare Funktion. Wir betrachten den Rotationskérper

R(f) = {(z,y,2) e R’|y* + 2% < f(a)?}.
Dann gilt z=b
Vol(R(f)) = [ = f(z)? da.

ry  N——~—
Flicheninhalt
der z-Scheibe

Analoge Aussagen gelten auch, wenn [ auf anderen Typen von Intervallen definiert ist.
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Mph von f Rotationskorper R(f)

1 t 1 — — x
a x b

Scheibe mit Radius f(x)

Beweis. Es gilt

r=b r=b
Vol3(R(f)) = [ Voly(Scheibe mit Radius f(z)de = [ 7 f(z)2.
Cavalierisches Prinzip Berechnung auf Seite [ |

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

f:[l,0) - R
z — 1
Dann gilt Cavalierisches Prinzip [9.2] und Satz [8.6]
1 J/ T=00 b
Volg({xy |z €[1,00) und y € [0 ;}) f ;dx = blim f dx—blim [In(z )L«:l = 0.
~ - =1  z=1 &

Fliache, unter dem Graphen”

Andererseits gilt fiir das Volumen des Rotationskorpers R(f), dass

Voly(R(f)) = x:foow-(l)de — lim xfbﬂ dr = nm[—”rb — 1 <
3 ¥ ) z o b—o0 m:lﬁ o b—00 E =1 N '
Satz [[0.5

s Graph von % Rotationskorper R(f)

1 Flacheninhalt = oo
Volumen = 7

10.5. Zylindrische Koordinaten.

Definition. Wir betrachten die Abbildung
ZlRZ()XRXR — R?
(ryp,z) — (rcosep,rsingp, z).
Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass diese Abbildung surjektiv
ist. Wenn (z,y, z) = Z(r, ¢, z), dann bezeichnen wir (r, ¢, z) als Zylinderkoordinaten von
(x,y, z). Die Diskussion der Polarkoordiaten zeigt auch, dass fiir einen Punkt (z,y, z) mit

(x,y) # (0,0) die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), bis auf Addition von einem Vielfachen von
271 zu @, eindeutig bestimmt sind.
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A fir r > 0 liegt der Punkt

/ P = (rcosp,rsingp, 2)

in der Halbebene
,/ H, :={(rcosp,rsinp, z)|r € Rygund z € R
© Z

7’

. @ Projektion P’ = (rcosp,rsinp,0) vom Punkt P auf die zy-Ebene

> T
: . : —
¢ ist der Winkel vom Vektor OP’ zur z-Achse

r ist der Abstand von P’ = (r cos ¢, rsin ¢, 0) zum Ursprung

Lemma 10.6. Fir alle r € R>q, ¢,z € R gilt
det(DZ(r,p,2)) = r.

Beweis. Es ist
) ) 9

5T COS (P 52T COSQ  FoT COS P cosp —rsing 0
det(DZ(r, ¢, 2)) = det gﬂ“ sin ¢ 8‘17“ sin ¢ gzr sing [ = | sing  rcosp 0] = 7
) 9 9
ar* 8902 927 0 0 1 [ |

Beispiel. Wir betrachten den,, Viertelkegel”
M = {(z,y,2) }x >0,y >0,2>+y*<4und z € [0,1 — 1\/22 + 2] },

welcher in der Abbildung unten skizziert ist. Wir wollen das Volumen von M bestimmen.
Wir kénnen M mithilfe der Zylinderkoordinaten wie folgt beschreiben

Punkte in R? mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), wobei
re0,2], p€[0,5] und z € [0,1 — Z].

Nachdem es sehr einfach ist M mithilfe von Zylinderkoordinaten zu beschreiben bietet es
sich auch an, Integral mithilfe des Transformationssatzes angewandt auf die Abbildung Z
zu berechnen. Mithilfe der Zylinderkoordinaten kénnen wir nun das Volumen von M wie
folgt berechnen:

M =

=3 r=2 z=l=3 P=%5 r=2

z=1-2
Vol(M) :fld/\ f f f 1- rdzdrdgo = f f [T'Z}z:o 2drdy

M TchrO 2=0 szrzOT/

analog zu Satz unter Verwendung von Lemma 10.6 =7
=3 ==

_ [ _ [ fgp-t.2_=
2 61,0 3 ¥ 2 3 3

p=0

10.6. Sphérische Koordinaten. Wir erinnern nun noch an die sphérischen Koordinaten.
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Definition. Wir betrachten die Abbildung
SZR20XRXR — R3
(r,0,0) — (rcose-sind, rsing-sind, rcosf).
Fiir einen Punkt (z,y, z) = S(r, ¢, 0) bezeichnen wir (r, p, ) als sphérische Koordinaterm
von (x,y, 2).
Bemerkung. In Analysis II hatten wir gesehen, dass jeder Punkt in R? sphiirische Koor-
dinaten (r, ¢, 0) mit r € R>g, ¢ € [0,27] und 6 € [0, 7] besitzt.

z AN fiir r > 0 und 0 € [0, 7] liegt der Punkt

- — P = (rsinf - cosg, rsinf -sing, rcosb)
in der Halbebene

& H, = {(scosg,ssingp, z) | s€e R>p und z€R}

0 ist der Winkel
vom Vektor (ﬁ
zur z-Achse

der Abstand von P — |
zum Ursprung O
betrégt r

_ ) = . —
> @ ist der Winkel vom Vektor OP
x zur x-Achse

Lemma 10.7. Fir alle r € R>g, 9,0 € R st
det(DS(r, ¢,0)) = —r*-siné.

Beweis. Der Beweis erfolgt in folgender langweiligen Rechnung;:

%r - cos(ip) - sin(6) air - cos(¢p) - sin(6) %r - cos(ip) - sin(6)

det(DS(r,p,0)) = det %r -sin(y) - sin(6) U sin(go) - sin(6) %r - sin(y) - sin(6)
%7‘ - cos(#) 8@7" cos(0) %r - cos(#)
cos(p) -sin(f) —r - sin(y) - sin(f) 7 - cos(p) - cos(d)
= det | sin(p) -sin(d) 7 -cos(p) -sin(f) r-sin(p) - cos(6)
cos(0) 0 —r - sin(0)
cos(0)(—r? - sin?(y) - sin(#) - cos(#) — r? - cos®(¢) - cos(#) - sin())

—r - sin(f) - (cos?(y) - sin®() + 7 - sin?(y) - sin*(0))
= —r%.cos?(0) - sin(#) — r? - sin(f) - sin?(0) —r? - sin(6).
/1\
da sin?(p) 4 cos?(p) = 1 da sin

- |l

2

—

) + cos?(0) =1 H

"OManchmal sagt man auch, Kugelkoordinaten” anstatt, sphérische Koordinaten”.
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Beispiel. Es sei s € R.g. Wir betrachten nun die Kugel
K = {(z,y,2) e R®|2? +y* + 2% < s*}.
In sphérischen Koordinaten kénnen wir schreiben
K = {S(r,¢,0)|r€[0,1],¢ € [0,27] und 6 € [0, 7]}.

von Radius s. Es folgt nun, dass

r=s =27 O=m r=s Q=21 r=s
Vol(K) = [1dx = [ [ [ 1.r2sin(@)dodpdr = [ [ 2%dpdr = [ 4mr?dr = %71"83.
K T r=0 =0 6=0 T r=0 ¢=0 r=0

analog zu Satz unter Verwendung von Lemma [T0

10.7. Weitere Beispiele fiir Anwendungen der Transformationsformel In
der Abbildung skizzieren wir weitere Beispiele, bei denen die Transformationsformel
angewandt werden kann.

P (vw)-P

(0) = (5

~— durch Addition eines Punktes P zu bekannten
Abbildungen kann man auch “verschobene” Scheiben etc.
als Bild eines Rechtecks beschreiben”’

~ Zylinderkoordinaten aber mit den
Rollen von z- und z-Achsen vertauscht
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11. BEWEIS DER TRANSFORMATIONSFORMEL

Das einzige Ziel in diesem Kapitel ist die Transformationsformel [10.2] zu beweisen. Ganz
am Ende betrachten wir dann, zur Belohnung allerseits, eine besonders hiibsche Anwendung
der Transformationsformel.

Wir erinnern noch einmal an die Aussage:

Satz (Transformationsformel) Es seien U,V C R™ offene Teilmengen, es sei
f: V= R eine Funktion und es sei ®: U — V eine C'—invertierbare Abbildung. Dann ist
f: V= R Lebesque-integrierbar, genau dann, wenn

U = R
x = f(P(x))-|det DP(z)]

Lebesgue-integrierbar ist. Im Falle der Lebesgue—]ntegrierbarkeit gilt

[ (@) |detDO(x)|d\ = [ fly

zelU yev
Beispiel. Es sei T € GL(n,R) eine invertierbare Matrix. Multiplikation mit 7" definiert
eine C''-invertierbare Abbildung R” — R™. Es sei zum X C V eine messbare Teilmenge.
Wir betrachten die zugehorige charakteristische Funktion y4: R™ — R. In diesem Fall gilt

[ fwdx = [ xadx =Vol(A),

yeV=R" yeR?
[ f(@()-|detDB(x)|dA = [ xa(T-z)-|det(T)|d\ = Vol(T~'-X)-|det(T)|.
—_——

zeU=R" zeR™
XTfl.A(I)

Wir sehen also, dass in diesem Spezialfall die Aussage von Transformationsformel
gerade der Aussage von Satz enspricht.
Der Beweis der Transformationsformel erfolgt in zwei Schritten:

(1) Wir beweisen die Aussage in Satz zuerst fiir stetige Funktionen, welcher nur
auf einer beschrankten Menge # 0 sind. Wir beweisen diese Aussage indem wir die
Aussage auf das oben genannte Beispiel,,im Grenzwert” zuriickfiihren.

(2) Wir behandeln die allgemeine Aussage indem wir beliebige Lebesgue-integrierbare
Funktionen durch stetige Funktionen wie in (1) geeignet approximieren.

11.1. Vorbereitungen zum Beweis der Transformationsformel. Wir erinnern an fol-
gende Definitionen.

Definition. Fiir einen Vektor v = (vy,...,v,) € R™ schreiben wir
lo]| = Vui4-o+02 Euklidische Norm
und |vllm = max{|vi],...,|va|} Maximumsnorm.

Fiir eine quadratische Matrix A € M (n x n,R) setzen wir zudem
|4l = max{||A-v[|v€R" mit [jv|| =1}.
Lemma 11.1. Die Abbildung
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veR? ||| <r N :
{ = ‘/Ra‘dmb r {veR||jvfn < s} | —Kantenlénge 2s

15t stetig.
Beweis. Dies Aussage folgt aus Lemma 6.12 aus der Analysis II. |

Die Aussage von folgendem Lemma ist ganz &hnlich der Aussage von Lemma [5.1] aus
der Funktionentheorie.
Lemma 11.2. Es sei U C R" offen und G: U — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Es sei x € U und v € R™ ein Vektor, so dass x +t-v € U fir alle t € [0,1]. Dann gilt
HG(:E +v) — G(x)”m < ollm - /1 maX{HDG(:B +t-v) | t €0, 1]}

TrT+v—

Rn

Beweis. Es folgt leicht aus den Definitionen, siehe auch [Fr2, Lemma 1.2|, dass fiir alle
w € R™ die Ungleichungen

Ll < Joln < ol
gelten. Der Schrankensatz [Fr2l, Satz 12.2] besagt, dass
HG((IJ +v) — G(:U)H < o] - max {HDG(JE +t-v) ‘ t €0, 1]}
Das Lemma folgt also sofort aus dem Schrankensatz und den obigen Ungleichungen. |
11.2. Zwei Hilfssétze fiir den Beweis der Transformationsformel.
Notation. Fir a € R” und € > 0 schreiben wir
W(a,e) == {z eR"|||lz —allm <€} = [a1—€,a14+€ X X [ay — €,a, + €.

Wiirfel W (a, ¢)

— Seitenlédnge 2¢

Der erste Hilfssatz besagt, dass wenn eine Abbildung nahe an der Identitét ist, in dem
Sinne, dass das Differential nahe an der Identitét ist, dann wird jeder beliebige abgeschlos-
sene Wiirfel der Form W (a, €) im Definitionsbereich nur wenig gestreckt oder gestaucht.

Hilfssatz 11.3. Es seien U und V' offene Teilmengen von R™ und es sei F': U — V eine
Cl-invertierbare Abbildung mit Umkehrabbildung F~'. Es sei xy € U. Zudem seien r > 0



238 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE
und p € |0, %] gegeben, so dass W (xo,r) C U, so dass W(F(zg),r) CV und, so dass

max ||DF dl < und max DF! —id | < wu.
max | DF(@)=id]| < x _max [DF7(g)—id | < x
n X n-Matrix

Dann gilt fir jeden Wiirfel der Form W = W (a,§) mit § < %T und mit g € W, dass
" Vol(F(W .
(v s S < 1 m

U W(zo,r) vV - W(F (20),7)
X P
£
— ||
- F! 7z F(W(a,0)) liegt “zwischen”

W(F(a),(1—+/n-pu)-0) und
) o1
Wi(a,d) mit § < 57 W(F(b), (14 /n-p)-9)
die Einschrinkungen von F auf W (xg,r) und F~' auf W(F(xy),r) sind “nahe” an der Identitéit

Beweis von Hilfssatz 11.3l

Es folgt aus der Voraussetzung, zusammen mit Lemma dass die Abbildungen
F und F~! die Maximumsnorm kaum verzerren, und damit auch die Volumina von
Wiirfeln kaum verzerren. Die einzige Kunst ist nun diese Beobachtung in explizite
Formeln iiberzufiihren.
Es sei nun also W (a, 6) ein Wiirfel mit § < 17 und mit 2o € W (a, §). Wir setzen b := F(a).
Es geniigt folgende zwei Inklusionen zu beweisen:

W (L= Vi w-8) © FW(0.0)) © Wb (1+ Vi) o)

Vv Vv
Volumen = §™ - (1-p)™ Volumen = §™ Volumen = 6” (1)

Wir beweisen die beiden Inklusionen in den folgenden zwei Behauptungen.

Behauptung 1. Es ist F(W(a,8)) € Wb, (1+ V- 1) - ).

Wir zeigen zuerst, dass W(a,d) C W(xg,r): es sei also x € W(a, d), dann gilt
e —zollm < |lz—alm+lla =20l < d+0 < 1

+ 0
Dreiecksungleichung fiir die Maximumsnorm  aus zg € W(a, §) folgt, dass |la — zgl|m < ¢

Fir z € W(a,0) gilt dann, dass

Wir fithren F' — id ein, da wir dariiber Kontrolle besitzen

(F—id) (@) — (Fid)(a) + (&—a) |
|

=a

/\
|1F(z) = E0)|m

< [[(F=id)(z) — (F=id)(a)[[m + lz=allm< vrp-llz=allm + [z —allm < (1+y/np)-6.
+ + +
Dreiecksungleichung folgt aus Lemma [T1.2] angewandt auf G = F—id denn z € W(a, )

und der Voraussetzung, dass
IDF(z) —id || < p fiir alle z € W(a,d) C W(xo, )
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Also gilt F(z) € W(b, (1 + /n-p) - 9). M|

Behauptung 2. Es ist Wb, (1= Vi) 8) ¢ F(W(a,0)).
Aus Behauptung 1 und p € [0, \/Lﬁ] folgt, dass F(W(a,d)) C W(b,r). Wir konnen also
die Voraussetzung an |[DF~!(y) — id || anwenden. Man zeigt man nun, fast genauso wie in
Behauptung 1, dass F~(W (b, (1 — /n - u) - 0)) C W(a,d). Die Behauptung 2 folgt dann
durch Anwenden der Abbildung F' auf diese Inklusion. [ |

In Satz hatten wir gesehen, dass bei Anwenden einer Matrix A auf einen messbare
Menge sich das Volumen mit dem Faktor | det(A)| multipliziert. Der folgende Satz gibt nun
eine, gezwungenermassen, schwiichere Aussage fiir C'-invertierbare Abbildungen.

Hilfssatz 11.4. Es seien U und V offene Teilmengen von R™, es set ®: U — V eine
C-invertierbare Abbildung und es sei xo € U. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein r > 0, so
dass fir jeden Wiirfel W = W(a,d) in U mit 0 < § < %7" und xo € W gilt, dass
Vol(®(W))
J — < e
Vol(IV) | det(D®(z0))|| < €

mit 7' := D®(x) gilt: F := T~ o ® verzerrt das Volumen in der Nihe von xy kaum

V
0]
_ T*l
<«
o1 verzerrt das

Volumen um den
\ Faktor (detT")~*

® verzerrt das Volumen von kleinen Wiirfeln in
der Nihe von g um etwa den Faktor | det(D®(xg))|

Yo
V/

Wiirfel W mit
Seitenldnge < 9

Beweis.

Wir wissen aus Satz [6.3] dass eine Matrix A das Volumen um den Faktor | det(A)]
multipliziert. Zudem wissen wir aus Hilfssatz [L1.3] dass eine C'-invertierbare Abbil-
dung F mit DF'(zg) = id das Volumen, kaum” dndert. Wir fithren jetzt die gewiinschte
Aussage auf diese beiden Aussagen zuriick.

Wir setzen T := D®(zg) und wir betrachten die Abbildung

U ¢ VT Ly YY)

=F

Die Abbildung F' = T~ o ® ist ebenfalls C'-invertierbar. Wir setzen y := F(xq). Aus
der Kettenregel folgt, dass DF(zg) = id und DF~!(y) = id. Wir machen nun folgende
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Voriiberlegung. Fiir jeden Wiirfel W gilt

denn ® =T o F
1
Vol(®(W)) Y Vol(T(F(W)))  Vol(F(W)) B Vol(F(W))
Vol(W) |detT|‘ T Vol(F(W)) Vol(W) |detT|‘ = |det T} Vol(W) 1.

= | det T|, nach Satz
Es geniigt nun also folgende Behauptung zu beweisen.
Behauptung. Fiir jedes € > 0 gibt es ein r > 0, so dass fiir jeden Wiirfel W = W (a,d) in
U mit § < %r und xy € W gilt, dass

|detT| — Vol(W) = |detT|"

Es sei also € > 0. Wir wahlen ein p € [0, %], SO dasﬂ

T detT] tT| < (1=+Vn-p)" - und  (1++n-p)" =1 < \detT\

Aus der Tatsache, dass DF(zg) = id, DF~!(yo) = id, der Stetigkeit von DF und DF~! und
aus Lemma folgt, dass es ein r > 0 gibt, so dass

W(xg,r) C U und Wiyo,r) C V',
und so dass folgende Ungleichungen gelten

DF idf| < d DF~ idl| < wu.
max DF@) =i € g wd max [DFp)—id] < x

Wir wollen nun zeigen, dass r > 0 die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Es sei jetzt also

W =W/(a,d) C U ein Wiirfel mit 2o € W und § < %7‘. Hilfssatz besagt nun, dass

G-vipr—1 < Srpd o1 < Vi -

TV
nach Wahl von p B

TV
> nach Wahl von p

€ €
| det T'| < | det T'|

11.3. Beweis der Transformationsformel fiir Abbildungen mit kompaktem Trager.
Definition. Der Tréger einer Funktion f: R™ — R ist definiert als die Menge
Tréager(f) = {x € R*| f(x) # 0} = Abschluss der Menge {x € R"| f(x) # 0}.

T /\/\Q /\/\/ Graph von f: R — R

|
T Tréger von F

In diesem Teilkapitel beweisen wir die Transformationsformel fiir stetige Funktionen
f mit kompaktem Tréger. Im néchsten Teilkapitel werden wir den allgemeinen Fall auf
diesen Spezialfall zuriickfiihren.

"I'Warum existiert solch ein pu?
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Satz 11.5. Es seien U,V C R" offene Mengen und es sei ®: U — V eine C*—invertierbare
Abbildung. Es sei f: V — R eine stetige Funktion mit kompaktem Trdger. Dann gilt

[ f(®(@))-|det D)X = [ f(y)dA.

zeU ye@(U)

Graph einer stetigen
Funktion f: V — R” mit
kompaktem Tréger

Fiir den Beweis von Satz [I1.5] werden wir folgendes Lemma benétigen.

Lemma 11.6. Fs sei A; D Ay D A3z D ... eine absteigende Folge von kompakten Teil-
mengen von R, so dass

Vol(Ay) > 0 fir alle k € N wund  lim Durchmesser(4;) = 0.

k—00

Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Es existiert genau ein zp € [\ Ag.
keN
(2) Fir jede stetige Funktion g: R™ — R mit g(z9) = 0 gilt

0 1
lim eay J 9@ dr =0
zEAL

A |
Ay

Beweis. Die erste Aussage haben wir in Ubungsaufgabe 2 von Ubungsblatt 3 bewiesen.
Aus der Monotonie des Lebesgue-Integrals folgt, dass fiir jede kompakte Teilmenge M C R”
die Ungleichung

f g(z)d)\’ < Vol(M) -sup {|g(2)| | z € M}

zeM
gilt. Die zweite Aussage folgt nun leicht aus dieser Beobachtung, der Stetigkeit von g, der
Tatsache, dass g(z9) = 0 und der Voraussetzung, dass klim Durchmesser(Ay) = 0. [
—00

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz [11.5 zu.

Beweis von Satz [11.5. Wir beweisen den Satz in dem Spezialfall, dass U = R™. Der
allgemeine Fall wird ganz dhnlich bewiesen, siche [Fo3| Seite 103].
Es sei nun f: R™ — R eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger. Wir setzen

e(r) == f(P(x)) - |det DO(z)].

Die Funktion e ist dann ebenfalls stetig. Der Trager von f ist nach Voraussetzung kom-
pakt. Nachdem ® ein Homéomorphismus ist, ist auch der Tréager von e kompakt. Es folgt
daher aus Satz[7.20] dass die Funktion e Lebesgue-integrierbar ist. Es geniigt nun also die
Gleichheit der Lebesgue-Integrale zu beweisen.



242 II. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Fiir eine beliebige messbare Teilmenge A C R™ definieren wir den,, Defekt”

AA) = [ fydr — [ e(x)dr
yeP(A) x€A
Die Aussage des Satzes ist gerade, dass gilt A(R™) = 0. Der Tréger von e ist kompakt. Es
gibt also einen Wiirfel () in R", so dass der Tréger von e in () enthalten ist. Es geniigt also
zu zeigen, dass A(Q) = Om
Wir wollen also zeigen, dass A(Q) = 0. Fiir, sehr kleine” Wiirfel W ist ®, fast linear”
und g ist,fast konstant”. In dem Fall, dass ® linear und ¢ konstant ist, folgt aus
Satz , dass A(W) = 0. Die Ausgangslage ist also wie im Beweis vom Cauchyschen
Integralsatz fiir Rechtecke. Auch in diesem Fall wollten wir zeigen, dass ein In-
tegral iiber ein Rechteck verschwindet, aber wir hatten nur eine Aussage fiir kleine
Rechtecke. Wir verfahren nun wie im Beweis des Cauchyschen Integralsatz fiir
Rechtecke. Durch sukzessives Halbieren der Seitenldngen konstruieren wir eine Folge
von immer kleiner werdenden Wiirfeln, welche, gegen einen Punkt konvergieren”.

Behauptung 1. Es gibt eine Folge von Wiirfeln

Q@=Q D¢ D>C D
so dass gilt

(1) Fiir alle k£ € N ist A@QK|  ~ 1AQk+1)|
Vol(Qr) —  Vol(Qr+1)
(2) Es ist klim Durchmesser(Q) = 0.
—00

Wir unterteilen jetzt den Wiirfel )y := @ durch Halbieren seiner Seiten in 2" Wiirfel
Ry, ..., Ron. Wir wéhlen j € {1,...,2"}, so dass |A(R;)| maximal ist, dann gilt

—2m.A(R;)
on 3 \
A@ _ 1 _ AR
VolQ L Vol@ 2 Af) % G ; [AR)] % TYOIR ZZ AR = Yo,y
aus Lemma folgt Dreiecksungleichung Wahl von j und da Vol(R;) = 5= - Vol(Q)

A(Q) = A(R1) + -+ + A(Ryn)
Wir setzen nun @y = R;. Wir unterteilen jetzt wiederum @ in 2" Wiirfel und fiihren
das gleiche Verfahren durch. Wir erhalten eine Folge von Wiirfeln mit den gewiinschten

Eigenschaften. H
Es folgt aus Behauptung 1, dass es nun geniigt folgende Behauptung zu beweisen:

NG
Jm gy = O

Wir fithren einige Vorbereitungen durch:

(i) Es folgt aus Lemma dass es einen Punkt x gibt, welcher in allen Q);’s enthalten
ist. Wir setzen yo := @ (zo).

Behauptung 2. Es gilt

"2Hier haben wir verwendet, dass U = R", so dass wir den Tréger eben in einem Wiirfer, unterbrin-
gen” konnen. Im allgemeinen Fall muss man den Tréager durch endlich viele Wiirfel abdecken und diese
betrachten.
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(ii) Wir setzen C = sup {HD(I) || !:v c Q} e R.

denn Q ist kompakt

(iii) Wie in Lemma [5.1] sieht man, dass Durchmesser(®(Q)) < C' - Durchmesser(Q).
(iv) Es folgt aus Lemma [11.2] dass fiir D = (y/n - n)" gilt: Vol(®(Qy)) < D - Vol(Qx).

| Trager von
@1\75\ s P 71* f ;

- o
Wiirfel @y =

| 7
Trager von e

Es folgt, dass

[ Bwyax = tim Y@ 1 gy = o,

. 1
0, Vol(Qn) M8 WOI@) Vel@(@n)

yed(Qr) €2(Qr)
beschrankt L ‘ff ot 1 0
durch D aus Lemma olgt ki}n;o = Bﬂ

Nun gilt, dass

A

A~ g ([ e - [ ewar) = )
E@‘(Qk) wGQk

Wir wollen nun die Integranden umschreiben, so dass wir Integrale erhalten, auf
welche wir entweder Lemma [11.6| anwenden kénnen, oder welche konstant sind. Wir
schreiben also

(*) = = Wol0n) Q ( f [y )+ f(yo)dX\ — f e(x)—e(zo) + f(yo) - | det D®($0)|d)\)
k %,—/ = \ -~ . -~ J/
yeP(Qr) =:6(y) €@ =:a(x) = e(xo) ausgeschrieben
~ gy (S ) V@(@u) = [ ale) X+ flon) | det DB(zo) - Vol(Q))
YER(Qr) . TE€EQK 5
erstes};tegral zweite;fntegral
_ Vol(2(Qr)) 1 1 Vol(¢ (Qk
= olg) veIe@y ) AW A= gy J @) dh - f(w)- ( VolQy) | et Dq)(”%)')
N—_—— yeEP(Qk) TEQL S
iv ~ N ~ N~ d lim =0 nach Hilfssatz [11.4
brézg}}irgnl){t es ist B(yo) = 0, also folgt es ist a(zg) =0, also ko0
durch D aus Lemma [TT.6] mit (iii), folgt aus Lemma [T1.6]
dass kli_)m =0 dass klgrgo =0
Wir haben also gezeigt, dass llm 0 75 f(%k)) = 0, d.h. wir haben uns Ziel erreicht. [ |

11.4. Das Lebesgue-Integral und Funktionenfolgen (x).
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Definition. Fiir eine offene Teilmenge V' von R™ schreiben wir nun|

C.(V) := Menge aller stetigen Funktionen U — R mit kompaktem Trager.

Wir haben im vorherigen Kapitel die Transformationsformel fiir Funktionen in C.(V)
bewiesen. Die Idee ist nun den allgemeinen Fall auf diesen Fall zuriickzufiihren. Genauer
gesagt, wir wollen eine beliebige Lebesgue-integrierbare Funktion auf V' durch Funktionen
in C.(V),,approximieren”.

Die folgende Definition gibt ermdoglicht es uns nun den Begriff,, approximieren” in eine
saubere Form zu bringen.

Definition. Es sei U C R" eine offene Menge. Wir schreiben
L(U) := Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf U.

Fir f € L(U) definieren wir
Iflle = JIfldA €R.
U

Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Eigenschaften von || f||,: zusammen.

Lemma 11.7. Es sei U C R" eine offene Menge.

(1) Fir f € L(U) gilt Ifle =0 < f=0 fast diberall,

le- fllze = lel -1l

If+gllee < 1 fllee + llgllzr-

(2) Fir f € L(U) und c € R gilt

(3) Fiir f und g in L(U) gilt

Beweis. Die erste Aussage ist eine Umformulierung von Satz [7.16] Die zweite Aussage ist
elementar und die dritte Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung und aus der Monotonie
des Lebesgue-Integrals. [

Bemerkung. Das Lemma besagt also inbesondere, dass || — |11 eine Seminorm auf dem
Vektorraum £(U) ist[]

Das folgende Lemma besagt, dass das Lebesgue-Integral stetig ist beziiglich der L!-
Seminnorm.

Lemma 11.8. Es sei U C R"™ eine offene Menge und es sei { fi}ren eine Folge in L(U)
und es sei f € L(U). Dann gilt

tm [If = felr =0 = l}gg{fkdx— {fdk

Beweis. Dies folgt sofort aus der Beobachtung, dass

[rax=[fed\ = | [F=fedA| < [1F = fdax = IF = fillo
U U U 4+ U

Satz 1] (3) m
73Das,,groﬁe C” in der Notation steht fiir,continuous’, also stetig. Das, kleine ¢” steht fiir,,compact”.
"Eine Seminorm | — || erfiillt alle Eigenschaften einer Norm, bis auf die Tatsache, dass aus [|v]| = 0

nicht notwendigerweise v = 0 folgt.
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Unser Ziel ist es nun folgenden Satz zu beweisen.

Satz 11.9. Es sei U C R" offen und f: U — R eine Lebesque-integrierbare Funktion.
Dann gibt es zu jedem e > 0 eine Funktion g € C.(U) mit

If =gl < e

[ ist Lebesgue-integrierbar

g ist stetig mit kompaktem Tréger

Bemerkung. Der Satz besagt also, dass beziiglich der Seminorm || — ||z die Menge C.(U)
dicht in der Menge £(U) liegt{™]

Beweis. Wir beweisen den Satz nur im Spezialfall, dass U = R™. Der allgemeine Fall wird
in [Fo3| Seite 65] bewiesen.

Nachdem jede Lebesgue-integrierbare Funktion die Differenz zweier nichtnegativer Le-
besgue-integrierbare Funktionen ist, und nachdem || — ||;1 die Dreiecksungleichung erfiillt
geniigt es den Satz fiir nichtnegative Funktionen zu beweisen. Der Satz folgt nun leicht aus
der Tatsache, dass || — ||z: eine Seminorm ist und aus der folgenden Behauptung.

Behauptunyg.
(1) Fiir jede nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion f: R” — R und jedes n > 0
gibt es eine Stufenfunktion g mit
1f=gller < n.
(2) Fiir jede messbare Menge A C R™ und jedes 1 > 0 gibt es ein @) € Q(R™) mit
Ixa = xellzr < .
(3) Fiir alle halboffenen Quader () und alle n > 0 gibt es ein g € C.(R") mit
Ixe —gller < n.
Wir beweisen nun die drei Aussagen der Behauptung.

(1) Es sei f: R" — R eine nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion und n > 0.
Nach Satz[7.7]gibt es eine Folge von nichtnegativen Stufenfunktionen fj: R™ — R mit
fe T fund [ fyd\ 1 [ fdA. Es folgt aus der Konvergenz der Folge von Integralen,
dass es ein k € N gibt, so dass

[fdx — [ frax <
If = fillee - [F=fedr < [fdr— [ fedr < .

denn f > fj

also auch

(2) Es sei also A C R™ eine messbare Menge und es sei 7 > 0. In Ubungsblatt 11 hatten
wir schon bewiesen, dass es ein Q € Q(R™) mit Vol(Q A A) < e gibt. Daraus folgt

"5Gilt dies auch beziiglich anderen Normen, z.B. der Maximumsnorm?
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nun, dass
Hle_XQ’HLl = ”XAAQH = VOI(QAA) < €.

(3) Es sei also Q = [a1,b1) X -+ X [an, by)

ein halboffener Quader. Fiir K € Nund ¢ = 1,...,n betrachten wir die Funktion f; ,
deren Graph in der Abbildung skizziert ist. m Fiir £ € N setzen wir dann

-1 / Graph von f;
a; — % a; bi bz + %
fk: Rn — R
(1,...,2n) = figelxr) - fog(@n)-

Diese Funktionen liegen alle in C.(R™), und es ist

IxXq — fellzr ? ffk_XQd)\ < m(bi—ai+%)—q(bi—ai).
R™ = i=

J/

denn fk > XQ klirnvzo
Es folgt also, dass ,}Eﬁ‘o Ixo — full = 0.
Das gewiinschte g ist also durch ein f;, mit k£ grofl genug, gegeben. [

Satz 11.10. Es sei U C R" offen und es sei { f, }m>1 eine L'-Cauchyfolge in L(U). Dann
gibt es ein f € L(U) mit .
) T 1f = fulls = O

Zudem gibt es eine Teilfolge { f, }x>1, so dass
lim f,, (z) = f(z) fir fast alle x € U.

k—o0

Bemerkung. Es sei U C R" offen. Wir setzen
N(U) = {alle f € L(U) mit || f||.: = 0}.

Dies ist ein Untervektorraum | von £(U) und || — ||+ definiert eine Norm auf dem Quotien-
tenvektorraum L£(U)/N(U). Satz|11.10| besagt nun insbesondere, dass jede L'-Cauchyfolge

"6Der Form halber ist hier noch die priizise Definition der Funktion, diese ist gegeben durch

fi,k: R —- R
0, wenn x € (—00,a; — 1),
k(t—a; — +), wennz € [a; — 3,a;),
T 1, wenn x € [a;, b;),
1—k(t—1b;), wennx € [b,b;+ 1),
, wenn x € [b; + 1,00

""Warum?
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in dem normierten Vektorraum L(U)/N(U) konvergiert, d.h. £L(U)/N(U) ist ein voll-

standiger normierter Vektorraum, also ein Banachraum.

Bemerkung. Es erscheint auf den ersten Blick wohl etwas eigenartig, dass man in Satz
zu einer Teilfolge { fi, }x>1 iibergehen muss, um punktweise Konvergenz zu erzielen. Dies ist
im Allgemeinen aber unvermeidlich. Genauer gesagt, wir konstruieren eine Funktionenfolge
wie folgt. Es sei m € N. Wir schreiben m = 2" + s mit s € {0,...,2""'}. Wir betrachten
dann fm:R — R

s s+1
N 1, wenn z € [?,7],
0, sonst.
Dann ist | fmllr = f’fm(q;)‘dx = f lde = 2% < %
R [ 55 ]

Die Funktionenfolge {f,,}m>1 konvergiert also beziiglich der L'-Seminorm gegen die Null-
funktion. Andererseits gilt fiir alle z € [0, 1], das{™

liminf f,,(z) = 0 und limsup f,(z) = 1.

Wir sehen also, dass die Funktionenfolge {f,,}m>1 auf keinem Punkt des Intervalls [0, 1]
gegen die Nullfunktion konvergiert.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz|11.10[zuwenden halten wir noch folgendes Korollar
fest.

Korollar 11.11. Es sei U C R™ offen und es sei { fm}m>1 eine Folge von Funktionen in
) i Tim [|f = full = 0.
Dann gibt es eine Teilfolge { fim, }x>1 mit

klgg@ fm () = f(2) fir fast alle x € U.

Beweis. Essei U C R" offen und es sei { f,, }m>1 eine Folge von Funktionen in £(U), welche
beziiglich der L'-Seminorm gegen f € L(U) konvergiert. Dann ist {f,,}m>1 insbesondere

eine L'-Cauchfolge. Es sei f’ € L(U) die Funktion aus Satz[11.10, Dann ist || f — f||;1 = 0.
Also stimmen f und f’ nach Lemma fast iiberall iiberein. Die gewiinschten Aussagen
iiber f folgen nun leicht aus den Aussagen iiber f’. [ |

In dem Beweis von Satz [11.10] werden wir folgendes Lemma verwenden.
Lemma 11.12. Es sei U C R™ offen und es sei {gx }r>1 eine Funktionenfolge in L(U) mit

o0
kZ lgrllzr < oo.
=1

BWarum gilt das?
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Dann gibt es eine Funktion g: U — R, so dass gilt:
(1) Es gibt eine Nullmenge N C U, so dass

]igk(x) = g(x) fiir alle x & N.

(2) Die Funktion g ist Lebesgue-integrierbar.

(3) Es gilt .

It

Jim flo - 2 o

Beweis von Lemma [11.12l
Man wiirde am liebsten einfach g(z) := ki; gm(x) setzen. Aber es gibt a priori keinen
Grund, warum diese Reihe in irgendeiner Weise konvergieren muss. Wir betrachten
daher zuerst k§1 |gm ()|, denn diese Reihe konvergiert zumindest gegen ein Element
in R,. .

Behauptung. Die Funktion ki::l lgk| = 7&1_{1(1)0 é:l |gi| ist Lebesgue-integrierbar.

Fiir alle m > 1 gilt m m o
2 lgeldh = 3 llgrll < 3 llgnller < oo
U k=1 k=1 k=1

Die Lebesgue-Integrierbarkeit unserer Funktion folgt nun aus dem Satz [7.14] von der mo-
notonen Konvergenz von Levi angewandt auf

k§1 94 T k§1 9%]- H
Es folgt aus Satz [7.18] dass es eine Nullmenge N C U gibt, so dass > |gk(x)| < oo
k=1

fir alle z € U \ N. Jede absolut konvergente Reihe ist insbesondere konvergent. Fiir alle
x € U\ N existiert daher auch der Grenzwert

() = ligk(a:) € R.

Fiir x € N setzen wir zudem g(z) = 0.
Wir wollen nun (2) mithilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz beweisen.
Fiir die Partialsummen gilt die Majorisierung
> gk‘ < Xgkl < 2 gkl
k=1 k=1 k=1

Wir hatten gerade gezeigt, dass die Funktion auf der rechten Seite Lebesgue-integrierbar
ist. Es folgt also aus Satz von der majorisierten Konvergenz, dass g ebenfalls Lebesgue-
integrierbar ist.

Es verbleibt (3) zu beweisen. Es ist

i lg= Yol < dm X el = 0
m—00 el Lt T M= p—m+1 T

oo
da g = Y gi auBlerhalb einer Nullmenge nach Voraussetzung ist  >_ ||gxllz, < oo u
k=1 +1
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Wir sind nun in der Lage Satz|[11.10| zu beweisen.

Beweis von Satz I1.10L Es sei U C R" offen und es sei {f,, }:n>1 eine L'-Cauchyfolge in
L(U).
Der Gedanke ist nun die Folge f,, als Reihe umzuschreiben, und dann Lemma [11.12
anzuwenden. Die erste Idee wire wohl

fm = f1+i(fk—fk—1)

zu schreiben. Aber in diesem Fall ist es nicht klar, warum Z | fe — fre—1|lzr < oo sein

soll. Wir gehen nun zu einer Teilfolge von f,, iiber, um slcher zu stellen, dass diese
Reihe dann doch konvergiert.

Nachdem {f,,}m>1 eine L'-Cauchyfolge in £(U) ist, gibt es insbesondere eine Indexfolge
my < mg < msg<...,sodas

[ foe = Fres |l < 27% fiir alle k € N.
Wir konnen nun Lemma [11.12] auf die Reihe

fm1 + 162232 (fmk - fmkfl) = nh_{go (fm1 + ];Q(fmk - fmkq))
=0 =:gi, wobei [|g|| < 27 _;

anwenden. Lemma [11.12 besagt nun, dass es ein f € L(U) gibt, so dass

klim fm.(x) = f(x) fir fast alle x € U,
—00

und Jim | f, = fll = 0.
—00

Da {f }m>1 eine L'-Cauchyfolge ist, folgt daraus auch, dass
m—ro0

11.5. Beweis der allgemeinen Transformationsformel (x). Wir beweisen nun die
Transformationsformel im allgemeinen Fall.

Beweis von Satz [10.2. Es seien also U,V C R" offene Mengen, es sei ®: U — V eine
C'-invertierbare Abbildung zudem sei eine Lebesgue-integrierbare Funktion f: V — R
gegeben.

Wir wollen nun zeigen, dass

e:U — R
r = e(z):= f(P(x)) | det DO(x)]

Lebesgue-integrierbar ist, und dass

[ e@)ydr = [ fly)dx

zeU yeVv

"Warum gibt es eine solche Indexfolge? Denken Sie an eine Cauchy-Folge (@, )m>1 von reellen Zahlen.
Warum gibt es eine Indexfolge m; < mg < m3 < ..., so dass |am, — Gm,_,| < 27F fiir alle k?
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Die Lebesgue-integrierbare Funktion f ist insbesondere messbar. Nachdem & ein Homo-
omorphismus ist folgt leicht aus Satz , dass auch f o ® messbar ist.lﬂ Nachdem | det D®|
stetig, insbesondere messbar ist, ist dann nach Lemma auch e = (f o @) - [det DO|
messbar auf U F]

Es folgt aus Satz , dass es eine Folge von Funktionen f, € C.(V),k € N gibt, so

dass lim [|f — filli = 0.
k—oo

Es folgt aus Korollar [11.11] dass wir, nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, anneh-
men koénnen, dass es eine Nullmenge N C V' gibt, so dass

fly) = lim fi(y) fiir alle y € V'\ N.
Wir setzen nun er = (fro®)|detDA|.
Dann gilt e(r) = Jim ex(x) fiir alle z € U\ @71(N).
Nach Satz und Satz ist ®~1(NV) eine Nullmenge in U. Wir erhalten nun also, dass
y efvf(y) dA : lim y efv Fr(y) dA . Jim {U ex(z)d\ = ()

nach Lemma da klim lf = fellzr =0 Satz [[1.3]
—00

Wir mochten jetzt natiirlich am liebsten sagen, dass der Grenzwert der Lebesgue-

Integrale der e;’s gerade das Lebesgue-Integral von e ist. Aber aus der punktweisen

Konvergenz folgt a priori noch nicht, dass auch die Lebesgue-Integrale konvergieren.

Im Hinblick auf Lemma [11.§] wollen wir nun also die Funktionenfolge e; beziiglich

der L'-Seminorm betrachten.
Fiir alle k,1 € N gilt llex —ellr = |Ifx = fill-

/I\
Satz angewandt auf |fr — fi
Nachdem {fi}z1 beziiglich der L'-Seminorm eine konvergente Folge ist, ist dies auch eine
L'-Cauchyfolge. Aus der obigen Gleichheit folgt nun auch, dass {e }ren eine L*-Cauchyfolge
ist. Nach Satz|11.10|existiert ein ¢’ € L(U), so dass die g, beziiglich der L'-Seminorm gegen
¢’ konvergieren, und so dass eine Teilfolge der g;’s aulerhalb einer Nullmenge M punktweise
gegen ¢’ konvergiert. Wir konnen nun jetzt oben weiterfahren und erhalten, dass
(+) = [ e@)a [ e(x)dn.
A xelU zelU
Lemma [T1.§] denn e = ¢’ auBerhalb der Nullmenge M U ®~1(N)

>

~

Wir miissen nun noch die, Riickrichtung” von Beweis von Satz zeigen. D.h. wir
miissen beweisen, dass wenn

e:U — R
x = e(x)=f(P(x))-|det DP(z)|

80In der Tat, denn fiir ¢ € R gilt {fo® < ¢} = ®~1({f < ¢}).
81Wo wird im weiteren Verlauf des Beweises dieses Zwischenergebnis verwendet?
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®~1(N) ist eine e=(fo®)-|det DD|
Nullmenge

Nullmenge N

I | fr = fil
auf V'\ N gilt f = klim fr
—00

Lebesgue-integrierbar ist, dann ist auch die urspriingliche Funktion f: V' — R Lebesgue-
integrierbar. Dies folgt jedoch aus dem ersten Teil des Beweises angewandt auf die C*-
invertierbare Funktion ¥ := ®~!: ¥V — U und die Funktion e. Denn in diesem Fall ist

(eoW)-|detDU| = (fodoW)-|detDPoV| |[detD¥| = f.
+ 4

Definition von ¢ denn (D®) o ¥ = (DV)~! und Po ¥~! =id [

11.6. Beispiel fiir die allgemeine Transformationsformel: der Satz von Gauss.
Wir konnen jetzt zum Abschluss folgenden Satz von Gauss beweisen:

Satz 11.13. o )
f e dx = /7.

Der Satz ist verbliiffend, nachdem man, wie wir in [Frll Satz 16.6] gesehen hatten,
keine explizite Stammfunktion von e’ angeben kann (weder Substitution noch partielle
Integration fithren zum Erfolg), insbesondere kann man daher das uneigentliche Integral
nicht,,einfach per Hand” bestimmen. Es ist zudem auch {iberraschend, dass das Ergebnis
die Kreiszahl 7 enthélt.

Mithilfe von Substitution kann man nun auch leicht zeigen, dass fiir alle x € R und alle
o > 0 die Gleichheit ) )

f L eJI;o%) dr = 1

ovV2m
— 00

gilt. Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der Statistik.

Beweis. Mithilfe des Majoranten-Kriteriums fiir uneigentliche Riemann-Integrale [Frl)
Satz 18.3] kann man leicht zeigen, dass das uneigentliche Riemann-Integral

f e da
konvergiert gegen eine reelle Zahl. Wir setzen also

[o@)
C = fe‘””2dx = f e~ dr € R.
—00 4 zER
Satz [R.6]
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[e's) o2
f m}ge_( 20%) dr =1
Dann gilt
C? = C-fe_dey = fe_y2~Cdy
y€R ’]‘ y€ER

Linearitdt des Lebesgue-Integrals angewandt auf C' € R

f f e eV dx dy

. 4 yeR xzeR
denn e~V ist Konstante beziiglich x
= [ e @Han
T (zy)eRr?

Satz [9.3] von Fubini, bzw. Lemma [9.5] von Tonelli

r=n @=27

= lim f f e - rdodr
T n—00 r—0 (p:O
Satz iiber die Polarkoordinaten

r=n

= 27 lim f —%e"’2 (=2r)dr

n—00
r=0

2

_ T R
= 27 hm[ 26]

n—00 0

Durch Wurzelziehen erhalten wir also, dass C' = /7.

pV4
il oz
i <
=
w
—=
,(v.g
(<]
=)
o
a
7
==
jrw}
N

= f eV fe‘xda: dy
yeR
=C
= [ [ @) drdy

4 yeR xeR
Funktionalgleichung

— 2% +y?)
o

Ausschopfungssatz
r=n
= lim f27r e dr
T n—oo r=0

Berechnung des ¢-Integrals
2

u=—n
= 27 - lim f e du
n—oo
/T\
Substitution u = —7"2

= Tr.
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