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Wir erinnern uns an folgende Definition.

Definition. Wir sagen zwei Geraden g und h sind parallel, wenn sich diese nicht schneiden oder,
wenn die beiden Geraden identisch sind. Wir schreiben dann g || A.

Wir erinnern auch an folgenden Satz.

Satz 1.4. Zu jeder Gerade g und jedem Punkt P g¢ibt es genau eine Gerade durch P, welche
parallel zu g verlduft.

Aufgabe 1. Wir wollen den Beweis von Satz 1.4 durchfiihren. Es sei g eine Gerade und es
sei P ein Punkt. Wir wéahlen einen Punkt ) auf g und einen Richtungsvektor v, d.h. es ist
g={Q+tv|t € R}. Wir setzen nun h = { P+tv |t € R}. Zeigen Sie, dass h parallel zu g verlauft.

Losung. Wir verwenden im Beweis folgende zwei Aussagen.

(a) Wenn zwei Geraden parallel und wenn sie sich schneiden, dann sind sie auch schon gleich.
(b) Wenn k = {R+t-v|t € R} eine Gerade ist, dann ist jeder Punkt auf der Gerade k ein
Aufpunk, d.h. fiir jeden Punkt S € k gilt, dass k = {S +t-v|t € R}.

Wir wollen zeigen, dass h parallel zu g verlauft. Nach (b) geniigt es zu zeigen, wenn g N\ h # &,
dann gilt schon g = h. Wir nehmen also an, dass g N h # &. Wir wahlen einen Punkt S € g N h.
Es folgt aus (b), dass g ={Q +t-v|t e R} ={S+t-v|t€e R} undesgilt h={P+t-v|te
R} ={S+t-v|t € R}. Wir haben also gezeigt, dass g = {S+¢-v|t € R} = h.

Aufgabe 2. Es seien g, h, k drei Geraden. Zeigen Sie: wenn g || h und h || k, dann gilt auch g || &.
Hinweis: Versuchen Sie die Aufgabe geschickt auf Satz 1.4 zuriickzufiihren.

Lésung. Wir wollen zeigen, dass g || k. Wenn g Nk = &, dann gilt natiirlich ¢ || k. Wir betrachten
nun den Fall, dass g Nk # @. Es sei P € g N k. Nach Voraussetzung sind nun h und k zwei
Geraden, welche jeweils parallel zu g sind, und welche beide durch P verlaufen. Aus Satz 1.4 folgt,
dass h = k. Insbesondere ist h || k.

Aufgabe 3. Es seien a, b, ¢ paarweise verschiedene Geraden mit a || b.

(1) Zeigen Sie: Wenn ¢ die Gerade a schneidet, dann schneidet ¢ auch die Gerade b.
(2) Ist die Voraussetzung, dass a, b und ¢ paarweise verschieden sind notwendig?

Lésung.

(1) Nehmen wir an, ¢ schneidet die Gerade b nicht. Dann ist ¢ || b. Da a || b folgt aus Aufgabe
2 dann auch, dass a || ¢. Nachdem a und ¢ sich schneiden, gilt a = ¢. Aber dies ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung, dass a und c¢ verschieden sind.

(2) Wenn a = ¢ und a parallel zu b, aber verschieden zu a, dann schneidet ¢ = a die Gerade a,

aber ¢ = a schneidet nicht die Gerade b.
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Aufgabe 4. Es sei g eine Gerade in R2. Lemma 1.6 besagt, es gibt zwei Teilmengen U und V' von
R?\ g mit folgenden vier Eigenschaften:

(1) esist R2=U UV Uy,

(2) die Mengen U und V schneiden sich nicht,

(3) alle Punkte in U liegen auf der gleiche Seite von g, und

(4) alle Punkte in V' liegen auf der gleiche Seite von g.

Wir bezeichnen U und V' als die durch g definierten Halbebenen.
Nehmen wir nun an, dass g = {Q + tv|t € R}. Wie kénnte man U und V' mit etwas linearer
Algebra beschreiben, und vielleicht die Aussage sogar beweisen?

Lisung. Es sei g eine Gerade in R%2. Wir wihlen einen Aufpunkt P und einen Richtungsvektor v,
d.h. esist g={P+sv|s € R} Essei we R? ein Vektor, welcher linear unabhéngig zu v ist. Mit
anderen Worten, w liegt nicht auf R - v. Dann haben

U={P+sv+tw|,seRteR} und V ={P+sv+twl,seRtecR}
die gewiinschten Eigenschaften.
Aufgabe 5. Es seien A, B zwei verschiedene Punkte in £ = R2. Wir betrachten die Gerade
g = {A+X-(B—A)|XeR}
Es sei zudem
h={Q+ X w|XeR}
noch eine weitere Gerade, welche durch A und B verlduft. Zeigen Sie, dass h C g.
Hinweis: Sie miissen also zeigen, dass ein beliebiger Punkt ) + A - w € h auch schon in g liegt.

Losung. Im Beweis von Satz 1.1 hatten wir gezeigt, dass g C h. Der Beweis von h C g verlauft
ganz dhnlich.

Aufgabe 1. Es seien P und @) zwei Punkte auf einem Strahl S mit Anfangspunkt A. Zeigen Sie:
wenn ((AP) = ((AQ), dann gilt P = Q.

Hinweis: Verwenden Sie die Beschreibung des Strahls, sieche Lemma 1.7, als Menge der Form
{A+t'U’t€R20}.

Strahl S ~_ 0
P

Anfangspunkt A

ABBILDUNG 1. Skizze zu Lemma ?7.

Lésung. Nachdem P und @) auf dem Strahl liegen gibt es s, € R5¢ mit P = A+ sv und ) = Aw.
Fiir einen Vektor v € R? bezeichnen wir dessen Linge mit ||v]|. Es folgt nun, dass

s-[v] ? lsvll = [[(A+sv) = Al = ||[P = Al ?f(ﬁ) ?K(A_Q) = 1@ = Al = [[(A +tv) = Al = t-[].

das>0 per Definition von ¢ nach Voraussetzung

Da v # 0 ist ||v]| # 0, also erhalten wir aus s - ||v|| =t - ||v||, dass s = ¢, also ist P = Q.
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Aufgabe 2. Es seien A, B, C drei Punkte, welche auf einer Geraden liegen. Wir nehmen an, dass
B zwischen A und C liegt. Zeigen Sie, dass

((AC) — ((AB) + ((BO).
Hinweis: Verwenden Sie die Beschreibung der Gerade mithilfe des Aufpunktes A.

Losung. Wir schreiben die Gerade als {A +¢-v|v € R}. Wir kénnen dabei den Richtungsvektor
v so wihlen, dass C' = A+ vv mit v > 0. Da B zwischen A und C' liegt, gilt, dass B = A+ pu - v
mit 0 < p < v. Nun ist

|C=Al = [[(A+vv) = Al = vljoll = (v=p)l[v]l + plloll = |(v=p)ol+|pol] = [|C =Bl + | B-Al|.
—— —_——— —

=((AC) 0 =¢(BC) =((AB)
denn v —pu >0

B
A

ABBILDUNG 2.

Aufgabe 3. Es seien A, B, C' drei Punkte in der Ebene E. Vervollstandigen Sie folgenden Satz:
Es ist

((AC) = ¢(AB) + ((BC)

Losung. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn A, B, C' auf einer Geraden liegen und zudem B
zwischen A und C liegt.

Aufgabe 4. Wie wiirden Sie die Lénge eines Kreises definieren?
Losung. Da gibt es nun nicht die “eine” korrekte Antwort. Eine Moglichkeit wére, Punkte auf

dem Kreis zunehmen, die Lange des Streckenzuges zu bestimmen, und dann den “Grenzwert” der
Léngen mit immer mehr Punkten zu bilden.

Kreis

6 Punkte auf dem Kreis 11 Punkte auf dem Kreis

ABBILDUNG 3.
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Aufgabe 5. Es seien g und h zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P schneiden. Nach Satz
1.12 (1) wissen wir, dass Grossen von zwei Nebenwinkel zusammen 7 ergeben. Zeigen Sie, dass
Scheitelwinkel gleich grof sind.

Hinweis: Versuchen Sie die Aussage mit moglichst wenig Aufwand zu beweisen, z.B. versuchen Sie

Satz 1.12 (1) zu verwenden.
h / P
) >< Eﬁ
Nebenwinkel

Losung. Wir betrachten Abbildung [ Es ist

atf =71 = B+7.
T

da jeweils Nebenwinkel

Sche\itolwinkcl

ABBILDUNG 4.

Wenn wir 3 auf beiden Seiten abziehen erhalten wir, dass in der Tat o = 7.

h @

<~

ABBILDUNG 5.

Aufgabe 6. Es seien ¢,19: E — E zwei ldngenerhaltende Abbildungen. Zeigen Sie, dass die
Verkniipfung
poty: E — E
P = p(P))

ebenfalls langenerhaltend ist.

Losung. Zur Erinnerung, eine Abbildung x: E — E heiflt ldngenerhaltend, wenn fiir alle A, B € E
gilt, dass

((X(Ax(B)) = ((AB).

Es seien nun also ¢,1: E — E ldngenerhaltende Abbildungen. Wir wollen zeigen, dass ¢ o 1
langenerhaltend ist. Es seien also P, () € E. Dann ist

U(p(@(P))p(v(Q))) ? L((P)Y(Q)) ? ((PQ).

da ¢ ldngenerhaltend, angewandt da 1 lingenerhaltend
auf A =1(P) und B = 9(Q)
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Aufgabe 7. Satz 2.2 besagt, dass jede langenerhaltende Abbildung auch winkelerhaltend ist. Gilt
auch die Umkehrung dieser Aussage?

Losung. Nein, denn eine Streckung um einen Faktor A # 1 ist winkelerhaltend, aber nicht ldingenerhaltend.

Aufgabe 1.

(a) Essei g = {P +t-v|t € R} eine Gerade mit Richtungsvektor v = (a,b) € R% Was ist der
Richtungsvektor einer Gerade, welche senkrecht auf g steht?
(b) Wir betrachten die Gerade

g = {(2,3)+t-(1,1) |t € R}.
Was ist die Spiegelung von P = (—1,2) entlang von g?
Lésung.
(a) Ein moglicher Richtungsvektor ist (—b,a), denn (Z) : <_ab> = —ab+ab=0.

(b) Es folgt aus (a), dass die Gerade h durch (—1,2), welche senkrecht auf g steht, gegeben ist
durch {(-1,2) +s-(—1,1)|s € R}. Der Schnittpunkt @ von g und h berechnet sich wie

folgt:
(1) 2+t1=—1+s(-1) (1)  t=-3-s - .
(2) 3+t-1=2+s1 = @) 3+t=2+s 34(—3—s) = 245 = s = —1.

Wir erhalten nun Q = (—1,2) +1-(—1,1) = (0, 1). Das Spiegelbild ist jetzt gegeben durch
den Punkt @ + (Q — P) = (0,1) + (1,—1) = (1,0).

—— Gerade g

\x\\m%\m d as S P 1(‘g(‘11) lld Sg ( P )

ABBILDUNG 6.

Aufgabe 2. Essei A C R" eine Teilmenge. Wir sagen eine Abbildung f: A — A ist langenerhaltend,
wenn fiir alle P,Q € A gilt, dass || f(P) — f(Q)|| = [|P — Q||

(a) Ist jede langenerhaltende Abbildung injektiv?
(b) Ist jede langenerhaltende Abbildung surjektiv?
Lésung.
(a) Jal Es seien P, € A mit P # (). Wir miissen zeigen, dass f(P) # f(Q). In der Tat gilt
IF(P) = f(@) = [[P=¢] 7? 0 = f(P)# [(Q)
/]\

da f lingenerhaltend da P # @

(b) Nein! Z.B. betrachten wir A = [0,00) und f: A — A, gegeben durch f(z) = z + 1. Die
Abbildung ist ldngenerhaltend, aber nicht surjektiv, denn 0 liegt beispielsweise nicht im
Bild von f.
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Aufgabe 3.

(a) Geben Sie eine geometrische Definition der Spiegelung in einem Punkt P € E.

(b) Zeigen Sie, dass die Spiegelung im Ursprung (0,0) € E = R? lingenerhaltend ist.

(c) Wir kennen nun folgende Beispiele von lingenerhaltende Abbildung;:

(i) Verschiebung,
(ii) Spiegelung entlang einer Gerade,
(iii) Drehung um einen Punkt.
Wie passen da die Punktspiegelung rein? Genauer gesagt, kann man Punktspiegelungen
durch Spiegelungen oder Drehungen beschreiben?
Lésung.

(a) Es sel P € E und @ € E ein anderer Punkt. Es sei g = g(P, @) die Gerade durch P und
Q). Wir definieren wir die Punktspiegelung von @ als den Punkt R auf ¢(P, () mit den
folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Der Punkt R liegt auf der anderen Seite von P.
(2) Es gilt {(PR) = ((PQ).
(b) Eine Punktspiegelung um P ist das gleiche wie eine Drehung um P um den Winkel 7.

Aufgabe 4. Die Verkniipfung von zwei Verschiebungen ist natiirlich wiederum eine Verschiebung.

(a) Ist die Verkniipfung von zwei Drehungen wiederum eine Drehung? Die Drehungen kénnen
dabei um zwei verschiedene Punkte erfolgen.

(b) Was kann man iiber die Verkniipfung von zwei Spiegelungen entlang von zwei Geraden g und
h sagen? Ist dies wiederum eine Spiegelung? Oder eine andere Art von ldngenerhaltender

Abbildung?
Losung.
(a) Die Verkniipfung einer Drehung um den Punkt P mit Drehwinkel o und einer Drehung um
den Punkt ) mit Drehwinkel /3 ist eine Drehung um einen (anderen) Punkt mit Drehwinkel
a + B, , auler, wenn beide Drehwinkel 7 sind, dan handelt es sich um eine Verschiebung.
Wir werden das spéter noch genauer diskutieren.
(b) Es seien g und h zwei Geraden. Wir unterscheiden zwei Fille
(1) Wenn sich ¢ und h in genau einem Punkt P schneiden, dann ist die Verkniipfung der
zwei Spiegelungen eine Drehung um den Punkt P. Wir werden diese Aussage demnéchst
noch beweisen.
(2) Wenn sich g und h nicht schneiden, dann ist die Verkniipfung der zwei Spiegelungen
eine Verschiebung.

Aufgabe 5. Es sei g eine Gerade. Wir bezeichnen mit s,: E — [E die Spiegelung entlang von g.
(a) Essei @ ein Punkt in E. Vervollsténdigen Sie folgenden Satz: es gilt s,(Q) = @) genau dann,

(b) Es sei h eine Gerade, welche parallel zu g verlduft. Zeigen Sie, dass s,(h) ebenfalls parallel

zu g verlauft.
Lésung.

(a) Es gilt 5,(Q) = @ genau dann, wenn () € g.

(b) Nehmen wir an, dass s,(h) nicht parallel zu ¢ verlduft. Dann besitzen s,(h) und g genau
einen Schnittpunkt P. Da P auf g liegt folgt aus (a), dass s,(P) = P. Wenn wir s,(h) also
wieder zuriickspiegeln, dann sehen wir, dass P ein Schnittpunkt von ¢ und h ist. Also waren
g und h nicht parallel.
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Aufgabe 1. Essei P € E ein Punkt und es seien g und h zwei Geraden durch P, welche senkrecht
aufeinander stehen. Was ist die geometrische Beschreibung der Verkniipfung der beiden Spiege-
lungen s, und sp?

Losung. Die Verkniipfung der beiden Spiegelungen ist die Drehung um P um den Drehwinkel 7,
mit anderen Worten, die Verkniipfung ist die Spiegelung am Punkt P.

Aufgabe 2. Es sei P ein Punkt und es seien g und h zwei Geraden durch P, welche den Winkel
a € [0,7] einschlagen. Die Spiegelung entlang von g, gefolgt von der Spiegelung um £ ist eine
Drehung um P. (Sie miissen das nicht beweisen.) Was ist der Drehwinkel dieser Drehung?

Losung. Wir bezeichnen mit ¢ die Spiegelung entlang von g, gefolgt von der Spiegelung um h.
Es handelt sich bei ¢ um eine Drehung um den Winkel 2c.. Dies sieht man z.B. wenn man sich
anschaut, was mit der Gerade g passiert.

h

P
L — Drehung mit Drehwinkel 2a
/ g

ABBILDUNG 7. Skizze zu Aufgabe 2.

Aufgabe 3. Es sei P ein Punkt und h eine Gerade durch P. Zudem sei ¢ eine Drehung um P
mit Drehwinkel .

(1) Zeigen Sie, es gibt eine Gerade k durch P, so dass ¢ = s, 0 sy.
(2) Zeigen Sie, es gibt eine Gerade g durch P, so dass ¢ = s, 0 sp,.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 2 und {iberlegen Sie Sich, welche Winkel die Geraden jeweils
einschlagen sollten. Wie &uflert sich, ob ¢ im Uhrzeigensinn oder gegen den Uhrzeigersinn dreht?

Lésung.

(1) Es sei ¢ eine Drehung um P im Uhrzeigersinn mit Drehwinkel oe. Wenn k& die Gerade durch
P ist, welche den Winkel § mit & einschldgt und gegen den Uhrzeigersinn zu k gedreht ist,
dann gilt ¢ = s}, 0 sp.

(2) Es sei ¢ eine Drehung um P im Uhrzeigersinn mit Drehwinkel ce. Wenn £ die Gerade durch
P ist, welche den Winkel § mit i einschlégt und #m den Uhrzeigersinn zu k gedreht ist,
dann gilt ¢ = s, 0 5.

Wir hatten fiir eine Drehung den Drehwinkel o € [0, 7] eingefiihrt. Wir definieren nun den

«, wenn Drehung gegen den Uhrzeigersinn,

orientierten Drehwinkel = { —a, wenn Drehung im Uhrzeigersinn.
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Drehung um « im Uhrzeigersinn

T2 p(h)
ABBILDUNG 8. Skizze zu Aufgabe 3 (1).

Aufgabe 4. Es sei ¢ eine Drehung mit orientiertem Drehwinkel av um einen Punkt P und es sei
1 eine Drehung mit orientiertem Drehwinkel 5 um einen Punkt () mit P # (). Zeigen Sie, die
Verkniipfung 1 o ¢ ist wiederum eine Drehung, aufler 777 a 7777 37777

Hinweis: Wenden Sie Aufgabe 3. mit h = g(P, @) an.

Lésung. Nach Aufgabe 3 (1) existiert eine Gerade k durch P, so dass ¢ = sj, 05, und nach Aufgabe
3 (1) existiert eine Gerade g durch @), so dass ¢ = s,0s),. Also ist o = (s,05p,)0(sp08k) = 5,05k.
(Hier verwenden wir, dass die zweimalige Spiegelung entlang einer Gerade die Identitét ist.).

Wir unterscheiden zwei Félle. Wenn sich g und & nicht schneiden, d.h. wenn o« = (3, dann erhalten
wir eine Verschiebung. Andernfalls schneiden sich g und &, und wir erhalten eine Drehung um den
Schnittpunkt.

_~ Drehung ¢

Drehung ¢

ABBILDUNG 9. Skizze zu Aufgabe 4.

Aufgabe 5. Es sei g eine Gerade und es sei ¢ eine Drehung um einen Punkt P. Dann gilt: Die

Losung. Es handelt sich um eine Spiegelung genau dann, wenn P € g.

Aufgabe 1. Wir erinnern an folgende Aussagen aus Ubungsblatt 4.

(1) Es seien g und h zwei Geraden. Wenn sich die Geraden in einem Punkt P schneiden, dann
ist die Verkniipfung der Spiegelungen entlang von g und A eine Drehung um P.
(2) Es sei P ein Punkt und h eine Gerade durch P. Zudem sei ¢ eine Drehung um P.
(a) Es gibt eine Gerade k durch P, so dass ¢ = sp, 0 sy.
(b) Es gibt eine Gerade g durch P, so dass ¢ = s, 0 sp,.
Bearbeiten Sie nun folgende Aufgaben:

(a) Es seien g und h zwei Geraden, welche sich nicht schneiden. Was konnen Sie iiber die
Verkniipfung der Spiegelungen entlang von g und h sagen? Was passiert geometrisch?
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(b) Begriinden Sie warum jede Bewegung eine Verkniipfung von mehreren Spiegelungen entlang
Geraden ist.

(c) Esseien a, b, c drei parallele Geraden. Was kann man iiber die Verkniipfung s.os,0s, sagen?
Was passiert geometrisch?

(d) Es seien a, b, ¢, d insgesamt vier Geraden. Zeigen Sie, dass die Verkniipfung s; 0 s. 0 s 0 s,
als Verkniipfung von zwei Spiegelungen geschrieben werden kann.
Unterscheiden Sie folgende Félle:

(i) @ und b sind nicht parallel und ¢ und d sind nicht parallel.

(ii) @ und b sind nicht parallel aber ¢ und d sind parallel.
(iii) @ und b sind parallel jedoch und ¢ und d sind nicht parallel.
(iv) a und b sind parallel und ¢ und d sind ebenfalls parallel.
Hinweis: Wenden Sie (2) geschickt an.

(e) Zeigen Sie, dass jede Bewegung als Verkniipfung von drei oder weniger Spiegelungen ge-
schrieben werden kann.

Lésung.

(a) Eine Verkniipfung von zwei Spiegelungen entlang Geraden, welche sich nicht schneiden, ist
eine Verschiebung.
(b) Eine Bewegung ist per Definition die Verkniipfung von einer oder mehrerer Abbildungen
von folgender Art ist:
(a) Verschiebung,
(b) Spiegelung entlang einer Gerade,
(c) Drehung um einen Punkt.
Jede dieser Abbildungen ist wiederum die Verkniipfung von ein oder zwei Spiegelungen,
also ist jede Bewegung die Verkniipfung von Spiegelungen.
(c) Es seien a, b, ¢ drei parallele Geraden. Die Verkniipfung s.o s,0 s, ist eine einzige Spiegelung
entlang einer Gerade, welche parallel zu a, b, ¢ ist.
(d) Es seien a, b, ¢, d insgesamt vier Geraden. Wir unterscheiden vier Félle.
(i) @ und b sind nicht parallel und ¢ und d sind nicht parallel.
In diesem Fall ist s, o s, und s; o s. eine Drehung. Aber in Ubungsblatt 4 hatten
wir schon gesehen, dass die Verkniipfung von zwei Drehungen eine Drehung oder eine
Verschiebung ist. In beiden Féllen handelt es sich also um die Verkniipfung von zwei
Spiegelungen.
(ii) @ und b sind nicht parallel aber ¢ und d sind parallel.
Es sei P der Schnittpunkt von ¢ und d. Es sei h die Gerade durch P, welche parallel
zu d ist. Da a und b nicht parallel sind ist s, 0 s, eine Drehung. Nach (2) existiert eine
Gerade k durch P, so dass s, 0 s, = s, 0 s3. Es folgt, dass

$408,08,08, = §408.08p 08 = ($4.0 Sc05p) 0 S
—_———

Spiegelung entlang von
drei parallelen Geraden

Aus (c) wissen wir, dass sg0s.0s, die Spiegelung entlang einer Gerade [ ist. Also haben
wir gezeigt, dass sgo0s.0 8,058, = 505, die Spiegelung entlang von zwei Geraden ist.
(iii) @ und b sind parallel jedoch und ¢ und d sind nicht parallel.
Der Beweis in diesem Fall ist ganz dhnlich zum Argument in (ii).
(iv) @ und b sind parallel und ¢ und d sind ebenfalls parallel.
In diesem Fall sind sowohl s, o s, also auch sy o s. jeweils Verschiebungen. Also ist
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S40 8. 08,08, = (S408.) 0 (sp08,) die Verkniipfung von zwei Verschiebungen, also
selber eine Verschiebung, also Verkniipfung von zwei Spiegelungen.
(e) Wir wollen zeigen, dass jede Bewegung als Verkniipfung von drei oder weniger Spiegelungen
geschrieben werden kann. Aus (b) wissen wir, dass jede Bewegung als Verkniipfung von
Spiegelungen beschrieben werden kann. Wir miissen also folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Fiir Geraden gy, . .., g, kénnen wir s, o---o0s,, als Verkniipfung von drei oder
weniger Spiegelungen schreiben.

Wir beweisen nun die Aussage per Induktion nach n. Fiir n < 3 gibt es nichts zu beweisen.
Nehmen wir nun an, dass die Aussage stimmt, fiir jede Bewegung, welche Spiegelung entlang
von < n Geraden ist. Wir betrachten nun eine Bewegung ¢ = s, ., 0---0 s, mit n > 3.
Nach (d) wissen wir, dass wir die ersten vier Spiegelungen s,, 054, 05,4, 05,, als Verkniipfung
von zwei Spiegelungen s; o s schreiben kénnen. Also ist

QOZSQH_HO"'03950894059308920891 :fgn,+lo~--08g508108]3.

~
n-1 Spiegelungen

Nach Induktionsvoraussetzungen kénnen wir die Spiegelung entlang von n — 1 Geraden als
Verkniipfung von drei oder weniger Spiegelungen schreibne.

Wir erinnern an folgende Definition. Es sei X eine Teilmenge von R?. Wir bezeichnen den
maximalen Abstand zwischen zwei Punkten in X als Durchmesser von X. Mit anderen Worten,
es ist

Durchmesser von X := max{{(PQ)|P,Q € X}.

Aufgabe 2. Zeigen Sie:

Durchmesser von einem Kreis von Radius r = 2r.

Lésung. Es sei K = K(P,r) ein Kreis von Radius r. Wir wollen zeigen, dass der maximale Abstand
zwischen zwei Punkten auf K gerade 2r betridgt. Dieser Beweis teilt sich in zwei Teile auf:

(1) Wir miissen zeigen, dass es zwei Punkte auf K gibt, deren Abstand 2r betrigt, und
(2) wir miissen zeigen, dass fiir beliebige Punkte S und T" auf K gilt, dass der Abstand hochstens
2r betrégt.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir zwei Punkte P und @ mit d(P, Q) := ||P — Q|| den Abstand.
Wir fithren nun die beiden Schritte durch.

(1) Wir schreiben P = (z,y) und betrachten jetzt die Punkte S = (z —r,y) und T' = (x 41, y).
Dann rechnet man leicht nach, dass d(S,P) = d((x — r,y),(z,y)) = r und d(T, P) =
d((x+m7,y), (z,y)) = r, d.h. beide Punkte liegen auf dem Kreis. Zudem gilt, dass d(S,T) =
d((l‘ - y)a (SL’ +r, y)) = ’(—27”, O)' = 2r.

(2) Es seien nun S und T zwei beliebige Punkte auf K. Dann gilt

d(S,T) < d(S,P)+d(P,T) = r+r = 2r
) )

Dreiecksungleichung da S und T auf K = K(P,r) liegen
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Aufgabe 3. Die Kreisscheibe mit Mittelpunkt P und Radius v > 0 ist definiert als die Menge
S(Pr) = {QeR|((PQ) <1}

Es sei X eine Teilmenge von R? mit Durchmesser d. Gibt es dann notwendigerweise eine Scheibe

S(P, %) von Radius ¢, welche X enthlt?

Losung. Die Antwort ist “nein”. Genauer gesagt, dass gleichseitige Dreieck mit Seitenlédnge 2r hat
Durchmesser 27, aber es gibt keine Scheibe von Radius r, welche das Dreieck enthélt.

gleichseitiges Dreieck Scheibe von Radius r um den Mittelpunkt der Strecke AB

L /

ABBILDUNG 10.

Aufgabe 4. Es sei K ein Kreis und g eine Gerade. Zeigen Sie, dass es genau drei Moglichkeiten
gibt:

(1) der Kreis K und g schneiden sich nicht,

(2) der Kreis K und ¢ schneiden sich in einem Punkt,

(3) der Kreis K und g schneiden sich in zwei Punkten.

Mit anderen Worten, zeigen Sie, dass sich ein Kreis und eine Gerade in héchstens zwei Punkten
schneiden.

K K K

ABBILDUNG 11.

Aufgabe 1. Es sei Aapce ein Dreieck. Zeigen Sie, dass gilt:
<IBac = <apc — 6(@) = K(B_C')

Hinweis: In der Vorlesung hatten wir die “="-Richtung bewiesen.

Lisung. Wir bezeichnen mit P den Mittelpunkt der Strecke AB und es sei h die Hohe auf P. Wir
bezeichnen mit D den Schnittpunkt von A mit dem Strahl AC' und wir bezeichnen mit @ den
Schnittpunkt von h mit dem Strahl BC. Wir betrachten nun die Dreiecke A pp und Ap pQ- Es
folgt aus WSW, dass die Dreiecke A 4pp und Appg kongruent sind.

Insbesondere ist DP = DQ. Dann folgt nun jedoch, dass P = Q. Mit anderen Worten, P = Q

ist der Schnittpunkt der Strahlen @ und AC, d.h. P = Q = C. Insbesondere sind also die
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Dreiecke Aupp = Aapc und Agpg = Aapc kongruent. Die impliziert nun, dass ¢((AC) = ((BC)
B C
A
gleichwinkliges Dreieck
AC
B ¢ B -
P BC
Q@
h / h /
p 4 p A

ABBILDUNG 12.

Aufgabe 2. Eine Raute ist per Definition ein Viereck, bei dem alle vier Seiten gleich lang sind.
Zeigen Sie folgende Aussage: Die Diagonalen einer Raute halbieren sich gegenseitig und halbieren
die Innenwinkel der Raute.

Losung. Wir beweisen die Aussage implizit im Beweis von Lemma 4.7.

Aufgabe 3. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene E? und es sei r > 0 ein
Radius. Zeigen Sie: wenn r < ${(AB), dann schneiden sich die beiden Kreise K (A, r) und K (B, r)
nicht.

Losung. Wenn es einen Schnittpunkt ) gidbe, dann wére
2r < U(AB) < ((AQ)+4QB) = r+r = 2r.
T T T

Voraussetzung Dreiecksungleichung Voraussetzung

Wir haben also einen Widerspruch zu r > 0 erhalten.

Aufgabe 4. Es seien zwei Strahlen S und 7' gegeben, welche von einem Punkt P ausgehen.

(a) Wie konnen Sie mit Zirkel und Lineal die zugehorige Winkelhalbierende konstruieren?
(b) Warum fiihrt die Konstruktion (a) in der Tat zum Ziel?

Lésung. Wir werden das in der Vorlesung behandeln, siehe Kapitel 4.8 des Skripts.

Aufgabe 1. Es sei A pc ein Dreieck mit <gac = <apc. Zeigen Sie, dass ((AC) = ((BC), ohne
im Beweis einen weiteren Punkt einzufithren.

Losung. Wir betrachten die Dreiecke A 4pc und Agac. Nach Voraussetzung sind die Innenwinkel
am ersten und zweiten Eckpunkt jeweils gleich. Nachdem die Strecke vom ersten zum zweiten
Eckpunkt gleich lang ist (es ist sogar haargenau die gleiche Strecke), folgt aus WSW, dass die
Dreiecke kongruent sind. Also sind auch die Strecke vom ersten zum dritten Eckpunkt gleich lang.
Aber dies bedeutet gerade, dass ((AC) = ((BC).
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Aufgabe 2. Es seien A und B zwei verschiedene Punkte in der Ebene E. Zeigen Sie:
{Q € E|4(AQ) = ((BQ)} C Mittelsenkrechte zu AB.

Lésung. Es sei P der Mittelpunkt von AB. Wir betrachten die Dreiecke A apg und Apgpg. Die-
se sind nach SSS kongruent, also sind die Innenwinkel bei P gleich grof, also liegt () auf der
Mittelsenkrechte.

B P ist Mittelpunkt von AB B
\
Q Q
A A
(AQ) = ¢(BQ) ((AQ) = ¢(BQ)

ABBILDUNG 13.

Aufgabe 3. Es seien S und 7' zwei Strecken von gleicher Lange > 0. Wir nehmen an, dass S und
T nicht auf einer Gerade liegen. Unter welchen geometrischen Voraussetzungen an S und 7' gibt
es eine Gerade mit s4(5) =17

Lisung. Es seien AB und T' = CD zwei Strecken. Wenn ABCD ein symmetrisches Trapez ist,
d.h. wenn AD||BC und wenn die Mittelhalbierende von AD gleich der Mittelhalbierende von BC
ist, dann fithrt die Spiegelung entlang dieser gemeinsamen Mittelhalbierende gerade A in D und
B in C iiber. Also wird die Strecke AB in die Strecke DC' iibergefiihrt.

- gemeinsame Mittelhalbierende von AD und BC
B C
Strecke S Strecke T'

A ¢ D
ABBILDUNG 14.

Aufgabe 4. Wir hatten gesehen, dass wir jeden Winkel mit Zirkel und Lineal halbieren kénnen.
Gibt es auch eine Konstruktion, welches es erlaubt, jeden Winkel mit Zirkel und Lineal zu dritteln?
Was glauben Sie?

Losung. Nein, gibt es im Allgemeinen nicht. Das ist aber schwer zu beweisen, dies wird z.B. in der
Vorlesung Algebra (LA Gy) bewiesen.

Aufgabe 5. Es sei g eine Gerade und P ein Punkt. Wie konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal
das Lot von P auf g7

Losung. Wir werden das im Skript besprechen.
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Aufgabe 1. Essei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf g liegt. Es sei h die eindeutig
bestimmte Gerade durch P, welche parallel zu g verlauft. Sie wollen die Gerade mit Zirkel und
Lineal mit moglichst wenig Aufwand konstruieren. Was ist die minimale Zahl von Kreisen, welche
Sie verwenden miissen um h zu konstruieren?

Losung. Ich schaffe es mit drei:

(1) Ein Kreis um P mit r groBer als der Abstand von P zu g. Es seien A und B die Schnitt-
punkte.

(2) Wir ziehen den Kreis mit Radius » um A.

(3) Wir ziehen den Kreis mit Radius ¢(AB) um P.

(4) Es sei @ der Schnittpunkt der Kreise aus (2) und (3). Wir erhalten ein Viereck mit gleich
langen Seiten, dies ist ein Parallelogramm. D.h. die Gerade g(P, Q) ist parallel zu g =

9(A, B).

K(P,((AB))

— @
g
K(A,r)

K(P,7
B
ABBILDUNG 15.
Aufgabe 2.

(1) Gilt fur Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSSS? D.h. wenn fiir gegebene Vierecke
ABCD und A'B'C'D’ alle entsprechenden Seiten gleich lang sind und ein Innenwinkel
gleich groB ist, folgt daraus schon, dass die Vierecke kongruent sind?

(2) Gilt fiir Vierecke ein Kongruenzsatz der Form SWSWS?

(3) Was fiir Kongruenzsétze kennen Sie fiir Vierecke? Konnen Sie selber welche finden?

Lésung.
(1) Ein Gegenbeispiel zu (1) und ist in der Abbildung 2 skizziert.

erfiilllen SWSSS; sind aber nicht kongruent

ABBILDUNG 16.
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(2) Die Aussage gilt. Durch SWS sind die ersten drei Eckpunkte schon festgelegt. Der vierte
Eckpunkt schlégt einen festgelegten Winkel zur dritten Seite ein. Dadurch, dass ein Viereck
vorliegt ist ist die Drehrichtung des Winkels eindeutig festgelegt. Durch Winkel, Drehrich-
tung und Abstand zum 3. Eckpunkt ist der 4. Eckpunkt eindeutig festgelegt.

(3) Es gilt z.B. WSWSW aber WSWWW gilt nicht.

Aufgabe 3. Es seien P, ..., Py Punkte in der Ebene, welche ein Viereck bilden. Wir nehmen
an, dass gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind. Genauer gesagt, wir nehmen an, dass folgende
Aussagen gelten:

(1) die Seiten P, P, und P3P, sind gleich lang,

(2) die Seiten P, P; und PP sind gleich lang.

Folgt daraus schon, dass das Viereck ein Parallelogramm ist?

Lésung.

(1) Die Dreiecke Ap, p,p, und Ap,p,p, sind kongruent nach SSS.

(2) Also sind die Wechselwinkel <p, p,p, und <(p,p,p, gleich grofsind.

(3) Also folgt aus Satz 2.5, dass die Geraden g(Pi, P,) und g(P,, P;) parallel sind.
(4) Analog zeigt man, dass die anderen beiden Seiten parallel sind.

P1 P2 P1 P2

ABBILDUNG 17.

Aufgabe 4. Es seien P, ..., P, Punkte in der Ebene, welche ein Viereck bilden. Wir nehmen an,
dass gegeniiberliegende Seiten parallel sind sind. Genauer gesagt, wir nehmen an, dass folgende
Aussagen gelten:

(1) die Seiten PP, und P3P; sind parallel,

(2) die Seiten P,P; und PyP; sind parallel.

Folgt daraus schon, dass das Viereck konvex ist?

Losung. Jal

Aufgabe 5. Es seien Pi,..., P; Punkte in der Ebene, welche ein Sechseck bilden. Wir nehmen
an, dass folgende Aussagen gelten:

(1) die Seiten P, P, und P, Ps sind parallel und gleich lang,

(2) die Seiten P, P und PsF; sind parallel und gleich lang,

(3) die Seiten P3P, und Py P, sind parallel und gleich lang.

Folgt daraus schon, dass das Sechseck konvex ist?

Losung. Nein! Siehe Abbildung.
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ABBILDUNG 18.

Aufgabe 1. Betrachten Sie die Skizze in der Abbildung. Zeigen Sie, dass

1
<ags = 5<4PB-

(Diese Aussage ist der zweite Fall im Beweis des Peripheriewinkelsatzes.)

ABBILDUNG 109.

Lésung. Der Beweis ist ganz dhnlich zum Fall, dass P innerhalb des Dreiecks liegt. Man muss nur
mehrmals verwenden, dass gleichschenklige Dreiecke gleichwinklig sind und die Winkelsumme in
jedem Dreieck 7 betrégt.

Aufgabe 2. Betrachten Sie die Skizze in der Abbildung. In diesem Fall liegen @ und P auf
verschiedenen Seiten der Gerade g(A, B). Was ist der Zusammenhang zwischen <4gp und <4pp?

ABBILDUNG 20.

Losung. Wir betrachten Abbildung [2I} Die Dreiecke Aagp und Apgp sind gleichschenklig, also
auch gleichwinklig. Die gleich grofien Winkel werden mit p und v bezeichnet. Nun gilt

2-<ugp = 2u+2v =m—a+71—f =21 —<aps
/l\

Winkelsumme im Dreieck betragt m
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ABBILDUNG 21.

/_— Tangente zum Kreis an B

> Sehnentangentenwinkel

ABBILDUNG 22.

Aufgabe 3. Betrachten Sie die Skizze in der Abbildung. Was ist der Zusammenhang zwischen
dem Winkel <{4pp und dem Sehnentangentenwinkel bei B?
Lisung. Wir betrachten Abbildung 23] Es ist

20 = 2-(5—p) = 7—2u = m—(7—<upp) = <ups.
T T

da Tangente bei B da Dreieck A gpp gleichschenklig und Winkelsumme = 7

/— Tangente zum Kreis an B

> Sehnentangentenwinkel ¢

ABBILDUNG 23.

Aufgabe 4. Es seien A, B, C, D vier verschiedene Punkte auf einem Kreis. Gilt die Aussage im-
mer, dass sich gegeniiberliegende Innenwinkel zu 7 addieren?

Losung. 1. Beweis: Wir betrachten Abbildung Es ist

Dapc +<Upc = 30+ (T—3p) = T
/I\

Peripheriewinkelsatz zusammen mit Aufgabe 2
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3

Q

D
A . p A
C
B

ABBILDUNG 24.

2. Beweis: Es ist

Winkel bei A plus Winkel bei C = (a+0)+ (6 +7) = % - Winkelsumme des Vierecks = = - 27 = 7.
/I\

nachdem insgesamt vier gleichseitige Dreiecke vorliegen

ABBILDUNG 25.

[\V]

S

)

Q

Aufgabe 5. Fiir welche n € N>j ist ein n-Eck schon durch seine Eckpunkte festgelegt?

Losung. Schon ein nichtkonvexes Viereck ist nicht durch seine Eckpunkte bestimmt.

ABBILDUNG 26.

Aufgabe 6. Es sei ein Parallelogramm mit Eckpunkten A, B,C, D gegeben. Wir verbinden die

gegeniiberliegenden Eckpunkte A und C'. Ist die Strecke AC' immer eine Winkelhalbierende von

<pap?

Lésung. Nein. Das sieht man leicht, wenn man z.B. ein Rechteck mit sehr verschiedenen Kan-
tenldngen betrachtet.
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D
ABBILDUNG 27.

Aufgabe 1. Es seien S, T zwei Strahlen, welche von einem gemeinsamen Punkt P ausgehen und
es seien S’, T zwei Strahlen, welche von einem gemeinsamen Punkt P’ ausgehen. Konstruieren Sie
mit Zirkel und Lineal einen Strahl U, welcher von P ausgeht, so dass <(S,U) = <(S,T)+<(S",T").
(Die Konstruktion nennt man manchmal “Abtragen eines Winkels”.)

Bemerkung: Wir nehmen an, dass 7" im Uhrzeigersinn zu S verdreht ist, und dass 7" im Uhrzei-
gersinn zu S’ verdreht ist.

P P’
ABBILDUNG 28.

Losung.
(1) Wir ziehen einen Kreis K (P’,a) um P’ mit beliebigem Radius a.
(2) Es sei @ der Schnittpunkt von K(P’,a) mit S’. Zudem sei b der Abstand von @' zum
Schnittpunkt von K (P’,b) mit dem Strahl 7".
(3) Wir ziehen ebenfalls den Kreis mit Radius @ um P. Es sei @) der Schnittpunkt von K (P, a)
mit dem Strahl 7.
(4) Wir betrachten den Kreis K(Q,b). Es sei R der Schnittpunkt von K(Q,b) mit K(P,r) im

Uhrzeigersinn. Der Strahl U := ﬁ ist der gesuchte Strahl.

K(Q',b)

ABBILDUNG 29.

Aufgabe 2.

(1) Wie konnen Sie ein reguléres Viereck (d.h. ein Quadrat) mit Zirkel und Lineal konstruieren?
(2) Warum liefert Ihre Konstruktion in der Tat ein reguléres Viereck?
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(3) Was ist die minimale Zahl von Kreisen, welche Sie benotigen um ein Quadrat zu konstru-
ieren?
Losung. Es sei g eine Gerade und P € g ein Punkt. Wir errichten wie iiblich mit drei Kreisen das
Lot h auf g durch P. Wir nehmen dann einen beliebigen Kreis K durch P. Die vier Schnittpunkte
des Kreises mit g und h bilden ein Viereck.

Wir miissen noch zeigen, dass diese ein Quadrat bilden. Dies sieht man wie folgt: alle vier Drei-
ecke sind gleichschenklig also auch gleichwinklig. Da ein Innenwinkel 7 ist, ist jeder Innenwinkel
der Dreiecke an den vier Eckpunkten des Vierecks gerade 7. Also betragen alle Innenwinkel des
Vierecks 7. Zudem folgt aus SWS, dass alle vier Teildreiecke kongruent sind, also sind alle vier
Seiten des Vierecks gleich lang.

Wir haben also ein Quadrat mithilfe von drei Kreisen konstruiert.

ABBILDUNG 30.

Aufgabe 3. Es sei K(P,r) ein Kreis mit » > 0. Es sei @) ein Punkt, welcher auflerhalb der
zugehorigen Kreisscheibe liegt.

(a) Wie konstruieren Sie eine Tangente zum Kreis K (P, r) durch den Punkt @) mit Zirkel und
Lineal?
(b) Wo haben Sie in der Konstruktion (a) verwendet, dass der Punkt @) auBerhalb der Kreis-
scheibe liegt?
Hinweis: Aus Satz 3.4 wissen wir, dass eine Gerade g eine Tangente zum Kreis K (P,r) im Punkt
C ist, genau dann, wenn g senkrecht auf PC steht.

K(P,r) " K(Pr) — o

P P
ABBILDUNG 31. Illustration von Aufgabe 3.

Lésung.

(1) Essei C der Mittelpunkt der Strecke PQ und es sei K der Kreis mit Mittelpunkt C, welcher
durch P und @ verlauft. Es seien A und B die Schnittpunkte von K mit dem urspriinglichen
Kreis K(P,r).
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(2) Es folgt aus dem Satz von Thales, dass <pag = 5 = <ppo. Aus dem Hinweis folgt also,
dass die Geraden g(P, A) und g(P, B) Tangenten zum Kreis K (P,r) sind.

(3) Wenn @ innerhalb der Kreisscheibe verlduft, dann schneidet der Kreis K den Kreis K (P, r)
nicht.

e

ABBILDUNG 32. Illustration zur Losung von Aufgabe 3.

Aufgabe 4. Wir erinnern an folgende Definition aus der Vorlesung: eine Fermatsche Primzahl ist
definiert als eine Primzahl, welche man in der Form 22" + 1 schreiben kann. Beispielsweise sind
22 4 1=2141= 3, 22" 4+ 1=>5und 22 + 1 = 24 + 1 = 17 Fermatsche Primzahlen.

Der Satz von Gaufl macht folgende Aussage:
Fiir n € N st ein regulires n-FEck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n von

der Form n = 2™ - py---pg ist, wobei py,...,pr paarweise verschiedene Fermatsche Primzahlen
sind und m € Ny.

Fiir welche n € {3,...,20} kann man nun also ein reguldres n-Eck mit Zirkel und Lineal kon-
struieren?

Losung. Wir kénnen ein reguldre n-Eck in folgenden Féllen konstruieren

3 = 2°.3 10 = 2-5

4 = 22 12 = 22.3
5 = 20.5 15 = 2°.3.5
6 = 2-3 16 = 24

8§ = 23 17 = 20.17

Aufgabe 1. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass es keinen allgemeinen Kongruenzsatz der
Form SSW fiir Dreiecke gibt.

Hinweis: Das Beispiel steht natiirlich im Skript, versuchen die Aufgabe also ohne Skript zu beant-
worten.

Lésung.

Aufgabe 2. In Ubungsblatt 8 hatten wir gesehen, dass es fiir Vierecke keinen allgemeinen Kon-
gruenzsatz der Form SWSSS gibt. Wie schaut es aus mit sWsSS? Hier soll die Notation bedeuten,
dass die mit “s” bezeichneten Seiten beide jeweils kleiner als die mit “S” bezeichneten Seiten sind.

Losung. Dieses Mal gilt der Satz. Durch sWs sind schon drei Punkte festgelegt. Durch SS gibt es
nur noch zwei Moglichkeiten fiir den vierten Punkt. Aber durch die Léingeninformation gibt es nur
eine Moglichkeit, dass der vierte Punkt im Inneren des vorgegeben Winkels liegt.
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C/

B A
B Al

die beiden Dreiecke stimmen in SSW iiber ein, sind aber nicht kongruent
ABBILDUNG 33.

Aufgabe 3. Es seien A und B zwei Punkte, welche auf der gleichen Seite einer Geraden g liegen.
Wie konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal den kiirzesten Weg von A nach B, welcher iiber die
Bande geht, d.h. welcher die Gerade g beriihrt?

- B

o — Gerade g

ABBILDUNG 34.

Lisung. Wir spiegeln B entlang der Geraden g und verbinden nun A mit s,(B). Der Schnittpunkt
dieser Strecke mit g ist gerade der Punkt, auf den wir zielen miissen.

~ B

o —_— Gerade g

—— Spiegelbild s,(B) von B

ABBILDUNG 35.
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Aufgabe 4.

(1) Es seien g und h zwei Geraden. Wie konnen Sie die Menge aller Punkte P € E beschreiben,
mit d(g, P) = d(h, P)?

(2) Wir wollen nun die Menge aller Punkte bestimmen, welche den gleichen Abstand zu einer
Gerade und einem Punkt besitzen. Genauer gesagt, es sei P = (0,1) und g = {(z,0) |z € R}
die 2-Achse.

(a) Versuchen Sie zuerst die Menge aller Punkte @ mit d(P, Q) = d(g, Q) frei zu skizzieren.
(b) Versuchen Sie nun die Menge in (a) explizit zu berechnen. D.h. Sie sollen alle Punkte
Q = (z,y) mit d(P, Q) = d(g, Q) bestimmen.

—d(P,Q) =d(9.Q)
= (Ov 1}'\'\—\\

ABBILDUNG 36.

Lésung.
(1) Es folgt leicht aus Satz 6.7, dass die Menge gerade gegeben ist durch die Vereinigung der

verschiedenen Winkelhalbierenden.
(2) Wir fithren die Rechnung in (2) aus. Es sei also Q@ = (z,y) € R? ein Punkt. Es gilt

(z,y
d(P,Q) = d((0,1), (z,y)) = |(0,1) = (z,9)|| = [[(=z,1—=y)|| = /(22 + (1 — y)2. Zudem gilt
d(g; (z,y)) = ly|- Also gilt

d(P,Q)=d(g,P) <= (@®*+(1—y)? =y <= +(1-y)?’ =y° << y= 5(2*+1).

DO —

Die Menge ist also eine Parabel.

Aufgabe 1. Es sei A ein Dreieck, so dass zwei Hohen gleich lang sind. Folgt daraus, dass das
Dreieck gleichschenklig ist?

Ldsung. Es folgt aus der Voraussetzung und dem Kongruenzsatz SS7, angewandt auf die Dreiecke
Aapg und Apap, dass <gap = <ppa. Also ist auch <cap = <cpa, d.h. das Dreieck Aypc ist
gleichwinklig, also (nach Satz aus der Vorlesung), auch gleichschenklig.

ZP\ Zﬁp\
A C AL * O
Q

ABBILDUNG 37. Hohen sind gleich lang.
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Aufgabe 2. Gibt es zu jedem konvexen Viereck einen Inkreis?

T gibt es in jedem Viereck einen Inkreis?

ABBILDUNG 38.

Losung. Nein, gibt es nicht. Den der Mittelpunkt des Inkreises miisste auf allen Winkelhalbierenden
liegen, aber diese schneiden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkt.

Aufgabe 3. Es sei Aypc ein Dreieck. Der Ankreis zur Seite AB ist der Kreis, welcher tangential
zur Seite AB und zu den Verldngerungen der anderen beiden Seiten ist. Wie kénnen Sie den An-
kreis mit Zirkel und Lineal konstruieren?

Ankreis —

ABBILDUNG 39.

Losung. Wir konstruieren die Winkelhalbierende der Aulenwinkel bei BA und B. Der Schnittpunkt
ist der Mittelpunkt des gewiinschten Kreises.

die Winkelhalbierenden —

Ankreis -

N

ABBILDUNG 40.

Aufgabe 4. Esseien g(A;, As) und g(By, Bs) zwei Geraden, welche sich in einem Punkt P schnei-

den. Wir nehmen an, dass g(A;, By) parallel zu g(As, Bs) ist. Der Strahlensatz 7.3 besagt, dass
(1) ((PA3) _ U(PBp) _ ((A3By) und 2) ((PAY) _ U(PAy) _ {(A1Ay)
((PAy)  U(PB1)  ((AB) (PB1)  U(PBy)  {(B1Bs)

In der Vorlesung hatten wir schon (1) bewiesen. Beweisen Sie nun (2).
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Losung. Aus der Gleichheit

E(LAQ) = g(@) folgt sofort, dass E(LAI = .
(PA,)  «PB) U(PB,)  ((PBy)

/(’}\
w
S

: _ (PAY) L
Wir setzen nun A = 2PB) — X

UAA) = ((PA) — ((PA) = A-£(PBy) — A~ ((PBy) = A(U(PBy) — (PBy)) = A-((BiBy).

PAz) .
fBz) . Dann gilt

Aufgabe 5. Wir betrachten ein Dreieck A pc. Es sei hy die Lange der Hohe bei A und es sei a
die Lénge der A gegeniiberliegenden Seite. Ganz analog definieren wir hg und b. Zeigen Sie, dass

ABBILDUNG 41.

Lésung. Wir betrachten die Dreiecke A pc und Apge. Diese stimmen in zwei Winkeln iiberein
(ndmlich beim HohenfuBpunkt und beim C), also folgt aus der Winkelsumme, dass sie in allen drei
Winkeln iibereinstimmen, also sind die Dreiecke nach WWW &hnlich. Also ist das Léngenverhéltnis
der ersten Seiten gerade das Léngenverhéltnis der dritten Seite, aber das ist gerade die gewiinschte
Aussage.

Aufgabe 1. Essei A ein Dreieck, so dass zwei Seitenhalbierende gleich lang sind. Zeigen Sie, dass
das Dreieck gleichschenklig ist.

Losung. Nach Satz 7.7 zerteilt der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden die Seitenhalbierenden
jeweils im Verhéltnis 2 : 1. Es folgt also aus der Voraussetzung, dass ((AP) = /((BQ), dass
((AS) = ¢(BS) und ((SP) = {(SQ). Aber dies bedeutet nach dem Kongruensatz SWS, dass die
Dreiecke Aasg und Apgp kongruent sind. Insbesondere ist also ((AQ) = ¢(BP). Aber nachdem
P und Q die Mittelpunkte der Seiten BC und AC sind folgt nun, dass ((AC) = ¢(BC).
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B B .
. .
C ‘ C
A A 0

ABBILDUNG 42. Seitenhalbierende sind gleich lang.

Aufgabe 2. Der Schwerpunkt einer diinnen ebenen zweidimensionalen Plastikform F' ist der
eindeutig bestimmte Punkt P, welchen man mit dem Finger so unterstiitzen kann, dass die Form
nicht vom Finger fillt. Beispielsweise ist der Schwerpunkt eines Rechtecks gerade der Schnittpunkt
der Diagonalen.

Es sei nun A ein Plastikdreieck. Wie kann man den Schwerpunkt bestimmen? Hinweis, der
Schwerpunkt ist einer der folgenden vier Punkte:

(1) Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.
(2) Der Schnittpunkt der Hohen.

(3) Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
(4) Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

Losung. Es ist der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

Aufgabe 3. Es sei ¢: E — E eine Abbildung.

(1) Wenn ¢ langenerhaltend ist, ist dann ¢ auch Flacheninhalterhaltend?
(2) Wenn ¢ flicheninhalterhaltend, ist dann ¢ auch lingenerhaltend?

Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

Lésung.

(1) Ja. Man kann sogar beweisen, dass jede langenerhaltende Abbildung von E eine Bewegung
ist. Aber Bewegungen sind flacheninhalterhaltend.
(2) Nein. Beispielsweise sind Scherungen flacheninhalterhaltend aber nicht lingenerhaltend.

Wir erinnern an folgenden Satz aus der Vorlesung:

Satz 7.1. Jedem durch endlich viele Strecken und Kreissegmente begrenzten Gebiet G in der Ebene
E = R? kann man auf eindeutige Weisen einen Flicheninhalt A(G) zuordnen, derart dass folgende
Eigenschaften erfiillt sind:
(1) Es gilt
A(Rechteck mit Seitenlingen a und b) = a-b.

(2) Bewegungen sind flicheninhalterhaltend, mit anderen Worten, kongruente Gebiete besitzen
den gleichen Fldcheninhalt.

(3) Der Flicheninhalt von Strecken ist null.

(4) Fir zwei Gebiete X und Y gilt

AXUY) = AX)+AY) - AXNY).



27

Aufgabe 4. Zeigen Sie: fiir jedes Dreieck gilt
Flacheninhalt des Dreiecks = % - Seitenlédnge - Lange der zugehorigen Hohe.

Losung. Wir miissen zwei Fille unterscheiden, entweder verlauft die Hohe innerhalb oder auflerhalb
des Dreiecks. Wir schreiben nun A(X) fiir den Flicheninhalt einer Teilmenge X C R
Betrachten wir zuerst den Fall, dass die Hohe innerhalb verlauft. Dann gilt

2- A(Aapc) = 2 (A(Aapc) + A(Appe))
? A(Aapc) + A(Acpa) + A(Appe) + A(Acgs)

da Aapc kongruent zu Acpa und Appe kongruent zu Acgp

= A(Rechteck ABQP) = {(AB) - {((AP) = Seitenlinge - Hohe.

Der Beweis ist auch giiltig, wenn die Hohe gerade der Seite BC' entspricht. Betrachten wir nun
den Fall, dass die Hohe auflerhalb verlauft. Dann gilt

2-A(Aapc) = 2-(A(Dage) — A(Bpoc))
= A(Aagc) + A(Acpa) —£(BQ) - £(QC)
R

da Aapc kongruent zu Acpa und da wir den ersten Fall auf Apge anwenden kénnen
— A(Rechteck AQCP) — ((BQ) - ¢(QC) = ((AQ) - ((QC) — (BQ) - {(QT)
= (U(AQ) — ¢(BQ)) - L(QC) = I(AB) - {(QC) = Seitenlinge - Hohe.

C
P Q i ¢
A B A ¢ Q
D B
Hohe verlauft innerhalb Hohe verlduft auBerhalb

ABBILDUNG 43.

Aufgabe 5. Es sei O ein Parallelogramm. Zeigen Sie, mit moglichst wenig Aufwand, dass:

Flacheninhalt(OJ) = Lénge einer Seite - Abstand zwischen den beiden parallelen Geraden.

S
S

Fldacheninhalt des Parallelogramms = s - h

ABBILDUNG 44. Illustration von Satz ?7.
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Losung. Wir ziehen die Diagonale in das Parallelogramm ein und wir erhalten folgende Gleichhei-
ten:
A(Parallelogramm) = A(Aapc) + A(Acpp) =5 -U(AB)-h+5-4(CD)-h =s-h.
T T

Aufgabe 4 da gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind

ABBILDUNG 45.

Aufgabe 6. Ein quadratischer und ein kreistférmiger Tisch haben jeweils einen Fléacheninhalt von
einer Finheit.
(a) Welcher der beiden Tische hat den groferen Umfang? Versuchen Sie die Aufgabe erst einmal
ohne Rechnung zu beantworten.
(b) Berechnen Sie nun die beiden Umfénge.

Welche geometrische Form hat das beste Verhiltnis von Flacheninhalt zu Umfang?

Losung. Der Tisch hat Seitenldnge 1, also Umfang 4 - 1 = 4. Wir berechnen den Radius r der
Kreisscheibe mit 7-72 = 1, also r = \/L; Der Umfang ist nun 2-7-r = 2- /7 = 3, 55. Es stellt sich
raus, dass ganz allgemein die Kreischeibe das beste Verhéltnis besitzt. Das ist allerdings etwas
kniffelig zu beweisen.

Aufgabe 1. (Hohensatz) Es sei A sp¢ ein rechtwinkliges Dreieck mit einem rechten Winkel bei
C. Es sei h die Hohe bei C' und es seien p und ¢ die Langen der Hypotenusenabschnitte. Zeigen
Sie, dass

R = p-q.

¢ Hohe h

B

p /
~

Hypothenusenabschnitte

ABBILDUNG 46. [llustration vom Hohensatz.

Losung. Wir bezeichnen wie iiblich die Langen der Seiten des Dreiecks A 4gc mit a, b und ¢. Zudem
sei P der FuBBpunkt der Hohe. Dann gilt
A+ = Pt = ¢ = a+0 = pP+P)+ (@07 = pP+ g+ 207
T T

Satz des Pythagoras Satz des Pythagoras angewandt auf Aapc und Agpp
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Indem wir auf beiden Seiten p? + ¢* abziehen erhalten wir 2pq = 2h?, also ist pg = h?.

Aufgabe 2. Es sei Agpc ein Dreieck mit einem rechten Winkel bei C'. Wir nehmen an, dass
{(BC) = 2-{(AB). Zeigen Sie, dass <apc = G-

Lisung. Wenn wir das Dreieck entlang der Seite AC' verdoppeln erhalten wir ein gleichseitiges
Dreieck A s¢pr, alle Innenwinkel betragen 7. Nachdem <4pc = % - <pap erhalten wir also, dass
<aBc = §-

Aufgabe 3. Wir betrachten einen Quader mit Seitenléngen a,b und c¢. Was ist der Abstand zwi-
schen zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten?

Losung. Zweimaliges Anwenden des Satzes von Pythagoras zeigt, dass der Abstand v a? + b2 + ¢?
betrégt.

Aufgabe 4. Wir betrachten das rechtwinklige Dreieck A 4pc. Bestimmen Sie den Flacheninhalt
des Dreiecks.
Hinweis: Fallen Sie das Lot von P auf die Gerade g(A, C).

C

| Winkelhalbierende

¢ va * B

ABBILDUNG 47.

Lésung. Es sei @ der FuBpunkt des Lots von P auf die Gerade g(A, C). Die Dreiecke Agpp und
Acqp sind kongruent nach dem Kongruenzsatz SWS (hierbei verwenden wir die Voraussetzung,
dass C'P die Winkelhalbierende bei C ist.) Also ist /(QP) = ¢(PB) = 1. Aus Aufgabe 2 wissen wir
nun, dass <gap = 5. Aus der Winkelsumme der Dreiecke folgt nun, dass auch <4cp = <gcp = §.
Die Dreiecke A 4op und Acpp sind nun kongruent nach dem Kongruenzsatz SWS. Insbesondere
ist /(CP) = {(AP) = 2. Aus dem Satz von Pythagoras folgt nun, dass

UCB) = \JUCPy? — (BP) = Vi—1 = V3.
Also betriagt der Flacheninhalt des Dreiecks % .3-4/3.

Aufgabe 5. Gibt es rechtwinklige Dreiecke, so dass alle Seitenléngen ganzzahlig sind?

Lésung. Ja, z.B. ist 3% + 4% = 52. Es gibt sogar unendlich viele solche Dreiecke, z.B. fiir jede Zahl
n € N, so dass 2n + 1 das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist, gilt (n + 1) = n? 4+ 2n + 1, d.h.
(n+1)? ist die Summe von zwei Quadraten von natiirlichen Zahlen.
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Winkelhalbierende

ABBILDUNG 48.
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