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LITERATUR

Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben reicht das Skript.
Das Skript der Vorlesung orientiert sich zumeist an

Forster: Analysis 11
Brocker: Analysis II.

Es kann also hilfreich sein, diese beiden Biicher begleitend zu studieren.
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1. METRISCHE RAUME

In diesem Semester wollen wir uns hauptséichlich mit Abbildungen R™ — R™ beschéftigen.
Wir beginnen mit dem Studium der Stetigkeit von solchen Abbildungen.

Wir werden die Stetigkeit nicht nur fiir solche Abbildungen betrachten, sondern etwas
allgemeiner fiir Abbildungen zwischen metrischen Réume. Diese Verallgemeinerung wird
uns im weiteren Verlauf noch von Nutzen sein.

1.1. Definition von metrischen Riumen.

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X, d.h. einer Abbildung

XxX — R202:{$ER’$20},
(z,y) = d(z,y),
mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = ¥,
(2) fir alle z,y € X gilt

d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(3) fiir alle z,y,z € X gilt

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Wir nennen d(z,y) manchmal den Abstand von x zu y.

Beispiel. Wir betrachten zuerst die Menge X = R™. Wie man leicht nachrechnen kann, ist
die euklidische Metrik

d((z1, . T0), (Y1y - Yn)) = é(mk—yky

in der Tat eine Metrik. Allerdings kann man auf X = R" auch noch viele andere Metriken
betrachten. Beispielsweise definiert auch

n

d((xlw"7xN)7(y1a'~-7yn)) = Z|xk_yk|

k=1

eine Metrik. Diese wird manchmal die Manhattan-Metrik ® genannt. Es gibt aber auch noch
ausgefallenere Metriken, beispielsweise ist

d((xlv s axn)> (yla s :yn)) = min {17 Z(zk - yk)Q}
\/ k=1
ebenfalls eine Metrik auf X = R".

'Warum? Wenn Sie zu Fuss von der Ecke ‘25th Street 6th Avenue’ zu ‘59th Street, 3rd Avenue’ gehen
wollen, wie messen Sie die Distanz beziiglich der Koordinaten (25,6) und (59, 3)?
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euklidischer Abstand +/(a; — b1)2 + (ag — b2)?
(b1> b?)

~__  Abstand in Manhattan:
]al — bl‘ + |CL2 - bz’

(a1, az)

ABBILDUNG 1. Die euklidische Metrik und die Manhattanmetrik auf R2.

Beispiel. Es sei X eine beliebige Menge, beispielsweise X = {1,2,3,...,k}, X = R" oder
X = C. Dann kann man leicht {iberpriifen, dass

] 0, fallsz =y,
d(z,y) = { 1 fallsz £y,

eine Metrik auf X definiert.

1.2. Normierte Vektorraume. In diesem Kapitel fithren wir die normierten Vektorraume
ein. Diese werden uns besonders wichtige Beispiele von metrischen Rdumen liefern.

Definition. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V.| — ||) bestehend aus einem Vek-
torraum V {iber R und einer Norm auf V', d.h. einer Abbildung
=1V = Ry
o= |z

mit folgenden Eigenschaften:

(1) || 0  genau dann, wenn z = 0,
(2) IAz]| = |A|- ||z fur alle A € Rund x € V' (Homogenitét)
3) Nz+yll < |lz|+ly| firallez,yeV (Dreiecksungleichung).

Beispiel. Wir betrachten zuerst den Vektorraum V' = R". Auf diesem Vektorraum gibt es
insbesondere folgende Normen

n
(1, ) lewt = >ooai (Euklidische Norm), und
k=1
|(z1, . 2)|lmae = max{|z1],...,|zk|} (Maximumsnorm)

In Ubungsblatt 1 werden Sie folgendes Lemma beweisen.
Lemma 1.1. Fir z = (z1,...,2,) € R" und jedes i € {1,...,n} gilt

|xz’ S Hmeax S HxHeukl S \/ﬁHmeax
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Beispiel. Wir konnen auch Normen auf anderen reellen Vektorrdumen betrachten. Bei-
spielsweise bildet

M(n x m,R) = Vektorraum der m x n-Matrizen

zusmmen mit

ie{l,...,n},je{l,...,m}}

()l = max{Ja
einen normierten Vektorraum.?
Folgender Satz folgt sofort aus den Definitionen:
Satz 1.2. Es sei (V.| —||) ein normierter Vektorraum. Dann ist
d(v,w) == v —w||
eine Metrik auf V.

Im Folgenden betrachten wir R™ durchgehend als normierten Vektorraum beziiglich der
Euklidischen Norm, aufler wir sagen explizit etwas anderes. Insbesondere betrachten wir
R™ als metrischen Raum beziiglich der Euklidischen Metrik. Dies wiederum bedeutet, dass
wir R durchgehend mit der Metrik d(z,y) = v/(z — y)? = |z — y| betrachten.

1.3. Vektorrdume von Abbildungen. Es sei X eine Menge, beispielsweise eine nicht-
leere Teilmenge von R", dann ist

F(X,R™) := alle Abbildungen X — R™

ein Vektorraum, ® denn je zwei Abbildungen ® kann man addieren, und jede Abbildung kann
man mit einem Skalar multiplizieren. Man kann zudem leicht verifizieren, dass mit diesen
Verkniipfungen alle Axiome eines reellen Vektorraums erfiillt sind. Das Nullelement im
Vektorraum F'(X, R™) ist hierbei die Abbildung, welche jedem Punkt € X den Nullvektor
in R™ zuordnet.

Beispiel. Wir erinnern an die Definition von linearer Unabhéngigkeit in einem Vektorraum.
Vektoren vq,...,v, in einem reellen Vektorraum V heiflen linear unabhdingig, wenn fiir

2Wenn man sich’s recht iiberlegt, dann sieht man, dass dieser normierte Vektorraum isomorph ist zum
normierten Vektorraum (R™, || — ||z )-

3Wie schaut’s aus mit dem Fall, dass X die leere Menge ist? Um diese Frage zu beantworten hilft es sich
genau zu liberlegen, was eigentlich eine Abbildung ist. Eine Abbildung f: A — B zwischen zwei Mengen ist
per Definition eine Teilmenge D C A x B, mit der Eigenschaft, dass es zu jedem a € A genau ein b € B gibt,
so dass (a,b) € D. (In der naiven Definition einer Abbildung ist also f(a) € B das eindeutig bestimmte
Element mit (a, f(a)) € D.) Wenn A = (), dann ist auch A x B = (}, und die (einzige) Teilmenge D = ()
besitzt die obige Eigenschaft. Wir haben also gezeigt, dass fiir A = () und einer beliebigen Menge B die
Menge der Abbildungen A — B aus genau einem Element besteht. Insbesondere ist dies ein Vektorraum.

4Genauer gesagt, wenn ¢, 1: X — R™ Abbildungen sind, dann definieren wir ¢ + 1) als die Abbildung,
welche fir © € X den Wert (p + ¢)(z) := ¢(z) + ¢(x) annimmt.
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beliebige Aq,..., A\ € R gilt
M1+ F Mo =0 = AN ==X =0.

Eine Abbildung ist genau dann null im Vektorraum der Abbildungen, wenn sie an allen
Punkten den Wert null annimmt. Es folgt also, dass Abbildungen fi,..., fr: X — R™
genau dann linear unabhéngig sind, wenn gilt:

MA@)+ -+ Mfi(z) =0firaller e X = A\ =---=X=0.

Dies bedeutet nicht, dass fiir jedes einzelne x die Vektoren fi(x),..., fx(x) linear un-
abhiingig sind. Beispielsweise werden wir in Ubungsblatt 1 sehen, dass die Funktionen
f(x) = sin(z), g(r) = 1+ 2? und h(z) = 2 — z auf R linear unabhiingig sind, obwohl fiir
jedes einzelne z die Vektoren f(z), g(z), h(z) € R! = R linear abhiingig sind.

Im folgenden Beispiel sehen wir auch, dass wir manchmal solche Vektorrdume von Ab-
bildungen als normierte Vektorrdume auffassen kénnen.

Beispiel. Es sei D C R eine Teilmenge. Dann bildet 8
V= alle beschréankten Funktionen D — R,

zusammen mit der Supremumsnorm

17l = sw{If@) |2 e D}.

einen normierten Vektorraum.®

Beispiel. Es seien a,b € R,a < b, dann bilden
C([a,b]) = Menge aller stetigen Funktionen |a,b] — R,

und die sogenannte L?-Norm

Al = A/ J) f(x)2de

einen normierten Vektorraum. Der Nachweis, dass dies ein normierter Vektorraum ist, ist
allerdings nicht ganz trivial. Die Aussage wird beispielsweise in Kapitel 18 von Forster:
Analysis I bewiesen.

Eine Abbildung, welche Werte in R annimmt, wird normalerweise als Funktion bezeichnet.

SWir haben diesen normierten Vektorraum schon am Ende von Analysis I kennengelernt. Es ist offen-
sichtlich, dass || — || die ersten beiden Eigenschaften einer Norm erfiillt. Wir miissen noch zeigen, dass || — ||
die Dreiecksungleichung erfiillt. Es seien also f,g € V, dann gilt

If+gll = sup{|f(@)+ )| eD}
sup {|£(@)| +19(@)| |« € D}
sup 4 |f(z)] |z € D} +sup{

IN

IN

9@)l|x €D} = IIfll+ gl
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1.4. Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Riumen.

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
(1) Es sei x € X und r > 0, dann heifit

B(v) = {y € X |d(x,y) <r}

die offene Kugel um x mit Radius r.
(2) Eine Teilmenge A C X heifit offen, wenn es zu jedem a € A ein r > 0 gibt, so dass

B,(a) C A.

Wir wollen zuerst ausfithrlich den metrischen Raum X = R mit d(x,y) = |z — y| be-
trachten. Fiir jedes z € R und r > 0 gilt dann B,(x) = (x —r,z + ). Das folgende Lemma
besagt, dass die Intervalle, welche wir in Analysis I als ‘offene Intervalle’ bezeichnet hatten,
auch offen im obigen Sinne sind.

Lemma 1.3. Es seien —c0 < a < b < o0o. Dann ist das Intervall (a,b) eine offene
Teilmenge von R.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass a und b reelle Zahlen sind. Es sei nun = € R.
Dann gilt fir r = min{z — a,b — 2z}, dass B,(x) C (a,b). Die anderen Félle des Lemmas
werden ganz dhnlich bewiesen. 0

Andererseits ist ein Intervall von der Form [a,b) nicht offen, weil es fir x = a kein
geeignetes r > 0 gibt. Ganz analog sind auch Intervalle von der Form (a, b] und [a, b] nicht
offen. Die Intervalle, welche offen im obigen Sinne sind, sind also genau die Intervalle, welche
wir in Analysis I als offen bezeichnet hatten.

Folgendes Lemma folgt sofort aus den Definitionen.

Lemma 1.4. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist X eine offene Menge und die
leere Menge ist ebenfalls eine offene Menge.

Beweis. Die Teilmenge A := X ist offen, weil fiir jedes x € A = X der Radius r = 1 die
gewiinschte Eigenschaft besitzt.

Die leere Menge besitzt per Definition kein einziges Element, also gibt es bei der Offenheit
auch nichts zu iiberpriifen, d.h. die leere Menge ist offen. O

Wir hatten B,(x) als ‘offene Kugel’ bezeichnet. Das folgende Lemma besagt, dass dies
in der Tat eine korrekte Verwendung vom Adjektiv ‘offen’ ist.

Lemma 1.5. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r > 0. Dann ist B,(z) C X
eine offene Teilmenge.
Beweis. Es sel y € B,.(z). Wir setzen s := d(x,y). Per Definition von B, (z) gilt s < r. Wir

setzen nun ¢t := r — s. Nachdem t > 0 geniigt es folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung.
Bi(y) € Bi(x).
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ABBILDUNG 2. Skizze fiir den Beweis von Lemma I3

Es sei also z € By(y). Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) < s+t = .

Wir haben also gezeigt, dass wie gewiinscht, z € B,(x). O

Satz 1.6. Es sei X ein metrischer Raum. ®

(1) Wenn Uy,...,Uy offene Teilmengen von X sind, dann ist auch die Schnittmenge
UlﬂUgﬂ"'ﬂUk oﬁen.

(2) Es sei Us,i € I eine Familie ® von offenen Teilmengen, dann ist die Vereinigungs-
menge U;crU; ebenfalls offen.

Bemerkung.

(1) Anders ausgedriickt, der Satz besagt, dass die Schnittmenge von endlich vielen
offenen Mengen wiederum offen ist, und dass die Vereinigung von beliebig vielen
offenen Mengen wieder offen ist.

(2) Die Schnittmenge von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen nicht
offen. Beispielsweise sind die Mengen U, := (=1, 1) ¢ R,n € N offen, aber die

n’n

Schnittmenge N>, U, besteht nur aus {0}, aber {0} C R ist nicht offen.
Bewezs.
(1) Essei x € Uy NUy N --- N Ug. Nach Voraussetzung existiert fiir jedes i € {1,...,k}

ein €; > 0, so dass B, (z) C U;. Wir setzen € := min{ey, ..., ¢}. Dann gilt fiir jedes
ie{l,...,k}, dass B.(z) C B, (z) C U;. Also folgt, dass

Bmin(el,...,sk)(x> C Ul N U2 n---N Uk

"Wenn nichts anderes angegeben ist, dann wird die Metrik immer mit d bezeichnet, d.h. ‘sei X ein
metrischer Raum’ ist kurz fiir ‘sei (X, d) ein metrischer Raum’.

8Auf gut Deutsch heift das Folgendes: T ist eine Menge (z.B. {1,...,k} oder N, aber I kann auch z.B.
iiberabzihlbar sein), und jedem Element i € I ist eine Menge U; zugeordnet. Siehe auch:

http://de.wikipedia.org/wiki/Familie_(Mathematik)
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(2) Es sei x € U;e;U;. Dann existiert insbesondere ein ¢ € I, so dass x € U;. Nach
Voraussetzung existiert ein € > 0, so dass B.(z) C U;. Dann gilt aber auch, dass

B(x) c U; c [JU.

i€l
0

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Wir nennen eine Teilmenge U von X abgeschlos-
sen, wenn X \ U offen ist.

Beispiele.
(1) Es seien a,b € R, a < b, dann ist [a,b] C R abgeschlossen, denn das Komplement

R\ [a,b] = (—00,a)U (b,00)
offen offen

ist die Vereinigung zweier offener Mengen, also nach Satz [ ebenfalls offen. Ganz
analog zeigt man auch, dass Intervalle der Form (—o0, a] und [a, 00) abgeschlossen
sind. Andererseits kann man nun auch leicht sehen, dass diese drei Typen von Inter-
vallen die einzigen Intervalle sind, welche abgeschlossen sind. Die Intervalle, welche
im obigen Sinne abgeschlossen sind, sind also genau die Intervalle, welche wir in
Kapitel 7 von Analysis I als abgeschlossen bezeichnet hatten.

(2) Es gibt auch Mengen, welche weder offen noch abgeschlossen sind. Beispielsweise ist
fiir reelle Zahlen a < b das halb-offene Intervall (a, b] weder offen noch abgeschlossen
in R.

(3) Essei X ein metrischer Raum, dann sind nach Lemma I4 die ganze Menge X und
die leere Menge offen. Thre Komplemente sind per Definition abgeschlossen, also
sind die leere Menge und X auch abgeschlossen.

(4) Das vorherige Beispiel besagt inbesondere, dass die leere Menge und die ganze Men-
ge X sowohl abgeschlossen als auch offen sind. Man kann nun zeigen, dass beziiglich
der {iiblichen euklidischen Metrik dies auch die einzigen Teilmengen von R"™ sind,
welche sowohl offen als auch abgeschlossen sind. ®

(5) Es sei X ein metrischer Raum und # € X. In Ubungsblatt 1 werden wir sehen, dass
{z} C X abgeschlossen ist.

Das folgende Lemma ist das Analogon von Satz @ fiir abgeschlossene Teilmengen.

Lemma 1.7. FEs sei (X,d) eine metrischer Raum. Dann gilt:

(1) die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossen Teilmengen ist abgeschlossen,
(2) der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist wiederum abge-
schlossen.

9Fiir n = 1 ist dies eine schéne Ubungsaufgabe, fiir n > 2 ist das auch schon, aber etwas schwieriger.
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Im Beweis von Lemma 7 werden wir folgende elementare Aussage verwenden: fiir be-
liebige Teilmengen A, B von einer Menge M gilt
M\(AUB) = (M\A)N(M\B)
und
M\(ANB) = (M\A)U(M\ B).

Dies folgt sofort aus den Definition und elementarer Logik. Man kann dies auch mithilfe
von Abbildung B verifizieren.

M\ (ANB) = (M\ A)U(M\B)

M\ (AUB) = (M\ A)n(M\ B)

ABBILDUNG 3.

Beweis. Es sei (X, d) eine metrischer Raum.

(1) Es seien also Ay, ..., Ay C X abgeschlossene Mengen von (X, d). Dann gilt, wie wir
oben gesehen haben, dass

k
X\ (AU U4 = X\ 4,

aber nach Voraussetzung sind die Mengen X \ A; offen, und nach Satz I8 (2) ist
die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

(2) Der Beweis der zweiten Aussage des Lemmas verlduft nach dem gleichen Schema wie
der Beweis der ersten Aussage. Es sei also {A;};c; eine Familie von abgeschlossenen
Teilmengen von X. Dann gilt

X\ N4 = 4,

aber dies ist nach Satz @ (1) eine offene Menge.
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Bemerkung. Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Teilmengen ist nicht
notwendigerweise abgeschlossen. Ein Beispiel dafiir ist gegeben durch

1 1
—1+—,1——] = (-1,1
U o l= (—-1,1)

neEN O /

~
abgeschlossen offen

oder alternativ durch

U {z} = (=11
z€ (7 171) N~~~ N—
abgeschlossen offen

Fiir die Formulierung vom letzten Satz des Kapitels benotigen wir noch folgende Defini-
tion.

Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und = € X. Eine Umgebung von z ist eine
Teilmenge von X, wenn es eine offene Teilmenge V™ von X gibt, mit der Eigenschaft, dass

zeVund V CU.

Beispiel.

(1) Wenn U eine offene Teilmenge von X ist, welche x enthélt, dann folgt sofort aus
den Definitionen, dass U eine Umgebung von z ist. Nachdem U offen und eine
Umgebung von z ist, nennen wir U manchmal auch eine offene Umgebung von x.

(2) Es sei z = 1 € R. Dann ist fiir jedes € > 0, dass Intervall (1 —¢,1 + €) eine offene

Umgebung von 1. Weitere Beispiele von Umgebungen von 1 € R sind gegeben durch
[0,2), (=00, 3] und R.

Satz 1.8. (Hausdorffsches Trennungsaxiom) FEs sei X ein metrischer Raum und es
seien x,y € X zwei verschiedene Punkte. Dann existieren offene Umgebungen U von x und
V won y, welche disjunkt sind, d.h. UNV = (.

Beweis. Es sei X ein metrischer Raum und es seien x,y € X zwei verschiedene Punkte.
Wir setzen € := id(z,y). Dann folgt aus Lemma I3, dass U := B(z) und V := B(y)
Umgebungen von = bzw. y. Wir miissen nun noch zeigen, dass diese disjunkt sind.
Nehmen wir an, es gibt einen Punkt z € UN V. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung,
dass
2¢ = d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < e+e€ = 2e.
Zusammengefasst folgt, dass 2¢ < 2e. Wir erhalten also einen Widerspruch. 0

1.5. Der Rand einer Teilmenge eines metrischen Raums (x). Dieses Kapitel ist
nicht offizieller Teil der Vorlesung.

Definition. Es sei Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Wir sagen x € X ist
Randpunkt von Y, falls jede Umgebung von x sowohl einen Punkt von Y als auch einen
Punkt von X \ Y enthélt. Die Menge aller Randpunkte von Y heifit der Rand von Y und
wird mit dY bezeichnet.

10Beispielsweise eine offene Kugel B, (z) mit 7 > 0.
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B(y)

ABBILDUNG 4. Skizze zum Beweis von Satz .

Bemerkung. Wie in der Bemerkung vor Lemma T3 kann man Folgendes zeigen: Ein Punkt
x € X ist ein Randpunkt von Y, genau dann, wenn jede Kugel B, (z) um x sowohl einen
Punkt von Y als auch einen Punkt von X \ Y enthilt.
Beispiel.

(1) Es seien a,b € R, a < b. Die Randpunkte der Intervalle

(a,b), (a,b] und [a,b) C R
sind @ und b. ™
(2) Der Rand der n-dimensionalen Kugel

D";:{UGR”

ol <1},

Joll =1},

Satz 1.9. FEs sei X ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt:

(1) Y\ 9Y ist offen,
(2) YUY ist abgeschlossen,
(3) 9Y ist abgeschlossen.

ist die (n — 1)-dimensionale Sphére

Sn—lo.= {UGR”

Beweis. Es sei X ein metrischer Raum und Y C X.
(1) Es sei also y € Y\ 9Y. Wir miissen zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(y) C
Y\ 8Y.

Un der Tat, jedes Intervall (a — 7, a + ) enthélt einen Punkt von (a,b) und einen Punkt auBerhalb
von (a,b), also ist a ein Randpunkt von (a,b). Genauso zeigt man, dass b ein Randpunkt von (a, b). Wenn
z € (a,b), dann gibt es ein r > 0, so dass (x —r,x + 1) C (a,b), also ist € (a,b) kein Randpunkt von
(a,b), und genauso zeigt man, dass ein Punkt x € (—o0, a) U (b, 00) kein Randpunkt von (a,b) ist.



ANALYSIS IT - SOMMERSEMESTER 2015 15

Nachdem jede Umgebung von y insbesondere y enthélt, und nachdem y ¢ 9Y
existiert eine Umgebung U von y, welche keinen Punkt von X \ Y enthélt. Per
Definition von Umgebung gibt es nun ein € > 0, so dass B.(y) C U C Y.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass B.(y) N 9Y = (). Sei z € B(y). Nach Lem-
ma [3 ist B.(y) eine offene Teilmenge, insbesondere ist B, (y) eine offene Umgebung
von z. Aber die Umgebung B.(y) von z enthélt keinen Punkt von X \ Y, also kann
z kein Randpunkt sein.

(2) Wir setzen Y’ := X \ Y. Aus der Definition folgt sofort, dass 0Y = 9Y’. Es folgt,
dass
YUY = (X\Y)UdY' = X\ (Y'\aY)
offen nach (a)

abgeschlossen ist.
(3) Wir setzen Y’ := X \ Y. Aus (a) folgt, dass

X\9Y = (YUY)\oY = (Y\9Y)U(Y'\ oY)
offen ist, insbesondere ist Y C X abgeschlossen.

O

1.6. Topologische Rdume. Wir betrachten jetzt die sogenannten topologischen Raume.
Diese kann man als eine Verallgemeinerung des Begriffes des metrischen Raumes auffassen.
Topologische Rdume werden in dieser Vorlesung eine eher untergeordnete Rolle spielen, aber
fiir die meisten hoheren Vorlesungen in der reinen Mathematik (z.B. Funktionalanalyis,
Topologie, algebraische Geometrie, Zahlentheorie) ist dies ein sehr wichtiger Begriff.

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T ), wobei X eine Menge ist und 7 eine
Topologie auf X, d.h. T ist eine Menge von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:
(1) die leere Menge und die ganze Menge X sind in 7 enthalten,
(2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in T,
(3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen in T ist wiederum eine Menge in 7.

Beispiel.
(A) Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann folgt aus Lemma 4 und Satz [C3, dass
T := alle offenen Teilmengen von (X, d)

eine Topologie auf X ist.

(B) Sei X eine Menge, dann ist 7 = {0, X'} eine Topologie auf X. Diese Topologie wird
manchmal die triviale Topologie auf X genannt.

(C) Sei X eine Menge und T die Menge aller Untermengen von X. Dann ist 7 eine
Topologie auf X. Die Topologie wird oft auch als die diskrete Topologie auf X
bezeichnet.

(D) Sei X =R und es sei T wie folgt definiert:

entweder ist U = (), oder

veT U ist das Komplement von endlich vielen Punkten in R.
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Beispielsweise liegen (), R\ {7}, R\ {—1,v/2} aber auch R (als Komplement von null
Punkten) in 7. Es folgt nun leicht aus den ‘Rechenregeln’ fiir die Mengenlehre nach
Lemma 2, dass T eine Topologie auf X = R ist. ™

Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(1) Die Mengen in 7 werden offen genannt.

(2) Eine Teilmenge U von X heifit abgeschlossen, wenn X \ U offen ist.

(3) Sei z € X. Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x, falls es eine offene Menge
V gibt, so dass x € V C U. Wir sagen U ist eine offene Umgebung von x, wenn U
zudem offen ist.

Definition. Ein topologischer Raum heifit Hausdorff, wenn es zu zwei verschiedenen Punk-
ten z # y disjunkte offene Umgebungen U von x und V' von y gibt.

Beispiel. Wir iiberpriifen, ob die obigen Beispiele Hausdorff sind:

(A) Es folgt aus Satz [R, dass der einem metrischen Raum zugeordnete topologische
Raum Hausdorff ist.

(B) Wenn X mindestens zwei Elemente hat, dann ist (X, 7") nicht Hausdorff.

(C) Diese Topologie ist Hausdorff, denn, fiir gegebene x # y kénnen wir U = {z} und
V = {y} wihlen.

(D) Diese Topologie ist nicht Hausdorff, denn die Schnittmenge von zwei nichtleeren
offenen Mengen in (X,7) ist nichtleer, es gibt also keine disjunkten nichtleeren
offene Teilmengen in (X, 7).

Wir beschlieflen das Kapitel mit folgendem Lemma.

Lemma 1.10. FEine Menge in R™ ist offen beziiglich der euklidischen Norm, genau dann,
wenn sie offen ist beztiglich der Mazximumsnorm.

Anders ausgedriickt, die euklidische Norm und die Maximumsnorm definieren die gleiche
Topologie auf R™. Es gilt sogar eine stirkere Aussage: alle Normen auf R™ definieren die
gleiche Topologie. Nachdem wir diese Aussage nicht bendtigen werden wir diese auch nicht
beweisen. ™

2Djeses Beispiel von einem topologischen Raum dhnelt etwas der Zariski-Topologie auf R, siche
http://de.wikipedia.org/wiki/Zariski-Topologie
B3Diese Aussage gilt ganz allgemeiner fiir Normen auf endlich dimensionalen Vektorriumen (nachdem

diese alle isomorph zu einem R™ sind), aber die Aussage ist falsch fiir Normen auf unendlich dimensionalen
Vektorrdumen.
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Beweis. Zur Erinnerung, fiir (z,...,x,) € R™ schreiben wir
(1, @) llewn = (euklidische Norm)
(1, o ) lmae = max{|z1], ..., |z.|} (Maximumsnorm).

Zudem bezeichnen wir fiir x € R™ und € > 0 mit
Bel(x) = {y € B[z~ yllows < ]
den euklidischen e-Ball um z und wir betrachten aulerdem

Bret(z) = {y ER"| |1z = Yllmax < e}.

Es folgt sofort aus der Definition von offenen Mengen in normierten Vektorrdumen, dass
es geniigt folgende Behauptung zu beweisen. ™
Behauptung. Es sei x € R™ beliebig. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) fiir alle € > 0 gibt es ein ¢ > 0, so dass B7*(x) C B®*(z), und
(2) fiir alle € > 0 gibt es ein ¢ > 0, so dass B (z) C B™(z).

In Ubungsblatt 1 werden Sie diese Behauptung beweisen. Genauer gesagt, Sie werden
mithilfe von Lemma I zeigen, dass fiir alle x € R™ und € > 0 gilt, dass

Beqfkl x) C quax x) C Beukl 7).
Pi(a) © BYa) © BMG)

Die Aussage wird fiir n = 2 in Abbildung B skizziert. 0
Bfukl( ’I)
B (a)
V3

T

—

B ()

ABBILDUNG 5. Skizze zum Beweis von Lemma 10

1410 der Tat, nehmen wir an wir haben diese Behauptung bewiesen. Es sei U eine Teilmenge in R",
welche offen ist beziiglich der euklidischen Norm. Wir miissen zeigen, dass U auch offen ist beziiglich der
Maximumsnorm. Sei also € U. Nach Voraussetzung exist also ein ¢ > 0, so dass B¢**(z) C U. Die
Behauptung besagt dann, dass es ein € > 0 gibt, so dass B7%*(z) C Bf*!(z). Insbesondere ist also
Bkl (z) in U enthalten. Wir haben also gezeigt, dass U offen ist beziiglich der Maximumsnorm.
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2. KONVERGENTE FOLGEN UND STETIGE ABBILDUNGEN
2.1. Konvergenz von Folgen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und (xy)ren eine Folge von Punkten aus X. Wir
sagen (x)ken konvergiert gegen den Grenzpunkt v € X, wenn

V 3V dag,z) <e

>0 KeN k>K

Wie iiblich schreiben wir in diesem Fall klim Tp = .
—00

Die Definition ist wort-wortlich die gleiche wie die Konvergenz von reellen Folgen, der
einzige Unterschied ist, dass wir den Absolutbetrag |zy — | durch den Abstand d(z,x)
ersetzt haben. Nachdem der Abstand die gleichen Eigenschaften wie der Absolutbetrag
erfiillt erhalten wir die gleichen Aussagen. Beispielsweise beweist man wort-wortlich wie im
Beweis von Satz 3.1 in Analysis I, dass der Grenzpunkt, wenn er existiert, eindeutig ist.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine Ubungsaufgabe im 1. Ubungsblatt.

Lemma 2.1. Es sei X ein metrischer Raum und (xy)gen eine Folge von Punkten aus X.
Dann qilt fir z € X, dass

lim z, =2 < i 4 V x,eU.
ko0 Umgebungen KeN k2K
Uvonzx

Bemerkung.

(1) Das Lemma besagt unter anderem, dass es bei der Konvergenz von Folgen nicht
auf die Metrik ankommt, sondern auf die offenen Mengen. Beispielsweise hatten wir
gesehen, dass auf dem Vektorraum R” die euklidische Norm und die Maximumsnorm
die gleichen offenen Mengen definieren. Es folgt also aus Lemma P71, dass eine Folge
von Punkten in R™ genau dann beziiglich der euklidischen Norm konvergiert, wenn
sie beziiglich der Maximumsnorm konvergiert.

(2) Die Formulierung fiir Konvergenz, welche in Lemma P11 gegeben ist, hat zudem den
Vorteil, dass sie auch Sinn fiir topologische Riume macht.™

Folgendes Lemma wird im 2. Ubungsblatt bewiesen.

Lemma 2.2. Es sei X ein metrischer Raum und A eine abgeschlossene Teilmenge. Es sei
(xk)ken eine Folge von Punkten in A. Wenn die Folge in X konvergiert, dann liegt der
Grenzwert ebenfalls in A.

Beispiel. Es sei X = R und A = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Lemma P72 besagt, dass
wenn (xy) eine Folge von Zahlen in [a, b] ist, welche in R konvergiert, dann liegt auch der
Grenzwert in [a, b]. Diese Aussage folgt beispielsweise auch aus Satz 3.4 in der Analysis I.

In dieser Vorlesung werden wir durchgehend folgende Konvention verwenden.

15 Aber gilt dann bei topologischen Réumen noch die Eindeutigkeit vom Grenzpunkt?
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Konvention. Wenn x ein Punkt in R™ ist, dann bezeichnen wir fiir ¢ € {1,...,n} mit x;
die i-te Koordinate von z. Insbesondere ist also x = (z1,...,z,).

Satz 2.3. Es sei (x1,)ren eine Folge von Punkten in R™ und es sei y € R™. ™ Dann gilt

limz, =y < limxy, =vy; firallei=1,... n.
k—o0 k—o00

Bemerkung.

(1) Dieser Satz erlaubt es uns die Konvergenz von Folgen im R™ auf das Studium der
Konvergenz von Folgen von reellen Zahlen zuriickzufiihren. Insbesondere kénnen
wir die Konvergenz von Folgen im R™ mithilfe der Methoden aus der Analysis I
studieren.

(2) Der Satz ist ganz &hnlich dem Satz 9.6 aus der Analysis I, dieser besagt, dass eine
Folge {2, }nen von komplexen Zahlen konvergiert, genau dann, wenn die Realteile
und Imaginérteile von den Folgengliedern konvergieren. Der Beweis von Satz P23 ist
dementsprechend fast der gleiche wie der Beweis von Satz 9.6 in der Analysis 1.

Beweis. Wir erinnern zuerst daran, dass wir in Lemma [T gezeigt hatten, dass fiir einen
Punkt z = (z1,...,2,) € R" und jedes i € {1,...,n} gilt

(2.1) ;] < |zl < vVonmax{|xy],...,|z.|}-

Der Satz folgt nun leicht aus diesen beiden Ungleichungen und aus Standard-Argumenten.
Der vollsténdigkeithalber fithren wir das Argument noch ausfiihrlich aus. Nehmen wir zuerst
an, dass limy_, oz = y. Es gilt also:

V 3V |lo—yl<e

>0 KeN k>K
Es sei nun ¢ € {1,...,n}. Wir miissen zeigen:

V 3 V |z —wl<e

n>0 LEN I>L
Sei also n > 0. Wenn wir € = 7 setzen, erhalten wir ein K € N, so dass fiir alle £ > K gilt,
|z — y|| < e. Dann folgt aber aus (2), dass fiir alle | > L := K gilt
o=yl < o=yl < e =

Nehmen wir nun an, dass fiir alle ¢ = 1,...,n gilt, dass limy_,o zr; = y;. Wir wollen
zeigen, dass limy,_, . xr = y, d.h. wir wollen zeigen, dass

V 4 V ||o—yll<e

>0 KeN k>K

Sei also € > 0. Sei nun i € {1,...,n}. Nachdem limy_,, zx; = y; existiert insbesondere ein
L; € N;sodass firalle k > L; gilt: |z —y;| <n = \/Lﬁ Wenn wir nun K := max{L1,...,L,}

16WWie oben erwithnt, wenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir R” mit der euklidischen
Norm.
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setzen, dann gilt fiir alle £ > K, dass

lox =yl < vimax{ |z = wil oo =l b < e
—— ——
<77:% <n:ﬁ

O

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (zy)ren heiBBt Cauchy-Folge, wenn
gilt
= \4 d(%k,l’l) < €.

>0 KeN kI>K

Auch diese Definition ist fast wort-wortlich die gleiche wie die Definition einer Cauchy-
Folge von reellen Folgen. Genau wie in Analysis [, Satz 4.1, kann man zeigen, dass jede
konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist.

Definition. Ein metrischer Raum heift vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.
Beispiel.

(1) Aus Analysis I wissen wir, dass R vollsténdig ist.

(2) In Satz 9.8 aus der Analysis I hatten wir schon gesehen, dass der reelle Vektorraum
C mit d(w, z) = |z — w| vollstandig ist.

(3) Es folgt aus der Vollstandigkeit von R” und aus Satz P23, dass R™ ebenfalls vollsténdig
ist. ™

(4) Die Menge X = R\ {0} mit der Metrik d(z,y) = |z — y|, ist nicht vollstdndig, denn
T = % ist eine Cauchyfolge, welche in X nicht konvergiert.

(5) Die Menge X = Q mit der Metrik d(z,y) = |z — y| ist ebenfalls nicht vollsténdig,
nachdem es beispielsweise eine Folge von rationalen Zahlen gibt, welche gegen die
irrationale Zahl v/2 konvergiert.

(6) Wir betrachten den Vektorraum

C([-1,1]) = {alle stetigen Funktionen [—1,1] — R},

Auf dieser Menge betrachten wir die Metriken d und e, welche definiert sind durch™

A(f.9) = max{|f(x) - g(@)| |w € [-1,1]]

beziehungsweise

e(f.g) = f1 f(z) — g(x)| dx.

Satz 16.3 aus der Analysis I besagt, dass die Menge C([—1, 1]) zusammen mit der
Metrik d vollstandig ist.

1"Genauer gesagt: Es sei (zk)ken eine Cauchy—Folge in R”, dann kann man &hnlich wie in Satz 223
zeigen, dass fiir jedes i € {1,...,n} die Folge von reellen Zahlen (zy;)ren eine Cauchyfolge ist. Nachdem R
vollsténdig ist, existiert fiir jedes ¢ € {1,...,n} ein y; € R, so dass limy_, o zx; = y;. Dann folgt aber aus
Satz P33, dass limg_yeo x = (Y1, -+, Yn)-

18Djese Definition macht Sinn, denn die stetige Funktion |f(z) — g(z)| nimmt ein Maximum an.
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Wir werden im Folgenden sehen, dass hingegen die Menge C'([—1, 1]) zusammen
mit der Metrik e nicht vollsténdig ist. Wir betrachten dazu die Folge von Funktionen

fo:[-1,1] — R
0, wennzx € [—1,0),
T nz, wemn z € [0, 1),
1,  wennuz € [L1].

Die Graphen der Funktionen f, mit n = 1,2,3 werden in Abbildung B skizziert.
Dann gilt fiir n > m, dass ™

N ==
[a—

ABBILDUNG 6.

1

e(for fr) = / 1) = fu@)lde <

Es folgt, dass (f,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich der Metrik e ist.

Andererseits konvergiert die Folge nicht in dem metrischen Raum (C([—1, 1]), d).
In der Tat, wenn es einen Grenzpunkt f der Folge (f,)nen in (C([—1,1]), d) géibe,
dann miisste gelten f(x) = 0 fir x € [—-1,0) und f(x) = 1 fir x € (0,1]. Aber es

gibt keine stetige Funktion auf [—1, 1] mit solchen Eigenschaften.

2.2. Stetige Abbildungen. Die folgende Definition der Stetigkeit von Abbildungen zwi-

schen zwei metrischen Rdumen ist wort-wortlich die gleiche wie fiir die Stetigkeit einer
Funktion f: R — R.

Djese Ungleichung beweist man wie folgt: die Funktionen f, und f,, besitzen die gleichen Werte
auBerhalb vom Intervall [0, L] haben, und auf dem Intervall [0, L] gilt | f(2) — fm(2)| < 1. Also gilt

’m

d(fs ) / (@) = ()| dz = /0* fa(@) = f(@)|dz < —.

m
<1

20 Andererseits ist (fn)nen keine Cauchy-Folge beziiglich der Metrik d. Warum?
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Definition. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Raumen. Fiir zy € X
definieren wir

f ist stetig im Punkt 7y <= V 3 Vo d(f(z), f(z)) < e

e>0 6>0 zeBs(zo0)

Wir sagen f ist stetig, wenn f in jedem Punkt stetig ist.

Beispiele.

(1) Fiir Abbildungen R — R ist dies genau der gleiche Stetigkeitsbegriff wie in der
Analysis 1.

(2) Wie in Analysis I, Lemma 6.1 zeigt man, dass die Identitéitsabbildung f(z) = =
auf einem metrischen Raum stetig ist. Zudem ist auch jede konstante Abbildung
zwischen metrischen Rdumen stetig.

(3) In Ubungsblatt 2 werden wir zeigen, dass fiir jedes j die Projektion

R* — R
(U1, Un) 0,
von R™ auf die j-te Koordinate stetig ist.

(4) Es sei X eine Menge und d die Metrik

)1, fallsz =y,
d(z,y) = { 0, fallsx #y.

Es sei (Y, e) ein weiterer metrischer Raum, dann ist jede Abbildung X — Y stetig.
In der Tat, fiir jedes € > 0 hat 6 = % die gewiinschte Eigenschaft.

Der Beweis von Satz 6.3 aus der Analysis I {ibertragt sich auch wort-wortlich und liefert
uns folgendes Lemma.

Lemma 2.4. FEs sei X ein metrischer Raum und es seien f,g: X — R zwei stetige Funk-
tionen 2, zudem sei A € R. Dann sind die Funktionen

f+g9g: X — R
= f(z)+9(x)
frg: X — R
z = flz) g(z)
und
A-f: X —- R
stetig. Falls g(x) # 0 fir alle v € X, dann ist auch die Funktion
L.x 5 r
g

f(z)
S ATe)

—

stetig.

2I1Wir verwenden normalerweise das Wort ‘Funktion’ fiir Abbildungen nach R oder R”.
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Das folgende Lemma wird ganz analog zu Satz 223 bewiesen.

Lemma 2.5. Es sei X ein metrischer Raum und es sei

f=0, - fa): X — R"

eine Abbildung. Dann gilt:
f: X = R" ist stetig <= fir allei € {1,...,n} ist die Funktion f;: X — R stetig.
Lemma 2.6. Es sei A eine reelle m x n—Matriz. Dann ist die Abbildung
RrR* — R™
v = Av
stetig.

Beweis. Sei also A = (a;;) eine reelle m x n-Matrix. Aus Lemma 23 folgt, dass es gentigt
zu zeigen, dass fiir jedes ¢ die Abbildung

R* — R
(U1, ..., 0n) = apU1 + -+ QU
stetig ist. Auf Seite 2 hatten wir schon erwéhnt, dass fiir jedes j die Projektion
R* — R
(U1, ..., 0) =
stetig ist. Es folgt nun aus Lemma 24, dass die Funktionen
(V1,..,0n) = apvy + -+ AU,
wie gewiinscht stetig sind. O

Der néchste Satz besagt, dass wir bei stetigen Abbildungen ‘die Abbildung und den
Grenzwert vertauschen konnen’. Der Satz wird genau wie Satz 6.8 in Analysis I bewiesen.

Satz 2.7. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
Dann gilt fiir jede konvergente Folge (xy)gen in X, dass

lim f(xg) = f( lim xk>
k—o00 k—o00

Der folgende Satz gibt drei verschiedene dquivalente Definitionen von Stetigkeit. Der
Beweis des Satzes ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 2.

Satz 2.8. FEs sei f: X = Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Rdaumen. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) f st stetig,
(2) fiir jede offene Menge U in'Y ist auch das Urbild f~(U) offen,
(3) fiir jede abgeschlossene Menge A in'Y ist auch das Urbild f~(A) abgeschlossen.

Bemerkung.
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(1) Der Satz besagt also, dass es bei der Stetigkeit nur auf die offenen Mengen ankommt.
Insbesondere folgt aus dem Satz und aus Lemma IO, dass bei einer Abbildung
R"™ — R™ der Begriff der Stetigkeit nicht davon abhéngt, ob wir mit der euklidischen
Norm oder der Maximumsnorm arbeiten.

(2) Die Definition der Stetigkeit iiber die offenen Mengen macht auch Sinn fiir Abbil-
dungen zwischen beliebigen topologischen Réumen.

Satz 2.9. Es seien f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen
Rdumen. Dann ist die Verkniipfung go f: X — Z ebenfalls stetig.

Beweis. Aus Satz I8 folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass fiir jede offene Teilmenge U C Z
auch das Urbild (go f)~1(U) C X offen ist.
Es sei also U C Z offen. Dann gilt

(go /)THU) = fTHg'(U)).

Aber g7 (U) C Y ist offen, weil g stetig und U offen. Dann ist aber auch f~!(g~!(U)) offen,
weil f stetig und ¢g~1(U) offen ist. O

Man kann den Satz auch genau wie in Analysis I, Satz 6.7 zeigen, man muss nur in
dem Beweis von Satz 6.7 die Absolutbetrage durch die Metriken auf X, Y und Z ersetzen.
Allerdings ist der obige Beweis von Satz 229 deutlich einfacher als der urspriingliche Beweis
in Analysis I. Dies ist ein Beispiel dafiir, dass die Formulierung der Stetigkeit iiber offene
Mengen viele Beweise vereinfacht.

Beispiel. Wir betrachten

M(n,R) = alle reellen n x n-Matrizen,
GL(n,R) = alle invertierbaren n x n—Matrizen.

Die Abbildung
det: M(n,R) — R
A — det(A)

ist stetig. @ ® Nachdem die Funktion det stetig ist, und nachdem R\ {0} C R offen ist,
folgt aus Satz I8, dass

GL(n,R) = {A€ M(n,R)|det(A) #0} = det '(R\ {0})

22Hierbei verwenden wir folgende ganz allgemeine Aussage, wenn f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen
zwischen Mengen sind, dann gilt ganz allgemein fiir S C Z, dass

(go /)THU) = fHg~H (V).
Diese Aussage folgt sofort aus der Definition von Verkniipfung von Abbildungen und der Definition vom
Urbild einer Teilmenge.
Z3Wir betrachten dabei M (n,R) als metrischen Raum mit ||(a;;]| = max{|a;||i,5 € {1,...,n}}.
2Dies folgt aus Lemma 24 und aus der Leibniz-Formel, welche insbesondere besagt, dass die Determi-
nante ein Polynom in den Eintrigen der Matrix ist.
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eine offene Teilmenge von M (n,R) ist. &
Definition. Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Raumen. Wir sagen f
ist ein Homdomorphismus, wenn gilt:

(1) f ist stetig,
(2) f ist bijektiv,
(3) die Umkehrabbildung f~! ist stetig.

Wenn es einen solchen Homoomorphismus zwischen X und Y gibt, dann sagen wir, dass
X und Y homdéomorph sind.
Beispiel.
(1) Die metrischen Rédume R und (—1,1) sind homomorph. In der Tat, die Abbildung
ffR = (-1,1)
x oo 2 arctan(z)
™
ist stetig und bijektiv, und die Umkehrabbildung 2 — tan(5z) ist ebenfalls stetig.
(2) Auf Seite 96 in Analysis I hatten wir schon gesehen, dass es stetige, bijektive Ab-

bildungen gibt, deren Umkehrfunktion nicht stetig ist. Wir geben hier noch ein
weiteres Beispiel. Die Abbildung

f: X :=[0,2r) — Y :={(z,y) e R*|22+ 4> =1}
t — (cos(t),sin(t))

ist stetig und bijektiv, aber die Umkehrabbildung f~! ist im Punkt (1,0) nicht
stetig.?® &

X =[0,2m) Y = {(z,y)|z* +y* =1}

/ /
t — (cos(t),sin(t)) K\
o NPAN

die Umkehrabbildung f~1: ¥ — X
ist nicht stetig im Punkt (1,0)

ABBILDUNG 7. Eine stetige, bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung
nicht stetig ist.

ZDas besagt beispielsweise Folgendes: wenn A eine invertierbare n x n-Matrix ist, dann gibt es ein € > 0,
so dass jede n x n-Matrix B, deren Eintrige von A um hochstens e abweichen, ebenfalls invertierbar ist.

26Wir betrachten dazu die Folge z,, = f (21 — 1), n € N von Punkten in Y. Dann ist lim, o0 2, = (1,0).
Es folgt, dass f~!(lim, oo ¥n) = f71(1,0) = 0. Andererseits ist lim,, oo £~ (2,,) = lim, o0 (27— %) = 27.
Es folgt also aus Satz 224, dass die Umkehrabbildung f~! nicht stetig ist.
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Bemerkung. Die obige Abbildung

X :=[0,21) L Y i={(2,y) eR* |22+ 42 =1}
ist also kein Homoomorphismus. In der Tat kann man zeigen, dass es keinen Homdomor-
phismus zwischen diesen beiden metrischen Réumen geben kann.”™ Im Allgemeinen ist es
jedoch eine schwierige Aufgabe zu zeigen, dass gewisse Rédume nicht homéomorph sind.
Beispielsweise gibt es fiir jedes n eine stetige surjektive Abbildung R — R", siehe

http://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling_curve

Aber man benotigt die Methoden der ‘algebraischen Topologie’ um zu zeigen, dass fiir
n # m die metrischen Rdume R™ und R™ nicht homGomorph sind.

2.3. Stetigkeit von linearen Abbildungen (). In Lemma PG hatten wir gesehen, dass
alle linearen Abbildungen f: R"™ — R™ stetig sind. Im Anschlufl an Lemma 10 hatten
wir erwahnt, dass alle Normen auf R™ die gleiche Topologie erzeugen. Es folgt, dass jede
lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen ebenfalls ste-
tig ist. Wir werden nun sehen, dass lineare Abbildungen zwischen unendlich-dimensionalen
normierten Vektorrdumen nicht notwendigerweise stetig sind.

Satz 2.10. FEs sei ¢: V. — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorrdumen.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) ¢ ist stetig,
(2) ¢ ist stetig im Nullpunkt,
(3) es existiert ein C' > 0, so dass ||¢(x)|| < C||z|| fir allex € V.

Bewezs.

(1) = (2) Die Aussage ist trivialerweise richtig.
(2) = (3) Nehmen wir an ¢ ist stetig im Nullpunkt. Wir werden die Stetigkeit auf ¢ = 1 an
und erhalten ein d > 0, so dass

(%) lo(2)]| < 1 fiir alle z € V mit ||z]] < 4.

2TWenn nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir R™ immer mit dem euklidischen Abstand,
und jede Teilmenge von R™ mit der induzierten Metrik. Dies bedeutet, dass wir fiir eine Teilmenge von R™
wiederum die euklidische Metrik verwenden. Beispielsweise gilt fiir X = [0, 27), dass

B,—3(a=1) = {xeX‘|x—a|<r} = {m6[0,277)’|x—1|<2} = [0,3).

28Dje Idee ist hierbei wie folgt: wenn es einen Homdomorphismus g: X — Y giibe, dann wiren auch
X\ {7} und Y\ {f(7)} homdomorph. Aber X \ {r} ist nicht mehr zusammenhéngend, wihrend die Menge
Y \ {f(n)} weiterhin zusammenhéingend ist. Eine saubere Ausarbeitung dieses Beweises erfolgt in der
Vorlesung Algebraische Topologie.

Einen anderer Beweis, dass X und Y nicht homéomorph sind, liefern wir im néchsten Kapitel. Wir
werden sehen, dass X nicht ‘kompakt’ ist, aber Y ist ‘kompakt’. Aber es folgt aus den Definitionen und
aus Satz T8, dass wenn zwei metrische Rdume homomorph sind, dann ist der eine ‘kompakt’ genau dann,
wenn der andere Raum ‘kompakt’ ist.
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Wir behaupten, dass C' := % die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Fiir x = 0 gilt die
Ungleichung trivialerweise. Sei also = € V' \ {0} beliebig. Dann gilt

lo(x)]| = qzﬁ(% : ”:;—” : g) skalieren von z auf Lénge 2
——
Norm:%
= M : H¢<”§—” : g) Linearitdat von ¢ und Homogenitit von || — ||
——
Norm:g
—_————
<1 nach Wahl von §
2
< 5=l

Wir sehen also, dass C' := % in der Tat die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
(3) = (1) Es sei kg € V. Wir wollen zeigen, dass ¢ im Punkt x, stetig ist. Es gilt fiir alle
xr €V, dass

[p(x) — (o)l |p(z — x0)|| da ¢ linear ist

< Cllz — zo| nach Voraussetzung (3).

Nun kann man leicht zeigen, dass ¢ im Punkt z stetig ist.”

Wir betrachten nun den normierten Vektorraum, welcher gegeben ist durch

V= (C*([0,1]) := Vektorraum aller C*°~Funktionen [0, 1] — R
mit der Supremumsnorm

Il = sup{1f(@)l | € 0,11},
Die Abbildung
oV =V
d
fof=g
ist eine lineare Abbildung. Es sei n € N. Fiir die Funktion f(x) := 2™ gilt || f|| = 1, aber

andererseits gilt || f/|| = ||nz™ || = n. Insbesondere gibt es kein C' > 0, so dass || /|| < C||f]|
fiir alle f € V. Es folgt aus dem vorherigen Satz, dass ¢: V' — V nicht stetig ist.

3. KOMPAKTE MENGEN

In Analysis I hatten wir Intervalle vom Typ [a, b], also Intervalle bei denen die Endpunk-
te enthalten sind, als kompakt bezeichnet. Wir hatten gesehen, dass kompakte Intervalle
mehrere wichtige Eigenschaften besitzen. Beispielsweise folgt aus dem Satz von Bolzano—
Weierstra3 und aus Satz 3.4 von Analysis I, dass gilt:

(1) Jede Folge von Punkten in einem kompakten Intervall I besitzt eine konvergente
Teilfolge, welche gegen einen Punkt in / konvergiert.

291n der Tat, denn fiir gegebenes € hat § = & die gewiinschte Eigenschaft.
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Zudem hatten wir mithilfe von (1) gezeigt, dass wenn [ ein kompaktes Intervall ist, und
wenn f: I — R eine stetige Funktion ist, dann gelten folgende Aussagen:5”

(2) die Funktion f ist beschrinkt, d.h. es existiert ein C' > 0, so dass |f(x)| < C fiir
alle v € I,
(3) f nimmt ihr Maximum und ihr Minimum ein, d.h. es existieren zq, x; € I, so dass

f(zg) < f(x) < f(xy) fiir alle z € 1.

Wenn X nun ein beliebiger metrischer Raum ist, dann werden wir im Folgenden sogenannte
‘kompakte Teilmengen’ einfithren. Wenn A C X kompakt ist, dann gilt eine zu (1) ana-
loge Aussage, und wenn f: A — R stetig ist, dann werden wir sehen, dass f ebenfalls
Eigenschaften (2) und (3) besitzt.

3.1. Definition von kompakten Mengen.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Eine offene Uberdeckung
von A ist eine Familie {U, };c; von offenen Teilmengen von X, so dass

A c Ju.
iel

Beispiel. Wir betrachten A = (0,1] C R und fiir n € N setzen wir zudem

U, = (l, 2).
n
Dann ist {U, },en eine offene Uberdeckung von A.

Definition. Es sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn es
zu jeder offenen Uberdeckung {U; };e; von A endlich viele Indizes iq, . .., i, € I gibt, so dass

ACUilLJUZ'QU"'UUik.
Anders ausgedriickt, A heiBt kompakt, wenn man fiir jede offene Uberdeckung {U;}ie;

von A endlich viele Mengen aus den U;’s finden kann, so dass diese schon A iiberdecken.
Beispiel. Wir wollen zeigen, dass die Menge (0, 1] nicht kompakt ist. Wir betrachten dazu
wiederum die obige offene Uberdeckung, welche gegeben ist durch U, := (%,2), n € N.
Wenn (0, 1] kompakt wére, dann gébe es endliche viele iy, ..., 7, € N, so dass

(0,1 ¢ U,UU,U---UU,,

aber es ist leicht zu sehen, dass
1

max{z'l, ce ,Zk}

¢ U,UU,U- Ul

ke

Wir haben also einen Widerspruch erhalten. Wir haben damit bewiesen, dass (0, 1] nicht
kompakt ist.

30Die drei Aussagen sind Satz 7.1, 7.2 und 7.5 aus der Analysis I-Vorlesung.
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Beispiel. Wir betrachten
A= {0}u{i|neN} c R

Wir behaupten, dass A kompakt ist. Sei also {U;}se; eine offene Uberdeckung von A.

(1) Nachdem {U;}c; eine offene Uberdeckung von A ist, existiert insbesondere ein i € I,
so dass 0 € Uj;.

(2) Nachdem U; offen ist, existiert ein € > 0, so dass (—¢,¢€) C U,.

(3) Nachdem € > 0, existiert ein N € N, so dass + € (0, ).

(4) Dann gilt aber auch, dass = € (0,¢) fiir alle n > N. Insbesondere enthélt U; alle
Punkte §, 77 - - )

(5) Nachdem {U,};es eine offene Uberdeckung ist, existiert zu jedem n € {1,..., N —1}

ein 7, € I, so dass % cU,.
Es folgt nun, dass A Cc U; UU;, U---UU;

N—-1"

0 1

N

| nip | | |

\

U; ist eine offene Teilmenge von R, welche 0 enthélt,
nachdem U; offen ist, enthélt U; auch ein Intervall (—e, €),
es liegen nur endlich viele Punkte in A auflerhalb vom Intervall (—¢, €)

ABBILDUNG 8. Skizze fiir den Beweis, dass A := {0} U {%|n € N} kompakt ist.

3.2. Der Satz von Heine—Borel. Das folgende Lemma besagt nun, dass ‘kompakte In-
tervalle’ aus der Analysis I in der Tat kompakt im obigen Sinne sind.

Satz 3.1. Es seien a,b € R,a < b. Dann ist [a,b] C R kompakt.

Ganz analog zum Beispiel auf Seite BTl kann man zeigen, dass alle Intervalle, welche
nicht von der Form [a, b] mit a,b € R sind, auch nicht kompakt sind. Anders ausgedriickt,
ein Intervall ist genau dann kompakt, wenn es von der Form [a, b] ist. Dies sind genau die
Intervalle, welche wir auch in Analysis I als kompakt bezeichnet hatten.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass a = 0
und b = 1. Wir schreiben I := [0, 1]. Wir nehmen nun an, dass I nicht kompakt ist. Dann
existiert eine offene Uberdeckung {U;};c, so dass I nicht durch endlich viele U; iiberdeckt
werden kann.
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Behauptung. Es gibt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I=I,o>LD...

so dass fiir jedes m € Ny gilt:

(1) I, kann nicht durch endlich viele der U;’s iiberdeckt werden,
(2) die Lange von I, ist 27

Wir zeigen die Behauptung durch vollstdndige Induktion. Wir setzen I := I. Nehmen
wir an, dass wir Iy, I1, ..., I, schon gefunden haben. Wir teilen [, in zwei abgeschlossene
Intervalle /" und I” der halben Lénge. Da I,,, nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden
kann, kann zumindest eines der Intervalle /" oder I” nicht durch endlich viele U; tiberdeckt
werden. Dieses Intervall wéahlen wir als /1,,,1.

Behauptung. Es gibt ein x € I mit der Eigenschaft, © € Nenlpn.

Fiir jedes m wéhlen wir ein a,, € I,,,. Wenn m > n gegeben sind, liegen a,, und a,, in [,
insbesondere gilt
[ — a| < Linge(l,) = ..
Es folgt, dass (a,;,)men €ine Cauchyfolge ist. 51 Wir setzen 2 := lim,,_so0 Gm.
Wir miissen noch zeigen, dass * € Nyenlyn. Anders ausgedriickt, wir miissen zeigen,
dass fiir jedes m € N gilt: x € [,,. Sei also m € N. Dann gilt fiir alle n > m, dass
a, € I, C I, Insbesondere ist (ay,),>m eine konvergente Folge von Punkten in 7,,,. Nachdem
I,,, ein abgeschlossenes Intervall ist, folgt aus Lemma 22, dass lim,,_, a,, € I,,. Wir haben
also damit die Behauptung bewiesen.

Io\ 12\ __/13 /

B2

I

T

die offene Menge U; enthilt x,
aber auch alle I,,,’s, fiir m grof3 genug

x €Nl

ABBILDUNG 9. Skizze fiir den Beweis, dass [0, 1] kompakt ist.

Nachdem {U;} e, eine Uberdeckung von I ist, existiert ein j € J, so dass x € U ;- Wegen
der Offenheit von U; existiert ein € > 0, so dass (v — €,z + €) C U;. Wir wéhlen nun ein

31Djes sieht man wie folgt: Sei also € > 0. Dann existiert ein N € N, so dass 2%, < ¢, dann folgt aber,
dass fiir alle n,m > N gilt |a;, — an| < 2%\, <e.

32Bis zu diesem Schritt ist der Beweis sehr #ihnlich dem Beweis vom Satz von Bolzano—Weierstraf.
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m € N, so dass 27 < €. Nachdem z € [,,, und nachdem die Lange von I,, genau 27 ist,
folgt, dass

I, Clz—=2""x+2""].
Dann folgt aber, dass
I, Clz—2""24+2"" C(x—€x+e€) CU,,

d.h. I,,, ist in einem einzigen U, enthalten, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) der Intervalle
L. U

Ganz dhnlich, allerdings mit etwas aufwendigerer Notation, beweist man auch folgenden
Satz. Der Satz wird beispielsweise auf Seite 26 von Forster: Analysis II bewiesen.

Satz 3.2. Fir jedes a > 0 ist der Wiirfel
[—a,a]” = {(z1,...,2,) | z; € [-a,a]} C R"
kompakt.
Mithilfe des folgenden Satzes erhalten wir weitere Beispiele von kompakten Mengen:

Satz 3.3. Es sei X ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teilmenge und A C K
eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist auch A kompakt.

Betrachten wir beispielsweise noch einmal die Menge A = {0} U {2 |n € N}. Diese ist
enthalten in der kompakten Menge K = [0, 1]. Zudem ist A offen, denn

R\A = (—00,0) U | J(57,3) U (1,00)

ist die Vereinigung von offenen Intervallen, also offen. Wir erhalten nun mithilfe von Satz B3
einen neuen Beweis dafiir, dass A kompakt ist.

A abgeschlossen, d.h. X \ A ist offen

K kompakt

offene Uberdeckung {U;}ic; von A

ABBILDUNG 10. Skizze fiir den Beweis von Satz B23.
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Beweis. Es sei {U;}ie; eine offene Uberdeckung von A. Nachdem A abgeschlossen ist, folgt,
dass X \ A offen ist. Also ist

(X\A) U{Uitier
eine offene Uberdeckung von X, insbesondere eine offene Uberdeckung von K. Nachdem

K kompakt ist, kénnen wir K durch endlich viele dieser Mengen X \ A und U;,i € [
iiberdecken. Es gibt also 7y, ..., 1, so dass

K ¢ (X\AuU,uU---uU,.
Nachdem A C K folgt, dass

A C (X\AHUU,U---UU,,.
Aber nachdem AN (X \ A) = ) erhalten wir, dass

A C U ,U---UU,.

Wir haben also gezeigt, dass A durch endlich viele der U;’s iiberdeckt wird, d.h. A ist in
der Tat kompakt. ([l

Im Folgenden nennen wir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes beschrinkt, wenn
es ein C' > 0 gibt, so dass

d(z,y) < C fiir alle z,y € A.

Lemma 3.4. Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) A ist beschrankt,
(2) fir alle x € X gibt es ein D > 0, so dass A C Bp(x).
(3) es gibt ein x € X und ein D >0, so dass A C Bp(z).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikationen (1) = (2). Es sei also A beschrinkt, d.h. es
gibt ein C' > 0 gibt, so dass d(a,b) < C fiir alle a,b € A. Es sei x € X beliebig. Wir wihlen
zudem a € A beliebig. Wir setzen D = d(a,x) + C. Dann gilt fiir alle b € A, dass

d(z,b) < (a,z)+d(a,b) <d(a,x)+C = D.

Wir haben also gezeigt, dass A C Bp(x).

Die Implikation (2) = (3) ist trivial. Wir miissen also noch die Implikation (3) = (1)
zeigen. Nehmen wir nun also an es gibt ein x € X und ein D > 0, so dass A C Bp(x).
Dann gilt fiir alle a,b € A, dass

d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) < D+D =: C.
Wir haben also gezeigt, dass A beschréankt ist. ([l

Satz 3.5. Es sei X ein metrischer Raum. Wenn A C X kompakt ist, dann ist A beschrinkt
und abgeschlossen.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A beschrinkt ist. Wir wéhlen ein beliebiges a € A. Fiir
n € N betrachten wir

U, = B,(a).
Nach Lemma 3 ist U,, offen. Nachdem jeder Punkt einen endlichen Abstand von a hat,
folgt, dass U,enU, = X. Insbesondere ist {U,, },,en eine offene Uberdeckung von A. Nachdem
A kompakt ist, existieren nq; < ng < --- < ng, so dass

ACUy U---UU,,,

insbesondere gilt, dass d(a,z) < ny fir alle z € A. Es folgt aus Lemma B4, dass A
beschrénkt ist.

Wir wollen nun zeigen, dass A abgeschlossen ist, d.h. wir wollen zeigen, dass X \ A offen
ist. Sei also z € X \ A. Wir miissen zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C X \ A.
Fiir n € N betrachten wir die offene Teilmenge®

U = {y € X |d(y,2) > 3},

Wie in Lemma I3 zeigt man, das U, offen ist. Offgnsichtlich gilt UpenU, = X \ {z}.
Nachdem = € X \ A folgt, dass {U,}nen eine offene Uberdeckung von A ist. Nachdem A
kompakt ist, existieren ny < ng < --- < ng, so dass

insbesondere gilt, dass d(a,z) > i fiir alle a € A. Es folgt, dass
Bi(a) C X\ A
12
Wir haben also gezeigt, dass X \ A offen ist.

Satz 3.6. Satz von Heine—Borel Es sei A eine Teilmenge von R™. *° Dann gilt:

A ist kompakt <= A ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wenn A kompakt ist, dann besagt Satz B, dass A auch beschrankt und abge-
schlossen ist.

Nun nehmen wir an, dass A beschrankt und abgeschlossen ist. Nachdem A beschrankt ist,
folgt aus Lemma B4, dass es ein a > 0 gibt, so dass A C B,(0). ® Dann ist A insbesondere

33Warum ist in einem metrischen Raum X fiir jedes z € X und r > 0 die Menge {y € X|d(y,z) > r}
offen?

M7ur Erinnerung, hier betrachten wir R™ mit der euklidischen Metrik. Die Aussage ist im Allgemeinen
nicht richtig, wenn wir R” mit einer anderen Metrik betrachten. Beispielsweise werden wir in Ubungsblatt
3 sehen, dass wenn wir auf R die Metrik

d(z,y) :== min{1, |z — y|}
betrachten, dann gibt es Teilmengen, welche abgeschlossen und beschréinkt, aber nicht kompakt sind.

3%Hier, und im weiteren Verlauf der Vorlesung bezeichnen wir mit O den Nullpunkt oder Ursprung von
R™.
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eine Teilmenge des Wiirfels [—a, a]” C R™. Der Wiirfel ist nach Satz B2 kompakt. Nachdem
A abgeschlossen ist, folgt dann aus Satz B33, dass auch A kompakt ist. O
Beispiele.

(1) Wir betrachten die n—dimensionale Sphére
S* o= {(x1,. .y xpp) ERH 2T+ 422 =1} = {2 € R"| d(x,0) = 1}.

Wir wollen zeigen, dass S™ kompakt ist. Nach dem Satz von Heine-Borel geniigt
es zu zeigen, dass S™ beschrankt und abgeschlossen ist. Es folgt sofort aus der
Definition und aus Lemma B, dass S™ beschrénkt ist. Wir zeigen nun noch, dass
S™ abgeschlossen ist. Wir betrachten

R 5 R
(xlv"'aanrl) = $%++$%+1
Die Funktion ist stetig und es gilt S™ = f~!({1}). Nachdem {1} C R abgeschlossen

ist, folgt aus Satz 28, dass auch S™ abgeschlossen ist. ¥
(2) Ganz analog kann man auch zeigen, dass die n-dimensionale Scheibe

D" = {(z1,...,2,) ER" |2} + -+ 22 <1}
kompakt ist.

3.3. Eigenschaften von kompakten Mengen. In diesem Kapitel werden wir sehen,
dass kompakte Mengen in der Tat die drei Eigenschaften besitzen, welche wir zu Beginn
von Kapitel B erwahnt hatten.

Satz 3.7. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Wenn
K C X kompakt ist, dann ist auch f(K) kompakt.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz B zuwenden erinnern wir an einige elementere
Aussagen der Mengentheorie. Es sei f: A — B eine Abbildung zwischen zwei Mengen A
und B. Dann gilt

(1) fiir alle U C YVist f(f~Y(U)) ¢ U™

(2) fiir alle U C X ist U c fYfU)) =

(3) fir alle U,V € X ist ~ f(UUV) = f(U)Uf(V)®
(4) fir alle U,V C Yist fHUUV) = fHU)Uf (V).

36Man konnte natiirlich auch versuchen ‘per Hand’ mithilfe der e-Definition zu zeigen, dass R"*! \
S™ offen ist. Aber dies ist gelinde gesagt umsténdlich. In vielen Féllen kann man die Offenheit bzw.
Abgeschlossenheit einer Menge durch geschicktes anwenden von Satz I8 zeigen.

39Es gilt f(f~Y(U)) = U wenn f surjektiv ist, aber wenn f nicht surjektiv ist, dann gilt im Allgemeinen,
dass f(f~1(U)) S U

39Es gilt U = f(f~%(U)) wenn f injektiv ist, aber wenn f nicht injektiv ist, dann gilt im Allgemeinen,
dass U C f(f~1(U)). Betrachten wir z.B. die Abbildung f: R — R,z — 22, dann ist f~1(f(2)) = £2.

39Gilt auch die analoge Aussage fiir Durchschnitte? D.h. gilt immer, dass f(UNV) = f(U)N f(V)?
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Beweis von Satz 31 Sei also {U, }ies eine offene Uberdeckung von f (K). Wir miissen zei-
gen, dass f(K) in der Vereinigung von endlich vielen U;’s enthalten ist.
Es folgt aus den obigen Aussagen iiber Abbildungen von Mengen, dass

K c ) e (Yu) = Yo,
Nachdem f stetig ist folgt aus Satz P8, dass die Urbilder von den U; ebenfalls offen sind.
Insbesondere ist {f~1(U;) }ier eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K kompakt ist,
existieren Indizes i1, ..., 1, so dass

K C f[7HU,) U U ().
Dann folgt aus den obigen Aussagen iiber Abbildungen von Mengen, dass

f(K) C f(f_l(Uil)U"'Uf_l(Uik>)
= f(fAU)U---Uf(fHU,) C Uy U---UUs,.
[l

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung von Satz 7.2 aus Analysis L.

Korollar 3.8. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X. ™ Es sei
f: K — R eine stetige Abbildung. Dann nimmt f ein globales Minimum und ein globales
Mazimum an, d.h. es existieren xq,x1 € K, so dass

f(xo) < f(x) < fl21)

fiir alle x € K. Insbesondere ist f beschrinkt.

Es folgt also beispielsweise aus Korollar B8 und dem vorherigen Beispiel, dass jede stetige
Funktion auf der Kugeloberfliiche S? sein Maximum und Minimum annimmt.

Beweis. Nachdem K kompakt und f stetig ist, folgt aus Satz B72, dass das Bild f(K) C R
kompakt ist. Aus Satz B3 folgt, dass f(K) C R beschrinkt und abgeschlossen ist. Da f(K)
beschrénkt ist, existiert insbesondere y; := sup(f(K)). Nachdem f(K') abgeschlossen ist,
gilt y; € f(K). ™ Es existiert also ein z; € K, so dass f(x1) = y; = inf(f(K)). Dann gilt
aber fiir alle x € K, dass

f(z1) = sup(f(K)) = f(x).

40Hielr7 und in den anderen Sétzen ist natiirlich der Fall K = X zugelassen, wenn X schon selber
kompakt ist.
A7ur Erinnerung, das Supremum yo := sup(f(K)) € R ist durch die folgenden zwei Eigenschaften
eindeutig charakterisiert:
(1) fir alle a € f(K) gilt yo > a,
(2) fiir alle € > 0 gibt es ein a € A, so dass a > yp — €.
Wir wollen nun zeigen, dass yo € f(K). Nehmen wir an, dies wére nicht der Fall, dann ist yo € R\ f(K).
Nachdem f(K) abgeschlossen ist, ist R\ f(K) offen, d.h. es existiert ein € > 0, so dass (yo — €, %0 + €)
ebenfalls in R\ f(K) liegt. Aber dies ist ein Widerspruch zu (2).
Alternativ kann man auch folgendes Argument verwenden: das Supremum sup(f(K)) ist der Grenzwert
einer Folge von Punkten in f(K), nachdem f(K) abgeschlossen ist, liegt auch der Grenzwert in f(K).
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Die Existenz von xy zeigt man ganz analog. U

Beispiel. Betrachten wir X := {v € R?*|0 < |jv]| < 1}. Dann ist X beschrinkt aber
nicht abgeschlossen. In diesem Fall existiert eine unbeschrinkte stetige Funktion auf X,
beispielsweise

f+ X — R
T oo T
Betrachten wir hingegen die stetige Funktion
g X — R
o=z,

dann ist diese zwar beschrinkt, aber es gibt kein zo € X, so dass f(z9) < f(z) fiir alle
x € X. In Ubungsblatt 3 werden wir sehen, dass es fiir eine nicht-kompakte Teilmenge
T C R™ immer eine stetige Funktion f: T"— R gibt, welche unbeschrankt ist.

Auf Seite P@ hatten wir gesehen, dass eine stetige, bijektive Abbildung f: X — Y nicht
notwendigerweise auch ein Homéomorphismus ist. Der folgende Satz besagt nun, dass dies
doch der Fall ist, wenn wir zudem wissen, dass X kompakt ist.

Satz 3.9. Es sei f: X — Y eine stetige bijektive Abbildung. Wenn X kompakt ist, dann
ist f sogar ein Homdomorphismus.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass die Umkehrabbildung g := f~!: Y — X stetig ist.
Nach Satz 28 geniigt es zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C X auch
das Urbild g7'(A) abgeschlossen ist.

Es sei also A C X eine abgeschlossene Menge. Nachdem X kompakt ist, ist nach Satz B3
auch A kompakt. Es folgt aus Satz B2, dass g~*(A) = f(A) eine kompakte Teilmenge von
Y ist. Dann ist nach Satz B3 die Menge g~ !(A) = f(A) auch eine abgeschlossene Teilmenge
von Y. U

Satz 3.10. (Bolzano—Weierstral) Es sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes X. Es sei (T,)nen €ine Folge von Punkten in K. Dann gibt es eine Teilfolge
(@, Jken, welche in K konvergiert.

Beweis. Nehmen wir an, es existiert keine Teilfolge, welche in K konvergiert. Wir wollen
diese Annahme zu einem Widerspruch fithren. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung.

Behauptung. Es sei a € K beliebig. Dann existiert ein m € N, so dass B1 (a) hochstens
endlich viele Folgenglieder enthlt.

Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Dann wiirden zu jedem m € N unendlich viele
Folgenglieder existieren, welche sich in B1 (a) befinden. Insbesondere kénnte man dann

nE<ng <ng<...
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finden, so dass x,, € Bai(a) fiir alle m € N. ™ Dann hitten wir aber eine Teilfolge
konstruiert, welche gegen a€K konvergiert. Wir hatten aber angenommen, dass es solche
Teilfolgen nicht gibt. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.

Wir setzen nun U, := B (a). Wir haben nun also fiir jedes a € K eine offene Menge U,

mit folgenden Eigenschaftenﬁ gefunden:

(1) U, enthélt den Punkt a,
(2) U, enthélt hochstens endlich viele Folgenglieder.

Aus (1) folgt, dass

K c U U..
aceK
Nachdem jedes U, offen ist, ist {U,}.ca eine offene Uberdeckung von K. Nachdem K
kompakt ist, gibt es nun aber aq,...,a,, so dass

K C UjyU---UU,,.

Nachdem jedes U,, nach (2) aber hochstens endlich viele Folgenglieder enthélt, enthélt K
héchstens endlich viele Folgenglieder. Das kann aber nicht sein, weil K alle Folgenglieder
enthéalt. U

Wir erhalten nun folgende Verallgemeinerung von Satz 4.20 aus Analysis 1.
Korollar 3.11. Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Es sei (zx)ren eine beschriankte Folge. Es gibt also ein C' € R, so dass [|zx]| < C
fur alle £ € N. Dann ist (zj)gen eine Folge in

K = {UER”

vl < ¢},

aber dies ist eine Teilmenge von R™, welche abgeschlossen und beschrankt ist, also kompakt
nach dem Satz B8 von Heine-Borel. Aus dem Satz B0 von Bolzano—Weierstrass folgt nun,
dass (zp)ren eine konvergente Teilfolge besitzt.™ O

421y der Tat, denn nehmen wir an, dass wir schon ny,...,nm,_1 gefunden haben. Nach Voraussetzung
gibt es unendlich viele Folgenglieder, welche nicht in B 1 (a) liegen. Insbesondere gibt es ein n,, > n,—1,
so dass zp,, € B1 (a).

43Man konnte das Korollar auch auf den Satz von Bolzano-Weiserstra aus der Analysis I zuriickfiihren.
In der Tat, es sei (z1) eine beschrinkte Folge in R™. Dann ist auch die Folge der ersten Koordinaten (zx1)
beschrankt, es gibt also nach dem Satz von Bolzano—Weierstrafl eine Teilfolge, fiir welche die ersten Ko-
ordinaten konvergieren. Jetzt betrachten wir die zweiten Koordinaten dieser Teilfolge, und finden davon
wiederum eine Teilfolge, so dass nun auch die zweiten Koordinaten konvergieren. Indem wir dieses Ver-
fahren insgesamt n-Mal durchfiihren erhalten wir eine Teilfolge, in der alle Koordinaten konvergieren, also
konvergiert nach Satz Z23 auch die Teilfolge von Punkten in R™.
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3.4. Gleichmifige Stetigkeit von Abbildungen (x). Dieses kurze Kapitel ist nicht
Teil der Vorlesung.
Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rédumen X und Y. Wir hatten
definiert:
fist stetig = V V 4 Vo d(f(z), f(y) <e

zeX €0 6>0 yeBs(x)
Wir definieren nun
ist gleichméBig stetig <= V 4 V V 4 <e.
[ ist gleichméBig stetig 20 530 2eX yeBs(a) (f(@), fy) <e
Diese Definition von gleichméfiger Stetigkeit verallgemeinert den Begriff der gleichméBig
stetigen Funktionen f: D — R auf einer Teilmenge D C R.
Satz 8.4 aus Analysis I besagt, dass jede stetige Funktion f: [a,b] — R auch gleichméBig
stetig ist. Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung;:

Satz 3.12. Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Wenn X kompakt ist, dann ist f auch
gleichmdf$ig stetig.

Der Satz wird in Forster: Analysis II auf Seite 34 bewiesen.

4. KURVEN IN R”

4.1. Definitionen und Beispiele. Wir wenden uns in diesem Kapitel wieder deutlich
‘konkreteren’ Objekten zu.

Definition.
(1) Eine Kurve in R™ ist eine stetige Abbildung

f=0,. o fu): I =>RY

wobei I C R ein Intervall ist.
(2) Wir sagen eine Kurve f: I — R ist (stetig) differenzierbar, wenn die n Koordina-
tenfunktionen f;: I — R, i=1,...,n (stetig) differenzierbar sind.

Beispiel.

HUzur Erinnerung, eine Funktion ¢g: I — R auf einem Intervall heift stetig differenzierbar, wenn die
Funktion auf den inneren Punkten von I stetig differenzierbar ist, und wenn sich die Ableitungsfunktion
auf die Randpunkte vom Intervall I stetig fortsetzt. Diese Fortsetzung wird dann ebenfalls mit g’ bezeichnet.
Beispielsweise ist die Funktion

0,1] — R
x = T

nicht stetig differenzierbar, nachdem sich die Ableitungsfunktion ﬁ nicht stetig von (0,1) auf [0, 1]

fortsetzen laft.
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(1) Die Kurve
f:0,27] — R2
t — (sin(t),cos(t))
ist stetig differenzierbar, und die Bildmenge ist der Einheitskreis um den Ursprung.
Die Kurve
f:R — R2?
t — (sin(t),cos(t))
besitzt die gleiche Bildmenge. Die beiden Kurven sind aber unterschiedlich, weil
sie verschiedene Definitionsbereiche besitzen. Fine Kurve in unserem Sinne ist also
wirklich eine Abbildung, und nicht nur eine ‘ein-dimensionale” Teilmenge von R™.
(2) Es seien r > 0 und ¢ # 0 gegeben. Die Kurve

fR — R?
t +— (ct,rcos(t),rsin(t))
beschreibt eine unendliche Helix, welche in Abbildung [ skizziert wird.

Bﬂdmenge der Kurve t — (t, cos(t), sin(t))

-

der Abstand betragt 2mc

ABBILDUNG 11.

Definition. Es sei I ein offenes Intervall und
f: 1 — R
to= (fr(t),-.., fult))
eine differenzierbare Kurve. Fiir ¢ € I nennen wir
f'@) = (fi(t),..., fu(t)) € R"
den Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢.
Anschaulich gesprochen zeigt der Tangentialvektor in die ‘Durchlaufrichtung” und die

Lange des Tangentialvektors misst die ‘Geschwindigkeit’ zum Zeitpunkt t. Diese Aussage
wird in Abbildung I illustriert.

Definition. Es sei f: I — R" eine stetig differenzierbare Kurve.
(1) t € I heiBt singulir, wenn f'(t) =0,
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Tangentialvektoren der Kurve Tangentialvektoren der Kurve
R — R? R — R?
t — (cos(t),sin(t)) t +— (cos(—3t),sin(—1t))

ABBILDUNG 12.

(2) wenn f keine singuldren Punkte besitzt, dann heifit die Kurve f reguldr.

Beispiel. Die Kurve
[tR — R?
t o= (t2,8%)
heifit Neilsche Parabel. Es gilt f'(t) = (2t, 3t?), insbesondere ist ¢ = 0 der einzige singulire
Punkt der Neilschen Parabel.

14 Bildmenge der 1
——  Neilschen Parabel
fiR — R2 —— Tangentialvektoren
T t o= (82,89 T der Neilschen Parabel
1 1
14 14

ABBILDUNG 13. Die Neilsche Parabel.

4.2. Rektifizierbare Kurven.

Definition. Eine Kurve f: [a,b] — R™ heiit Polygonzug, wenn es Punkte Py, ..., P, € R”
und eine Zerlegung

a=ty<t1 < - <tl_1 <tp,=0b
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des Intervalls [a, b] mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir jedes i € {0,...,k — 1} und jedes
t € [t;, tiy] gilt:

tiy1 —t t—1t;
ft)=1r: + Piy1- :
tiv1 — 1t tiv1 — 1t
=1, firt =1t =0, fiir t = #;
=0, fir t =t;41 =1, fir t =¢;41

Bildlich ausgedriickt, ein Polygonzug bewegt sich fir ¢ € [t;, ;1] mit konstanter Ge-
schwindigkeit vom Punkt P; zum Punkt P;,;. Ein Beispiel fiir einen Polygonzug in R? ist
in Abbildung @4 zu sehen. Wenn f ein Polygonzug wie oben ist, dann definieren wir die

Py,
Py

P
P, 2 \
k—1

die Lange des Polygonzugs betrégt ZHR’H — P
i=0
ABBILDUNG 14. Ein Polygonzug.

Ldnge des Polygonzugs f als

k—1
L(f) = Z | Piy1 — B
i=0

Wenn f: [a,b] — R" eine beliebige Kurve ist, dann wollen wir auch einen Léngenbegriff
einfithren. Die Idee ist zu sagen, dass f eine Lange L hat, wenn man f durch Polygonziige
anndhern kann, deren Lénge gegen L konvergiert. Wenn man versucht diese Idee mathe-
matisch sauber zu formulieren, muss man etwas arbeiten:

Definition.
(1) Eine Zerleqgung Z vom Intervall [a, b] besteht aus reellen Zahlen
a=th<t] < - <th_1 <tp,=0.

Wir sagen die Zerlegung hat Feinheit 6, wenn ¢, —t; < 9 fiir alle 7. Fiir eine Kurve
f: [a,b] — R"™ definieren wir

51,2) = (ki) — £(0)1]

Dies ist also die Léange des Polygonzugs, welcher festgelegt ist durch die Punkte
f(t0)7 f(tl)v ce f(tk)
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(2) Wir sagen eine Kurve f: [a,b] — R™ ist rektifizierbar, wenn es ein L gibt mit
folgender Eigenschaft:
= v |L(f,Z) — L| < e
>0 0>0  Zerlegung Z
der Feinheit &

Wenn f rektifizierbar ist, dann nennen wir L die Ldnge von f.

f(la, 0])

S e

/I :\ ' '\ - T f(t)
ty t1 tr

ABBILDUNG 15. Approximation einer Kurve durch einen Polygonzug.

Beispiel. Es seien P,v € R". Wir betrachten das Geradenstiick

f:la,b] — R
t — P+to.

Dann gilt fiir jede Zerlegung Z der Form a =ty < t; < --- <tp_1 <ty = b, dass

L(f,Z) = ’i_fH [) = f(6) | = i(tiﬂ—ti)nvn = (b—a)lv]l.

= (P + ti+1v) — (P+ tiv)
= (ti.}rl — ti)v

Es folgt, dass f rektifizierbar ist mit Lange (b — a)l|v||.
Es folgt aus dem vorherigen Beispiel und dem folgenden Satz, dass Polygonziige rektifi-
zierbar sind, und dass die beiden Definitionen von Léngen von Polygonziigen (die Definition

nur fiir Polygonziige, und dann allgemein fiir alle rektifizierbaren Kurven), das gleiche Er-
gebnis liefern.

Satz 4.1. Es sei f: [a,b] = R" eine Kurve und es sei a < ¢ <b. Wir bezeichnen mit fi, q
und fiey die Einschrinkungen von f auf die Intervalle [a,c| und [c,b]. Dann gilt

[ ist rektifizierbar <= fla.q und fi.p sind rektifizierbar.
Zudem, wenn die Kurven rektifizierbar sind, dann gilt
Lange(f) = Ldnge(f[a,c}) + Ldnge(f[c,b])‘

Die ‘’-Richtung ist eine Ubungsaufgabe in Ubungsblatt 4. Die ‘=’-Richtung wird
dghnlich bewiesen und verbleibt eine freiwillige Ubungsaufgabe.
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Beispiel. Wir werden nun sehen, dass es Kurven gibt, welche nicht rektifizierbar sind. Fiir
reelle Zahlen a < b und y > 0 sowie m € N bezeichnen wir mit f(a,b|y, m) die Kurve,
welche in Abbildung I8 links abgebildet ist. Hierbei ist

Lénge(f(a,b]y,m)) = /(b—a)? + (4ym)? > 4dym.

Wir betrachten die Kurve

Amphtude Y

.
A A Sl
SAVAVAYC /' i \v \/\ N

die Kurve f(a,bly,m) f( ,
4

m Ausschldge nach unten 0

N |+

ABBILDUNG 16. Eine nicht rektifizierbare Kurve.

f:00,1] — R?
(0,0), wenn t = 0,

t —
{ f<2,€1+1,2i,€\2%,2k), wenn ¢ € <2k1+1,2k] fiir ein k € Ny,

welche in Abbildung I8 auf der rechten Seite skizziert wird. ® Wir wollen nun zeigen, dass
diese Kurve nicht rektifizierbar ist. Nehmen wir also an, die Kurve f wére rektifizierbar mit
Lénge L. Fiir [a,b] C [0, 1] bezeichen wir, wie oben, mit fi,; die Einschrankung der Kurve
f auf das Intervall [a,b]. Es folgt aus Satz B, dass die Kurve fi,; ebenfalls rektifizierbar
ist, wobei Lange(fi.5) < Lénge(f) = L. Insbesondere sind also die Léngen der Kurven
Jla,p) alle durch L nach oben beschrénkt. Fiir jedes n folgt aus Satz B, dass

n—1
.. .. 1,1
Lange(f[%mlﬂ = E Lange(f[%hl’%k]) g Lange( <2k+17_k|2_k 2k>) > 4n.
k=0

J/

g

1
24-2—k-2k=4

Insbesondere sind die Léngen nicht nach oben beschrinkt. Wir haben also gezeigt, dass die
urspriingliche Kurve f nicht rektifizierbar war.

45Man sieht dies, in dem man die 4m Geradenstiicke umlegt zur Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit Katheten der Linge (b — a) und 4my.
46Dje Abbildung f ist in der Tat auch fiir ¢ = 0 stetig.
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Beispiel. Ein weiteres Beispiel einer nicht-rektifizierbaren Kurve ist durch die Peano—Kurve
gegeben:

http://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Kurve
Diese Kurve ist eine stetige Abbildung f: [0,1] — R?, so dass die Bildmenge aus dem
Quadrat [0, 1]* besteht. Die Peano-Kurve ist nicht rektifizierbar.

Der folgende Satz zeigt, dass stetige differenzierbare Kurven rektifizierbar sind, und er
erlaubt es uns deren Léngen zu bestimmen.

Satz 4.2. Es sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist f rektifizierbar,
und es gilt

Linge(f) = [ 17/)] .

Beispiele.
(1) Betrachten wir zuerst ein Geradenstiick, d.h. eine Kurve vom Typ
f:la,b] — R»
t — P+t

wobel P € R" ein Punkt ist und v € R" ist ein Vektor. Dann ist dies insbesondere
ein Polygonzug mit den Eckpunkten f(a) und f(b), d.h. die Lénge ist

1) = fla)| = [I(b = a)ol = (b—a)llv]]
Andererseits gilt f'(t) = v, d.h.

Jlr]at

Die Aussage des Satzes gilt also in diesem Fall.
(2) Wir betrachten die Kurve

f:[0,27]
t

(b—a)llv]|

R2

N
— (cos(t),sin(t)),

dann folgt aus Satz B2, dass

Lange() = [IF@lldt = [ 1~ sin).cos(t))] s

= j;‘r\\/(—sin(t)22+cos(t)2ldt = 2.

=1
Wir erhalten also das wenig iiberraschende Ergebnis, dass die Lénge des Kreises
von Durchmesser 1 gerade 27 betrigt. ™

4TWir haben jetzt also gezeigt, dass die auf den ersten Blick eigenwillige Definition von 7 aus der
Analysis T der Definition aus der Schule entspricht. Insbesondere haben wir jetzt die Definition aus der
Schule ‘27 ist der Umfang von einem Kreis von Radius 1’ prézise gemacht, denn jetzt wissen wir, was
‘Lange von einem Kreis’ wirklich heiflen soll.
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(3) Es seien r > 0 und ¢ # 0 gegeben. Wir betrachten wiederum die Helix
f:00,2r] — R?
t — (ct,rcos(t),rsin(t)),
welche wir in Abbildung [T skizziert hatten. Es folgt aus Satz B2, dass

Lange(f) = [ 17Ol de = [ e, —rsme),reos(t))] ds

= f\/CQ + (—=rsin(2))? + (rcos(t))2dt = 2w/ + 12,

Fiir den Beweis von Satz B2 werden wir folgendes Lemma benétigen.

Lemma 4.3. Es sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt

v 3 Vv FO=FE) || <
€>0 0>0 ¢ £ ¢ mit t—t '
it <s | ST

fiir n = 1 ist dies die
durchschnittliche
Steigung auf dem
Intervall [t, /]

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Es sei also f: [a,b] — R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion und es sei € > 0. Die Ableitung f’: [a,b] — R ist nach Voraussetzung
stetig. Nach Satz 7.5 aus der Analysis I ist die Funktion f’ sogar gleichméfBig stetig. Dies
bedeutet

3V It -ri)l <e

>0 s, tmit

[t—s| <6
Es seien nun t # ¢’ € [a,b] mit |t — ¢'| < §. Dann gilt
ft) = f{#)
I — =0 = 1f'(s) = @)l
= f’(s) fiir s zwischen ¢ und ¢/
nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung S € da |S — t| S ‘t — t/| S 0

Wir haben damit also die Aussage fiir n = 1 bewiesen.
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall. Es sei also f = (f1,..., fa): [a,b] — R™ eine
stetig differenzierbare Abbildung. Es folgt aus Lemma [, dass
1 — (' () — fi(t
£ =) _ it f()_f,(t)H_

t—t t—t ‘

< \/ﬁl max

48Wie kann man sich dieses Ergebnis anschaulich vorstellen? Stellen wir uns die Helix vor als Kurve auf
einem Zylinder. Wenn wir den Zylinder entrollen, wie schaut dann die Kurve aus?
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Wir erhalten nun die gewiinschte Aussage in dem wir den Fall n = 1 auf die Koordina-

tenfunktionen fi,..., f, und ¢ = \/iﬁ anwenden. Wir erhalten dann ¢y,...,9, > 0, und

0 := min{dy,...,d,} hat dann die gewiinschte Eigenschaft. O
Wir kénnen jetzt zum eigentlichen Beweis von Satz B2 iibergehen.

Beweis von Satz 3. Es sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Wir wollen

zeigen, dass f rektifizierbar ist mit Lange f | f'(t)]| dt. Es sei also € > 0.
Wir betrachten erst einmal folgende Abschétzung fiir eine beliebige Zerlegung der Form
a=ty <t <---<ty=0

k
;Hf(ti) ti)ll - fllf )| dt

k
< | 2CIF) = )l - ZHf/(ti)||(ti_ti—1> fllf ()|l dt|.
1 i
f ) Differenz zwischen ;i;ler Riemannsumme

= ;(tz tiz1) - H t, —t - ‘ If/(t ||‘ und dem Riemann-Integral
< i(ti—tz—l) w - f’(ti)HEEI

i=1 % i—1
< (b-a) max —f(tg:i(j_l) — f(t:)

Ausdruck von Lemma B3

Wir wollen jetzt also ein d; > 0 finden, so dass fiir jede Zerlegung der Feinheit d;, der
erste Summand kleiner als § ist, und ganz analog wollen wir ein d, > 0 finden, so dass
fiir jede Zerlegung der Feinheit 0o, der zweite Summand kleiner gleich 7 ist. Dann hat
d = min{dy, d2} die gewiinschte Eigenschaft.

Wir beginnen mit dem ersten Summanden. Nach Lemma B=3 existiert ein §; > 0 so dass

fir alle ¢,¢" in [a,b] mit [t — /| < 0y gilt dass
f@) ) ‘ €
|H=02 - rw] < 2 —a)

Dann gilt fiir jede Zerlegung a =ty < t; < --- < t;, = b der Feinheit 9;, dass

t—t’

erster Summand < (b—a) max Jlt) = Fltimy) Fall < £
i=1,....k ti —ti—1 2

e

<2(b—a)

Wir wenden uns dem zweiten Summanden in der obigen Abschitzung zu. Die Funktion
t — || f/(t)] ist stetig®™. Nach Satz 7.5 aus der Analysis I ist die Funktion auch gleichméBig

49Hier haben wir verwendet, dass fiir alle v, w gilt, dass ‘HUH - ||wH‘ < |lv—w].

%ONach Voraussetzung ist die Abbildung t — f’(t) stetig, aber die Abbildung v + ||v]| = /v? + --- + v2
ist ebenfalls stetig. Also ist nach Satz Z9 auch die Funktion ¢ — || f'(t)]| stetig.
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stetig. Insbesondere gilt
€

- Vo IO =16 < 55—

5>0 s tmit 2b—al
[t —s] < o2
Der Beweis von Satz 13.9 aus der Analysis I*? zeigt nun, dass fiir jede Zerlegung der Form
a =ty <t; <--- <t =>bder Feinheit dy gilt
zwelter Summand < %
Wir haben also gezeigt, dass do die gewiinschte Eigenschaft besitzt. 0

4.3. Parametertransformationen (x). Dieses kurze und leichte Kapitel ist nicht offizi-
eller Teil der Vorlesung.

Es sei f: [a,b] = R" eine Kurve und ¢: [¢,d] — [a,b] eine stetige bijektive Abbildung.
Dann ist

fog:lc,d — R"
t = flelt)

ebenfalls eine Kurve, welche genau die gleichen Punkte annimmt wie f. Wir sagen, diese
Kurve geht aus der Kurve f durch Parametertransformation ¢ hervor.

Lemma 4.4. Es sei f: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve ist und es sei zudem
¢: [e,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare, bijektive Funktion. Dann gilt

Léange(f) = Lange(f o ¢).

Etwas vereinfacht gesagt besagt das Lemma, dass sich die Lange einer Kurve nicht
verandert, wenn man die Bildpunkte mit einer anderen Geschwindigkeit ‘durchfahrt’.

Beweis. Nachdem ¢ stetig und bijektiv ist, folgt, dass entweder ¢ streng monoton steigend
oder streng monoton fallend ist. Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ streng monoton
steigend ist, d.h. es ist ¢/(s) > 0 fiir alle s € (¢, d). Insbesondere ist p(c) = a und ¢(d) = b.
Dann gilt

d
Lange(fog) = [I(fop)(s)|ds nach Satz £2

a

= [1If'(e(s)) - ¢'(s)] ds Kettenregel koordinatenweise angewandt
a

= JIF ()l - ¢'(s) ds nachdem ¢'(s) = 0
old)

= [ |If(w)] du nach der Substitutionsregel mit u = ¢(s)

8
If/(w)lldu = Lénge(f).

Il
8 e X

SIDjeser Satz besagt, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall [a, b] integrierbar ist.
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Jetzt betrachten wir den Fall, dass ¢ streng monoton fallend ist. Es folgt, dass ¢'(s) <0

fiir alle s. Zudem ist

Lénge(f o ¢)

I(f o) (s)ll ds
1/ ((5)) - ¢ (s)] ds
L7/ (e - 1#(s)] ds

(d)

= J I ()l du

@(c)

T 1) d
b

S

f 1f" ()] du
Léinge(f).

¢(c) = bund ¢(d) = a. Wir wenden das obige Argument noch einmal
an, allerdings mit zwei kleinen Modifikationen:

nach Satz B2

Kettenregel koordinatenweise angewandt

nachdem ¢'(s) <0
nach der Substitutionsregel mit u = ¢(s)
da ¢(c) =bund ¢(d) =a

da allgemein [ g(u)du = — [ g(u)du
b

Bemerkung. Man kann das Lemma auch direkt {iber die Definition von der Lénge einer
Kurve zeigen. In der Tat, sei L die Lange von f und es sei € > 0 gegeben. Es sei 6 > 0 so
gewdhlt wie in der Definition von der Lénge von f. Wir setzen

C = sup{|cp'(t)| ’ te [a,b]}.

Dann kann man leicht sehen, dass fiir das gleiche vorgegebene L und € > 0 jetzt &' :=

die gewiinschte Eigenschaft fiir f o ¢ besitzt.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir i € {1, ...

den i—ten Einheitsvektor. Die Vektoren eq, ...

o

1
C

5. PARTIELLE ABLEITUNGEN

,n} mit

e; == (0,...,0,1,0,...,0) € R»

/]\

1—te Koordinate

, e, werden oft die Standardbasis oder auch

die kanonische Basis des Vektorraums R" genannt.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion.
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(1) Es sei x € U. Wenn der Grenzwert ™ =

0 o f(x+he) = f(x)

existiert, dann heifit f partiell am Punkt x in der i—ten Koordinate differenzierbar
und wir nennen %f(x) die i—te partielle Ableitung von f am Punkt x.

(2) Wir sagen f ist in x partiell differenzierbar, wenn f in allen Koordinaten partiell
differenzierbar ist.

(3) Die Funktion f: U — R heifit partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten
x € U partiell differenzierbar ist.

Bemerkung. Sei nun (z1,...,x,) € U ein fest gewahlter Punkt. Dann ist
9 o flrn by x) = f(R, T, Ty
axif(xlv"wxn) - ]111_% h

nichts anderes als die Ableitung der Funktion
Ti f(.l’l, e L1, Ly Ly 1y - e ,l’n)

nach der Variable z;, wir betrachten dabei die anderen Symbole z1,...,z;_y und z;44, ..., 2,
als Konstanten. Wir kénnen deswegen partielle Ableitungen wie gewohnliche Ableitungen
von Funktionen einer Variablen bestimmen.

Beispiel.
(1) Fiir die Funktion f(z1, 22, z3) = 3x%x9 + 25 + sin(zy23) gilt
0
a—xlf = 6x1x9 + x3COS(T173),
6%:2 = 32% + ba3,
0
md = n cos(x1x3).

Wir bilden also ganz normal die Ableitungen beziiglich der vorgegebenen Variable,
alle anderen Variablen sind Konstanten.
(2) Fiir Funktionen R?* — R verwendet man oft auch z und y anstatt z; und zs.
Beispielsweise gilt
0

—6x2+y2 - 2y€x2+y2'
dy

2Nachdem U offen ist, existiert ein e > 0, so dass = + he; € U fiir alle h € (—€, €). Wir bestimmen hier
dann den Grenzwert der Funktion
(—&)\ {0} — R

B fathe)-f@)

d.h. wir bestimmen den Grenzwert einer reellwertigen Funktion in einer Variablen, diesen hatten wir schon
in Analysis I definiert.

3Das Symbol d wird als ‘Del” ausgesprochen. Es ist kein griechischer Buchstabe, und insbesondere nicht
mit dem griechischen Delta § zu verwechseln. In Latex wird es als \partial geschrieben.
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Wir hatten oben festgestellt, dass partielle Ableitungen nichts anderes sind, als gewohn-
liche Ableitungen von Funktionen einer Variablen. Insbesondere erhalten wir die iiblichen
Rechenregeln. Genauer gesagt, es sei U C R" offen und es seien f,g: U — R zwei partiell
differenzierbare Funktionen, dann gilt fiir alle @

0 0 0

axi(f +9) 8xif + 559 (Summenregel )
0 0 0

3xi(f g) = f- 929 + a—xif g (Produktregel).

Zudem, wenn g(x) # 0 fiir alle x € U, dann ist

0 0
) (f) _ 9'3—%11—3—%9-.1‘

ox; g g2

(Quotientenregel).

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion.

(1) Wir sagen, f ist stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen exis-
tieren und zudem stetig sind.*

(2) Wenn die partiellen Ableitungen % f:U —= R,i =1,...,n wieder partiell diffe-
renzierbar sind, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar. Analog definieren wir
k-mal partiell differenzierbar.

(3) Wir sagen f ist k—mal stetig partiell differenzierbar, wenn die Funktion f k-mal
partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen

0 0

von Grad [ < k stetig sind.

f:U—=R

Betrachten wir die Funktion f(z1,%q,23) = 3zzy + 25 + sin(x23). In diesem Fall gilt
beispielsweise, dass

%% = 8%33 (lemg + 3 COS(J]lfL‘g)) = 1-cos(zix3) — w3 - 1 sin(z23),
und
9 9 _ — (21 cos(x1x3)) = 1-cos(xixs) — 21 - x3sin(xix3).
Oxq Ox3 oy
Wir sehen also, dass
o 0, 9 0
Or30r1”  Owy Ows”

In diesem Beispiel erhalten wir also die gleichen zweifachen partiellen Ableitungen, egal, in
welcher Reihenfolge wir die Ableitungen durchfiihren.

Der néchste Satz besagt, dass dies kein Zufall ist, sondern dass diese Aussage allgemein
fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen Funktionen gilt.

54Dje partiellen Ableitungen sind wiederum Funktionen % f: U — R, welche wir also auch auf Stetigkeit
iiberpriifen kénnen.
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Satz 5.1. Fs sei U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir allep € U und i,j € {1,...,n}, dass

o 0 o 0
o %jf(p) = 6751 6xif(p)'

Im Ubungsblatt 4 werden wir sehen, dass die Aussage im Allgemeinen nicht fiir Funktio-

nen gilt, welche zwar zweimal partiell differenzierbar sind, aber nicht zweimal stetig partiell
differenzierbar sind.

Im Beweis von Satz b7 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 5.2. Es scien F,G: R? — R zwei stetige Funktionen. Wir nehmen an, fir alle
a >0 undb >0, existieren (£,1),(£,7) in [0,a] x [0,0] C R?, so dass

Algn) = B(E7).
Dann gilt

A(0,0) = B(0,0).

e (CL, b)
___—das Rechteck [0, a] x [0, 0]

(&) ()
wobei F(&,1) = G(E,7)

ABBILDUNG 17. Skizze zu Lemma B2.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle k > 0 gilt: |F(0,0) — G(0,0)| < k. Es sei also
k > 0. Nachdem F und G stetig sind, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle (a,b) € R? mit

Va2 4 y? <0 gilt, dass |F(0,0) — F(a,b)| < § und |G(0,0) — G(a,b)| < 5.
Wir withlen nun @ > 0 und b > 0, so dass va? +b? < 4. Nach Voraussetzung gibt es
£, €00,a] und n,n € [0,b], so dass F(§,n) = G(§,7). Dann gilt

|F(0,0) — G(0,0)] = [F(0,0) — F(&,m) + G(,7) — G(0,0)]
< |F(0,0) — F(&,m)] +1G(0,0) — G(,7)| = (x)
Nachdem /€2 + 72 < Va2 + b2 < § und \/ €2+ 72 < Va2 + b2 < ¢ folgt, dass

K K
(x) < 5t5 = K
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Wir werden auch den Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus der Analysis I verwen-
den. Dieser kann wie folgt formuliert werden.

Theorem 5.3. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei h(s) eine differen-
zierbare Funktion auf R und ¢ > 0. Dann gibt es eine reelle Zahl v € (0,c¢), so dass

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz b1l zu.

Beweis von Satz b1, Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Spe-
zialfall, dass U = R?*, i = 1, j = 2 und p = (0,0). Der allgemeine Fall wird ganz analog
bewiesen.

Es sei also f: R? — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir wollen
mithilfe von Lemma b2 zeigen, dass

9 90

0o 0

Behauptung. Es seien a > 0 und b > 0, dann existieren £ € (0,a) und n € (0,b), so dass

(;9 83 Flen) = ( (a,b) — f(a,0) — £(0,b) +f(0,0)>.
und es existieren € € € (0,a) und 7 (0 b)
225 = (s s - 0.5+ 0,0).

Die Behauptung impliziert also insbesondere folgende Aussage: fiir beliebige a > 0 und
b > 0, existieren £ € (0,a) und n € (0,b) sowie £ € (0,a) und 77 € (0,b), so dass

o d o d
By ol &n) =5 a9y (&, 7).

Nach Voraussetzung ist f zweimal stetig partiell differenzierbar, d.h. die Funktionen
o 0 o 0
8731 %f und % @f

sind stetig. Der Satz folgt nun also aus der Behauptung und aus Lemma b™.

Wir wenden uns nun dem Beweis der Behauptung zu. Die Idee fiir den Beweis ist, dass
wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung zweimal geschickt auf die rechte Seite der
Behauptung anwenden wollen, ndmlich einmal auf eine ‘Funktion in der x-Variable’ und
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dann auf eine ‘Funktion in der y-Variable’. Genauer gesagt, es ist

(f(a7 b) - f(a,()) - f(O,b) + f(O’O))
wobei h(z) := f(z,b) — f(z,0)

I
i S g
—~
>
—~
S
~—
|
=
—~
=)
~—
~—

1
L (h@) = n())
= h'(¢) fiir ein € € (0,a)
nach dem Mittelwertsatz,
angewandt auf h(z) und c = a

= $H(9)
_ % %f(f,b) _ %f(gj())) nachdem h(z) = f(z,y) — f(z,0)
_ % (h(b) — h(0)) wobei nun h(y) = a%cf(f,y)

= h'(n) fiir ein n € (0,b),
nach dem Mittelwertsatz,
angewandt aufh(y)undc = b

= NW(n)
_ %a% (& n) nachdem nun h(y) = (%f(f, ).

Wir haben damit also die erste Behauptung bewiesen. Wenn man die Rollen von z und
y im obigen Beweis vertauscht (d.h. wir betrachten zuerst G, (t) := f(z,t) — f(0,t) etc.)

dann erhalten wir den Beweis fiir die zweite Behauptung.
O

Es sei U C R" offen und f: U — R eine k—mal partiell differenzierbare Funktion. Es
seien 4,j € {1,...,n}, dann schreiben wir

? p_ 0 0,
81’1’ Ba;j o ax, 8.%']'
ok o 0

52! = aw omt

Wir verwenden zudem die ganz analogen Notationen fiir die hoheren partiellen Ableitungen.

Der folgende Satz besagt nun, dass es bei k—mal stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen vollig egal ist, stetig, in welcher Reihenfolge wir die ersten k partiellen Ableitungen
bilden.
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Satz 5.4. Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine k—mal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Es seien iy, ..., ix € {1,...,n} und es sei o € S}, eine Permutation®™. Dann gilt

k k
0 f = 0 /.

o(k)

8xig(1) 8331‘0_(2) s 8{1}'2 axil axiQ . al’lk

Beweis. Es folgt aus Satz b, dass man je zwei nebeneinanderstehende partielle Ablei-
tungen vertauschen kann. Der Satz folgt nun aus der Tatsache, welche n der Linearen
Algebra bewiesen wurde, dass jedes Element in der Permutationsgruppe ein Produkt von
Transpositionen ist. U

6. DIFFERENZIERBARKEIT

6.1. Grenzwerte von Abbildungen. Es sei V' C R” offen und es sei

g:V — R™
v o= g(v)
eine Abbildung. Zudem sei vy € R™. Wir definieren, wie in Analysis I:
li =w = V I v —w| <e
vl—g)log(v) w e0 §>0 U#erBg(vg)ﬂVHg(U) w” ¢

Wenn vy € V', dann folgt sofort aus den Definitionen, dass
g stetig im Punkt vy <= limg(v) = g(vo).
v—V0

6.2. Das Landau—Symbol o. Wir fithren jetzt das Landau—Symbole o ein. Diese Schreib-
weise wird im weiteren Verlauf der Vorlesung die Notation bei mehreren Gelegenheiten
deutlich vereinfachen.

Definition. Es sei U C R" eine offene Umgebung von 0 und es seien f,g: U — R Funktio-
nen. Wir definieren®

fl@) =olg(x)) = VYV 3V [f(z)] <elg(x)].

€>0 6>0 z€Bs(0)NU

Fiir Funktionen f, g, h: U — R schreiben wir auch
f(x) = g(z) +o(h(x)), wenn f(z) —g(z) = o(h(x)).

Sehr vereinfacht gilt f(z) = o(g(z)), wenn |f(z)| beliebig viel kleiner als |g(x)] ist in
kleinen Umgebungen vom Ursprung.

Beispiel. Auf U = R gilt beispielsweise, dass
3 = o(z?),

denn fiir jedes € > 0 setzen wir 6 = ¢, und dann gilt fiir x € (—4,0), dass

3 2 2 2
27 = |&7] [z < 270 = |a7] e

Zur Erinnerung, Sj bezeichnet die k-te Permutationsgruppe, d.h. die Gruppe aller bijektiven Abbil-
dungen {1,...,k} = {1,...,k}.

%Gesprochen wird das wie folgt: ‘f(x) ist klein-O von g(z)’.
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In Ubungsblatt 4 werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 6.1. Es sei U C R" eine offene Umgebung von 0 und es seien f,g: U — R
Funktionen, so dass f(0) =0 und so dass g(x) # 0 fir alle z € U. Dann gilt:

_flx) _

}gg)m =0 < f(z) = o(g(x)).
6.3. Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen. Wir fithren nun den Begriff der
differenzierbaren Abbildung ein.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R™ eine Abbildung. Es sei 2y € U. Wir sagen
f st im Punkt x diﬁerenzierbarm, wenn es eine m X n—Matrix A gibt, so dass
lim f(xo+v) — f(z0) — Av
v=0 [ v]]

Wir nennen dann die Matrix A das Differential D f(xq) von f am Punkt xy. > Wir sagen
f st differenzierbar, wenn f in allen Punkten des Definitionsbereichs differenzierbar ist.

= 0.

Bemerkung.

(1) Wenn m = n = 1, dann erhalten wir die gleiche Definition von Differenzierbarkeit
wie in Analysis I. In diesem Fall ist dann A die 1 x 1-Matrix, welche durch f'(x)
gegeben ist.

(2) Es sei B eine m x n-Matrix es sei C' € R™. Wir nennen

frR* — R™
r — Bx+4+C

5TIn der Literatur wird dies manchmal auch als total differenzierbar bezeichnet.
%Nachdem U offen ist, gibt es ein e > 0, so dass Be(z¢) C U. Wir betrachten dann also den Grenzwert
der Abbildung
B.(0)\ {0} — R~
v sy L@etv)—f(wo)—Av

lloll

am Punkt vg = 0.
Das Differential wird manchmal auch Funktional-Matriz oder Jacobi-Matriz genannt.
60Genauer gesagt, wenn f: (a,b) — R eine Funktion ist, dann hatten wir in Analysis I definiert, dass f
im Punkt x differenzierbar heifit, wenn der Grenzwert
oy oy fath) = f(x)
f@) = ]&IL% 7
existiert. Wenn nun also f diese Definition aus Analysis I erfiillt, dann gilt auch, dass

i (PTG (Hetf) )

R h ) h
g TEIE iy ey ) - 0,

d.h. f erfiillt die obige Definition der Differenzierbarkeit, wenn wir A = (f’(x)) setzen. Umgekehrt kann
man leicht zeigen, dass wenn f differenzierbar im Sinne der obigen Definition ist mit Differential A = (a),
dann ist f auch differenzierbar im Sinne von Analysis I mit Ableitung a.
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eine affine Abbildung.”® Diese affine Abbildung ist an jedem Punkt differenzierbar
mit Differential B. In der Tat, denn fiir jedes x € R™ gilt
hmf(aerv) —fx)—Bv _ lim(B(aUJrv) +C)— (Bx+C)— Bv

v—=0 [l v—0 [lvll

_ hm(Ba:—i—Bv—&—C)—(Bx—l—C)—Bv

v—0 [l

= lim— =
v—0||v]|

Dank Lemma 61 kénnen wir Differenzierbarkeit auch mithilfe vom Landau—Symbol
o formulieren. Genauer gesagt, f: U — R™ ist im Punkt xz differenzierbar, genau
dann, wenn es eine m X n—Matrix A gibt, so dass

fxo+v) = f(zo) + Av + o([Jv]]).

Fiir Funktionen f: R — R hatten wir in der Analysis I Vorlesung gesehen, dass f
differenzierbar ist im Punkt xy, wenn f durch die Funktion x — f(z0)+f(xo)(x—x0)
approximiert werden kann, in dem Sinne, dass

f@) = (fa) + f ) )

= 0.

Im jetzigen Fall ist die Intuition ganz analog. Eine Funktion f ist differenzierbar
im Punkt x¢ mit Differential Df(z(), wenn man f im Punkt zy durch die affine
Abbildung z — f(xo) + Df(x¢)(z — x¢) ‘approximieren’ kann, indem Sinne, dass

_ $@) = ($a) + Df () — a0))

= 0.
a0 [l = ol

In Analysis I hatten wir gesehen, dass die Ableitung viele Eigenschaften einer Funk-
tion bestimmt. Das weitere Ziel der Vorlesung ist zu zeigen, dass das Differential
auch viele Eigenschaften einer Funktion bestimmt.

Es sei U eine Teilmenge von R2. Eine Funktion f: U — R kann man dann mithilfe
des Graphen

{(mv%f(x?y)) ‘ (x,y) S U} C R3

bildlich darstellen. Wenn f in einem Punkt vy = (xg, %) in U differenzierbar ist
mit Differential D, dann kann der Graph in der Umgebung von xy durch die affine
Ebene

{(v, f(vy + D(v —vg)) |v € R?}
approximiert werden. Dies wird in Abbildung IR illustriert.

Satz 6.2. Es sei U C R™ offen und es sei

f=01, s fm): U—=>R"

61Dje Abbildung ist eine lineare Abbildung genau dann, wenn C' = 0.



ANALYSIS II - SOMMERSEMESTER 2015 57

Graph einer Funktion f: U — R
Graph der Funktion z — f(xo) + D f(xo)(z — x¢)

ABBILDUNG 18.

eine Abbildung, welche im Punkt x € U differenzierbar mit Differential A = (a;j) ist. Dann
gilt:
(1) f ist stetig im Punkt x,
(2) fiir alle i € {1,...,m} und j € {1,...,n} existiert die partielle Ableitung %(m)
und es gilt
Ofi
(z).

CLZ'j =
ox;
J

Bemerkung. Der Satz besagt insbesondere, dass wenn f im Punkt x differenzierbar ist,
dann kann das Differential durch die partiellen Ableitungen bestimmt werden, insbesondere
ist das Differential eindeutig bestimmt.

Andererseits werden wir in Ubungsblatt 5 sehen, dass es Funktionen f: R? — R gibt,
welche am Punkt (0,0) partiell differenzierbar sind, welche aber am Punkt (0,0) nicht
differenzierbar sind.

Beweis von Satz 63. Es sei U C R" offen und es sei f = (f1,...,fm): U — R™ eine
Abbildung, welche im Punkt x € U differenzierbar mit Differential A = (a;;) ist.

(1) Aus der Voraussetzung

i (& +v) — flz) — Av
v=0 o]l

folgt insbesondere, dass

lim(f(:p+v)—f($)—Av> = 0,

v—0
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daraus folgt dann, dass
lim f(z +v) = lin%(f(m)—l—Av) = f(z)+ lim Av = f(x).

v—0 v—0

= 0 nach
Lemma 2.6

Wir haben also bewiesen, dass die Abbildung f im Punkt x stetig ist.
(2) Esseien i € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Nach Voraussetzung gilt

lim flx+v)— f(z) — Av -
v—0 vl
Dann gilt insbesondere, dass
lim f(x + hej) — f(x) — Ahe; _ 0
h—50 || hej|

Es folgt, wie in Satz 23, dass dann auch die Grenzwerte fiir die m Koordinaten
gegen 0 konvergieren. Die i—te Koordinate von A - he; ist ha;j, es folgt also, dass

fi(x + hej) — fi(x) — hay

Gt e -
Nachdem | he;|| = h, folgt nun, dass

i J1E +heg) = file) — hai;

h—0 | A]] '

Nachdem der Grenzwert Null ist, ist der Absolutbetrag im Nenner irrelevant, und
es folgt, dass sogar

fi(x + hej) — fi(x) — hay

i h =9
also
lim filz 1 he;) ~ (@) = Qij,
h—0 h
aber die linke Seite ist gerade die Definition der partiellen Ableitung 2% (z).

Ox;
0

Der vorherige Satz besagt, dass wenn f an einem Punkt differenzierbar ist, dann ist
f auch an diesem Punkt partiell differenzierbar. Der folgende Satz ist in gewisser Weise
die Umkehrung, wenn f stetig partiell differenzierbar ist, dann ist f auch differenzierbar.
Genauer gesagt, wir haben folgenden Satz.

Satz 6.3. Es ser U C R” offen und f: U — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion.
Dann ist f differenzierbar.

Der Satz besagt also, dass eine stetig partiell differenzierbare Funktion insbesondere
differenzierbar ist. Wir fithren nun folgende Sprechweisen ein.

(1) Wir sagen f ist stetig differenzierbar, wenn f stetig partiell differenzierbar ist.
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(2) Fiir & > 2 sagen wir, f ist k-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktion k-mal
stetig partiell differenzierbar ist.
Im Beweis von Satz B3 werden wir folgende Formulierung des Mittelwertsatzes verwen-
den.

Theorem 6.4. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) FEs sei h(t) eine differen-
zierbare Funktion auf R und v € R. Dann gibt es eine reelle Zahl t zwischen 0 und ¢, so

dass™
c-h(t) = hic)— h(0).

Beweis von Satz B23. Wir miissen also zeigen, dass f in jedem Punkt z differenzierbar ist.
Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir den Spezialfall, dass U = R" und
x = 0. Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

Wir setzen
_ [ 9f of
pi= (Lo o)

i {0 =0 =Dv

v—0 vl

Wir wollen nun zeigen, dass

Wir beweisen zuerst einmal folgende Behauptung.

Behauptung. Fiir alle v € R™ \ {0} existieren uy, ..., u, mit |Ju;| < |jv],i=1,...,n, so
dass
HUH ;

Es sei also v = (v1,...,v,) € R" beliebig. Wir wollen auch diese Behauptung mithilfe
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung beweisen. Wir miissen dazu den Ausdruck
f(v) = f(0) — Dv durch Funktionen in einer Variablen beschreiben. Wir schreiben

Wy = (O, ,O),

wq = (U1707 7O)a
Wy = (U17U270 70)7
Wy = (V1)

62Fiir v > 0 ist dies gerade der iibliche Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Die Aussage ist aber
auch trivialerweise wahr fiir ¢ = 0.
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Dann gilt
f(w) = f(0) = Dv
= )~ fw) - S0y
i=1 i=1 "
= zn:f(vl ey U1, 05,0, ...,0) — f(vg, ..., 0;-1,0,0,...,0) — zn:va—f(())
iil\ ) Y 1— 1 9 ) ) -~ ) ) 1 ) Y 7 ) /, 171 7/8:1:1
o =h(v;)—h(v) fiir h(s)=f(v1,...,0i—1,8,0,...,0) B
= (%)
Fiir jedes i € {1,...,n} wenden wir Satz 64 an auf

h(s) = f(vi,...,vi-1,5,0,...,0) und ¢ = v;,.
Wir erhalten ein ¢; zwischen 0 und v; mit
vl (t;) = h(v;) — h(0)
Aber durch Riickiibersetzen in die Funktion f erhalten, wir dass

0
h/(tz) = a:;jf‘(l)l,...,’Ui_l,ti,o,...,O)

und

h(Uz> — ]’L(O) = f(Ul, vy Vi1, U4, 0, ciey 0) — f(Ul, ey Vi1, 0, 0, ceey 0)

Fiir jedes 7 setzen wir nun w; = (vy,...,v;_1,%;,0,’0) und erhalten, dass

¢ = oo - o)

Es folgt aus dieser Gleichung und der Dreiecksungleichung, dass

n

1

vi | Of of
—(f(v) = f(0) — Dv)| < u;) — 0)]|.
!vH( (v) = f(0) ) ;HvH o (1) = 5,-(0)
~—~
€[0,1]
Die Behauptung folgt nun aus der Beobachtung, dass die Normen der Punkte uq, ..., u,

kleiner gleich der Norm von v sind. Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Wir wollen jetzt zeigen, dass in der Tat

Sei also € > 0. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen stetig, d.h. es existiert
ein § > 0, so dass fiir alle i € {1,...,n} gilt:

€

Of ()~ 21 <o>' <<
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W3 =V = (’Ul, Vo, 1)3)

us

- wy = (v1,v9,0)

U2

n — u )
wo = (0,0,0) w wy = (v1,0,0)

ABBILDUNG 19. Skizze fiir den Beweis von Satz B3

Es sei nun also v € Bs(0). Wir wihlen g, ..., u, wie in der Behauptung. Dann ist

u JR—
o] 91, ax;

n

3

< €.

1=1

<< da fluill<|lo]<d
Wir haben damit also gezeigt, dass der Grenzwert in der Tat 0 ist. ([l

Satz 6.5. Es sei U C R" offen und f = (f1,..., fm): U — R™ eine Abbildung, so dass
alle partiellen Ableitungen % definiert und stetig sind. Dann ist f differenzierbar, und an
jedem Punkt x ist das Differential die m x n—Matrix

0 0

e ORI €

O fom Ofom

PN ()
Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 223, Satz 62 und aus Satz 623 angewandt auf die
Koordinatenfunktionen fi, ..., fi.. O

Bemerkung. Ein Ziel der Analysis ist es das Studium von Funktionen moglichst auf Lineare
Algebra zuriickzufiihren, denn lineare (oder affine) Abbildungen sind deutlich leichter zu
verstehen, als ganz allgemeine Abbildungen zwischen R™ und R™. Wenn eine Abbildung
f=1(f, .., fm): R" — R™ in einem Punkt z differenzierbar ist, dann kénnen wir die
Abbildung in der Nihe von x durch die affine Abbildung v — f(z) + Df(z) - (v — x)
‘approximieren’. Unser Interesse besteht daher darin, das Differential D f zu bestimmen.
Satz 63 besagt nun, dass man das Differential mithilfe der partiellen Ableitungen von den
Koordinatenfunktionen f; bestimmen kann.

6.4. Norm von Matrizen. In diesem kurzen Kapitel fithren wir die Norm einer Matrix
ein. Wir werden diese im néchsten Kapitel fiir den Beweis der Kettenregel benotigen. Die
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Norm einer Matrix wird aber auch im weiteren Verlauf der Vorlesung immer wieder auf-
tauchen.
Fiir eine m x n-Matrix A € M(m x n,R) definieren wir die Norm von A als™

1A = max{HAvH ’v € R™ mit ||o]| = 1}.

Beispiel.
(1) Fiir die Matrix A = Aid mit A € R gilt || A]| = |A[.
(2) Fiir eine orthogonale n x n-Matrix A gilt per Definition, dass es das Skalarprodukt
v-w = (v,w) erhalt. Fir alle v € R™ gilt insbesondere

[Av]] = V{Av, Av) = /{v,0) = |v].

Also ist [|A]| = 1.
Wir fassen einige Eigenschaften von || Al in folgendem Lemma zusammen.

Lemma 6.6.
(1) Die Abbildung
M(m xn,R) — Rs
A = 4]

ist eine Norm auf dem Vektorraum M (m x n,R).
(2) Fiir alle A € M(m x n,R) und w € R™ gilt

[Aw[] < [[A]l - [Jw]-
(3) Fir jede n x m-Matriz A = (a;;) gilt

JA| < nmmax|ay].
2,]

Die Norm || A|| ist im Allgemeinen schwierig zu berechnen. Die Abschétzung in Lemma 68
(3) erlaubt es uns spéter die Norm || A|| relativ einfach nach oben abzuschétzen.

Bewezs.

(1) Die Homogenitét von || — || folgt leicht aus den Definitionen. Das Argument von
FuBnote B zeigt zudem, dass || — || die Dreiecksungleichung erfiillt. Wir miissen noch
zeigen, dass ||A]| = 0 genau dann, wenn A = 0.5 Es ist offensichtlich, dass ||0]| = 0.

63Hier ist ||v|| die euklidische Norm von v € R” und || Av|| ist die euklidische Norm von Av € R™. Nach-
dem S™~! kompakt ist und die Funktion v — |[v]| stetig ist, wird das Maximum in der Tat angenommen,
d.h. die Definition
A = max{”AvH ‘u € R™ mit ||v]| = 1}

macht Sinn.
64Es gilt sogar ||A|| < y/mmmax|a;j|, aber fiir unsere Zwecke geniigt die schwiichere Abschiitzung.
65Die Bedeutung von 0 hingt vom Kontext ab. In diesem Fall ist ‘0’ die m x n-Matrix deren Eintriige
alle 0 sind.
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Es verbleibt also zu beweisen, dass ||A|| # 0, wenn A # 0. Es sei also A = (a;;) # 0.
Dann gibt es zumindest ein a;; # 0. Es folgt, dass

Qqlj
[Al = [[Aesll = : > |ai| > 0.
a

mj

(2) Es sei also w € R". Wenn w = 0, dann ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.
Nehmen wir nun an, dass w # 0. In diesem Fall gilt

1 1
lawl = |Alolgge] = ol bagpo
=l
=w —||=1
< lwl - JJA]| per Definition von || AJ|.
(3) Es sei also A = (a;;) eine n x m-Matrix. Wir wihlen k, [, so dass |a;;| < |ag| fiir
alle 7, 5. Es sei nun v = (vq,...,v,) € R™ mit ||v|| = 1. Dann gilt
m n 2 n
|Av|)? = 231 Zlaijvj denn ||(z1,...,2,)||* = Z:le
1= J= 1=

3

IN
8

s
I
—
—

2
;| ) Dreiecksungleichung
~—

A

i
=
=
=

1=
= mn?ay* < mn?|anl?.
Die gewiinschte Ungleichung erfolgt nun durch Wurzelziehen auf beiden Seiten.
O

6.5. Die Kettenregel. In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir die Kettenre-
gel fiir die Verkniipfung von zwei differenzierbaren Abbildungen. Zur Erinnerung, wenn
f,g9: R — R differenzierbare Funktionen sind, dann besagt die Kettenregel, dass g o f
ebenfalls differenzierbar ist, und es gilt

(go f)(z) = ¢'(f(z) f'(z)
Das heifit also, dass

Ableitung von g o f am Punkt x = Ableitung von g am Punkt f(z)
mal Ableitung von f am Punkt x.

Fiir differenzierbare Abbildungen zwischen Abbildungen in mehreren Variablen gilt eine
ganz analoge Kettenregel:
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Satz 6.7. (Kettenregel) Es seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen und es seien
f:U—=R™und g: V — R* differenzierbare Abbildungen, so dass f(U) C V. Dann ist die
Abbildung go f: U — RF ebenfalls differenzierbar, und fiir jeden Punkt v € U gilt:
D(go f)(x) = (Dg)(f(x))- Df(x).
Die Kettenregel besagt also, dass

Differential von g o f am Punkt + = Differential von g am Punkt f(z)
mal Differential von f am Punkt x.

Hierbei ist (Dg)(f(x)) eine k x m—Matrix und D f(x) ist eine m x n—-Matrix. Das Matrix-
produkt (Dg)(f(z)) - Df(x) ist also dann, wie gewiinscht, eine k x n—Matrix.

Beweis. In der Formulierung der Differenzierbarkeit auf Seite b miissen wir zeigen, dass

(go N +&) = (g0 f)(@)+ Dyg(f(x))Df(x)§ + o([[E])-
Nach Voraussetzung gilt

flx+8&) = [flx)+Df(x)§+¢(6) wobei p(£) = o([l]),

sowie

g(f(x)+n) = g(f(x)) + Dg(f(x))n+b(n)  wobei ¢(n) = of||nl]).

Mit dieser Notation erhalten wir, dass

(go Nz +€) = g(fz+))
= 9(7(@) + DI +(0))

- (2))n +
= g(f(=) + Dg(f@)Df(2)e + Dgl(f(@)p(€) + v (Df(@)6+4(€)).
S——— _

e

=) ~(2)

Es geniigt nun also zu zeigen, dass die Terme (1) und (2) vom Typ o(||¢]|) sind.™ Genauer
gesagt, es geniigt nun folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Es ist
(1) Dg(f(z))e(€) = o(ll€])-

sowie

2) (Df@)E+ (€)= ollél).

66Hierbei beniitzen wir die elementare Aussage, dass wenn p(€) = o(||€]]) und ¢(&) = o(||€]|), dann ist

auch (p +q)(§) = o([l])-
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Wir beweisen zuerst die erste Aussage. Wir setzen A := Dg(f(x)). Dann ist

mAL((S) = lim (Algp(ﬁ )) da die Matrix-Multiplikation linear ist
-0 [l€ll &0\ €]l

= A (limHéH(p(f )) da Multiplikation mit A nach Lemma P8 stetig ist

£—0
= A0 da ¢ (&) = o(ll]l)
= 0.
Wir wenden uns nun der zweiten Aussage zu. Wir setzen B := D f(x). Wir wollen also

zeigen, dass

im B+ e©) _

&0 gl
Um diesen Grenzwert zu bestimmen, wollen wir zuerst den Ausdruck B¢ + ¢(&) besser
verstehen. Nachdem ¢(&) = o(]|£]|) gibt es insbesondere eine offene Umgebung U von 0, so

dass ||@(&)| < |€]|| fir alle £ € U. Wir bezeichnen nun mit ||B|| die Norm der Matrix B,
welche wir im vorherigen Kapitel eingefiihrt hatten. Fiir alle £ € U gilt dann

IBE+ (N < [IBEIl + lle©)]l

< (IB|+1)i¢]l  nach Lemma BB (2)
Insbesondere gilt
lim(BE + (€)= 0.
Es folgt, dass
Y(BE+9(€) Y(BE + ¢(§)) CIBE+ (9l
€]l |1BE + ¢(¢)]l €] '

lim =0, da lim(B&+ ¢(§)) =0 beschrinkt durch
£—0 £§—0 HB” +1
und ¢ (v) = o(|[v[])

Es folgt nun auch, dass die Funktion auf der linken Seite mit & — 0 gegen 0 konvergiert.
O

Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Korollar.

Korollar 6.8. FEs seien U C R™ und V C R" offene Mengen und es sei f: U — V eine
bijektive differenzierbare Abbildung, welche zudem eine differenzierbare Umkehrabbildung
f~1: V. = U besitzt. Dann gilt fiir jeden Punkt y € V, dass

Df Y (y) = Inverses der Matriz Df(f*(y)).

6"Hierbei verwenden wir die Aussage, dass wenn %in})p({) = 0 und ¢(&) beschrinkt ist, dann gilt auch
—

lmp(€)a(¢) = 0.
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Beweis. Es sei also y € V. Nachdem sowohl f als auch f~! differenzierbar sind folgt aus
der Kettenregel, dass

id = Did(y) = D(fof™)y) = D) -Df'(y)
Durch Auflésen nach D f~!(y) erhalten wir
Df~Y(y) = Inverses der Matrix Df(f~(y)).

6.6. Der Gradient.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Es
sei x € U. Dann heifit der Vektor

Vf(z) := Grad f(z) = (ailf(x),,a(znf(xo

der Gradient von f am Punkt z.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = (2*+y?) auf R%. Der Gradient am Punkt
(x,y) gegeben durch

Grad f(2.9) = (2ot 2 1)) = (3o g ).

In Skizzen zeichnet man normalerweise Grad f(x,y) als Vektor, welcher am Punkt (x,y)
beginnt. Einige der Gradienten der Funktion f(z,y) = i(mz + 9?) sind in Abbildung
skizziert.

Bevor wir fortfahren erinnern wir nun kurz an das Skalarprodukt von zwei Vektoren

v=(v1,...,0,) und w = (wy,...,w,) in R" welches wie folgt definiert ist:

n
(v,w) == v-w = Zvi-wi.
i=1

Folgendes Lemma gibt eine geometrische Interpretation vom Skalarprodukt.

68Das Symbol V wird als ‘Nabla’ ausgesprochen. Das Wort ‘Nabla’ ist der hebriische Name fiir einen
Harfentyp, welcher in etwa die Form von V besitzt.

%9Wir schreiben Vektoren in R™ manchmal in Zeilenform (z.B. wenn der Platz beschriinkt ist) und
manchmal in Spaltenform (z.B. wenn wir die Multiplikation mit einer Matrix verdeutlichen wollen).
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ABBILDUNG 20. Gradienten der Funktion f(z,y) = (2? + y?).

Lemma 6.9. Es sei ¢ der Winkel zwischen zwei Vektoren v und w in R, dann gilt ™
v,w) = cos() - [[o] - lwll.
Wir koénnen nun folgenden wichtigen Spezialfall der formulieren.

Satz 6.10. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Es sei
p € U und es sei zudem v € R™ ein Vektor. Dann gibt es ein € > 0, so dass p+tv € U fiir
alle t € (—e¢,€). Fir alle t € (—e,€) gilt

%(p—I—tv) = Df(p—irtv)\v/ = <g}radf£p+tvz, v>.

. R N~~~
1xn—Matrix € ERn cRn

Insbesondere erhalten wir am Punktt =0, dass

SHe+w)| = Diph = (Grad f(p),0)

Die Aussage des Lemmas wird in Abbildung 21 illustriert.

Beweis. Es sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Zudem sei
p € U und es sei v € R" ein Vektor. Aus der Offenheit von U folgt leicht, dass es ein € > 0

"0Es stellt sich natiirlich die Frage, wie den der Winkel zwischen v und w definiert ist. Hier gibt es
verschiedene Moglichkeiten:

(1) Man kann die Gleichung im Lemma als Definition des Winkels zwischen den Vektoren v und w
auffassen. Dann ist die Aussage des Lemmas eine Tautologie.

(2) Fiir zwei Vektoren v und w in R™ gibt es eine orthogonale Matrix A € O(n), so dass Av und Aw
in R? C R" liegen. Wir definieren dann den Winkel zwischen v und w als den Winkel zwischen
Av und Aw. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von A.
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gibt, so dass p+ tv € U fiir alle t € (—e¢, €). Die erste Gleichheit des Satzes folgt sofort aus
der angewandt auf die Verkniipfung f o h der Abbildungen

f:U — R h: (—e,e) — R”
s = f(s) und t — p+tu

und der Beobachtung, dass Dh(t) = v fiir alle ¢t € (—¢,€).

Die zweite Gleichheit folgt nun ebenfalls leicht aus den Definitionen und den bisheri-
gen Ergebnissen. Der vollstéandigkeithalber fithren wir das Argument dazu noch aus. Wir
schreiben v = (vy,...,v,). Dann gilt

U1
Df(p+tv)y = (g_a{l(p +tv) ... %(p + tv)) : Berechnung von D f mit Satz 63
Un
~ 9
= 3—£(P +tv) - v;
i=1
= (Grad f(p+tv),v) Definition vom Skalarprodukt.
U
Graph einer Funktion f: U — R die Steigung ist (Grad f(p), v)

\\ Werte der Funktion h +— f(p + tv)

— __— Graph der Funktion
v N e i)

Vektor v
.

1
T

()
()

U C R? 1 S 9

/

alle t € R mit der Eigenschaft, dass p +tv € U

pelU

ABBILDUNG 21. Skizze zu Satz B11.

Durch zweifaches Anwenden von Satz B0 erhalten wir auch folgende Aussage, welche
in Ubungsblatt 5 bewiesen wird. Wir werden diesen Satz spéter benotigen, wenn wir lokale
Maxima und Minima von Funktionen auf R™ bestimmen wollen.

Satz 6.11. Es ses U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Es sei
p € U und es sei zudem v = (vy,...,v,) € R" ein Vektor. Es seie >0, so dass p+tv € U
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fiir alle t € (—e,€). Wir betrachten die Funktion
g: (—¢,¢) = R
t — f(p+tv)
Dann gilt fir alle t € (—e,€), dass™
n n a
gDt 8— (p + tv) - vv;.
i=1 j=1

6.7. Richtungsableitungen.

Definition. Es sei U C R™ offen und f: U — R eine Funktion. Sei x € U und v € R" ein
Vektor mit [|v]| = 1. Falls der Grenzwert

. flz+hv) — f(x)
=1
g/ @) =l h
existiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert als die Richtungsableitung D, f(x) von f im

Punkt x in Richtung v.

Beispiel. Wenn v = e;, d.h. wenn v der i—te Einheitsvektor ist, dann folgt direkt aus den
Definitionen, dass

D.f@) = 3L@).

Folgender Satz folgt sofort aus Satz B10 und Lemma B9.

Satz 6.12. FEs sei U C R" offen und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Sei x € U
und v € R™ ein Vektor mit ||v|| = 1. Dann gilt
Duf(z) = (v,Grad f(x)).
Insbesondere, wenn ¢ € [0,27) der Winkel zwischen v und Grad f(x) ist, dann gilt
Dyf(x) = cos(p)- || Grad f(z)].

Satz 612 besagt insbesondere, dass die Richtungsableitung maximal ist, wenn ¢ = 0, d.h.
wenn v und Grad f(z) in die gleiche Richtung zeigen. Wir erhalten also folgendes Korollar:
Korollar 6.13. Es sei U C R" offen, f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion und
x € U ein Punkt, so dass Grad f(x) # 0. Dann ist ™

~ Grad f(2)
| Grad f(z)]|
die Richtung mit maximaler Richtungsableitung.

Anders ausgedriickt, ‘der Gradient zeigt in die Richtung in welche f am schnellsten
ansteigt’.

"IWas ist eigentlich die Aussage des Satzes fiir n = 17
Eine ‘Richtung’ ist immer ein Vektor mit Lénge 1, wir miissen deswegen den Gradienten auf die Lénge
1 normieren.
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6.8. Gradienten und Niveaulinien. In diesem Kapitel betrachten wir nur Funktionen
f: U — R auf einer Teilmenge U von R% Wir haben schon gesehen, dass man sich solche
Funktionen durch den Graphen

{(:C,y,f(l’,y)) | (%y) € U} C Rg

veranschaulichen kann. In Abbildung P2 sind beispielsweise die Graphen der Funktionen
f(x,y) = /22 + y2? und g(z,y) = x* + y? skizziert. Eine alternative Methode um Funktion

Graph von f(x,y) = /2?2 + y? Graph von g(z,y) = 2% + ¢*
ABBILDUNG 22.

zu veranschaulichen ist wie folgt gegeben: fiir verschiedene Werte C' € R betrachten wir die
Niveaulinie™

{(z,y) € R*| f(x,y) = C}.
Beispielsweise werden in Abbildung P3 die Niveaulinien fiir die Funktion

flry) = Vat+y? mit C'=0,3,1,%,2

sowie fiir die Funktion
g(zr,y) = 22 +9° mit C =0,1,1,2,2,...,4
skizziert. Fiir diese beiden Funktionen ist der Gradient gegeben durch

Crad f(z,y) = - a . wobei (z,y) # (0,0)
()

2+y27 \/x2+y2

sowie durch
Gradg(z,y) = (2z,2y).

In beiden Féllen zeigt also der Gradient ‘weg vom Ursprung’. Im ersten Fall besitzt der
Gradient immer die Lange 1, d.h. der Anstieg ist konstant. Im zweiten Fall besitzt der Gra-
dient die Lange 21/22 + y2, er wird also ldnger, wenn man sich vom Ursprung fortbewegt.
Die Gradienten fiir beide Funktionen werden in Abbildung P4 skizziert. Damit die Skizzen
iibersichtlich bleiben, sind in beiden Féllen die Gradienten auf % der Lénge gestaucht.

73 Auf Wanderkarten wird die Hohe, als Funktion (z,y) — h(z,y) durch Niveaulinien illustriert, diese
werden dabei normalerweise Hohenlinien genannt.
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0 |
— |
2 ]
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1 g
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- - \J 2 N \ 1 2
4 K
Niveaulinien fiir die Funktion Niveaulinien fiir die Funktion

flx,y) = Va2 +y? g(z,y) = 2> + 3

ABBILDUNG 23. Beispiele von Niveaulinien.

B vk
o R

Gradienten fir die Funktion Gradienten fiir die Funktion

flx,y) = /22 + 9 g(z,y) = 2° + ¢

ABBILDUNG 24. Beispiele von Gradienten.

In den Bildern sehen wir, dass der Gradient senkrecht auf den Niveaulinien steht. Wir
werden spéter sehen, dass dies kein Zufall ist, sondern dass dies unter geeigneten Vorausset-
zungen immer der Fall ist.” In Abbildung P8 zeigen wir das typische Bild fiir eine Funktion

"Insbesondere miissen wir noch prézise machen, was es heiflen soll, dass ein Vektor an einem Punkt
senkrecht zu einer Kurve ist.
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f: R? — R. Die Gradienten stehen senkrecht auf den Niveaulinien und zeigen in die Rich-
tung, in der die Funktion ansteigt. Desto enger die Niveaulinien aneinander liegen, desto
grofler ist die ‘Steigung’, und desto langer sind die Gradienten.

eng liegende Niveaulinien bedeutet starker Anstieg und lange Gradienten

ABBILDUNG 25. Niveaulinien und Gradienten fiir eine Funktion f: R? — R.
3

7. DIE TAYLORFORMEL UND LOKALE EXTREMA

In Analysis I hatten wir gesehen, dass wir Funktionen auf R in der Umgebung von ei-
nem Punkt durch die Taylorpolynome approximieren kénnen. Ganz analog wollen wir jetzt
Taylorpolynome in mehreren Variablen™ einfithren, um Funktionen auf R™ zu approxi-
mieren. Zudem wollen wir in diesem Kapitel Methoden finden um mithilfe von partiellen
Ableitungen lokale Maxima und Minima von Funktionen f: R™ — R zu bestimmen.

7.1. Die Taylorformel aus der Analysis I. Bevor wir Taylorpolynome fiir Funktionen
RF — R einfithren, erinnern wir an das Taylorpolynom aus der Analysis I. Es sei also

">Wie schaut der zugehorige Graph dieser Funktion aus?
"SEin Polynom in den Variablen &3, ..., &, ist eine Funktion auf R™ von der Form

f(&, .. &) = —BEE + &1&3€] + %5353
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g: (a,b) — R eine C*-Funktion™ und ¢ € (a,b). Dann heifit

k

pr(t) = prelt) = Z%g(m)(c)(t_c)m

m=0

das k-te Taylorpolynom von g bei c. Zur Erinnerung, das Polynom p;, zeichnet sich dadurch
aus, dass fiir alle m =0,..., k gilt:

M) = ¢™(c),

d.h. die ersten k Ableitungen von p; und g stimmen am Punkt c iiberein. Der folgende Satz
ist nun Satz 15.4 aus der Analysis I:

Satz 7.1. Es sei g: (a,b) — R eine C*-Funktion und ¢ € (a,b), dann gilt

- g(t) —pre(t)
= = 0
Oder anders ausgedriickt, es ist
glc+8&) = prlc+&)+o(Em).
Eine etwas genauere Formulierung ist durch Satz 15.6 aus der Analysis I gegeben:™

Satz 7.2. (Restgliedformel von Lagrange) FEs sei g: (a,b) — R eine C*-Funktion,
c € (a,b) und t € (a,b). Dann existiert ein 0 zwischen ¢ und t, so dass

9) = perelt) + 5 990) - (t— )"

7.2. Die Taylorformel im R". Die Idee ist nun eine Funktion R” — R durch ein Polynom
in n Variablen zu approximieren. Wir fithren dazu zuerst die Taylorpolynome von Funk-
tionen in n Variablen ein, und danach zeigen wir, dass diese in der Tat die urspriingliche
Funktion approximieren.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Es sei © € U. Wir bezeichnen ™

k 1 n n b o
pk(&,---,fn) = Z}WZZM 0z,

i1=1 im=1 1
vV

f@) &

als das k—te Taylorpolynom von f im Punkt x.

""Zur Erinnerung, wir sagen eine Funktion f: (a,b) — R ist eine C*-Funktion, wenn f k-mal stetig
differenzierbar ist.

"8Warum folgt aus Satz 3 auch Satz 07

™Selbst wenn es die Notation etwas verheimlicht, der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein Polynom
in den Variablen &y, ..., &,.
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Diese Definition wirkt am Anfang etwas einschiichternd, aber wie fiir das k-te Taylor-
polynom in Analysis I betrachten wir wieder fiir m =0, ..., k die (partiellen) Ableitungen
von Grad m. Nachdem es viele solche partiellen Ableitungen gibt, miissen wir notgedrungen
auch alle partiellen Ableitungen von Grad m beriicksichtigen.

Bemerkung.

(1) Wenn n = 1, dann ist gibt es fiir jedes m genau die Moglichkeit iy = -+ =14, = 1
zu beriicksichtigen, d.h. wir bilden genau die m-te Ableitung von f. Es folgt, dass

Pl
= > ")
mZ:o m)!

Wenn x = 0, dann ist dies gerade das iibliche Taylorpolynom aus der Analysis I.
Wenn x # 0, dann erhalten wir das Taylorpolynom aus der Analysis [ um ‘x auf
der z-Achse verschoben’.

(2) Das k-te Taylorpolynom ist so gewéhlt, dass die partiellen Ableitungen von f bis zur
Ordnung k& am Punkt x den partiellen Ableitungen von p, am Punkt 0 entsprechen.
Diese Aussage wird fiir den Spezialfall & = 2 im 6. Ubungsblatt bewiesen. Der
allgemeine Fall ist ebenfalls nicht schwierig zu beweisen, aber die Notation wird
etwas uniibersichtlich.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir fast durchgehend nur die Taylorpolynome
Do, P1, P2 betrachten. Wir wollen daher im Folgenden explizite Formeln fiir die Polynome
Go, ¢1 und ¢ und damit auch fiir die Taylorpolynome pg, p; und ps geben.

Es sei also U C R” offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Zudem sei x € U. Wir betrachten zuerst das Polynom ¢y. In diesem Fall ist m = 0, d.h.
4 = & = 1. Zudem leiten wir f nicht ab. Es folgt also, dass

m!

w(&) = f(z)
Anders ausgedriickt, go() ist das konstante Polynom f(z). Wir wenden uns dem Polynom
g1 zu. Dann ist m = 1, d.h. % = 1— = 1. Es folgt dann sofort aus der Definition von

(&1, - .,&), dass
@) = ng(x)g
i=1 "¢

Fiir m = 2 erhalten wir zudem, dass

3@(§) = Z laxzax] () - &

Wir kénnen jetzt den wichtigsten Satz dieses Kapitels formulieren: 2

80Tm Spezialfall n = 1 ist die Aussage von Satz 3 genau die Aussage von Satz (I, allerdings mit einer
etwas anderen Notation.
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Satz 7.3. (Satz von Taylor) Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U. Wir bezeichnen mit pi(§) das k—te Taylorpolynom
von f im Punkt x. Dann gilt

flz+&) = pe(&) + o([lE]").

Es sei also U C R” offen und es sei f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Zudem sei x € U. Das Ziel ist also zu zeigen, dass man fiir ‘kurze’ Vektoren £ € R" den
Funktionswert f(x + &) durch pg(¢) anndhern kann.

Der Beweis von Satz [23 besteht grob gesprochen aus den folgenden drei Schritten.

(1) Fiir jedes ‘kurze’ £ wollen wir f(z 4 &) annéhern, dazu betrachten wir fiir jedes &

die Funktion
R — R”»

t —  f(x+tg).
Wir kénnen nun Satz 2 auf diese Funktion und mit t = 1 anwenden.

(2) Um das Ergebnis aus (1) mit Satz 3 in Verbindung zu bringen, miissen wir die
Ableitungen von t — f(x + t£) durch die partiellen Ableitungen von f ausdriicken.
Fiir £ =1 und k£ = 2 hatten wir solche Formeln schon in den Satzen 6EI0 und BT
formuliert und bewiesen.

(3) Wir miissen dann noch zeigen, dass die Aussagen fiir jedes einzelne ¢ dann auch in
der Tat die gewiinschte Aussage liefern. Hierbei verwenden wir, dass f k-mal stetig
differenzierbar ist, d.h. wir konnen den Fehlerterm in Satz [ in der Nahe von 0
kontrollieren.

7.3. Beweis von Satz 3. In diesem Kapitel werden wir die obigen drei Schritte fiir den
Beweis von Satz [[3 ausfithren. Wir beginnen dieses Kapitel mit folgendem Satz, welcher
dem 2. Schritt entspricht.

Satz 7.4. Fs sei f: R" — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Es sei x € R"™
und zudem sei & € R™ ein Vektor. Dann ist die Funktion
g:[0,1] — R
t — flx+1tg)

k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

) = Y o e fE )6
11yl =1

Fiir £ = 1 entspricht dieser Satz gerade der Aussage von Satz 610 und fiir £ = 2 ist
dies Satz BI0. Wir hatten beide Séatze dadurch bewiesen, dass wir die einmal,
beziehungsweise zweimal angewandt hatten. Satz [ wird nun, nicht iiberraschend, dadurch
bewiesen, dass wir die insgesamt k-Mal anwenden.

81Die Notation >  ist eine Abkiirzung von 3. 3. --- 3.

i1, nik=1 i1=1 ia=1  ip=1



76 STEFAN FRIEDL

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir £ = 1 folgt aus der
Kettenregel, genauer gesagt aus Satz 610, dass

Jgt) = ff T + t€) a flz +t)E;

Wir fithren nun den Induktionsschritt & — 1 — k& durch. Wir nehmen also an, dass die
Aussage fiir k — 1 gilt. Dann folgt, dass

d (k-
gW(t) = Fa* ()

d - 9 9 :
= 4 (il > go, W”f(ac +t&)&;, - -&-kl) Induktionsannahme

- . i % <8$2_1 T 5;(31-1 f(.l? + tf)) ’ fil T &k—l

i z“: ) ) 9 flot+t6) )e € ¢ Satz E:II] angewandt
- =1 j=1 axj 8.’[%_1 8w J 11 k-1 auf 8m2k71 e axil
n
= > % e —f( +t&)&, - &, wir ersetzen j durch iy.
i1,eip=1 'k

Wir haben damit den Induktionsschritt vollzogen, insbesondere haben wir jetzt den Satz
bewiesen. 0

Der folgende Hilfssatz entspricht gerade den oben genannten ersten beiden Schritten im
obigen Programm fiir den Beweis von Satz [33.

Satz 7.5. Es sei f: R™ — R eine k—mal stetig differenzierbare Funktion. Zudem sei x € R™.
Wir bezeichnen mit py_1 das k-te Taylorpolynom von f am Punkt 0. Fir alle Vektoren
¢ € R™ eaistiert ein 6 € [0,1], so dass

O = mal®) + Y g 5 096

Beweis. Wir wenden Satz [[2 an auf die Funktion
ggR — R
t o= g(t) = f(tS),
mit ¢ = 0 und ¢t = 1. Der Satz folgt dann sofort aus Satz [[4 und der Definition von
Pk—1- O
Wir kénnen nun Satz [23 beweisen.

Beweis von Satz [7.3. Wir beweisen Satz [[Z3 im Spezialfall, dass U = R" und = = 0. Der
allgemeine Fall wird fast genauso bewiesen.
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Es sei also f: R® — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Wir wollen zeigen,
dass

F&) = pu(&) + o([€]").

Sei also € > 0. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass

1F(&) —pr(©)] < elgllF  fiir alle £ € B;(0).
Nach Satz [3 existiert zu jedem & € R™ ein 6 € [0, 1], so dass

n k
&) = pra(§) + % Z Wf(ef)'&l”'fm
i yenyip=1 ¥ “

Es folgt aus der Definition von px(§), dass

| £(€) — pi(§)]
= |f(§) —pk—1(§) - Qk(§)|

- ok 1 ok
L geeny Tp= L yeney =
—F(©)—pr1(6) —a(€)
SR N N S 1) P T PO T
N k! i1 ip=1 amik e axil 81"% U 8%‘1'1 \Z/I \Z/k
""" : ~ o <lel <)l
n* Summanden \—<”€’”k—/
1 o o -
< k. =~ pn. v _ )
< lell i g o2 g06) - 52 0)
loell<lel

Aus der Stetigkeit der k-fachen partiellen Ableitungen folgt, dass es ein d > 0 gibt, so dass
fir alle 4y,...,4, € {1,...,n} und y € Bs(0) gilt:

Es folgt sofort aus der obigen Abschéatzung, dass dieses 0 die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
O

oF ok
g W g fO)| < e

nk’

7.4. Eine alternative Definition der Taylorpolynome (x). Dieses Kapitel ist nicht
Teil der offiziellen Vorlesung.
Die Definition des Taylorpolynoms in mehreren Variablen hat zwei Nachteile:

(1) die Definition ist lang und optisch nicht besonders ansprechend,

(2) die Berechnung ist umsténdlich, weil wir alle partiellen Ableitungen hinschreiben
miissen, ohne auszuniitzen, dass es egal ist, in welcher Reihenfolge wir diese bestim-
men.
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In diesem Kapitel werden wir eine alternative Definition der Taylorpolynome kennenlernen,
welche beide Problem behebt.
Allerdings miissen wir dazu zuerst einige Notationen einfiihren.

Notation. Fiir ein n—Tupel a = (ay, ..., q,) € NJ definieren wir
la] = a3+ -+ ap,
al = aglag! ... !

Fir xz = (z1,...,x,) € R" schreiben wir
x® = ozt xfn,

Wenn f eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion ist, so setzen wir

olel
oxt - dxpn’

D*f =

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

Satz 7.6. Es sei U C R" offen und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Es sei x € U. Dann gilt =

plz) = 3% éDaf(x)ga.
m=0 |a|=m

Diese Schreibweise des Taylorpolynoms ist deutlich kompakter als die urspriingliche
Definition und dhnelt auch deutlich mehr der Definition im ein-dimensionalen Fall. Zu-
dem besitzt die Formel in Satz [[3 fiir jedes m deutlich weniger Summanden als in der
urspriinglichen Definition von g,,(£).*

Beweis. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass es geniigt folgende Behauptung zu be-
welsen.

Behauptung. Fiir alle m =0, ...,k gilt

g 0 0 m, . N
D> T A R |Z (D)) - €
T1yeeyim= al=m
Es seien iy,...,4, € {1,...,n}. Wenn unter den Indizes iy, ...,4, der Index 1 genau
ar-mal, der Index 2 genau as-mal etc. vorkommt, so folgt aus der Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen, dass

|ex]
azm afilf<$)§i1 .. 'fim = Mf(;p) 111 .. §3n — Daf(l’) g

82Wir nehmen also die Summe iiber alle o € N, so dass |a| = m.
83Wieviele Summanden gibt es jeweils fiir m = 2 und ein beliebiges n?
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Fiir gegebenes @ = (v, ..., a,) mit |a| = m gibt es genau
m! m!
all-an!  al
m—Tupel (i, ...,iy), bel denen jede Zahl s genau oy Mal vorkommt. = Es folgt, dass fiir

gegebenes a € N mit |a| = m, in dem Ausdruck

0
890@ Oy, J@)e - Gin
die partielle Ableitung D®f(x) genau %,' Mal erscheint. Es folgt die Behauptung. O

7.5. Das zweite Taylorpolynom und die Hessesche Matrix. Wir erinnern zuerst an
den Satz von Taylor, welchen wir gerade bewiesen hatten. Der Satz lautet wie folgt:

Satz 7.7. (Satz von Taylor) Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion. Es sei x € U. Dann gilt

flx+8&) = m(&) + o(l&l"),

wobes

P() = zm,z 5> F@)6n &

i1=1 im=1

83!:Zl 8:1:Z

Wenn k£ = 1, dann hatten wir schon gesehen, dass

pi(€) = (&) +q(§) = f(x) + (Grad f(z),),

und wir erhalten aus dem Satz von Taylor, dass

fle+8&) = [flx)+(Grad f(z),£) + o([¢]])-

84 Fiir vorgegebene aj, . .., a, wollen wir also wissen, wieviele m-Tupel (i1, ..., 4,,) gibt es, so dass die
1 genau a1-Mal, die 2 genau as-Mal etc. vorkommt. Ein solches m-Tupel ist gegeben durch

—— —— N——
a;—Mal  ag—Mal an, —Mal

Wir erhalten alle anderen m-Tupel indem wir eine Permutation auf dieses m-Tupel anwenden. Andererseits
dndert sich das Tupel nicht, wenn wir nur die a;-Eintrage mit Eintrag 1 permutieren, oder nur die as-
Eintrige mit Eintrag 2 permutieren, usw. Zusammengefasst erhalten wir also, dass

Zahl der P tati 1,... |
Zahl solcher m-Tupel = — a er rermiutationen von ( s ,m) _ ' m )
[1 Zahl der Permutationen von (1,...,«a;) Qple !

j=1
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8 Der Fall & = 2 ist vielleicht der wichtigste Spezialfall. Es folgt sofort aus den Definitionen,
siehe auch Seite [[4, dass

QQ(g) = *Zzaxlgaj 515]

Es folgt also, dass
e +8) = fla)+(Grad f(2),€) + zzam )-8+ olllEI)

i=1j=1

Um die Notation etwas zu vereinfachen fithren wir die Hessesche Matrix ein:

Definition. Es sei U C R” offen, z € U ein Punkt und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Die n x n—Matrix

52 3$?2$1 f(:B) T 6x?;xnf(x>
Hess f(z) = (axﬁxf(x)> = : :
Lt} i,j=1,..,n 92 52
0xn 011 flx) . 8ggnaxnf(x>

wird als die Hessesche Matriz von f im Punkt x bezeichnet. 52

Bemerkung. Nach Satz B sind die partiellen Ableitungen vertauschbar. Es folgt, dass
Hess f(z) eine symmetrische Matrix ist.

Wir kénnen nun folgendes Korollar zum Satz von Taylor formulieren.

Korollar 7.8. Es sei U C R"™ offen, x € U ein Punkt und f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

Fa+€) = f(x)+(Grad f(2),€) + 3 (& Hess f(2)€) + o €]12).

Bemerkung. Eine elementare Rechnung zeigt, dass fiir jede symmetrische n x n-Matrix H
und jeden Vektor £ € R" gilt, dass (£, HE) = (HE, ). Aus der Symmetrie der Hesse-Matrix
folgt also, dass

(€, Hess f(2)€) = (Hess f()¢, ).

85Diese Aussage ist dquivalent zu der Aussage, dass

i & &) — f(z) — (Grad f(), &)
£-0 €]l

:07

welches gerade die Definition der Differenzierbarkeit am Punkt = mit Differential Grad f(z) ist.
86Der Name geht auf den Mathematiker Otto Hesse zuriick

http://de.wikipedia.org/wiki/0Otto_Hesse
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Beweis. Das Korollar folgt aus der obigen Gleichung und der elementaren Berechnung, dass
fiir eine beliebige n x n-Matrix H = (h;;) und einen beliebigen Vektor £ = (1,...,&,) € R”
gilt, dass

<€7H£> = <<§177§n)7(éhlzfzaaéhm£z)>
= 3Rt L A

= 22> hu&s;
j=1i=1
0]

Aus Satz B0 und Satz 610, der Berechnung vom Beweis von Korollar 8 und den
Definitionen folgt leicht folgende hilfreiche Interpretation von den Werten (v, Hess f(x)v):

Lemma 7.9. FEs sei U C R" offen, x € U und es sei f: U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. FEs sei v € R™ ein Vektor und € > 0, so dass x +tv € U fiir alle
t € (—e,€). Fir die Funktion

g: (—e,¢) — R
t — flx+tv).
qgilt
9(0) = f(x)

g'(0) = (Grad f(x),v)
g"(0) = (v,Hess f(z)v).

Die Aussage des Lemmas wird in Abbildung P8 illustriert.

Graph einer Funktion f: U — R die Steigung ist (Grad f(z),v)
\\ Werte der Funktion t — f(z + tv) die zweite Ableitung
\ betrégt (v, Hess(f)(x)v)

— __— Graph der Funktion
o o e
O

Vektor v

O 1
A4

U c R? 1 / 1

alle t € R mit der Eigenschaft, dass x +tv € U

2

ABBILDUNG 26.
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7.6. Lokale Extrema 1.

Definition. Es sei f: U — R eine Funktion auf einer Teilmenge U von R".

(1) Wir sagen, x € U ist ein globales Minimum (oder auch absolutes Minimum), wenn
f(z) < f(y) fur alle y € U.

(2) Wir sagen, z € U ist ein lokales Minimum (oder auch relatives Minimum), wenn es
eine Umgebung V' von x gibt, so dass f(x) < f(y) fir alle y € V.

(3) Wir sagen, = € U ist ein striktes lokales Minimum, wenn es eine Umgebung V' von
x gibt, so dass f(x) < f(y) fir alley #x € V.

Ganz analog definieren wir globales Mazimum und (striktes) lokales Maximum. Ein (strik-
tes) lokales Extremum ist ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum.

a ist das globale
Maximum von f b ist ein striktes
lokales Maximum, denn

F(b) > f(y) fiir alle y € V \ {b} lokales Minimum

¢ ist ein lokales Minimum
aber kein striktes

ABBILDUNG 27. Definition von globalen und (strikten) lokalen Extrema.

Wir werden in den folgenden Kapiteln Methoden kennenlernen, um lokale Extrema von
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf offenen Teilmengen zu bestimmen. Im An-
schlufl daran werden wir dann studieren, wie wir globale Extrema von Funktionen bestim-
men kénnen.

In Kapitel 12 von Analysis I hatten wir gesehen, dass wenn f: (a,b) — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion ist, dann gilt fiir € (a,b), dass

x lokales Minimum = f'(z)=0und f"(z) >0,

und
f'(z) =0und f'(z) >0 ==« striktes lokales Minimum.

Das Ziel ist nun, diese Aussagen aus der Analysis I auf zweimal stetig differenzierbare
Funktionen f: U — R zu verallgemeinern.
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Es ist offensichtlich, dass das Differential von f: U — R (oder dquivalent, der Gradient),
die Rolle der 1. Ableitung spielt, und wir erhalten, nicht {iberraschend, folgenden Satz:

Satz 7.10. Es set U C R" offen und f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn x € U ein lokales FExtremum von f ist, dann gilt

Grad f(z) = 0.

Im Folgenden sagen wir, = ist ein kritischer Punkt von f, wenn Grad f(x) = 0.

/-

die Funktion ¢ — f(z + tey) besitzt
ein lokales Maximum in ¢ = 0

Y

also ist 2 ey = Lr(r 4t _
also ist - flz) = b f(z +teg)|i=0 = 0.

x ist lokales Maximum von f

ABBILDUNG 28. Skizze zum Beweis von Satz [10.

Beweis. Es sei i € {1,...,n}. Nachdem U offen ist gibt es ein € > 0, so dass = + te; € U
fiir alle t € (—¢,€). Wir betrachten nun die Funktion

gi: (-6 — R
Nach Voraussetzung und nach der ist diese Funktion differenzierbar und sie

nimmt in ¢ = 0 ein lokales Extremum an.® Es folgt also aus Lemma 12.1 von Analysis I,
dass ¢;(t) = 0. Andererseits folgt aus der Definition der partiellen Ableitung, dass

O (2) = g(0).

(%ci
Wir haben also gezeigt, dass alle partiellen Ableitungen von f am Punkt x verschwinden.
Insbesondere haben wir bewiesen, dass Grad f(z) = 0. U

Die Rolle der 2. Ableitung einer Funktion f: (a,b) — R iibernimmt im mehrdimensio-
nalen die Hessesche Matrix. Es ist auf den ersten Blick vielleicht nicht offensichtlich, was

8THier ist das ausfiihrliche Argument dazu. Nehmen wir an, x sei ein lokales Minimum von f. Dann gibt
es eine offene Umgebung V von z, so dass f(y) > f(z) fiir alle y € V. Aus der Definition von einer offenen
Umgebung folgt, dass es ein 7 > 0 gibt, so dass B, (y) C V. Dann gilt aber auch fiir alle t € (-7, 7), dass
f(z + te;) € V. Insbesondere gilt fiir alle solche ¢, dass f(x + te;) > f(x). Also ist ¢ = 0 in der Tat ein
lokales Minimum von ¢t — f(z + te;).
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die Verallgemeinerung von ¢”(z) > 0 sein soll. Der folgende Satz gibt uns eine Idee, wie
wir diese Aussage auf den mehr-dimensionalen Fall verallgemeinern kénnen.
Fast der gleiche Beweis wie von Satz [0 liefert uns folgende Aussage.

Satz 7.11. Es set U C R™ offen und f: U — R eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion. Wenn x € U ein lokales Minimum von f ist, dann gilt fir alle & € R™, dass

(¢, Hess f(x)¢) > 0.

Beweis. Sei x ein lokales Minimum und es sei £ € R™. Nachdem U offen ist existiert ein
€ >0, sodass x + t§ € U fur alle t € (—¢, €). Wir betrachten die Funktion

g: (—e,¢) — R
t — flx+1tE).

Nach Voraussetzung nimmt die Funktion g ein lokales Minimum in ¢ = 0 an.®® Es folgt aus
Satz 12.7 der Analysis I, dass ¢”(0) > 0. Aus Lemma 9 folgt nun, dass

(€, Hess f(x)§) = ¢"(0) = 0.
U

Im folgenden Kapitel wollen wir jetzt besser verstehen, was es heifit, dass fiir eine n x n-
Matrix H gilt, dass (§, HE) > 0 fiir alle £ € R™.

7.7. Definite Matrizen und Eigenwerte. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nur
mit Matrizen. Die Aussage von Satz [ZT1 motiviert folgende Definition:

Definition. Es sei A € M(n x n,R) eine Matrix.
(1) Die Matrix A heiBt positiv semidefinit, falls
(€, A€) > 0 fiir alle € € R™\ {0}.
(2) Die Matrix A heifit positiv definit, falls
(€, A¢) > 0 fiir alle € € R™\ {0}.

Ganz analog definieren wir negativ definit und negativ semidefinit.
(c) Die Matrix A heifit indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semide-
finit ist.
Beispiel.

(1) Eine 1 x 1-Matrix A = (a) ist positiv semidefinit, genau dann, wenn a > 0, sie ist
negative semidefinit, genau dann, wenn a < 0.

88Das Argument dafiir wird FuBnote 87 ausgefiihrt.
89Satz 12.7 besagt, dass wenn ¢ (0) < 0 wiire, dann wiire 0 ein striktes lokales Maximum, es kann also
kein lokales Minimum sein.
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(2) Es seien Ay, ..., A\, reelle Zahlen. Wir betrachten die diagonale Matrix
)\1 PN 0 gl n
D=1|: - ], dangiltfir{=| : [, dass (£, D) = Z)\iff.
0 ... \ & i=1

Es folgt also, dass A positiv definit ist, genau dann, wenn alle \;’s positiv sind. Ganz
analog kann man direkt aus den \;’s auch ablesen, ob die Matrix D positiv semidefi-
nit beziehungsweise negativ (semi-) definit ist. Die Matrix ist zudem indefinit genau
dann, wenn es einen positiven und einen negativen Eintrag auf der Diagonalen gibt.

Fiir eine Matrix P = (p;;) bezeichnen wir mit P = (pj;) die zu P transponierte Matriz.
Anders ausgedriickt, wir erhalten P! aus P indem wir ‘die Matrix an der Diagonale spiegeln’,
d.h. indem wir die Spalten und Zeilen vertauschen. Beispielsweise ist

t

L3 1 -2 2
-2 7 =\s 70/
2 0

Es folgt sofort aus der Definition der transponierten Matrix, dass (P')" = P. Man kann
zudem leicht verifizieren, dass (PQ)" = Q'P".
Wir konnen jetzt folgendes Lemma formulieren.

Lemma 7.12. Es sei A eine n x n-Matriz und P eine invertierbare n X n-Matriz. Dann
qgilt

A ist positiv definit <= P'AP ist positiv definit.
Die analogen Aussagen gelten zudem fiir positiv semidefinit, negativ (semi-) definit und
indefinit.

Bemerkung. Es ist im Allgemeinen nicht wahr, dass A positiv definit ist, genau dann, wenn
P~1AP positiv definit ist. Beispielsweise gilt

(G )CEDED -6

A\
-~

—p-1 —A —P

Die diagonale Matrix auf der rechten Seite ist positiv definit. Andererseits ist A nicht positiv

definit, denn
i = ()Y 0) -

Beweis. Nehmen wir an, A ist positiv definit. Wir wollen zeigen, dass P' AP positiv definit
ist. Es sei also € € R™\ {0}. Dann gilt

, = enn fiir beliebige v, w € R" gilt (v, w) = v'w

&, PLAPE E'PTAP¢  denn fiir beliebi R”™ gil ¢
= (P&)'APE¢  die Regel (XY)! =Y'X" angewandt auf X = PP und Y = ¢
= (P¢ APE)
> 0 denn A ist positiv definit und P¢ # 0.
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Die umgekehrte Aussage folgt nun aus A = (P~1)t. PPAP . P71 O

Im Hinblick auf Satz [T wollen wir jetzt Kriterien dafiir finden, ob eine gegebene Matrix
positiv (semi-) definit ist. Um solch ein Kriterium zu formulieren benétigen wir den Begriff
des Eigenwertes einer Matrix.

Definition. Wir sagen eine komplexe Zahl A € C ist ein Eigenwert einer komplexen n x n-
Matrix A, wenn es einen Vektor v # 0 € C™ mit Av = Av gibt. Einen Vektor v # 0 mit
Av = \v nennen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert \.

Beispiel.
(1) Es seien Ay, ..., A, komplexe Zahlen. Wir betrachten die diagonale Matrix
Ao 0
D=|: -
0 ... A\
Dann gilt De; = \;e;, d.h. die komplexen Zahlen Aq,..., A, sind Eigenwerte von D.
(2) Wir betrachten die Matrix

dann gilt o G _D
£ () - ) -
£ () - () - a()

Also sind —v/2 und /2 Eigenwerte der Matrix B.
(3) Wir betrachten die Matrix

= (1)
(ADE) - () - e-a()
(1) (3) = () = e (5)

Also sind 1 — ¢ und 1 + ¢ Eigenwerte der Matrix C'.

und

dann gilt

und
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Fiir eine n x n-Matrix bezeichnen wir
xa(t) = det(A—tid,)
als das charakteristische Polynom von A. Aus der Leibniz-Formel fiir die Determinante

folgt leicht, dass dies ein Polynom von Grad < n ist. Beispielsweise gilt fiir die obigen
Matrizen B,C, D, dass

N (I T T (R

und fiir die obige Matrix C' gilt, dass

B 11 1 0\ _ 1—t 1\ 5
= ao (20 (00) = aw(15,1) - e

Zudem gilt
AM—t ... 0
xp(t) = det : : = M=t (A —1).
0 cee A —t
Folgender Satz gibt nun eine einfache Methode um Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen.
Satz 7.13. Es sei A eine komplexe n x n-Matriz. Dann gilt
A ist ein Eigenwert von A <= X ist Nullstelle von x a(t).
Insbesondere besitzt A hochstens n verschiedene Eigenwerte.
Beispiel.

(1) Die Nullstellen von x5(t) = t*—2 sind £+/2, wir hatten oben schon explizit gesehen,
dass dies Eigenwerte von B sind, und wir wissen jetzt, dass dies auch die einzigen
Eigenwerte von B sind.

(2) Fiir eine diagonale Matrix hatten wir schon gesehen, dass die Eintrdge auf der

Diagonale Eigenwerte sind. Es folgt nun aus Satz [13, dass dies auch die einzigen
Eigenwerte sind.

Beweis. Es sei A € C beliebig. Dann gilt
A ist ein Eigenwert von A <= es gibt ein v # 0 mit Av = \v
<= es gibt ein v # 0 mit (A — Xid,)v =0
< ker(A—\id,) #0
< det(A—\id,) =0
<=\ ist Nullstelle von det(A — tid,) = xa(?).

Das charakteristische Polynom von A ist ein Polynom von Grad < n, also besitzt es auch
hochstens n Nullstellen, insbesondere besitzt A hochstens n Eigenwerte. U

Satz 7.14. Es sei A eine komplexe n x n-Matriz und P eine invertierbare komplexe n X n-
Matrix. Dann gilt

Figenwerte von A = Figenwerte von P~1AP.
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Beweis. Wir geben zwei verschiedene Beweise fiir die Aussage.
(1) Es sei A ein Eigenwert von A. Es gibt also ein v # 0 mit Av = Av. Dann gilt aber

auch, dass
(P'AP)(P M) = (P'A(PP Yo = P 'Av = P 'y = APl

Wir haben also gezeigt, dass A auch ein Eigenwert von P~1AP ist. Die Umkehrung
der Aussage wird ganz analog bewiesen.

(2) Nach Satz 13 geniigt es zu zeigen, dass die charakteristischen Polynome von A
und P~'AP {ibereinstimmen. In der Tat ist

Xp-1ap(t) = det(P7'AP —tid,)

= det(P7'AP — P7'tid, P) denn P~'P =id

= det(P7Y(A—tid,)P)

= det(P~ )det( —tid,) det(P) denn det(XY) = det(X) - det(Y)
= det(P) txa(t)det(P) denn det(P~1) = det(P)™!

= xal(t).

O

Im Folgenden nennen wir eine quadratische Matrix™ P orthogonal, wenn P! = P~
Beispielsweise ist jede Drehmatrix der Form

(Sl )

eine orthogonale Matrix. Das folgende Lemma besagt, dass orthogonale Matrizen Isome-
trien, d.h. ldngenerhaltend, sind.

Lemma 7.15. Es sei P eine orthogonale n X n-Matrixz. Dann gilt fiir alle & € R™, dass
1Pell = 1I€ll-
Beweis. Es sei & € R™ beliebig. Dann gilt
|PE|[? = (Pg,PE) = (P§)'PE = £'P'P¢
= &pip¢ weil P orthogonal
= &&= €I~
Die gewiinschte Gleichheit folgt nun durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. 0J

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sitze der Linearen Algebra.™

Satz 7.16. (Spektralsatz) Es sei A eine symmetrische Matriz. Dann gibt es eine ortho-
gonale Matriz P, so dass P~YAP eine diagonale Matrixz mit reellen Eintrigen ist.

Bemerkung.

90Wenn wir nicht explizit sagen, dass eine Matrix komplex sein kann, dann ist die gegebene Matrix reell.
MDer Satz ist beispielsweise Korollar 4 auf Seite 279 in Bosch: Lineare Algebra.
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(1) Es folgt insbesondere aus Satz 14 und Satz 18, dass die Eigenwerte einer sym-
metrischen Matrix reell sind. Am Beispiel der obigen Matrix C' hatten wir gesehen,
dass diese Aussage fiir nicht-symmetrische Matrizen im Allgemeinen nicht gilt, d.h.
es gibt nicht-symmetrische reelle Matrizen, welche komplexe, aber keine reellen Ei-
genwerte besitzen.

(2) Verallgemeinerungen vom Spektralsatz auf unendlich-dimensionale komplexe Vek-
torrdume spielen unter Anderem eine sehr wichtige Rolle in der Quantenphysik.

Der folgende Satz besagt nun, dass man an den Eigenwerten ablesen kann, ob eine sym-
metrische Matrix A definit oder indefinit ist.

Satz 7.17. Es sei A eine symmetrische Matriz. Dann gilt:

A ist positiv definit <= alle Eigenwerte von A sind positiv
A ist positiv semidefinit <= alle Eigenwerte von A sind > 0
A ist negativ definit <= alle Eigenwerte von A sind negativ
A ist negativ semidefinit <= alle Eigenwerte von A sind < 0,
zudem gilt
A ist indefinit <= A besitzt positive und negative Eigenwerte.
Bemerkung.

(1) Wir hatten weiter oben schon angemerkt, dass aus Satz B folgt, dass Hesse-
Matrizen symmetrisch sind. Wir kénnen also mithilfe von Satz T3 und Satz T4
leicht {iberpriifen, ob eine Hesse-Matrix positiv (semi-) definit ist.

(2) Das Beispiel auf Seite B3 zeigt, dass die Aussage von Satz [T im Allgemeinen nicht
fiir nicht-symmetrische Matrizen gilt.

Beweis. Es sei A eine symmetrische Matrix. Nach Satz I8 gibt es eine orthogonale Matrix

P, so dass
A ... 0

PtAP = : .
0 ... A\
wobei A1, ..., A, reell sind. Nach Satz [14 und der Diskussion auf Seite B4 sind Aq,..., A,

gerade die Eigenwerte von A.
Es folgt, dass

A ist positiv definit

<= P'AP ist positiv definit nach Lemma [ 12
<= P LAP ist positiv definit weil Pt = P~! da P orthogonal
<= alle \;’s sind positiv siehe Diskussion auf Seite B3

<= alle Eigenwerte von A sind positiv.

Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass A positiv definit ist, genau dann, wenn die
Eigenwerte von A positiv definit sind. Alle anderen Aussagen von Satz [[T4 werden ganz
analog bewiesen. U
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Der folgende Satz macht die <—=-Richtung der ersten beiden Aussagen vom vorherigen
Satz noch etwas préziser.

Satz 7.18. Es sei A eine symmetrische Matriz und \ der kleinste Figenwert von A. Dann
gilt fiir alle £ € R, dass
(€, A8) > MEl*.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass A eine diagonale Matrix ist mit diagonalen
Eintragen A{, ..., \,. Dann gilt fiir alle £ € R", dass

(€A = €46 = 5" M £ > ASTE — A

Es sei nun A eine beliebige symmetrische Matrix. Nach Satz I8 gibt es eine orthogonale
Matrix P, so dass

A ... O
P'AP = |+ - |,
0 ... \
wobei A, ..., \, gerade die Eigenwerte von A sind. Es sei nun £ € R”. Dann gilt
(§, AL = AL

= (POt PTAP PTI¢

> M- ||[PTE) da P7'AP diagonale Matrix

= X |€|1? nach Lemma T3,

O

Wir beschlielen das Kapitel iiber Eigenwerte und definite Matrizen mit der Diskussion
von 2 x 2-Matrizen. Im Folgenden erinnern wir daran, dass die Spur einer n x n-Matrix
A = (a;;) definiert ist als

Spur(A4) = Z a; = Summe der Diagonaleintrige von A.
i=1
Folgendes Lemma gibt nun fiir 2 x 2-Matrizen eine einfache Methode, um schnell festzu-
stellen, ob die Matrix definit oder indefinit ist.

Lemma 7.19. Es sei A eine symmetrische 2 x 2-Matriz. Dann gilt

A ist positiv definit <= det(A) > 0 und Spur(A4) > 0,
A ist negativ definit <= det(A) > 0 und Spur(A) <0,
A ist indefinit <= det(A) < 0.

Beweis. Nachdem A symmetrisch ist gibt es nach Satz [[18 eine orthogonale Matrix P, so

dass
PiAP — (A O)
0 p
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eine diagonale Matrix ist. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass
det(P71AP) = det(A)
und
Spur(P~'AP) = Spur(A).
Zudem folgt aus P~' = P! und Lemma 12, dass
P71AP ist positiv definit < A ist positiv definit.

Es geniigt also das Lemma fiir diagonale Matrizen zu beweisen. Aber fiir solche Matrizen

folgt die Aussage aus einer elementaren Fallunterscheidung, je nach Vorzeichen von A und
L 0

7.8. Lokale Extrema II. Nach dem kurzen Ausflug in die Lineare Algebra kehren wir
jetzt gestirkt zur Analysis zuriick. In der Sprache vom vorherigen Kapitel konnen wir jetzt
die Aussage von Satz [T wie folgt formulieren.

Satz 7.20. Es set U C R" offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion. Es sei x € U ein kritischer Punkt, d.h. ein Punkt mit Grad f(z) = 0. Dann gilt
x ist lokales Minimum —> Hess f(x) ist positiv semidefinit
sowie
x ist lokales Maximum = Hess f(x) ist negativ semidefinit.
Insbesondere gilt

Hess f(x) indefinit = x € U ist weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Maximum.

Beweis. Die erste Aussage ist genau die Aussage von Satz [LT1. Die zweite Aussage wird
ganz analog zur ersten Aussage bewiesen. Die letzte Aussage folgt sofort aus den ersten
beiden Aussagen. O

Der folgende Satz gibt die deutlich interessantere Aussage, dass man mithilfe der Hesse-
Matrix zeigen kann, dass ein striktes lokales Extremum vorliegt.

Satz 7.21. Es sei U C R"™ offen und f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion. Es sei x € U ein Punkt mit Grad f(z) = 0. Dann gilt:
Hess f(x) ist positiv definit —> x ist striktes lokales Minimum,

sowie
Hess f(z) ist negativ definit = x ist striktes lokales Mazimum.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite wird natiirlich ganz analog be-
wiesen. ® Wir betrachten also den Fall, dass H := Hess f(z) positiv definit ist. Nachdem

92Die zweite Aussage kann man auch durch Betrachten der Funktion —f auf die erste Aussage
zuriickfithren.
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zudem Grad f(x) = 0 folgt aus Korollar I8, dass

1
fle+8&) = [flx)+5(& HE) +»(8),
wobei (&) = o(||€]|?). Es sei nun A der kleinste Eigenwert von H. Nachdem H positiv
definit ist folgt aus Satz 14, dass A > 0. Dann folgt aus Satz [I8, dass

flat8) = fl@)+ e + ().
Nachdem ¢(€) = o(||¢]|*) gibt es insbesondere ein § > 0, so dass
p@ < eI fiir alle ¢ mit €] <.
Dann folgt fiir alle £ # 0 € Bs(x), dass
fla+8) = f@)+3MEN + ()
> f(@) + AN = AIENP da (&) = —FAlIEN
(z)

1
= f(x)+ zAlEl”
> f(z) da & #0und A > 0.
Wir haben also gezeigt, dass f im Punkt z ein striktes lokales Minimum annimmt. U

Beispiel. Die Hessesche Matrix der Funktion

R - R
(z,y) — a2 +y?

besitzt genau einen kritischen Punkt, ndmlich (0,0). An diesem Punkt ist
2 0
Hess f(0,0) = (0 2> ,

insbesondere positiv definit. Die Funktion f erfiillt also alle Bedingungen von Satz [”Z1, der
Punkt (0,0) ist also ein striktes lokales Minimum. In diesem Fall kann man dies natiirlich
auch direkt zeigen, denn es ist offensichtlich, dass f(z,y) > 0 = f(0,0) fiir alle (z,y) #
(0,0).

7.9. Globale Extrema. Es sei erst einmal f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion
auf dem kompakten Intervall [a,b]. Nach Satz 7.2 aus der Analysis I besitzt f ein globa-
les Maximum. Dieses kann sich im Inneren des Intervalls, oder an den Randpunkten des
Intervalls befinden.

Um das globale Maximum von f zu bestimmen kénnen wir beispielsweise folgenden
Algorithmus aus der Schule verwenden:

(1) wir bestimmen alle kritischen Punkte von f, d.h. alle Punkte in (a,b) an denen die
Ableitung verschwindet und wir berechnen die zugehorigen Funktionswerte,

(2) wir berechnen f(a) und f(b),

(3) das globale Maximum von f auf [a,b] ist dann das Maximum der Funktionswerte,
welche wir in (1) und (2) berechnet haben.



ANALYSIS IT - SOMMERSEMESTER 2015 93

>

1
1
1
1
1
1
1
1
|
1

[« T R

|
|
a b a

globales Maximum im Inneren globales Maximum am Rand
ABBILDUNG 29.

In diesem Kapitel wollen wir uns iiberlegen, wie wir diesen Algorithmus verallgemeinern
konnen, um fiir differenzierbare Funktionen auf kompakten Teilmengen von R™ das globale
Maximum zu bestimmen.

Im Folgenden wollen wir erst einmal den Begriff ‘Innere von einem Intervall’ und ‘Rand
von einem abgeschlossenen Intervall” verallgemeinern. Wir fithren dazu folgende Definitio-
nen ein. Es sei A C R" eine abgeschlossene Teilmenge. Wir sagen, © € A ist ein innerer
Punkt von A, wenn es ein € > 0 gibt, so dass B.(x) C A. Andernfalls sagen wir, dass x
ein Randpunkt von A ist.® Die Menge der inneren Punkte bezeichnen wir als das Innere
Inn(A) von A, und die Menge der Randpunkte bezeichnen wir als den Rand 0A wvon A.
Man kann leicht zeigen, dass das Innere von A eine offene Teilmenge von R” ist. ™

In der folgenden Tabelle bestimmen wir das Innere und den Rand von mehreren Teil-
mengen von R".

Teilmenge A von R das Innere von A der Rand von A
[a, b] (a,b) {a, b}
[a,00) (a,00) {a}
Teilmenge A von R? das Innere von A der Rand von A
{(z,y)ly = =} {(z,y)ly >z} {(z,y)x =y}
R? R? 0
D*={veR?|v]| <1}  {zeR?|[lv]| <1} {z e R?[|v]| =1}
St ={veR?||v|] =1} 0 St
Teilmenge A von R” das Innere von A der Rand von A

Dr={veR"||v| <1} {zeR*[|v]<1l} S '={zeR"|[jv]|=1}
St = {v e R*|||v]| = 1} 0 St

In Abbildung B0 sehen wir zudem fiir drei verschiedene abgeschlossene Teilmengen von R?
das Innere und den Rand.

9Diese Definitionen sind Spezialfille der allgemeineren Definitionen in Kapitel I=3.

911 der Tat, es sei z ein innerer Punkt von A. Nach Voraussetzung gibt es ein € > 0, so dass B, (z) C A.
Aber der Beweis von Lemma I3 zeigt, dass alle Punkte in B.(x) auch innere Punkte von A sind, d.h. es
ist * € Be(x) C Inn(A).
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V= [-1,1 x [-1,1] = { (z.y) € B |,y € [-1,1]}

x2+y2§1} / Zz{(ﬂf,y)GR2 yzﬂﬁ}

\nnere Punkte /
)ERQ‘.’L‘Q—F’IJQ < 1}

das Innere von X ist {(r Y Randpunkte
der Rand von X ist {(:E,y) ER? | 2% +9? = 1}

ABBILDUNG 30.

Es sei nun K C R” eine kompakte Teilmenge und es sei f: K — R eine differenzierbare™
Funktion. Korollar B8 besagt nun, dass f ein globales Maximum besitzt. Um diesen maxi-
malen Funktionswert zu bestimmen, wollen wir alle x € K finden, welche moglicherweise
ein globales Maximum von f sind. Die Suche teilt sich hierbei auf in zwei Teile:

(1) Wir bestimmen zuerst die kritischen Punkte von f im Inneren von K, d.h. wir
bestimmen die Punkte im Inneren von f, an denen der Gradient verschwindet. Fiir
diese kritischen Punkte bestimmen wir jeweils den Funktionswert. ™

(2) Wir bestimmen den maximalen Wert von f auf dem Rand von K.

Wie zuvor im ein-dimensionalen Fall erhalten wir jetzt das globale Maximum wie folgt:

(3) Das globale Maximum von f auf K ist das Maximum der Funktionswerte, welche
wir in (1) und (2) bestimmt hatten.

Es stellt sich nun allerdings noch die Frage, wie wir den das Maximum von f auf dem
Rand von K bestimmen kénnen. Im ein-dimensionalen Fall besteht der Rand aus Punkten,
wir konnen also das Maximum durch Einsetzen bestimmen. Im zwei-dimensionalen Fall
ist der Rand ‘in der Regel’ eine 1-dimensionale Kurve, welche wir ‘normalerweise’ parame-
trisieren kénnen, wir werden dies gleich im Anschlufl mit einem Beispiel illustrieren. Den
hoher-dimensionalen Fall werden wir spéter in der Vorlesung noch genauer studieren.

PWir sagen f: K — R ist differenzierbar, wenn f stetig ist und wenn die Einschrinkung von f auf das
Innere von K differenzierbar ist.

9Hierbei verwenden wir implizt folgendes Argument: Wir bezeichnen mit U das Innere von K. Wenn f
das globale Maximum an einem Punkt z im Inneren von K annimmt, dann ist x insbesondere ein lokales
Maximum von f: U — R. Nachdem U offen ist, folgt aus Satz 10, dass Grad f(z) = 0, d.h. z ist in der
Tat ein kritischer Punkt von f.
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Beispiel. Wir wollen das globale Maximum von
f:D?*={(z,y) eR* |22 +y* <1} — R
(z,y) — x+vy
bestimmen. Wir fithren dazu den obigen Algorithmus aus.
(1) Nachdem Df(z,y) = (1,1) immer ungleich null ist, besitzt f im Inneren von D?

keine kritischen Punkte.
(2) Wir miissen nun das globale Maximum von f auf dem Rand

oD? =5 = {(z,y) e R?|22 +4?> =1}
finden. Nachdem
p: [0,27] — St
t — (cos(t),sin(t))
surjektiv ist, gilt
maximaler Wert von f auf S' = maximaler Wert von f o p auf [0, 27].
Es geniigt also das globale Maximum der Funktion
fop:[0,2r] — R
t — (fop)(t) = cos(t) + sin(t)
zu bestimmen. Mit den Methoden der Analysis I kann man leicht zeigen, dass das
globale Maximum dieser Funktion /2 betrigt.

(3) Wir haben also gezeigt, dass das globale Maximum von f: D* — R gegeben ist
durch /2.

8. DIE NORM VON MATRIZEN UND ABSCHATZUNGEN VON INTEGRALEN

Folgender Satz ist ein Korollar zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus der Ana-
lysis 1.

Satz 8.1. Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall I.
Wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |f'(x)| < C fir alle x, dann gilt fir beliebige s,t € I, dass
f(s) = f()] < C-[s—1.

Beweis. Es sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem offenen Intervall I mit
der Eigenschaft, dass |f'(z)| < C fiir alle x. Es seien zudem s,¢t € I. Wenn s = ¢, dann ist
die gewiinschte Ungleichung trivialerweise erfiillt. Wir nehmen also an, dass s # t. Dann
gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein £ zwischen s und ¢, so dass

f(s) = f(t)
/ .
Es folgt, dass
1f(s) = O = |f ()] [s =t

——"
<C
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Anders ausgedriickt, der Satz besagt, dass wenn wir eine Schranke fiir den Absolut-
betrag der Ableitung besitzen, dann konnen wir den Abstand zwischen Funktionswerten
abschétzen.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist eine analoge Aussage fiir differenzierbare Abbildungen
f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R"™ zu finden. Diese Verallgemeinerung wird
dann im weiteren Verlauf der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen.

Fiir eine stetige Abbildung f = (f1,..., fm): [a,b] — R™ definieren wir

b

[ rwar = (ffl(t)dt,...,ffm(t)dt>,

a a

d.h. wir integrieren die Abbildung f komponentenweise. Ganz analog, in dem wir jeden
Matrixeintrag separat integrieren, definieren wir das Integral einer stetigen Abbildung
f:a,b] = M(n x m,R) in den Raum der n x m—Matrizen.

Wir beweisen zuerst folgendes Lemma, welches wir im Laufe der Vorlesung immer wieder
verwenden werden. =

Lemma 8.2. Es sei v: [a,b] — R™ eine stetige Abbildung. Dann gil{™

9"Lemma 13.16 aus Analysis I besagt, dass fiir jede stetige Funktion f: [a,b] = R die Ungleichung

b

[ ryae

a

b

< [1fw)at

a

gilt. Wir kénnen Lemma B3 als Verallgemeinerung von diesem Lemma auffassen.

9Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung ||c + d|| < ||¢]| + ||d||, in dem Sinne,
dass man fiir eine geeignet gewéhlte Abbildung v gerade die Dreiecksungleichung erhélt. Was fiir eine
Abbildung miissten Sie dazu wihlen?
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Bewers. Wir setzen

b
u = [o(t)dt e R"

Wenn |ju|| = 0, dann gibt es nichts zu zeigen. Wir koénnen also annehmen, dass ||u| > 0.
Dann gilt
2

= JulP = () =

}U(t) dt

o(t) dt, u>

8~

S

S

—~
~

N—
IS

=

..,fvm(t)dt),(ul,...,um)>

a

I

I
8~

—_

-

-
Il
-

I
R R e —
1
=
S
~
QL
~

< Jle@®I - flullde fir 2,y € R gilt (z,y) < [|=]| - [ly]
b
=l - [ o)l dt.
Das Lemma folgt nun indem wir durch ||Ju|| kiirzen. O

Lemma 8.3. Es sei U C R" offen und f = (f1,..., fm): U — R™ eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Es sei x € U und v = (vy,...,v,) € R" ein Vektor, so dass x +tv € U fiir
alle t € [0,1]. Dann gilt

0

flx+v)— f(z) = (fo(.il:—{—tv)dt) -v € R™.

9Die rechte Seite ist das Produkt einer m x n—Matrix mit einem Vektor in R™.
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Beweis. Es geniigt die Aussage fiir die m verschiedenen Koordinaten zu beweisen. Es sei
also i € {1,...,m}. Dann gilt

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

1
filz +0) = file) = [ Lf(e+to) dat
0 \—,_/

= Z af’ (:ertv)vj
nach Satz 6.10

8f7,

1
0J

n

INGE

sy

(x4 tv)v; dt

Q’)Qj

fl(ertv)dt-vj

= 2

1

O%H

<.

1
= i-te Zeile von™ (fo(:v—l—tv) dt) v € R™.
0

0

Wir konnen jetzt die Verallgemeinerung von Satz Bl formulieren und beweisen. Die
Rolle der Ableitung spielt dabei natiirlich das Differential, und anstatt dem Absolutbetrag
der Ableitung betrachten wir die Norm des Differentials. Zur Erinnerung, die Norm einer
m X n-Matrix A ist definiert als

Al = max { |l 4c|

v € R" mit ||v]| = 1}.
Wir erhalten jetzt folgendes Korollar zu den obigen Ergebnissen:

Korollar 8.4. Es sei U C R" offen und f = (f1,..., fm): U — R™ eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Es sei x € U und v € R™ ein Vektor, so dass x +tv € U fir alle t € [0, 1].
Wir setzen

C = sup | Df(z+tv)|.
tel0,1]

Dann gilt
1f(z+v) = flo)] < Clol.

1007Zur Erinnerung, fol D f(x + tv) dt ist per Definition die Matrix

o Wz ttoydt ... [y o0 (x—l—tv)d

OI%J;T’(m—i—tv)dt folng":(x—i—tv)dt
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Beweis. Es ist

1+ v) - F@)]| = H((]lef(va)dt) 0
flpf<x+w>.vdtu

0

nach Lemma B3

folgt aus der Linearitdt des Integrals

1
< [IDf(x +tv) - v| dt nach Lemma B2

|Df(x +tv)] - ||v] dt nach Lemma 68 (2)

9. DER SATZ UBER DIE UMKEHRFUNKTION UND IMPLIZITE FUNKTIONEN

9.1. Der Banachsche Fixpunktsatz. In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir
den Banachschen Fixpunktsatz. Auf den ersten Blick hat dieser wenig Bezug zu dem eigent-
lichen Ziel dieser Vorlesung, ndmlich dem Studium von Abbildungen R™ — R™. Wir werden
aber spéter sehen, dass der Banachsche Fixpunktsatz eine essentielle Rolle im Beweis von
zwei sehr wichtigen Aussagen spielt.

Definition. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, so dass der zugehorige metri-
sche Raum vollstindig ist. ™

Beispiel. In Analysis I und Kapitel 21 hatten wir gesehen, dass die normierten Vektorrdume

R mit [z = /% a2
=1
und™2
Cla b R) mit |If] = sw{|f(@)] € 0,0}

Banachraume sind. Andererseits hatten wir gesehen, dass der normierte Vektorraum

C(la, b, R)  mit |If]| = [|f(z)]dx

kein Banachraum ist.

Der folgende Satz verallgemeinert das zweite Beispiel von einem Banachraum. Der Beweis
von Satz 16.3 in Analysis I kann problemlos abgewandelt werden um folgenden Satz zu
beweisen.

1017ur Erinnerung, fiir einen normierten Vektorraum (V, || — ||) definiert d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik
auf V. Ein metrischer Raum heifft vollsténdig, wenn jede Cauchy—Folge konvergiert.
10274y Erinnerung, C([a,b],R) ist die Menge der stetigen Funktionen [a, b] — R.
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Satz 9.1. Es sei U C R" eine Teilmenge. Der Vektorraum
Cy(U,R™) = Vektorraum aller beschrinkten stetigen Abbildungen f: U — R™
mit der Supremumsnorm, d.h. mit der Norm

171 = swp {7l |z €U}

ist ein Banachraum.

Bevor wir den néchsten Banachschen Fixpunktsatz formulieren, fiithren wir noch zwei
Begriffe ein:
(1) Es sei (V.|| — ||) ein normierter Vektorraum. Eine Abbildung ®: V' — V heifit
Kontraktion, wenn es ein © € [0,1), genannt Kontraktionsfaktor, gibt, so dass
[@(x) = @(y)|| < Ollz—yll firallea,yeV.

(2) Es sei &: X — X eine Abbildung. Ein Punkt z € X heifit Fizpunkt von ®, wenn

O(x) = x.
Beispiel.
(1) Es sei a € (0,27). Wir betrachten die Abbildung
f:R? — R?

v +— Drehung von v um den Winkel o im Uhrzeigersinn.

Diese Abbildung besitzt genau einen Fixpunkt, ndmlich den Ursprung.
(2) Es sei P € R" ein Punkt. Dann ist die Abbildung
®:R" — R"
r — 2(P+ux)

eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor %, ™ und der Punkt P ist (der einzige)
Fixpunkt von ®. Geometrisch bildet ® jeden Punkt x auf den Mittelpunkt von x
und P ab. Anders ausgedriickt, der Abstand von ®(z) zu P ist halb so grof§ wie
der Abstand von x zu P. Das Beispiel wird in Abbildung B1 illustriert.
(3) Die Abbildung
®: R*"\ {0} — R"\ {0}
T o~ 3w
ist eine Kontraktion, aber die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt.

Wir kénnen jetzt den folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 9.2. (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (V,||—||) ein Banachraum. Dann besitzt
jede Kontraktion ®: A — A auf einer abgeschlossenen Teilmenge A C V' genau einen
Fizpunkt.

1031 der Tat, denn fiir alle z,y € R™ gilt

|2(@) - ()| = lI3(P+2)—5(P+y)l = I3@-v)l = 3l -yl
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ABBILDUNG 31.

Dieser unscheinbare Satz spielt eine wichtige Rolle in der Mathematik, wir werden ihn
spéater bei mehreren Gelegenheiten wieder treffen.

Beispiel. Es sei A die Altstadt von Regensburg, aufgefasst als abgeschlossene Teilmenge
von R2. Wenn man nun in der Altstadt steht, und eine detailgetreue Karte K der Altstadt
im Mafistab 1:10000 in der Hand hélt, dann ist die Kartenabbildung ®: A — K eine
Kontraktion mit Kontraktionsfaktor WIOO' Der Banachsche Fixpunktsatz besagt also, dass
es genau einen Punkt auf der Karte gibt, welcher mit dem direkt darunter liegenden Punkt

in der realen Welt {ibereinstimmt.
Im Beweis vom Banachschen Fixpunktsatz werden wir folgendes Lemma verwenden.
Lemma 9.3. Jede Kontraktion auf einem normierten Vektorraum ist stetig.

Beweis. Eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor © ist insbesondere Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante ©. Das Argument von Lemma 13.12 aus der Analysis I zeigt, dass jede
Lipschitz-stetige Funktion, insbesondere also jede Kontraktion, stetig ist. O

Wir wenden uns nun dem Beweis vom Banachschen Fixpunktsatz zu.

Beweis vom Banachschen Fizpunktsatz. Es sei (V|| —||) ein Banachraum und es sei zudem
$: A — A eine Kontraktion auf einer abgeschlossenen Teilmenge A C V' mit Kontrakti-
onsfaktor © € [0,1). Wir zeigen zuerst, dass ® hichstens einen Fixpunkt besitzt: Es seien
also v,w € V mit ®(v) = &(w), dann gilt

[0 —wl| = [|®(v) = P(w)| < ©-lv—w].

Nachdem © € [0, 1) ist dies nur moglich, wenn ||v — w|| = 0, d.h. wenn v = w.
Wir zeigen nun, dass ® einen Fixpunkt besitzt. Genauer gesagt, wir werden folgende
Behauptung beweisen:

Behauptung. Es sei vg € A beliebig. Dann konvergiert die durch vy, := ®(vj_1) rekursiv
definierte Folge gegen einen Fixpunkt von .
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P wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge
/ 7 A= {(:1:, y) € R? ‘ 2?2+ 92 < 1} vom Banachraum R?
vy 1 mit der Kontraktion
" ///%% e oA
v Y 7///// (z,y) — (—32y,3z)=2-Drehung von (z,y) um %

die Folge vy = (0, 1) und v; = ®(v;—y) fiir ¢ > 1
konvergiert gegen den Fixpunkt (0,0)

/, 9

7
74

§§§§?

V2
ABBILDUNG 32. Illustration zum Beweis vom Banachschen Fixpunktsatz.

Die Idee ist nun zu zeigen, dass die Folge (v )ken eine Cauchy-Folge ist. Wir wollen zuerst
die sukzessiven Absténde ||v;11 — v;|| besser verstehen. Fiir i > 1 gilt

[vigr —will = [1D(v;) = (via)|
< O-||vi — v da ® Kontraktion mit Kontraktionsfaktor ©
< 0% ||viiy — via| Kontraktion auf v; und v;_; angewandt
< O lug — v Kontraktion insgesamt i-Mal angewandt
= @.c
Fiir beliebige m > k € N folgt also
m—1
[om —oil] = Zk (vit1 — vs)
m—1
< > ||lvix1 —vi]]  Dreiecksungleichung
i=k
m—1
< 3 Oc obige Ungleichung
=k m—1-k
= cOF Y ©
i=0
< OFY O
i=0
= c@kﬁ geometrische Reihe
Nachdem c@kﬁ =" ©F sieht man leicht, dass (v,)nen eine Cauchy-Folge in V ist.

™Da V vollstiandig ist, konvergiert die Folge gegen ein v € V. Aus der Voraussetzung, dass

1041y der Tat, nachdem © € [0,1) existiert fiir gegebenes € > 0 ein N, so dass 15 - OV < e Fiir alle
k,m > N folgt dann: [|v,, —vil| < 55 - OV <e.



ANALYSIS IT - SOMMERSEMESTER 2015 103

A abgeschlossen ist, und nachdem alle Folgenglieder v, in A liegen, folgt aus Lemma P2,
dass v € A.
Wir wollen nun zeigen, dass v ein Fixpunkt von ® ist. Es ist

O(v) = ¢ limo,

n—oo

= lim ®(v,) nach Satz 220 und Lemma 03

n—oo
= limuv,; = v.
n—oo

Fiir x € R" und r > 0 bezeichnen wir im Folgenden
B(x) = {yeR"|ly—a| <r}

als die abgeschlossene r-Kugel um x.™ Dies ist in der Tat eine abgeschlossene Teilmenge
von R"™.
Der folgende Satz gibt ein wichtiges Beispiel fiir eine kontrahierende Abbildung.

Satz 9.4. Es sei g: R™ — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0. Wir

Setz@nm 2 s

r:=max {s € [0,00) | fir alle x € B,(0) gilt || Dg(z)| < %} € RU {oo}.
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) r>0.
(2) Die Einschrinkung g: B,(0) — R™ ist kontrahierend mit Kontraktionsfaktor 5.
(3) Wir schreiben y = g(0). Dann ist

1(B) < Byly) € ByopuiO)

Beispiel. Wir betrachten die Funktion g(z) = z*. Dann ist Dg(0) = ¢'(0) = 0. In diesem
Fall gilt

NS

r = max {s € [0,00) | fiir alle z € [—s, 5] gilt |f'(z)| <1} =
=|2z]
Die Einschrinkung von f(z) = z? auf

[~ |

T

Y

Ry
Ry

Y

=

- [-
r = 2

105\ fanchmal bezeichnen wir B, (z) auch einfach nur als ‘geschlossene Kugel’.

106Hjerbei verwenden wir die Konvention, dass das Maximum einer nach oben unbeschrinkten Menge
das Symbol oo ist.

107 Anders ausgedriickt, r ist der grofte Radius einer Scheibe um den Ursprung, so dass auf der Scheibe
gilt | Dg()|| < 3.

108Warum existiert das Maximum? Anders ausgedriickt, warum kénnen wir an dieser Stelle Maximum
anstatt Supremum schreiben?
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1 B 1 u=90
/ ) / // i / ~_g(B.(0)
N I L« |
N T BL) ({ )
7 \\\,,,,,,,,,,// \ Hij
| By 11 (0)

|Dg(z)|| < 3 fiir alle z in der Scheibe

ABBILDUNG 33. Illustration von Satz &4.

1 o

ist eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor 3.

Beweis. Es sei g: R — R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit Dg(0) = 0.
(1) Es folgt aus Dg(0) = 0, der Stetigkeit der partiellen Ableitungen und aus Lem-

ma B8 (3), dass es ein s > 0 gibt, so dass ||[Dg(z)|| < 3 fiir alle z € B(0).
Insbesondere ist also r > s > 0.

(2) Es folgt sofort aus Korollar B4, dass g auf der abgeschlossenen Scheibe B,.(0) kon-
trahierend ist mit Kontraktionsfaktor ;.

(3) Es sei x € B,(0). Dann folgt aus (2), dass
If@) =yl = [f@) = fOI < zle—0] = &

Wir haben also gezeigt, dass f(BT(O)> C Bz (y). Die Inklusion Br(y) C Bz (0)
folgt leicht aus der Dreiecksungleichung.

O

9.2. Der Satz iiber die Umkehrabbildung. Es sei f: U — V eine bijektive differen-
zierbare Abbildung zwischen zwei offenen Mengen U, V' C R". Wenn die Umkehrabbildung
g = f~1:V — U ebenfalls differenzierbar ist, dann hatten wir schon in Korollar B8 gese-
hen, dass Df(x) an jedem Punkt a € U invertierbar ist.™

109Djes kann man auch direkt sehen, denn fiir z,y € [—1, 1] gilt

[f(2) = f)| = [a® =9?| = |z —yl Ja+y| < %Ix—y\~
——

<

N|=

10Zur Erinnerung, fiir alle a € U gilt, dass g(f(a)) = a, d.h. go f ist die Identititsabbildung auf U.
Fiir beliebiges a folgt dann aus der [Kettenregel, dass

id, = D(id)(a) = D(go f)(a) = Dg(f(a))-Df(a).

Insbesondere sehen wir, dass die n x n—Matrix D f(a) invertierbar ist, mit inverser Matrix Dg(f(a)).
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Es ist sehr leicht zu iiberpriifen, ob eine lineare Abbildung invertierbar ist, beispielsweise
geniigt es die Determinante zu berechnen. Andererseits ist es im Allgemeinen sehr schwer
festzustellen, ob eine beliebige Abbildung f: U — V umkehrbar ist. Der folgende Satz
besagt nun, dass wenn das Differential D f(a) einer stetig differenzierbaren Funktion f an
einem Punkt a invertierbar ist, dann ist f ‘lokal umkehrbar™ d.h. es gibt eine kleine
Umgebung U von a, so dass die Einschrénkung von f auf U umkehrbar ist.

Satz 9.5. (Satz iiber die Umkehrabbildung) Es sei X C R™ offen, f: X — R" eine
stetig differenzierbare Abbildung und a € X. Wenn D f(a) invertierbar ist, dann existieren
offene Umgebungen U C X von a und V von b := f(a), so dass f: U — V bijektiv ist, und
so dass die Umkehrabbildung f=1: V — U ebenfalls stetig ist.

Auf Seite 47 von Brocker: Analysis II wird die stédrkere Aussage bewiesen, dass die Um-
kehrabbildung f=': V — U sogar stetig differenzierbar ist. Wir werden diese Aussage im
weiteren Verlauf der Vorlesung nicht benttigen, und daher auch nicht beweisen.

Beispiel. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

R — R
r o~ s’

und den Punkt ¢ = 2 in R. Dann ist Df(a) = f’(a) = a = 2 ungleich null. Die offenen
Umgebungen U = (1,3) von @ = 2 und V = (3,2) von b = f(a) = 2 und die Abbil-
dung f~!: V — U,z — /7 haben dann beispielsweise die geforderten Eigenschaften. Das

Beispiel wird in Abbildung B4 illustriert.

5+ /T
4 4
— 3T
Graph von 27
RN

1 /2 3 / AN
die Einschrankung

die Ableitung bei a = 2 offene Umgebung fauf U — V besitzt

ist nicht-null U vona=2 eine Umkehrabbildung

ABBILDUNG 34. Illustration vom Satz iiber die Umkehrabbildung.

HIManchmal sagt man auch ‘lokal invertierbar’. Die Begriffe ‘umkehrbar’ und ‘invertierbar’ sind vollig
austauschbar.
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Bemerkung. Den Fall n = 1 konnen wir auch mithilfe von Analysis I beweisen. Es sei
X C R offen, f: X — R eine stetig differenzierbare Abbildung und a € X, so dass
f'(a) # 0. Nachdem f stetig differenzierbar ist, ist f’ stetig. Es existiert daher ein € > 0, so
dass f'(x) > 0 fiir © € (a —€,a+¢€). Aus Analysis I Satz 12.4 folgt, dass die Einschrankung
von f auf U := (a — €, a + €) streng monoton ist. Insbesondere besitzt diese Einschrankung
eine Umkehrfunktion. Nach Satz 11.12 aus der Analysis I Vorlesung ist die Umkehrfunktion
zudem differenzierbar.

f eingeschriinkt auf S! ist nicht mehr injektiv

R

Abbildung f mit
0)=0und Df(0) =1id
m £(0) 7(0) A
&
A S ={peR|lpl =a} y
N
S

#N
\

f eingeschriinkt auf S} ist
nahe an der Identitit

ABBILDUNG 35. Illustration zum Beweis vom Satz iiber die Umkehrabbildung.

Beweis. Wir beweisen den Satz iiber die Umkehrabbildung fiir X = R” und a = b = 0.
Der allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. O.B.d.A. kénnen wir auch annehmen, dass
Df(0) = id.™
™= Unser Ziel ist also, in der Nihe des Ursprungs eine Umkehrfunktion f~! zu finden.
Es sei also y € R" ein Punkt nahe am Ursprung. Das Ziel ist nun zu zeigen, dass es
ein x mit y = f(z) gibt. Wir wollen solch ein x mit dem Banachschen Fixpunktsatz

finden. Wir miissen die Problemstellung also als Fixpunktproblem umformulieren.
Offensichtlich gilt

y=fr) = w=y+@@—f(2)
=igy(z)

Um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen, miissen wir nun die Lage
so arrangieren, dass die Abbildung g, kontrahierend ist.

121y der Tat, denn nehmen wir an, dass A := D f (0) nicht die Identitét ist. Wir betrachten dann die
Abbildung g := A7 o f. Aus der Kettenregel folgt, dass dg(0) = A=! o Df(0) = id. Wenn g eine lokale
Umkehrabbildung besitzt, dann ist g~ o A~! eine Umkehrabbildung fiir f.

13Wie in Analysis I ist der Text in blau nur dazu gedacht, auf die Beweisidee zu kommen. Der Text in
blau ist nicht Bestandteil des eigentlichen Beweises.
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Fiir ein beliebiges y € R™ betrachten wir die Abbildung

gy: R" — R"
r = gy(r)=y+ (z— f(x)).

Die Abbildungen unterscheiden sich nur durch eine Translation, insbesondere besitzen alle
Abbildungen die gleichen Differentiale. Wir schreiben g := gy. Fiir alle y € R™ gilt dann

Dgy(0) = Dg(0)
D(id —£)(0) denn g =id —f
— Did(0) — Df(0) = id—id =0.
—id —id

Wie in Satz T4 setzen wir nun
r:=max {s € [0,00) | fiir alle z € By(s) gilt || Dg(z)|| < %}
Es folgt nun aus Satz @4 (1), dass » > 0. Zudem folgt aus g,(0) = y und aus Satz €4 (2) und

(3), dass fiir alle y mit ||y|| < § die Abbildung g, sich einschrénkt auf eine kontrahierende
Abbildung

gy: B.(0) — B,(0)

1
2

mit Kontraktionsfaktor 1. Der Banachsche Fixpunktsatz™ besagt nun, dass es fiir jedes
y € Bz(0) genau ein z € B,(0) mit g,(z) = x, also mit f(z) =y, gibt.

Zusammengefasst haben wir jetzt also folgende Aussage bewiesen.

Aussage. Es gibt ein 7 > 0, so dass es zu jedem y € Bz (0) genau ein f~'(y) := x € B,(0)
mit f(z) =y gibt.

Wir haben nun also eine Abbildung f~': Br(0) — B,(0) definiert. Die folgende Behaup-
tung besagt, dass die Abbildung f~! eine Lipschitz-Abbildung ist. Insbesondere ist also
f~! eine stetige Abbildung.

Behauptung. Fiir alle y,z € B (0) gilt

£ @) = @) < 2lly =zl

H4Wir weden den Banachschen Fixpunktsatz an auf die abgeschlossene Teilmenge B, (0) von dem Ba-
nachraum R und die Kontraktion g, .
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Es seien also y, 2 € Br(0). Dann gilt
1/~ ) = 1)
= ot )+ U W)~ U E) + LU @Y demn glw) = w = flw)
SN——— S——

= =z
N Y / A -

—/1() =f1(2)
l9(F () — a(f @)+ lly — =] Dreiecksungleichung

(. >
g

<L tw) - ), dag
kontrahierend auf V' C B, (0)

mit Kontraktionsfaktor %

< S - @+ lly -

Indem wir die Ungleichung nach ||f~!(y) — f~'(2)| auflésen erhalten wir die gewiinschte
Ungleichung

IN

1/~ () = f ) < 20y ==l
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen.
Wir miissen nun offene Umgebungen U von @ = 0 und V von b = 0 finden, so dass
f: U — V bijektiv ist, und so dass die Umkehrabbildung f~': V — U stetig ist. Wir
setzen

U = {zeR"||z| <rund |f(z)] < g}, und
Vo= f(U).

Dann ist U eine offene™ Umgebung von a = 0 und V enthélt b = 0. Aus der Wahl von U
folgt, dass zudem V = f(U) C B%(O). Es folgt nun aus der vorherigen Aussage folgt, dass
f: U — f(U) =V nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv, also bijektiv ist. Zudem folgt
aus der vorherigen Behauptung, dass f=': V — U stetig ist.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass V' offen ist. Wir werden folgende etwas genauere Be-
hauptung beweisen.

Behauptung. Es ist V = Br(0).

Wir hatten schon gesehen, dass V' C Bz (0). Wir miissen nun noch zeigen, dass auch

B:(0) C V. Es sei also y € Br(0). Da f~' auf Br(0) definiert ist, gibt es ein x € Bz (0)
mit f(z) = y. Wir miissen zeigen, dass x € U, d.h. wir miissen zeigen, dass ||z|| < r. In der
Tat ist

|zl = lle =0 = |lf~ () — )
< 2[ly—0f nach der vorherigen Behauptung
< 25 =T
Wir haben damit also die Behauptung bewiesen. U

HUSWarum ist U offen?
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9.3. Polarkoordinaten als Beispiel fiir eine lokale Umkehrabbildung. In diesem
Kapitel betrachten wir ein ausfiihrliches Beispiel fiir den Satz iiber die Umkehrabbildung.
Wir erinnern zuerst daran, dass wir in Satz 10.10 in der Analysis I gesehen hatten, dass
jeder Punkt (x,y) € R? geschrieben werden kann als

(z,y) = (rcosyp,rsingp),

wobei 7 € Rog und ¢ € R. Wir nennen (r, p) Polarkoordinaten von (z,y). Die Polarkoordi-
naten von einem Punkt sind nicht eindeutig bestimmt, beispielsweise konnen wir ¢ immer
durch ¢ + 27 ersetzen.™®

r ist der Abstand zum Ursprung T P(r,p) = (rcosp,rsin )

Winkel ¢

ABBILDUNG 36.

Wir betrachten jetzt etwas formaler die Abbildung™
P: Rzo xR — R?

. _[rcosyp
(ryp) +— (rcosp,rsing) = (r sin 90) :
Dies ist eine C*°~Abbildung aber keine Bijektion, nachdem P(r,¢) = P(r,¢ + 2m). Die
Tatsache, dass P nicht injektiv ist, entspricht genau der Aussage, dass die Polarkoordinaten
von einem Punkt nicht eindeutig sind. Das Differential der Abbildung P ist gegeben durch

OP, 0Py ( ) : ( )
B “or dp . COS\ @ —7T S
DP(Ta 90) = aapz %Pz o (sin(go) TCOS(W) .
r »

H6Wir hatten in der Analysis I Vorlesung die Polarkoordinaten etwas anders eingefiihrt. Némlich fiir
jeden Punkt (x,y) # (0,0) gibt es eindeutige r € R~ und ¢ € [0,27), so dass (z,y) = (rcosp,rsin ).
Dann sind (r, ) sind also eindeutig bestimmte Polarkoordinaten von (x,y). Diese haben aber den grofien
Nachteil, dass diese nicht stetig vom Punkt (x,y) abhingen, nachdem der Winkel beim ‘iiberschreiten’ der
positiven z-Achse von 0 auf ‘fast’ 27 springt.

H7Riir Vektoren verwenden wir sowohl die ‘horizontale’ als auch die ‘vertikale’ Schreibweise. In vie-
len Fillen ist die horizontale Schreibweise (z,y) platzsparender. Andererseits ist manchmal die vertikale

Schreibweise ( g ) logischer, beispielsweise wenn wir das Differential bestimmen wollen.
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Die Determinante des Differentials ist r. Fiir » > 0 ist die Determinante also nicht null,
das Differential ist also eine invertierbare Matrix. ™ Aus dem Satz iiber die Umkehrabbil-
dung folgt nun, dass P an allen Punkten (r,¢) € Ryo x R ‘lokal invertierbar’ ist. Anders
ausgedriickt, in der Ndhe von jedem Punkt (z,y) # (0,0) kénnen wir also eindeutige Po-
larkoordinaten einfiihren, welche stetig vom Punkt abhéngen.
Betrachten wir beispielsweise den Punkt (1,0). Dann ist die Einschrénkung von P auf
P:U:=Rsox(=5,5) — V:=Ry,oxR

(r,p) — (rcose,rsingp)

umkehrbar mit Umkehrabbildung

(x,y) — (\/m,arctan(%».

9.4. Umkehrabbildungen von C*—Abbildungen (*). In diesem Kapitel wollen wir die
Umkehrabbildungen von k-fach stetig differenzierbaren Abbildungen studieren. Dieses Ka-
pitel ist nicht offizieller Teil der Vorlesung.

Definition.
(1) Es sei U C R™ offen und

=0, fm): U —R™

eine Abbildung. Wir nennen f eine C*~Abbildung, wenn die Koordinatenfunktionen
fi,--, fm alle k—mal stetig differenzierbar sind.

(2) Wir sagen, f ist eine C> Abbildung, wenn f fiir alle k eine C*~Abbildung ist, d.h.
f ist eine C"°°—~Abbildung, wenn die Koordinatenfunktionen fi,..., f,, beliebig oft
stetig differenzierbar sind.

Die Umkehrabbildung einer bijektiven C*-Abbildung ist nicht notwendigerweise eine
C*-Abbildung, wie man schon an dem Beispiel

fTR — R
x — a3

sieht, denn die Umkehrabbildung = + /x ist nicht differenzierbar, d.h. f~! ist noch nicht
einmal eine C'~Funktion.

Erstaunlicherweise besagt der néchste Satz, dass das einzige Problem bei k = 1 auftaucht.
Anders ausgedriickt, wenn f eine C*-Abbildung ist, und die Umkehrabbildung f~! eine
C'-Abbildung ist, dann ist die Umkehrabbildung f~! sogar schon eine C*~Abbildung.

H8Die Abbildung P: Ry x R — R2\ {0} hat also die Eigenschaft, dass das Differential iiberall in-
vertierbar ist, aber P ist trotzdem nicht bijektiv. Dies ist im Gegensatz zur Situation von Funktionen
g: (a,b) = (¢, d) in einer Variablen: wenn die Ableitung iiberall nicht null ist, dann ist g bijektiv.
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Satz 9.6. Es sei f: U — V eine bijektive C*-Abbildung zwischen offenen Teilmengen von
R"™. Wenn die Umkehrabbildung eine C*~Abbildung ist, dann ist die Umkehrabbildung sogar
eine C*—~Abbildung.

Beispiel. Es sei f: (a,b) — R eine bijektive C*~Abbildung, so dass f~! differenzierbar ist.
Dann gilt
d 1

-1
&) = Py

Nach Voraussetzung sind f’ und f~! differenzierbar. Also ist auch (f~!) als Verkniipfung
von zwei differenzierbaren Funktionen wiederum differenzierbar. Der Beweis von Satz 8@
ist eine Verallgemeinerung von diesem Argument.

Im Beweis von Satz B8 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 9.7. Es sei U C R" offen und
U — GL(n,R)
v o Alr) = (ay(x)
eine Abbildung, so dass die Matrixeintrige stetig differenzierbar sind, d.h. die Funktionen
U - R
r — a;(z)
sind stetig differenzierbar. Dann sind auch die Eintrdige von
U — GL(n,R)
r — Alx)?
stetig differenzierbar.
Beweis. Die Cramersche Regel™ aus der Linearen Algebra besagt, dass fiir eine beliebige
Matrix A mit det(A) # 0 gilt

-1 _ 1 adj
det(A) A%,

wobei A%Y die Adjunkte der Matrix A ist, d.h. der ij-Eintrag von A%¥ ist gegeben durch

(—1)* - Determinante der Matrix, welche man aus A durch
Streichen der i—ten Spalte und der j-ten Zeile erhélt.

Es folgt also, dass die Eintrige von A~! rationale Funktionen in den Eintrégen von A sind.
Insbesondere, wenn die Eintrige von x — A(z) stetig differenzierbar sind, dann sind auch
die Eintrige von x — A(z)~! stetig differenzierbar. O

Wir wenden uns jetzt dem Beweis von Satz B8 zu.

H9%iir eine invertierbare 2 x 2-Matrix besagt die Regel, dass

a b\ 1 d —b
¢c d)  ad—bec\—-c a)’
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Beweis von Satz [@d. Wir beweisen das Lemma fiir den Fall £ = 2, der allgemeine Fall folgt
dann durch Induktion.

Wir bezeichnen mit g: V' — U die Umkehrabbildung von f. Nachdem g stetig differen-
zierbar ist, folgt aus Satz 62, dass die Eintrage von Dg(y) gerade die partiellen Ableitungen
von ¢ sind. Wir miissen zeigen, dass diese stetig differenzierbar sind. Korollar B8 besagt,
dass

Dg(y) = (Df(sly)))

fiir alle y € V. Nachdem g eine C''-Abbildung ist, und nachdem die partiellen Ableitungen
von f nach Voraussetzung stetig differenzierbar sind, folgt, dass die Eintrédge von y —
Df(g(y)) stetig differenzierbar sind. Wir miissen aber wirklich zeigen, dass die Eintrige

von <D f (g(y))) stetig differenzierbar sind. Dies folgt aber aus Lemma O72. O

Definition. Essei f: U — V eine bijektive C'*° Abbildung zwischen zwei offenen Teilmengen
von R™. Wenn die Umkehrfunktion ebenfalls eine C*°~Abbildung ist, dann nennen wir f
einen Diffeomorphismus.

Korollar 9.8. Es sei X C R” offen, f: X — R" eine C*°-Abbildung und zudem a € X.
Wenn D f(a) invertierbar ist, dann existieren offene Umgebungen U C X von a und V' von
b:= f(a), so dass f: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Der Satz iiber die Umkehrabbildung besagt, dass es offene Umgebungen U C X
von a und V von b := f(a) gibt, so dass f: U — V eine Bijektion ist, und so dass f~!
stetig ist. Wie schon erwiihnt wird auf Seite 47 von Brocker: Analysis II bewiesen, dass f~1
sogar stetig differenzierbar ist. Das Korollar folgt nun aus Satz U8. U

9.5. Satz iiber implizite Funktionen. Der folgende Satz ist wahrscheinlich der auf den
ersten Blick unverdaulichste Satz der Analysis II:

Satz 9.9. (Satz iiber implizite Funktionen) FEs seien U, C R* und U, C R™ offene
Teilmengen und es sei
f:U,xU, — R”
(z,y) — [flz,y)

eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei C € R™ und es sei (a,b) € U, x U, ein Punkt
mat den folgenden Figenschaften:

(1) f(a,b) =C, und

(2) die m x m—Matriz

on o5
on .. o
af - Y1 Y
oy Ofus O
oyr 77 Oym

ist im Punkt (a,b) invertierbar.

Dann existieren
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1) eine offene Umgebungen V, C U, von a,
2) eine Umgebung V,, C U, von b, sowie
3) eine stetig differenzierbare Abbildung g: V, — V, mit g(a) = b,

so dass folgende Aussagen gelten:

(
(
(
d
(1) fir alle x € V,, ist

[z, g(x)) =C,
(2) und fir alle (x,y) € Vu x V, mit f(x,y) = C gilt, dass y = g(x).

Bemerkung.

(1) Etwas vereinfacht ausgedriickt besagt der Satz iiber implizite Funktionen Folgen-

des: Es sei (a,b) ein Punkt, welcher die Gleichung f(x,y) = C erfiillt, und so dass
die Matrix g—; am Punkt (a,b) invertierbar ist. Dann kann man eine kleine Umge-

bung um den Punkt (a,b) finden, so dass die y—Koordinaten von den Losungen der
Gleichung f(z,y) = C eine Funktion der z—Koordinaten sind.

(2) Die Ausgangslage vom Satz iiber implizite Funktionen definiert also Abbildungen
g: Vy; — V. Diese Funktionen nennt man manchmal die durch f definierten impli-
ziten Funktionen.

Beispiel. Wir betrachten den Fall K =m =1, U, = R und U, = R, die Funktion

fiRxR — R

(r,y) — 22 +y%
und den Wert C' = 4. Dann gilt fiir alle (a,b) € R?, dass
of B
a—y(a, b) = 2b.
Betrachten wir den Punkt (a,b) = (0,2). Dann gilt f(0,2) = 4 und am Punkt (0,2) ist
g—?’; = (4), insbesondere eine invertierbare 1 x 1-Matrix. Die Bedingungen des Satzes iiber
implizite Funktionen sind also erfiillt. Beispielsweise haben V, = (—1,1) und V,, = (1,3)
und

g: Ve — 'V,

r = V4 —a?
die gewiinschte Eigenschaft:
(1) fiir alle z € (—1,1) gilt

fag) = f(evVi—@) = 24 (Vim2) =4,

(2) wenn (z,y) € V, x V, = (=1,1) x (1,3) die Gleichung f(z,y) = z* + y* = 4 erfiillt,
dann erhélt man durch Auflésen nach y, unter der Verwendung, dass y > 0, dass

y=V4— a2

Das Beispiel wird auch in Abbildung B4 illustriert. Wir beschliefen die Diskussion von
diesem Beispiel mit zwei Beobachtungen:
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fiir die Funktion f(z,y) = 2% + y? ist 8f (O 2) = (4) invertierbar

Y V, = (1,3) = Umgebung von b = 2

Van¥
A\~

_ Graph der Funktion

< o g: Ve — 'V,
\ Tr 4 — x2
® alle Punkte im Graphen
/ \
I

R ‘ von g haben den

e \\ Funktionswert f(z,y) =4
in V, x V, sind dies auch die
einzigen Punkte mit

I Funktionswert f(z,y) =4

Menge der Punkte mit f(z,y) =2*+y* =4 V, = (—1,1) = offene Umgebung von a = 0
ABBILDUNG 37. Beispiel zum Satz iiber die impliziten Funktionen.

(1) Wenn wir V,, = R gewahlt hétten, dann wiirde die zweite Bedingung nicht mehr
gelten, denn dann wéren die Punkte in der Nullstellenmenge unterhalb der z-Achse
nicht mehr im Graphen von g.
(2) Fiir den Punkt (a,b) = (2,0) gilt ebenfalls f(a,b) = 4. In diesem Fall ist aber
3—5(2, 0) = 0, wir kénnen den Satz iiber implizite Funktionen also nicht anwenden.
In der Tat kann man leicht anhand von Abbildung B4 sehen, dass es keine offene
Umgebung V. von 2 gibt, so dass es zu jedem z € V, ein y mit f(x,y) = 4 gibt.
Beispiel. Wir betrachten den Fall U, = R*, U, = R™ und die Projektionsabbildung
p: RFxR™ — R™
(z,y) = v
Wir betrachten zudem ein beliebiges C' € R. Fiir den Punkt (a,b) = (0,C) gilt dann
p(0,C) = 0. Nachdem g—z = id,, koénnen wir den Satz iiber implizite Funktionen anwen-

den. In der Tat haben beispielsweise V, = R, V, = R™ und g(z) = C die gewiinschten
Eigenschaften.

Bevor wir uns dem Beweis vom Satz iiber implizite Funktionen zuwenden, wollen wir
noch einen weiteren Begriff einfithren. Es sei V' C R*¥ x R™ eine Teilmenge. Wir sagen eine
Abbildung

F:V — RFxR™
(z,y) — F(z,y)

ist z-erhaltend, wenn F(x,%y) von der Form (z, f(z,vy)) ist. ™

120 Anders ausgedriickt, fiir jedes (x,y) € V ist F(x,y) = (2,7) fiir ein § € R™.
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Im Beweis vom Satz {iber implizite Funktionen werden wir folgendes elementare Lemma
verwenden.

Lemma 9.10. Das Inverse einer bijektiven x-erhaltenden Abbildung ist wiederum x-
erhaltend.

Beweis. Es seien also V und W Teilmengen von R¥ x R™ und es sei F': V — W eine bijektive
x-erhaltende Abbildung. Wir wollen zeigen, dass F'~': W — V ebenfalls z-erhaltend ist.
Es sei also (z,y) € W. Wir schreiben F~!(z,y) = (2/,%'). Nachdem F eine z-erhaltende
Abbildung ist folgt, dass (z,y) = F(2',y') = («/,7) fiir ein § € R*. Insbesondere ist, wie
gewiinscht, z = 2’ O

Beweis des Satzes tiber implizite Funktionen. Um die Notation etwas zu vereinfachen be-
trachten wir nur den Spezialfall U, = R* und U, = R™. Der allgemeine Fall wird ganz
analog bewiesen. Es sei also
f:REXR™ — R™
(r,y) — [flz,y)
eine stetig differenzierbare Abbildung. Zudem sei C' € R und es sei (a,b) € R* x R™ ein
Punkt mit f(a,b) = C, und so dass die m x m-Matrix 2 (a,b) invertierbar ist.

B
Die Idee des Beweises ist die Aussage auf den SatzyEIE iiber die Umkehrabbildung

zuriickzufiihren. Um den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden zu konnen ‘ergéinzen’
wir f zu einer Abbildung F: R* x R™ — RF*™ welche ein invertierbares Differential am
Punkt (a,b) besitzt. Genauer gesagt, wir betrachten die z-erhaltende Abbildung

F:RFxR™ — RH™
(z.y) = F(z,y) = (z, f(z,y)).
Dann gilt™

id
DF = (1 g 2)
oy
Es folgt also aus der Voraussetzung, dass
idg 0
DF(a,b) =
@ = (% ‘;—;‘(a,b))

invertierbar ist.

Es folgt nun aus dem Satz B3 {iber die Umkehrabbildung, dass es eine offene Umgebung
V von (a,b) sowie eine offene Umgebung W von F(a,b) gibt, so dass F: V. — W eine
stetig differenzierbare™ Umbkehrabbildung F~!': W — V besitzt. Wir machen folgende
Beobachtungen:

121Das Symbol * soll nur bedeuten, dass es irrelevant ist, was die Eintrége sind.
122Dje Aussage, dass die Umkehrabbildung stetig differenzierbar ist wird, wie erwihnt, auf Seite 47 von
Brocker: Analysis II bewiesen.
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(1) In dem wir uns notfalls auf eine kleinere offene Menge einschrianken, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass V' =V, x V,,, wobei V,, eine offene Umgebung von a und
V,, eine offene Umgebung von b ist.
(2) Nachdem (a,C) = F(a,b) € W und nachdem F' eine z-erhaltende Abbildung ist
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass V, x {C} ¢ W. ™
(3) Es folgt aus Lemma B0, dass F~! ebenfalls x-erhaltend ist, d.h. F~!(z,y) ist von
der Form F~(x,y) = (z, h(z,y)).
Wir betrachten nun auch noch die Projektionsabbildung
p: R =R x R™ — R™
(z,y) = plz.y) =y
Die Lage ist in Abbildung BR zusammengefasst. Wir hatten schon gesehen, dass auf der

Fa,y) = (z, f(2,))

Rm

[V,

Punkte in V / p(@.y) =y Punkte in W
mit f(z,y) =C — mit p(x,y) = C

dieses Diagramm von Abbildungen kommutiert, d.h. po F' = f
ABBILDUNG 38.

rechten Seite von Abbildung BR die gewiinschte implizite Funktion gegeben ist durch
p:RF — R™
x — C.
Die Idee ist nun diese Losung mithilfe der Abbildung F~!(z,y) = (z, h(z,y)) auf die linke
Seite zuriickzuziehen. Wir betrachten also die Abbildung
g: Ve =V,
r +— h(x,C) = y-Koordinate von F~!(x,C).

12311y der Tat, denn aus der Offenheit von W folgt, dass es eine offene Umgebung X von a gibt, so dass
X x {C} ¢ W. Indem wir V, durch V, N X ersetzen, und nachdem F eine z-erhaltende Abbildung ist folgt
dann, dass V,, x {C'} C W.

124g5 folgt, aus Beobachtung (2), dass (z,C) € W.



ANALYSIS IT - SOMMERSEMESTER 2015 117

Wir miissen nun zeigen, dass g in der Tat die beiden gewiinschten Eigenschaften besitzt.
(1) Es sei also x € V,. Dann gilt

fla,9(x)) = [f((,h(z,0) = f(F(z,C))
—

=F~1(x,0) = p(x,0) aus po F'= ffolgt p=foF!
= C.

(2) Es sei nun (z,y) € V, x V,,. Dann gilt

flx,y)=C = F(z,y) = (2,C
= (z,y) = F ',
= y = h(z,C)=g

10. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

In vielen Anwendungen betrachtet man nicht Funktionen auf offenen Teilmengen von R,
sondern auf ‘niedrig-dimensionaleren’ Teilmengen von R”. Ein Beispiel von einer solchen
Funktion ist gegeben durch

Erdoberflache — R
P +— Luftdruck am Punkt P.

Oder, wenn D ein gebogenes Drahtstiick im drei-dimensionalen Raum ist, dann interessiert
man sich fiir die Funktion

D —- R

P +— Temperatur am Punkt P.

Im ersten Fall betrachten wir also eine Funktionen auf einem ‘2-dimensionalen Objekt’ und
im zweiten Fall eine Funktion auf einem ‘1-dimensionalen Objekt’. Weitere solche Beispiele
hatten wir in Kapitel [9 gesehen, beispielsweise hatten wir gesehen, dass wenn wir das
globale Maximum einer Funktion f auf der Kugel D?* = {p € R*|||p|| < 1} bestimmen
wollen, dann miissen wir insbesondere das globale Maximum von f auf der Kugeloberfliche
S% = {p e R®|||p|| = 1} bestimmen.

In diesem Kapitel wollen wir jetzt Methoden finden um auch fiir Funktionen auf ‘niedrig-
dimensionaleren’” Teilmengen von R" relative Maxima und Minima zu bestimmen. Dazu
miissen wir aber erst einmal eine verniinftige Definition von einem ‘k-dimensionalen Ob-
jekt” in R™ einfiihren. Diese Objekte werden im weiteren Verlauf der Vorlesung ‘Unterman-
nigfaltigkeiten’ genannt.

10.1. Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sphérische Koordinaten.
Bevor wir uns der eigentlichen Definition von Untermannigfaltigkeiten zuwenden, wollen
wir an die Polarkoordinaten auf R? aus der Analysis I erinnern, und wir fithren zudem
die zylindrischen und die sphirischen Koordinaten auf R? ein. Im Folgenden werden wir
manchmal R? mit C identifizieren, d.h. fiir z,y € R schreiben wir (z,y) = x + 1y.
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Wir betrachten die Abbildung

PZRZ()XR — R2=C
(r,) +— (rcosep,rsing) = re.

In Kapitel 10 von Analysis I hatten wir gesehen, dass diese Abbildung surjektiv ist. Wenn

r ist der Abstand zum Ursprung T P(r,¢) = (r cos g, sin o)
) Y

- Winkel ¢

ABBILDUNG 39. Illustration von Polarkoordinaten.

(x,y) = P(r, ), dann bezeichnen wir r und ¢ als Polarkoordinaten von (z,y). In Analysis I
hatten wir zudem gesehen, dass fiir 7,7/ > 0 und ¢, ¢’ € R gilt, dass

P(r,o)=P(r',¢") <= r=7r"und p = ¢ + 27k wobei k € Z.
Anders ausgedriickt, fiir einen Punkt (z,y) # (0,0) sind die Polarkoordinaten (r,¢), bis
auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt.

Bevor wir die Zylinderkoordinaten und die sphérischen Koordinaten betrachten, fithren
wir noch mehrere Definitionen ein, welche uns in der Beschreibung der verschiedenen Ko-
ordinaten behilflich sein werden. Fiir ¢ € R betrachten wir den offenen Strahl

S, = {(rcosg,rsing) =re*|r > 0}
und den abgeschlossenen™Strahl
S, = {(rcosg,rsinp) =re®|r>0}.
Fir r > 0 liegt der Punkt P(r,¢) offensichtlich im offenen Strahl S,. Zudem betrachten
wir die offene Halbebene
H, = {(rcosg,rsing,z) = (re,z)|r >0 und z € R},
und die abgeschlossene Halbebene
H, = {(rcosyp,rsingp,z) = (re® z)|r >0und z € R}.

Lemma 10.1. Die Abbildung
p: R2\ S, — R
(x.y) — der eindeutige bestimmte Winkel
Y p € (—m,m) mit (x,y) € S,
15t stetig.

125Die Bezeichnung ‘offener’ Strahl ist vielleicht etwas mifiverstindlich, weil es sich hierbei nicht um eine
offene Teilmenge von R? handelt. Wir verwenden den Begriff nur, um die Strahl ‘ohne den Rand’, von den
abgeschlossenen Strahlen ‘mit dem Rand’ zu unterscheiden.
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S, :={(rcosp,rsiny)|r € Ryo} H, :={(rcosg,rsinp,z)|r € Ryp und z € R}
y 1 \ Nz y
A

der Schnitt von H.,
mit der zy-Ebene ist S,

X

4 S >
€ > /
| HHH T

©

@ ist der Winkel
vom Strahl S, zur z-Achse

ABBILDUNG 40. Strahlen und Halbebenen.

Beweis. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir (z,y) € R?\ S, gilt™

arcsin( Y ), wenn x > 0,

Ve t?
y

24+

plz,y) = T — arcsin ( >, wenn x < 0 und y > 0,

—7r+arcsin< Y ), wenn r < 0 und y < 0.

Va2

Es ist nun eine freiwillige Ubungsaufgabe zu zeigen, dass p in der Tat stetig ist. 0

2

rery

Wir wenden uns nun den Zylinderkoordinaten zu. Wir betrachten dazu die Abbildung

ZZRZOXRQ - R3*=CxR
(r,p,2) + (rcosp,rsing,z) = (re', z).

Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass diese Abbildung surjektiv
ist. Wenn (z,y,z) = Z(r,p, z), dann bezeichnen wir (r, ¢, z) als Zylinderkoordinaten von
(x,y, z). Aus der obigen Diskussion von Polarkoordinaten folgt, dass fiir 7,7’ > 0, p, ¢’ € R
und z, 2" € R gilt

Z(ryp,2) =20, ¢, 7)) <= r=1r2=2 und p = ¢ + 21k wobei k € Z.
Anders ausgedriickt, fiir einen Punkt (z,y, z) mit (x,y) # (0,0) sind die Zylinderkoordina-

ten (r, p, z), bis auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt.

126Hjerbei ist \/I;TyZ(x,y) die radiale Projektion von (z,y) auf den Einheitskreis. Wir betrachten im

Argument von arcsin also die y-Koordinate von der Projektion von (x,y) auf den Einheitskreis.
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fiir r > 0 liegt der Punkt
P = (rcosy,rsing, z)
in der offenen Halbebene

/

/y H, :={(rcosp,rsing, z)|r € Ry und z € R}

I Projektion P’ = (1 cos g, rsing,0) vom Punkt P auf die xy-Ebene

S
>

‘ )

\ r ist der Abstand von P' = (r cos ¢, rsin ¢, 0) zum Ursprung
\
. - , Py
¢ ist der Winkel vom Vektor OP’ zur z-Achse

ABBILDUNG 41. Illustration von Zylinder-Koordinaten

Zum Abschlu3 des Kapitels fiihren wir noch die sphérischen Koordinaten ein. Wir be-
trachten die Abbildung

SIRZ()XRXR — R3
(r,p,0) +— (rsin9~cosg0,rsin0-sincp,rcos@).

In Ubungsblatt 9 werden folgende Aussage bewiesen:

(1) Der Punkt S(r, ¢, #) hat Abstand r vom Ursprung.

(2) Fir r > 0 und 6 € (0, ) liegt der Punkt P := S(r, ¢, 0) in der Halbebene H.,.
(3) Der Winkel vom Vektor OP sur positiven z-Achse betrigt 6.

(4) Die Abbildung S ist surjektiv.

(5) Fiir ein fest gewéhltes r > 0 ist

{S(r,e,0) | ¢ eR,O€R} = {peR||p| =r},

d.h. wir erhalten die 2-dimensionale Sphére mit Radius 7.

Wenn (x,v,2) = S(r, p, z), dann bezeichnen wir (r, ¢, 2) als sphdrische Koordinaten™ von
(z,9,2). Wenn (z,y,2) € R3 ein Punkt ist, welcher nicht auf der z-Achse liegt, d.h. wenn
(x,y) # (0,0), dann kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fir ;7" > 0, v, ¢’ € R
und 0,60' € (—Z, ) gilt

S(r,p,0) =S, ¢,0) <= r=1r,0=60 und p = ¢ + 27k wobei k € Z.

Anders ausgedriickt, fiir einen Punkt (z,y, z) mit (z,y) # (0,0) sind die sphérischen Koor-
dinaten (7, ¢, z), bis auf Addition von einem Vielfachen von 27 zu ¢, eindeutig bestimmt.

127\ [anchmal sagt man auch ‘Kugelkoordinaten’ anstatt ‘sphérische Koordinaten’.
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0 ist der Winkel vom fiir > 0 und € € (0, 7) liegt der Punkt
Vektor OP zur 2-Achse P = (rsinf - cosg, rsinf -sing, rcosb)
in der offenen Halbebene

der Abstand von P
zum Ursprung O
betragt r

P Y H,:={(scosp,ssing,z)|s € Rypund z € R}

—— Projektion P’ von P auf die zy-Ebene

S
>

|H . TS T H
¢ ist der Winkel vom Vektor OP" zur z-Achse

ABBILDUNG 42. Illustration von sphérischen Koordinaten.

10.2. Immersionen und Einbettungen. Wir erinnern zuerst an eine Definition aus der
Linearen Algebra. Es sei A eine Matrix. Dann ist der Rang von A definiert als

Rang(A) = Dimension des Spaltenraums.

Wir werden im weiteren Verlauf 6fters folgendes Lemma aus der Linearen Algebra verwen-
den.™

Lemma 10.2. Es sei A eine n X k-Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A besitzt Rang k,

(2) die Spaltenvektoren sind linear unabhdngig,

(3) die Abbildung RF — R™, v+ Av ist injektiv,

(4) es gibt k Zeilen, welche linear unabhingig sind,

(5) es gibt eine k X k-Untermatriz mit nicht verschwindender Determinante.

Es folgt beispielsweise aus dem Lemma, dass der Rang der Matrix

2 -1
-4 2
0 1

gleich zwei ist, weil die 2 x 2-Untermatrix, welche wir aus der ersten und der letzten Zeile
bilden, eine nicht verschwindende Determinante besitzt.

128Dje genaue Definition vom Rang einer Matrix ist im weiteren Verlauf der Vorlesung unerheblich, wir
werden nur die Aussage von Lemma I verwenden.
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Definition. Es sei T' C R” eine offene Teilmenge. Eine stetig differenzierbare Abbildung

F:T — R»
(tl,...,tk) — F(tl,...,tk)

heifit Immersion, wenn in jedem Punkt von 7" der Rang des Differentials

or, or,
oty Oty
OFy, OF,
oty e Oty

gleich k ist.
Wir betrachten zuerst ein sehr einfaches Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
F:R — R?

COs ¢
v (sin gp) '
Diese Abbildung ist also gerade die Abbildung P fiir die Polarkoordinaten, mit der Ein-
schrinkung, dass r = 1. Die Bildmenge ist der Einheitskreis in R?. Es ist

DF — (— sin 4,0) .
cos
Diese Matrix ist nie die Null-Matrix, also ist F' eine Immersion.

Wir betrachten nun noch ein etwas komplizierteres Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F:Rx(0,7r) — R3
sin @ - cos
(p,0) — | sinf-singp
cos

Diese Abbildung ist gegeben durch die Abbildung S fiir die sphérischen Koordinaten, mit
der Einschrankung, dass » = 1. Aus der Diskussion von den sphérischen Koordinaten
folgt: die Bildmenge von F ist die Sphire mit Radius 1 im R®, ohne den ‘Nordpol’ und
den ‘Siidpol’, d.h. ohne die Punkte (0,0,1) und (0,0, —1). Die Abbildung ist aber keine
Bijektion, denn F(6, ¢ + 27) = F(6,¢). In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass F' eine
Immersion ist.

Definition.

(1) Es sei F': X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Raumen. Wir sagen,
die Abbildung F' ist ein Homéomorphismus auf thr Bild, wenn F: X — F(X) ein
Homoéomorphismus ist.
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(2) Es sei T C R eine offene Teilmenge. Eine Abbildung F': T — R" heifit Finbettunyg,
wenn F' eine Immersion ist und wenn zudem die Abbildung F' ein Hom6éomorphismus
auf ihr Bild ist.

Das folgende elementare Lemma gibt ein Kriterium dafiir, dass eine stetige, bijektive
Abbildung ein Homo6orphismus ist.

Lemma 10.3. Es sei T C R* offen und F: T — R" eine stetige und injektive Abbildung.
Wenn es eine offene Teilmenge V von R™ gibt, welche F(T) enthdlt und wenn es zudem
eine stetige Abbildung G: V. — RF gibt, so dass G(F(t)) =t fiir alle t € T, dann ist die
Abbildung F ein Homdomorphismus auf ihr Bild.

F: T — R"™ ist stetig F(T)
und injektiv
o s V' ist eine offene
/ Teilmenge von R",
G:V — R¥ ist eine welche F(T') enthalt

T ist eine offene stetige Abbildung mit

: k
Leilmenge von Y p(1)) — ¢ fiir alle ¢ € T

ABBILDUNG 43. Ilustration zu Lemma I3.

Beweis. Es sei T'C RF offen und F': T — R" eine stetige und injektive Abbildung. Es sei
zudem V eine offene Teilmenge von R" gibt, welche F(T) enthiilt und G: V — R* eine
stetige Abbildung, so dass G(F(t)) =t fiir alle t € T.

Wir miissen noch zeigen, dass F~1: F(T) — T stetig ist. Die Einschrinkung von G auf
F(T) ist die Umkehrabbildung von F'. Die Einschrénkung der stetigen Abbildung G: V' —
T auf F(T) ist weiterhin stetig. Es folgt, dass die Umkehrabbildung von F stetig ist, d.h.
F' ist ein Hombomorphismus 0

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
F:T:=(-mm) — R?

cos
v (sin gp) ’
welche die Punkte in S*\ {(—1,0)} durchlduft. Wir wollen zeigen, dass F': T — R? eine
Einbettung ist. Wir hatten oben schon gesehen, dass F' eine Immersion ist. Die Abbildung
F ist zudem injektiv mit F(T) = S*\ {(—1,0)}. Wir wollen nun Lemma M3 verwenden
um zu zeigen, dass die Abbildung F' ein Homéomorphismus auf ihr Bild ist.
In Lemma [T hatten wir gezeigt, dass die Abbildung
p: V=R*\S, — R
der eindeutige bestimmte Winkel

(z,9) p € (—m,m) mit (z,y) € S,
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stetig ist. Es ist leicht nachzupriifen, dass diese Abbildung alle gewiinschten Eigenschaften
von Lemma erfiillt. Wir haben also gezeigt, dass die Abbildung F' ein Homéomorphismus
auf ihr Bild ist.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung
F:T:=(-mm)x(0,7) — R3
sinf - cos
(p,0) +— | sinf-singp |,
cosf

die dadurch gegeben ist, dass wir die Abbildung S der sphérischen Koordinaten auf r = 1
einschrinken. Wir wollen zeigen, dass F: T" — R? eine Einbettung ist. Wir hatten oben
schon gesehen, dass F' eine Immersion ist, und man kann leicht zeigen, dass F' injektiv ist.
Man sieht zudem leicht, dass F(T) die Sphire S? ist ‘ohne den Schlitz bei H,’, genauer
gesagt, es ist
F(T) = S?\H,.
Wenn wir Lemma M3 mit der Abbildung
Y:V =R\ H, — R2
__z
(2.9,2) = (p(x’y)’arccos (II(%W)II)) '

anwenden, welche nach Lemma [T stetig ist, dann sehen wir, dass F' ein Homéomorphismus
ihr Bild ist.

Beispiel. Es sei zuletzt I C R ein offenes Intervall und F': [ — R" eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Dann ist F eine stetig differenzierbare Kurve mit

dF(t) OF1(t)
dt ot
F(t) = : = : = DF(t).
dFn(t) OF,(t)
dt ot

Wir sehen also, dass F eine Immersion ist, genau dann, wenn F’(t) # 0 fiir alle ¢, d.h. genau
dann, wenn F eine regulidre Kurve ist. In Abbildung B4 ist eine Kurve skizziert, welche eine
injektive Immersion ist, aber keine Einbettung.

offenes Intervall

/ F

keine Einbettung

q
Y

ABBILDUNG 44. Eine injektive Immersion, welche keine Einbettung ist.
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10.3. Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M C R™ eine Teilmenge. Wir sagen U C M ist eine offene Teilmenge
von M, wenn es eine offene Teilmenge V' C R"™ gibt, so dass U = M NV.

Beispiel. Es sei
M = {zeC|lz|]=1} cC=R?
der Einheitskreis in C = R?. Dann ist fiir jede Wahl von a < b der ‘offene’ Kreisbogen
U = {e"a<t<b}
eine offene Teilmenge von M, denn
U = MnV
wobei
V o= {re"la<t<bund 0 <r <2}

¢,

eine offene Teilmenge von C = R? is Diese Aussage wird auch in Abbildung B3 illustriert.

U={e"|a<t<b} V={re"la<t<bund 0 <r <3}
/ . . o . 2
\ o o ist eine offene Teilmenge von C = R

SN U ist eine offene Teilmenge von M,
denn U = M NV, wobei

V eine offene Teilmenge von R? ist
—~M={zeC||z|=1}
ABBILDUNG 45.

Wir haben jetzt alle Begriffe eingefiihrt, welche wir fiir die wichtigste Definition von
diesem Kapitel benotigen.

Definition. Es sei M C R" eine Teilmenge.

(1) Eine k-dimensionale Parametrisierung von M im Punkt a ist definiert als eine Ein-
bettung F': T — R™ von einer offenen Teilmenge 7' C R*, so dass F'(T') eine offene
Umgebung von a in M ist.

(2) Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit™ von R",
wenn es zu jedem Punkt a € M eine k-dimensionale Parametrisierung gibt.

29%arum ist V eine offene Teilmenge?
130Es stellt sich hier natiirlich die Frage, wenn es ‘Untermannigfaltigkeiten’ gibt, gibt es dann auch
‘Mannigfaltigkeiten’? Diese gibt es in der Tat, wir werden diese allerdings erst in Analysis IV einfiihren.
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(3) Ein Atlas fiir eine Untermannigfaltigkeit M ist eine Familie von Parametrisierungen
{F;: T; - R"},¢q, so dass | Fi(T;) = M.

iel
M ist eine 1-dimensionale M ist eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? Untermannigfaltigkeit von R?
T offen in R?
F

o _ —
T ist eine offene
Teilmenge von R U ist eine offene U offen in M

Teilmenge von M,
denn U=MnNV
mit V' C R? offen

ABBILDUNG 46. Veranschaulichung der Definition von Untermannigfaltigkeiten.

Beispiel. Wir wollen zeigen, dass
M = {zeC=R?|[z| =1}
eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Es sei also a € M beliebig. Wir
betrachten zuerst den Fall a # (—1,0). Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen hatten ist
F:T:=(-mn) — R?
¢ = (cosp, sing),
eine Einbettung ist. Zudem ist F(T) = S'\ {(—1,0)} eine offene Teilmenge, welche nach
Voraussetzung den Punkt a enthélt. Die Abbildung F' ist also eine Parametrisierung von
M um den Punkt a.
Wir betrachten nun noch den Fall, dass a = (—1,0). Es sei
s:R? — IR?
(r,y) = (=z,9)
die Spiegelung von R? an der y-Achse. Man kann nun leicht verifizieren, dass die Abbildung
soF': (—m,m) — R? eine Parametrisierung um den Punkt a = (—1,0) ist.

Wir haben also insbesondere gezeigt, dass F': (—m,7) — R? und so F: (—m,7) — R?
einen Atlas fiir die 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von R? bilden.

Beispiel. Wir wollen nun zeigen, dass

§* = {(@y.2)|2" +y* + 2" =1}
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eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Der Beweis dieser Aussage liuft ganz
analog zum vorherigen Beispiel. Wir betrachten zuerst die Einbettung

F:T:=(-mm)x(0,7r) — R3
(¢,0) — (sind-cosep, sind -singp, cosf).

Dies ist sogar eine Parametrisierung, denn

F(T) = S\ H, = SN (R*\ H,)

——
offen in R3
ist eine offene Umgebung von a in S2. Wir haben also eine Parametrisierung fiir alle Punkte
auBerhalb des Halbkreises
S’NH, = {(z,y,2) € S?|x <0,y =0}

gefunden.

Wir brauchen nun noch eine Parametrisierung, welche die fehlenden Punkte abdeckt.
Wir verwenden dazu die vorherige Parametrisierung, vertauschen die Rollen der y und z—
Koordinaten und wir spiegeln entlang der zz-Ebene. Genauer gesagt, wir betrachten die
Parametrisierung

G:T:=(-mm)x(0,7r) — R3
(p,0) +— ( —sinf - cos p, cosh, sind - singp).
Diese Parametrisierung deckt alle aulerhalb des Halbkreises
{(z,y,2) € S*|x >0,z = 0}.

Nachdem es keinen Punkt gibt, welcher in beiden Halbkreisen liegt, decken die beiden
Parametrisierungen S? ab. Wir haben also insbesondere gezeigt, dass S? einen Atlas besitzt,
welcher aus zwei Parametrisierungen besteht.

Beispiel. In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass der ‘unendliche Zylinder’
M= {(z,y,2)| 2" +y* = 1}

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3 ist. Der Beweis dieser Aussage ist ganz
analog zum Beweis, dass der Kreis S! und die Sphére S? Untermannigfaltigkeiten sind. Der
einzige Unterschied ist, dass man in diesem Fall die Abbildung Z fiir die Zylinderkoordi-
naten geeignet einsetzen muss.

Beispiel. Wir bezeichnen mit
Er = {(z1,...,2%,0,...,0) |z1,...,2, € R} CR"
eine k-dimensionale Ebene in R”. Dann ist
F:RFf - R
(x1,...,28) — (21,...,2%,0,...,0)

offensichtlich eine Parametrisierung. Also ist Ej eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R”".
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N /

Untermannigfaltigkeiten keine Untermannigfaltigkeit
ABBILDUNG 47.

Beispiel. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und f: U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. In Ubungsblatt 10 werden wir sehen, dass der Graph

Graph(f) = {(z,y, f(z,y)) € R?| (2,y) € U}

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R ist.

Beispiel. Zum Abschlu3 betrachten wir dass ‘Kreuz’
M = {(z,y) € R*|z =0 oder y = 0}.

In diesem Fall ist M keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, weil jede offene Um-
gebung U C M von (0,0) ein ‘kleines Kreuz’ enthilt, und solch ein ‘Kreuz’ ist nicht
homéomorph zu einer offenen Teilmenge von R!.™?

10.4. Extrema fiir Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten. Es sei M eine Unter-
mannigfaltigkeit und f: M — R eine Funktion.

(1) Wir sagen, x € M ist ein globales Mazimum, wenn f(y) < f(z) fir alle y € M.

(2) Wir sagen, x € M ist ein lokales Mazimum, wenn es eine offene Umgebung V' von
x in M gibt, so dass f(y) < f(z) fir alle y € V.

(3) Wir sagen, x € M ist ein striktes lokales Mazimum, wenn es eine offene Umgebung
V von x in M gibt, so dass f(y) < f(z) fir alley #x € V.

Ganz analog definieren wir globales Minimum und (striktes) lokales Minimum. Ein (striktes)
lokales Extremum ist ein (striktes) lokales Maximum oder Minimum.

Wir wollen jetzt lokale Extrema von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten bestimmen.
Wir werden dazu folgendes Lemma verwenden.

BIDjese Aussage ist zwar intuitiv klar, aber es ist nicht evident, wie man das mathematisch sauber
beweist. Hier ist ein moglicher Ansatz zu zeigen, dass es keinen Homdomorphismus ¢ von der Teilmenge

M’ = {(x,y) € R?|z,y € (—¢,¢) und z = 0 oder y = 0}

auf eine Teilmenge N’ C R geben kann: Nachdem M’ wegzusammenhiingend ist, miisste dann insbesondere
auch N’ = o(M') C R wegzusammenhéngend sein. Andererseits besteht M’ \ {(0,0)} aus vier Kompo-
nenten, die Teilmenge (M’ \ {(0,0)}) = N’ \ ¢(0,0) miisste also auch aus vier Komponenten bestehen.
Aber es gibt keine wegzusammenhéngende Teilmenge von R, so dass durch herausnehmen eines Punktes
die Teilmenge in vier Komponenten zerbricht.
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Graph von f: St - R
St={(z,y) e R*2® +y* =1}

\ lokales Maximum

ABBILDUNG 48. Beispiel von einem lokalen Maximum einer Funktion

f: St =R

Lemma 10.4. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, f: M — R
eine Funktion und es sei a € M. Zudem sei ¢: T — R" eine Parametrisierung von M am
Punkt a. Dann gilt

a ist lokales Mazimum PN o~ (a) ist lokales Mazimum
der Funktion f der Funktion f o .

Ganz analog gelten auch die Aussagen fiir lokale Minima und strikte Extrema.
Das Lemma besagt insbesondere, dass wenn {y;: T; — R"},—1 _,, ein endlicher Atlas
von einer Untermannigfaltigkeit M ist, dann kann man die lokalen Extrema einer Funktion

f: M — R dadurch bestimmen, dass man alle lokale Extrema von den Verkniipfungen
fow: T, >R, 1=1,...,m bestimmt.

‘Graph’ von f: o(T) — R

Graph von fop: T — R ¢(T) ist eine offene
/ Umgebung von a in M

S

\

Parametrisierung
p: T —R"

S
>

offene Teilmenge T von R*
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit M

ABBILDUNG 49. Tlustration von Lemma 0TI

Beweis. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, es sei f: M — R eine
Funktion und es sei a € M. Zudem sei ¢: T' — R" eine Parametrisierung von M am Punkt
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a. Dann gilt

a ist lokales Maximum von f: M — R
— es gibt eine offene Umgebung V' von a mit f(y) < f(a) fir alle y € V

— esist (fop)(x) < (fop)(p(a)) firallex e ¢ (V)
~— ———

N J N /

—F(p(2)) —~f(a) offen m RE
nach Satz 2.8

= ¢ !(a) ist lokales Maximum der Funktion f o .

Unter Verwendung der Voraussetzung, dass die Umkehrabbildung ¢! existiert kann man
auch leicht die Riickrichtung beweisen.
Die anderen Aussagen des Satzes werden ganz analog bewiesen. 0

Beispiel. Wir betrachten die Untermannigfaltigkeit S* = {(x,y,2) |2* + y* + 22 = 1} und
darauf die Funktion
g:S* - R
(,9,2) — zy.
Es folgt aus dem Satz B8 von HeineBorel, dass S? kompakt ist. Korollar B8 besagt nun,
dass die stetige Funktion f: S? — R ein globales Maximum annimmt. Wir wollen dieses
nun mithilfe von Lemma 4 bestimmen. Wir betrachten wiederum die Parametrisierung
F:T=(-mm)x(0,7r) — R3
sin @ - cos ¢
(p,0) — |sinf-singp |,
cos
Die Verkniipfung der Parametrisierung und der Funktion g ergibt uns dann die differen-
zierbare Funktion
gobF:T=(—mm)x(0,7) — R
(p,0) +— sinf-cosp -sind - sinp.
Es ist
sin? §(cos? p — sin? )
Grad(go F) = (QCOSQ +sinf -cosp-sinp )’

Auf dem Definitionsbereich T verschwindet der Gradient genau dann, wenn™2

3
(,0) = (£7,5) oder (0,0) = (£°.5)
Diese vier Punkte sind also die einzigen Punkte, bei denen g o F' moglicherweise ein lokales
Extremum besitzt. Die Bildpunkte

F(+1.5) = (L2%0) wd P53 = (- F270)

13211 Definitionsbereich ist sin(#) # 0. Die erste Koordinate ist null, genau dann, wenn cos? ¢ = sin® ¢,
d.h. wenn tan?(¢) = 1, aber im Bereich ¢ € (—m, ) ist dies genau der Fall, wenn ¢ € {+Z,+3%}. Die

zweite Koordinate kann dann nur null sein, wenn cos = 0, d.h. wenn 6 = 7.
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sind dann nach Lemma I3 die einzigen Punkte in F(T) C S?, bei denen g méglicherweise
das globale Maximum annimmt. Wir berechnen die zugehérigen Funktionswerte

(280 o2 F0) oL o £ L)

J/

~~ ~~ n'g
1

w\»—‘<

1
2 2

Wir kénnen jetzt auf zwei verschiedene Arten fortfahren:

D=

(1) Auf Seite M3 hatten wir einen Atlas fiir S? mit zwei Parametrisierungen F und
G gefunden. Wir koénnen jetzt die obige Rechnung fiir die Parametrisierung G
durchfiihren. Fast die gleiche Rechnung wie oben zeigt, dass die vier obigen Punk-
te tatséchlich die einzigen moglichen Maxima sind, d.h. das globale Maximum von
g: S? = Rist 1.

(2) Die Parametrisierung F deckt alle Punkte in S? bis auf die Punkte in

F(T) = S°NH_;, = {(z,y,2) € S®|y=0und 2 <0}

ab. Auf dieser Teilmenge ist die y-Koordinate null, d.h. die Funktion g(z,y, 2) = zy
ist null auf dieser Menge. Der oben gefundene Funktionswert % ist also schon der
maximale Funktionswert. Wir sehen also wiederum, dass das globale Maximum von
g: 5% = R gegeben ist durch 3.

11. DER SATZ VOM REGULAREN WERT UND LOKALE EXTREMA MIT
NEBENBEDINGUNGEN

In diesem Kapitel geben wir zuerst eine alternative Definition von Untermannigfaltigkei-
ten. Danach formulieren und beweisen wir den Satz vom reguldren Wert. Dieser erlaubt es
uns oft relativ leicht zu zeigen, dass eine Teilmenge von R™ eine Untermannigfaltigkeit ist.
Danach werden wir auch eine Methode einfithren, welche in vielen Fillen das Bestimmen
von lokalen Extrema auf Untermannigfaltigkeiten deutlich vereinfacht.

11.1. Eine alternative Definition von Untermannigfaltigkeiten. Es gibt verschiede-
ne dquivalente Definitionen von Untermannigfaltigkeiten. Im weiteren Verlauf der Vorlesung
wird es ofters hilfreich sein mit der dquivalenten Definition von Satz [T zu arbeiten. Bevor
wir den Satz formulieren fithren wir noch eine Definition ein.

Definition. Eine bijektive Abbildung f: U — V zwischen zwei offenen Teilmengen von R"
heiBt C'-Diffeomorphismus, wenn sowohl f also auch f~! stetig differenzierbar sind.

Satz 11.1. Es sei M eine Teilmenge von R™. Dann ist M eine k—-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit genau dann, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R",
eine offene Menge V- C R™, sowie einen C'-Diffeomorphismus ®: U — V gibt, so dass ™

MNU) = VN E.
1337ur Erinnerung,

E; = {(z1,...,2,0,...,0) e R"|2y,...,2; € R}
bezeichnet eine k-dimensionale Ebene in R™.
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Die Abbildungen ® werden Karten von M genannt. Parametrisierungen sind also Im-
mersionen von offenen Teilmengen von R¥, welche M beschreiben. Karten hingegen sind
Abbildungen von offenen Teilmengen des R™ nach R", welche ‘M gerade biegen’. Beide
Gesichtspunkte sind hilfreich und werden oft verwendet.

Parametrisierung
p:T'— M
—_—

/

T offene Teilmenge von R*

SMNU)=VNE,

ABBILDUNG 50. Illustration einer Parametrisierung und einer Karte fiir eine
Untermannigfaltigkeit M.

Beweis. Sei a € M ein Punkt. Nehmen wir zuerst an, dass es einen C'-Diffeomorphismus
®: U — V mit den genannten Eigenschaften gibt. Wir werden sehen, dass die Ein-
schrinkung von ®~! auf V N E, (aufgefasst als Teilmenge von R¥), die gewiinschte Pa-
rametrisierung ist.

Behauptung. Die Abbildung

o:T:={xeR"|(2,0) eV} — R"
r = O z,0)

ist eine Parametrisierung von M um den Punkt a.

Fiir die Behauptung miissen wir folgende Aussagen beweisen:

(1) T ist eine offene Teilmenge von R¥,

(2) ¢(T) C M,

(3) o(T) ist eine offene Umgebung von a in M,
(4) ¢ ist eine Immersion,

(5) ¢: T — ¢(T) ist ein Homdomorphismus.
Wir beweisen nun diese Aussagen:

(1) Es folgt leicht aus der Offenheit von V' und den Definitionen, dass T ebenfalls offen
ist.

(2) Fiir x € R* und y € R** mit (x,y) € V gilt ®~!(2,y) € M genau dann, wenn
y = 0. Die erste Aussage folgt nun sofort aus den Definitionen.

(3) In (1) hatten wir gerade insbesondere gezeigt, dass V N M = ¢(T). Aber dies
bedeutet gerade, dass ¢(7T) eine offene Teilmenge von M ist.
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(4) Wir betrachten die Abbildung ¢ (z1,...,zr) = (x1,...,2,0,...,0) € R". Dann
gilt ¢ = ®1 o). Es sei nun = € T, es folgt aus der Kettenregel, dass

Dy(x) = DO '(y(x)) - Dy(z) = die ersten k Spalten von D®~!(x).

Nachdem ®~! invertierbar ist, besitzt die n x n-Matrix D®~!(x) den Rang n, insbe-
sondere sind alle Spalten linear unabhingig. Es folgt, dass die n x k-Matrix Dp(x)
den Rang k besitzt.

(5) Die Abbildung ¢ = ®~! o0 ¢ ist die Verkniipfung von stetigen injektiven Abbil-
dungen. Also ist auch ¢: T — ¢(T') stetig und injektiv. Es folgt aus Lemma I3,
angewandt mit po®, wobei p(z1,...,z,) = (z1,...,2,0,...,0),dass ¢: T — o(T)
ein Homdomorphismus ist.

Wir beweisen nun die andere Richtung des Satzes. Wir nehmen nun also an, dass M
eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Es sei a € M ein Punkt. Nach Vorausset-
zung existiert eine offene Umgebung U C R”, eine offene Teilmenge T C R*, sowie eine
Immersion

e: T — R",
so dass ¢(T) = MNU, und so dass ¢: T' — MNU ein Homéomorphismus ist. Wir schreiben
b = ¢ '(a). Nachdem ¢ eine Immersion ist, sind die Spalten der n x k-Matrix Dip(b) linear
undbhingig. Nachdem Basiserginzungssatz™ aus der Linearen Algebra folgt, dass es eine
n X (n — k)-Matrix W gibt, so dass die Spalten der n x n-Matrix (Dp(b) W) eine Basis
sind, d.h. so dass diese Matrix invertierbar ist. Wir betrachten jetzt die Abbildung

U:TxR% —» R»
(,y) — olz)+Wy.
Das Differential am Punkt (x,0,...,0) ist gegeben durch die Matrix

(Do(z) W),
welche invertierbar ist. Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung besitzt ¥ eine lokale
Umkehrung ®. Diese Abbildung ® hat dann die gewiinschten Eigenschaften. U

11.2. Der Satz vom regulidren Wert. In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass fiir
eine beliebige Matrix A gilt, dass Rang(A) = Rang(A"). Aus Lemma 2 erhalten wir nun
insbesondere folgendes Lemma.

Lemma 11.2. Es sei A eine k x n-Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A besitzt Rang k,
(2) die Zeilen von A sind linear unabhdingig
(3) die Abbildung R™ — R* v+ Av ist surjektiv.

Definition. Es sei U C R" offen und f: U — R” eine stetig differenzierbare Abbildung.

B34Wir bezeichnen mit vy, ..., vy die Spalten von Dp(b). Da diese Vektoren linear unabhiingig sind gibt
es nach dem Basisergdnzungssatz Vektoren wy,...,w,_g, so dass vy,...,vg, w1y, ..., w,—k eine Basis von
R™ bilden. Wir bezeichnen dann mit W die Matrix, deren Spalten gerade ws, ..., w,_j sind.



134 STEFAN FRIEDL

(1) Wir sagen x € U ist ein reguldrer Punkt von f, wenn das Differential D f(x) den
Rang k besitzt.

(2) Wir sagen z € R* ist ein regulirer Wert von f, wenn alle Punkte in f~1(2) reguliir
sind.

Ein Punkt (bzw. Wert), welcher nicht reguliir ist, wird singuldr genannt.™3

Bemerkung. Der Fall k = 1 ist ein wichtiger Spezialfall. Eine 1 x n-Matrix besitzt Rang
1 genau dann, wenn die Matrix ungleich Null ist. Fiir & = 1 entspricht das Differential
gerade dem Gradienten. Wir sehen also, dass ein Punkt x € U ein reguldrer Punkt einer
Abbildung f: U — R ist, genau dann, wenn Grad f(x) # 0.

Beispiel. Es seien aq, ..., a, positive reelle Zahlen. Wir betrachten
frR* - R
(T1,..., @) = @23+ + a,a2,
dann gilt fiir jeden Punkt x = (z1,...,z,) in R", dass
Grad f(x1,...,2,) = (2a111,...,2a,2,),

insbesondere ist der Gradient ungleich null fiir jeden Punkt x # 0. Anders ausgedriickt,
die Menge der regulidren Punkte von f ist R™\ {0}. Nachdem f(z) = 0 genau dann, wenn
x = 0 folgt, dass alle Werte in R\ {0} regulér sind.

Wir konnen jetzt folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 11.3. (Satz vom reguliren Wert) Es sei X C R" offen und f: X — R* eine stetig
differenzierbare Abbildung. Wenn z € R* ein requlirer Wert ist, dann ist f~1(z) C R" eine
(n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.™®

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir den Fall, dass X = R". Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Wir wollen mithilfe von Satz [T zeigen, dass
M := f~!(z) eine (n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Es sei also ¢ € M = f~!(z). Wir miissen fiir ¢ eine Karte finden. Die Idee hierbei ist
die Abbildung f: M — RF, auf einer Umgebung U von ¢, zu einer Karte f: U — V zu
erganzen.

Wir machen dies wie folgt. Nach Voraussetzung ist ¢ ein regulédrer Punkt. Das Differential
D f(c) hat daher den Rang k, nach Lemma [0 sind also die Zeilen der k x n-Matrix D f(c)
linear unabhéngig. Nach dem Basisergénzungssatz gibt es eine (n — k) x n-Matrix B, so
dass die Zeilen der n x n-Matrix

(o70)
Df(c)

135 Anders ausgedriickt, ein Wert w € RF ist regulir, wenn dieser nicht das Bild von einem singuliren
Punkt in U ist.

136Wenn z nicht im Bild von f liegt, dann ist f~!(z) = @ die leere Menge, insbesondere eine (nicht
besonders interessante) Untermannigfaltigkeit beliebiger Dimension.
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linear unabhéngig sind, d.h. die Matrix ist invertierbar. Wir betrachten jetzt die Abbildung
®:R* — R*"=R"* xR

v (f(fﬁ— z) |

Am Punkt ¢ ist das Differential gegeben durch die invertierbare Matrix

(o)

Es folgt nun aus dem Satz B3 iiber die Umkehrabbildung, dass es eine offene Umgebung
U von ¢ und eine offene Umgebung V von ®(c) € R™ gibt, so dass &: U — V eine
Umkehrabbildung ¥~1: V — U besitzt, welche ebenfalls stetig differenzierbar ist.

_ . 1 0 die Abbildung
c € f71(z) mit D®(c) = °©
a_}f(c)( ; 0 (c) (88—51(0) 88—{2(0)) ®: U — V besitzt
Oz2 ist invertierbar eine Umkehrabbildung

AN, AN, A
\ N

T:={y

(z.y) €V}
ABBILDUNG 51. Illustration zum Beweis vom Satz vom reguldren Wert.

Nach Satz [T geniigt es nun folgende Behauptung zu bewiesen.
Behauptung. Die Abbildung F': U — V ist eine Karte um den Punkt c.

Es geniigt zu zeigen, dass
dUNM) = VNE, &

= alle z € V, so dass die ersten (n — k)-Koordinaten verschwinden.
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Aber es folgt sofort aus der Definition von F und von M, dass dies der Fall ist. In der Tat,
denn sei x € U. Dann gilt

TEM = f(r)=2 <= ®(2) eR""x {0} <= ®(x)cVNE,,.

O
Beispiel. Es seien aq,...,a, positive reelle Zahlen. Wie oben betrachten wir die Funktion
fTR* - R
(1, ) a4+ a,ad.
Fiir a; = --- = a,, = 1 und den reguldren Wert z = 1, erhalten wir mithilfe vom Satz vom
reguldren Wert einen Beweis dafiir, dass die Sphéare
St = {(xy,.. @) |22 4+ 22 =1}
eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Im allgemeinen Fall sehen wir, dass
fiir jede Wahl von positiven reellen Zahlen a4, ..., a, das Ellipsoid
E(ai,...;a,) = {(x1,...,2,) ] @122+ + a2 = 1}

eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Die 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit F(a1,as) von R? ist eine Ellipse, welche in Abbildung b2 abgebildet ist.

N

die Ellipse E(ay,as) = {(x1, 22) | a12? + asx = 1}

v

—
N N

Jai

ABBILDUNG 52.

Beispiel. Wir betrachten nun noch die Abbildung

f:R? - R

(r,y) — wy.
Der Gradient ist gegeben durch Grad f(z,y) = (y, z). Dieser ist also iiberall ungleich null,
auBer bei am Ursprung. Insbesondere sind alle Werte in R \ {0} reguldre Werte. Fiir jedes
a # 0ist also f7!(a) = {(z,y) € R?*|zy = a} eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Fiir a = 0 ist f71(0) das ‘Kreuz’, welches von der z-Achse und der y-Achse gebildet wird.
Dies ist, wie schon auf Seite diskutiert, keine Untermannigfaltigkeit. In Abbildung b3
werden die Untermannigfaltigkeiten f~!(%) und f~!(1) skizziert. Zudem wird auch das

2
Urbild f71(0) skizziert.
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17G) = {(z.y) € B2 |y = 5} = Graph von f(2) = 5,
ist eine Untermannigfaltigkeit

N

/ F ()
/ /

T 0) = {(ay) ey = 0)
\

ist keine Untermannigfaltigkeit

ABBILDUNG 53. Verschiedene Urbilder fiir f(z,y) = xy.

Beispiel. Wir betrachten zuerst die Abbildung

P:U :={(z,y,2) € R¥| (z,y) # (0,0)} — R3

(xaya Z) = m(xai%o)

Diese Abbildung projeziert also einen Punkt (z,y, z) auf die zy-Ebene und normiert dann
den Abstand zum Ursprung auf 1. Wir betrachten dann die Abbildung

frU={(z,y,2) eR?|(z,y) # (0,0)} — R
(l‘,y,Z) = ||(.I‘,y,Z)—P(ZE,y,Z)H.

Diese Abbildung misst den Abstand vom Punkt (z,, z) zum Punkt P(x,y,2). In Ubungs-
blatt 10 werden wir sehen, dass }L ein regularer Wert von f ist. Es folgt also aus dem Satz
vom reguléren Wert, dass f~'(3) eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist.

Es stellt sich die Frage, wie wir uns diese Untermannigfaltigkeit vorstellen sollen. Fiir
¢ € [0,27) betrachten wir dazu wiederum die offene Halbebene

H, :={(rcosp,rsinp,z)|r € Ryp und z € R}.

Eine elementare Rechnung zeigt, dass alle Punkt auf H, unter der Abbildung P auf den
Punkt (cos,sin¢,0) geschickt werden. In H,, betrachten wir dann alle Punkte, welche
den Abstand % zum Punkt (cos ¢, rsin ¢, 0) besitzen. Anders ausgedriickt, die Urbildmenge
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alle Punkte in H,

_ mit Abstand ;11 zZum

H, = {(7 cos @, T sin @, 2) ‘ re€Rogund z € R} Punkt (cos ¢, sin ¢, 0)
bilden einen Kreis

M\W@ \ \H Gy

(cos p,sing, 0
die Abbi ld

1e RS fiir jeden Winkel ¢
erhalten wir einen Kreis,

P(@,y,2) = gy (@,0)
schickt jeden Punkt in H,, alle diese Kreise zusammen
ergeben einen Torus

auf den Punkt (cos p,sin ¢, O)

ABBILDUNG 54.

M=f *1(}1) schneidet jede offene Halbebene in einem Kreis von Radius }1. Die Menge M
bildet also einen Torus. ™*

Beispiel. Wir betrachten nun M (n,R), die Menge aller reellen n x n—Matrizen. Nachdem
eine n x n—Matrix durch die n* Eintriige bestimmt ist, kénnen wir M (n, R) mit dem Raum
R™ identifizieren. Die Abbildung

det: M(n,R)=R" — R
A — det(A)
ist ein Polynom in den Eintrdgen der Matrix A, insbesondere ist diese Abbildung stetig

differenzierbar. Dann ist jede Matrix A € M(n,R) = R™ mit det(A) # 0 ein regulirer
Punkt der Determinantenabbildung.™ Es folgt, dass jedes z € R\ {0} ein reguldrer Wert

2

B7Der Vollstéindigkeit halber, Parametrisierungen von M sind beispielsweise dadurch gegeben, dass man
die Abbildung
F:R? —» R?
(14 1sin6)cosep
0,0) — (14 §sinf)sinep
i cosf
auf offene Teilmengen von R? einschrinkt, auf denen F injektiv ist.

138Djies sieht man beispielsweise wie folgt: es sei A eine Matrix mit det(A) # 0. Wir miissen zeigen, dass
Grad det 4 # 0. Nach Satz GBI geniigt es eine Richtung v zu finden, so dass die Richtungsableitung nicht
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der Determinantenabbildung ist. Insbesondere folgt aus dem Satz vom regularen Wert, dass

2

SL(n,R) := {Ae€ M(n,R)|det(A) =1} Cc M(n,R) = R"
eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.
11.3. Tangentialvektoren zu Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und a € M.

(1) Eine Kurve in M durch a ist eine Kurve v: I — M auf einem offenen Intervall 1
mit v(0) = a.

(2) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt a, wenn es eine stetig
differenzierbare Kurve 7 in M durch a gibt, so dass 7/(0) = v.

(3) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt a wird mit 7, M bezeichnet. Wir
nennen 7, M den Tangentialraum am Punkt a.

S 7'(0) ist ein Tangentialvektor

i S Untermannigfaltigkeit M
Punkt a

Kurve v in M durch a

ABBILDUNG 55.

Beispiel.

null ist. Wir bezeichnen mit aq,...,a, die Spalten von A. Es sei B = (malo...O) die Matrix, deren

erste Spalte gerade die erste Spalte von A, normiert auf die Lange ist, und deren anderen Spalten null sind.
Dann gilt fiir die zugehorige Richtungsableitung, dass

d — um i h

Sdet(A+tB)| = lmp (det <a1(1 + 1 )as. ..an) — det(as . ..an)>
| h _ . - .
— %lg})h ((1 + —”al ”) det (a1as...ay) —det(a; . .. an)> Linearitit der Determinante
= m det(A),

d.h. die Richtungsableitung ist ungleich null.
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(1) Wir betrachten zuerst die 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
St o= {(@yl2®+y* =1}

Es sei (z,y) = (cos p,sinp) ein Punkt auf S*. Fiir 7 € R betrachten wir die diffe-
renzierbare Kurve

Yoi (—m,m) — St
t +— (cos(p+rt),sin(e + 7t)).
Dann ist 7, (0) = (x,y) und
7(0) = (—rsin(p+rt),rcos(p +rt)) = (—ry,rz).
Die Menge aller dieser Ableitungen ist gerade die Menge der Vektoren, welche or-

thogonal zum Vektor (z,y) sind. Wir werden in Satz [T schen, dass dies alle
Tangentialvektoren zum Punkt (z,y) sind, d.h.

TawS' = {(=ry,rz)|r € R}.
Verschiedene Beispiele von Tangentialvektoren zu S* werden in Abbildung B8 illus-
triert.
(2) Wir betrachten die 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
S = {wya) a4y 422 = 1)

und den Punkt a = (0,0,1). Dann ist v = (1,0, 0) ein Tangentialvektor, nachdem v
die Ableitung der Kurve
v (—m,m) — 52
t — (sin(t),0,cos(t))
durch den Punkt a ist. Wenn wir die gleiche Kurve um den Faktor » € R ‘beschleu-
nigen’ erhalten wir die Kurve
v: (—m,m) — S?
t +— (sin(rt),0,cos(rt))
mit /'(0) = (r,0,0). Indem wir diese Kurve noch um den Vektor ¢ € [0, 27| um die
2-Achse drehen erhalten wir die Kurve
vi (—m,m) — 52
t — (sin(rt) - cos(p),sin(rt) - sin(p), cos(rt)).

Wir berechnen, dass +/(0) = (rcos(p),rsin(¢),0). Wir sehen also, dass alle
Vektoren vom Typ (x,y,0), d.h. alle Vektoren in der zy-Ebene, Tangentialvektoren
von S? am Punkt (0,0, 1) sind. Anders ausgedriickt, es ist

{(z,9,0) |2,y € R} C Tio01)S>

Mithilfe von Satz T4 werden wir die nicht ganz offensichtliche Aussage beweisen,
dass dies in der Tat schon alle Tangentialvektoren.

139Diese Kurve beschreibt den GroBkreis durch den Nordpol von ‘Léngengrad’ . Ein GroBkreis in R3
ist hierbei der Schnitt von S? mit einer Ebene, welche den Ursprung enthilt.
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(3) Als letztes Beispiel betrachten wir die k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
Er:={(x1,...,2x,0,...,0) | 21,..., 2, € R} CR™

Es sei a € Ejy. Fiir jedes v € Ej, ist dann v(f) = a + tv eine Kurve durch Ej mit
+'(0) = v. Wir sehen also, dass Ej, C T,Ej. Dies sind sogar alle Tangentialvektoren,
denn fiir eine beliebige Kurve « in Fj sind die letzten (n — k) Koordinaten null,
dies gilt dann auch fiir die Ableitung, d.h. 7/(0) € Ex. Wir haben also gezeigt, dass
T.E. = E.

Wir skizzieren in Abbildung B8 Tangentialvektoren fiir S* und den Tangentialraum zu S?
am Punkt (0,0,1). Der folgende Satz besagt nun insbesondere, dass die Tangentialriume

T, S? besteht aus allen Punkten in der xy-Ebene,
in der Abbildung ist die Ebene zum Punkt a verschoben

Tangentialvektoren an S!
a=(0,0,1)

Winkel ¢

die Kurve ~(t) = (sint - cos ¢, sint - sin ¢, cost)

ABBILDUNG 56.

immer Vektorraume sind.

Satz 11.4. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M. Dann
qgilt:
(1) T,M ist ein k—-dimensionaler Vektorraum,
(2) wenn p: X — M eine Parametrisierung von M am Punkt a ist mit p(b) = a, dann
bilden die Spalten des Differentials

g—f;(b) g—g(b)
Do(b) = :
%%(b) : %%:(b)

etne Basis von T, M.

Bemerkung. Von der Anschauung her ist T,M der k-dimensionale Unterraum von R",
welche die Untermannigfaltigkeit am Punkt a am besten approximiert. Der Tangentialraum
spielt also fiir Untermannigfaltigkeiten die Rolle der Tangenten fiir Graphen in R2.
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Beispiel. Wir betrachten wiederum
§* = Ay )2 +y*+2" =1}
und den Punkt a = (0,0, 1). Auf Seite 27 hatten wir gesehen, dass
G: (—m,m) x (0,7r) — RS
—sinf - cos
(p,0) — cos ¢ :
sinf - sin

eine Parametrisierung um den Punkt a = (0,0,1) ist. Offensichtlich ist G(b) = a fiir
b = (%,%). Es folgt also aus Satz T4, dass 7,5 der 2-dimensionale Vektorraum ist,
welcher aufgespannt wird von den Spalten von
sinf -siny —cosf - cosp 1
: T T
) = ‘ 0 —5111'9 (5,5) = |0 -1
sinf - cosp cosf-sing 0

DG(5.

bl

Anders ausgedriickt, T(O,OJ)SZ ist die xy-Ebene.

Beweis. Es sei M C R™ eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M. Zudem sei
¢: X — M eine Parametrisierung von M am Punkt a mit ¢(b) = a. Fir ¢ € {1,...,k}
bezeichnen wir mit v; den i-ten Spaltenvektor von Dg(b). Nachdem ¢ eine Immersion ist
folgt aus Lemma I, dass die Vektoren vy, ..., v linear unabhéngig sind. Wir bezeichnen
mit V' den Vektorraum, welcher von vy, ..., v, aufgespannt wird. Wir miissen zeigen, dass
T,M = V. Wir zeigen zuerst, dass V C T, M. Sei also v = Zle c;v; € V. Wir betrachten
die Kurve

s):=b+s-(c1,...,¢
o

wobei [ ein geeignet gewihltes offenes Intervall ist. Dann ist s — (¢ o 1)(s) eine Kurve in
M durch a, und aus der folgt, dass

C1

(0on)(0) = De(n(0)-7(0) = (i ... w)|:] = Zcm = v

Wir haben nun gezeigt, dass der k—dimensionale Vektorraum V' in T, M enthalten ist. Um
die Gleichheit V' = T, M zu zeigen geniigt es nun zu beweisen, dass T,M ebenfalls ein
k-dimensionaler Vektorraum ist. Auf Seite [Z1 hatten wir schon gesehen, dass jeder Tan-
gentialraum zu der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit E, C R™ ein k-dimensionaler
Vektorraum ist. Mithilfe einer Karte wollen wir jetzt diese Aussage auf den Tangential-
raum 7, M iibertragen.

Wir wihlen nun also eine Karte ®: A — B wie in Satz [I. Genauer gesagt, nach
Satz [T gibt es eine offene Umgebung A von a und einen C'-Diffeomorphismus ®: A — B
auf eine offene Teilmenge B von R", so dass (AN M) = BN E.
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Behauptung. Das Differential D®(a) induziert eine Abbildung zwischen T,M und Ej,. ™
iwim |

Es sei v € T,M ein Vektor. Wir miissen zeigen, dass (D®)(a) - v € Ej. Es ist

(D®)(a)-v = (D®P)(a)-+'(0) wobei v eine Kurve in M durch a mit 7/(0) = v
— (®07)(0)  mach der
€ Towbk denn ® o« ist eine Kurve in Ej durch ®(a)
= FE denn auf Seite I41 hatten wir gezeigt,
dass T, E,, = E), fur alle z € E},.

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Wir haben also bewiesen, dass D®(a)(T,M) C Ej. Zusammengefasst erhalten wir, dass

VCTMC W:= ((D®)(a)) ™ (Ex).

o
k-dimensionaler Vektorraum
denn E}, ist ein k-dimensionaler
Vektorraum und (D®)(a) ist
ein Isomorphismus

Nachdem V und W jeweils k—dimensionale Vektorrdume sind, muss V' = W gelten, also

insbesondere auch V =T,M. O
Fiir v € R™ schreiben wir im Folgenden
vt = {w € R"|w orthogonal zu v}.

Wenn v # 0, dann ist v+ ein Untervektorraum von R” der Dimension n — 1. Allgemeiner,
fiir eine Teilmenge A C R™ schreiben wir

At = {w € R"|w orthogonal zu allen v € A}.

Wenn wir Untermannigfaltigkeiten betrachten, welche als Urbild eines reguléren Wertes
einer Funktion f: U — R gegeben sind, dann ist es nun besonders einfach den Tangential-
raum zu bestimmen:

Satz 11.5. Es sei U C R"™ offen, es sei f: U — R eine stetig differenzierbare Abbildung
und es sei z € R ein requlirer Wert. Dann ist M := f~'(z) C R" eine (n—1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, und fir jedes a € M gilt:

T.M = (Gradf(a))L.

140pas Differential ist eine n x n—Matrix, also eine lineare Abbildung R™ — R™. Der Tangentialraum
T, M ist ein Unterraum von R™, und die Aussage der Behauptung ist nun, dass das Bild von T,M C R"
unter der linearen Abbildung D®(a): R™ — R™ in E} liegt.

MIWir werden in Analysis IV sehen, dass eine differenzierbare Abbildung f: M — N zwischen zwei
Untermannigfaltigkeiten an jedem Punkt a € M eine lineare Abbildung D f(a): T, M — T, N induziert.
Viele Aussagen iiber Differentiale konnen dann leicht verallgemeinert werden. Beispielsweise, wenn D f(a)
eine invertierbare lineare Abbildung ist, dann besitzt f lokal eine Umkehrabbildung.
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Beispiel. Es sei U C R? offen, es sei f: U — R eine stetig differenzierbare Abbildung und
es sei C' € R ein reguldrer Wert. Dann ist

M = fH(C) = {zeUlf(z)=C}

insbesondere eine Niveaulinie von f. Satz T3 besagt nun, dass diese Niveaulinie orthogonal
zu den Gradienten von f ist. Dies ist genau die Aussage, welche wir schon auf Seite [,
ohne Beweis, formuliert hatten.

Beweis. Nach dem Satz [T-3 vom reguliren Wert ist M = f~!(z) eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Sei nun a € M. Nach Satz T4 ist 7,M ein (n — 1)-dimensionaler
Untervektorraum. Nachdem z ein reguldrer Wert ist, ist a ein reguldrer Punkt von f,
d.h. Grad f(a) ist nicht der Nullvektor. Es folgt, dass (Grad f(a))* ebenfalls ein (n — 1)-
dimensionaler Untervektorraum ist.

Es geniigt nun zu zeigen, dass T,M C (Grad f(a))*. Es sei also v € T, M. Wir miissen
zeigen, dass (Grad f(a),v) = 0. Es ist

(Grad f(a),v) = (Grad f(a),7'(0)) wobei vy eine Kurve in M durch a mit +'(0) = v

= (fo7v)(0) nach Satz 610
=0 da (f ov)(t) = z fiir alle ¢, d.h. f o~y ist konstant.
U
Beispiel.
(1) Wir betrachten zuerst die Untermannigfaltigkeit
St o= {(z,y) eR*| 2> +y?> =1},
{(z,y) e R?| ( y) }
=:f(z,y

Dann gilt Grad f(z,y) = (2x,2y). Es folgt aus Satz ITH, dass der Tangentialraum
von M an einem beliebigen Punkt (z,y) € S! gegeben ist durch

fr(m,y)S1 = (2%, 23/)L = {A(y7 —SL’) | A€ R}
(2) Betrachten wir nun das Ellipsoid
M = {(m,y,z)‘2x2+3y2+4zi:9}.

::f(‘xiyvz)
Dann gilt Grad f(z,y, z) = (4x,6y,8z), und es folgt aus Satz [T3, dass der Tan-
gentialraum von M am Punkt (1,1, 1) gegeben ist durch

TaanM = (4,6,8)F = {A(3,-2,0) 4+ p(—2,0,1) |\, n € R}.

Wir beschlieflen das Kapitel mit einer Umformulierung von Satz T3

Definition. Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und a € M. Ein Vektor v € R™ heifit
Normalenvektor von M in a, wenn v € (TaM)L.

Der folgende Satz kann als Umformulierung von Satz T3 betrachtet werden.
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Normalenvektoren zu S' € R?

\ Q _KCR?
St C R?
— N
AN
Menge der Normalenvektoren

ist eine Ebene in R3

ABBILDUNG 57.

Satz 11.6. Es sei U C R" offen, f: U — R eine stetig differenzierbare Abbildung und
z € R ein requlirer Wert. Dann ist M := f~'(2) C R"™ eine (n — 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, und fiir jedes a € M gilt:

Menge der Normalenvektoren am Punkt a = R - Grad f(a).

——— Menge der Normalenvektoren

— Grad f(a)
.M

ABBILDUNG 58.

Beweis. Fiir einen beliebigen Vektor v # 0 € R" gilt ™
(vH)t = R-w.
In dem wir diese Aussage auf v = Grad f(a) anwenden, erhalten wir, dass

R - Grad f(a) = ((Grad f(a))L)L = (T,M)*+ = Menge der Normalenvektoren im Punkt a.

nach Satz I[THA
OJ

142Djes kann man beispielsweise wie folgt sehen: es folgt aus dem Basis-Ergénzungssatz und aus dem
Gram-Schmidt-Verfahren, dass man v zu einer orthogonalen Basis v, w1, ..., w,_1 von R™ ergdnzen kann.
Hierbei bedeutet ‘orthogonal’, dass (v,w;) = 0 fiir ¢ = 1,...,n — 1 und es ist (w;,w;) = 0 fur alle 7 # j.
Dann ist v+ der von wy, . .., Wp_1 aufgespannte Vektorraum. Zudem ist ein Vektor \v + Z?;ll L w; genau
dann zu allen w;’s orthogonal, wenn pi; = - -+ = p,, 1 = 0. Dies zeigt, dass (v+)+ = Ru.
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11.4. Die Methode der Lagrangemultiplikatoren. In diesem Kapitel werden wir eine
Methode einfiihren, welche es in vielen Féllen erlaubt ohne grolen Aufwand lokale Extrema
einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit zu bestimmen.

Satz 11.7. Es sei M := g~ '(2) das Urbild eines requliren Wertes z € R einer stetig
differenzierbaren Funktion g: U — R auf einer offenen Menge U C R". Es sei f: U —
R eine weitere stetig differenzierbare Funktion. Wenn x € M ein lokales Fxtremum von
f: M — R ist, dann existiert ein A € R, so dass

Grad f(z) = X\ - Grad g(x).
Bemerkung. In der Literatur bezeichnet man o6fters ein lokales Extremum der Funktion
fiM=g'%) — R
als lokales FExtremum von f: U — R unter der Nebenbedingung g = z. Die reelle Zahl A
wird zudem oft als Lagrangemultiplikator bezeichnet.

Beweis. Es sei also x € M ein lokales Extremum der Funktion f: M — R. Wir wollen
zeigen, dass

Grad f(z) € R-Gradg(z)
In Satz IT@ hatten wir gesehen, dass
R-Gradg(z) = (T,M)*.
Es geniigt also zu zeigen, dass Grad f(z) orthogonal zu allen Vektoren in T, M ist. Sei also
v € T, M. Wir miissen zeigen, dass (Grad f(z),v) = 0. Es ist in der Tat
(Grad f(z),v) = (Grad f(x),7(0)) wobei ~y eine Kurve auf M durch x mit +/(0) = v

%(f o fy)(t)‘ nach Satz 610
t=0
=0 da 0 ein lokales Extremum™von f o~ ist.
Wir haben also bewiesen, dass Grad f(z) orthogonal zu allen Vektoren in 7, M ist, d.h.
Grad f(x) ist orthogonal zu T, M. O

Bemerkung. Der Satz kann auch verallgemeinert werden zu Funktionen auf Untermannig-
faltigkeiten, welche durch mehrere Gleichungen g = 0,9, =0, ..., gs = 0 beschrieben sind.
Siehe Forster, Analysis II, Seite 110 fiir Details.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
f:8 - R
(x,y) +— =x.

Wir kénnen den Kreis S* beschreiben also S' = g71(1), wobei g(z,y) = ? +y*. Hierbei ist
Grad f(z,y) = (1,0) und Grad g(z,y) = (2z, 2y). Offensichtlich wird das globale Maximum
von f auf dem Kreis S* im Punkt (1,0) angenommen. In diesem Punkt gilt

Grad f(1,0) = (1,0) = % Gradg(1,0).

143Dag Argument von Fufinote K7 zeigt, dass t = 0 in der Tat ein lokales Extremum von f o+ ist.
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Die Gradienten von f und ¢ sind also, wie von Satz [0 vorhergesagt, im Punkt (1,0)
parallel. Der Punkt (1,0) ist natiirlich kein globales Maximum von f auf R?, der Gradient
Grad f(1,0) muss also nicht der Nullvektor sein.

Beispiel. Wir betrachten die Funktionen
fiR? - R
(z,y,2) — =y
und
g:R¥ — R
g(z,y,2) = 22+9y*+ 22

Wir wollen das globale Maximum von f auf S? := ¢~1(1) bestimmen.™ Es ist

Gradg = (2x,2y,22),
Grad f = (y,z,0).

Wir versuchen also alle Punkte in R? zu finden, welche die Gleichungen

(A) > +y*+22 = 1, und
(B) (y,2,0) = (2A\x,2\y,2)Xz), firein A€ R

16sen. Wenn A = 0, dann folgt aus (B), dass z = y = 0, und aus 2 + y* + 2% = 1 erhalten
wir dann, dass z = £1. Wir schreiben

R_=1(0,0,—1) und R, = (0,0,1).

Andererseits, wenn A # 0, dann liefert die letzte Koordinate von (B), dass z = 0. Die
anderen beiden Koordinaten ergeben die Gleichungen z = 2\y und y = 2 Ax. Wir erhalten
die Gleichung x = 2\y = 4\%x. Entweder ist x = 0, und dann auch y = 0. Aber wir hatten
schon geschen, dass z = 0, d.h. dieser Fall tritt nicht ein. Also folgt aus x = 4\%x, dass
A= j:%, und daraus folgt dann x = +y. Es gibt genau 4 Punkte auf S2?, d.h. genau 4
Punkte mit 22 + y? + 22 = 1, so dass z = 0 und = = £y, nimlich

P, — (\/5 V2 o),P,: (—\/5 —ﬁ,o),@: (ﬁ _V2 o) md Q= (—ﬂ V2 o).

2020 2072 207 27 2020
Satz [[2 besagt, dass das globale Maximum (bzw. Minimum) von f: S* — R an einem der
Punkte Py, @+, R+ angenommen wird.
Es gilt f(Py) =3, f(Q+) = —3 und f(Ry) = 0. Also ist 5 das globale Maximum von f
und —% das globale Minimum von f: S? — R. Wir erhalten also das gleiche Ergebnis wie
auf Seite [Z7, aber mit weniger Rechenaufwand.™

1440 der anders ausgedriickt, wir wollen das globale Maximum von f unter der Nebenbedingung g = 1
bestimmen.

145 Allerdings haben wir auch in diesem Beispiel schon gesehen, dass es gar nicht so einfach ist, alle
Punkte zu finden, an denen Grad f = A Grad g gilt.
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12. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN: DEFINITION UND BEISPIELE

12.1. Definition von Differentialgleichungen.
Definition. Es sei A C R™ eine Teilmenge. Ein Vektorfeld auf A ist eine stetige Abbildung
f: A—R™
Ein Vektorfeld auf A ordnet also jedem Punkt in A C R™ einen Vektor in R" zu. Bei-

spielsweise ist

f:R? —» R?

1

(,y) = 3(-y,2)

ein Vektorfeld auf R?. Dieses Vektorfeld ist in Abbildung 59 auf der linken Seite skizziert.

das Vektorfeld f(z,y) = %(—y, x) Vektorfeld auf R2
A / A \ -
¥ N
U A !
/ <] ‘\\ > s zﬂ X\ﬂ?/
s A T T > E :92 77 7>
T SEEET
N ~, —

ABBILDUNG 59. Ilustration von Vektorfeldern auf R2.

Wir verallgemeinern nun noch etwas den Begriff von einem Vektorfeld.

Definition. Es sei A C R™ eine Teilmenge. Ein variables Vektorfeld auf A besteht aus einem
Intervall I C R und einer stetigen Abbildung

f:IxA — R"
ty) — [f(ty).
Ein variables Vektorfeld definiert also insbesondere fiir ein fest gewéhltes ¢ € I ein
Vektorfeld y — f(¢,y). Anders ausgedriickt, f ist ein Vektorfeld auf A, welches sich mit der
‘Zeit’ t verandern kann. Umgedreht definiert jedes Vektorfeld v auf A durch f(t,y) := v(y)

auch ein variables Vektorfeld.
Wir konnen jetzt die wichtigste Definition des Kapitels einfiihren.

Definition. Es sei f: I x A — R" ein variables Vektorfeld auf einer Teilmenge A C R".
Eine differenzierbare Kurve ¢: J — A C R" auf einem offenen Intervall J C I ist eine
Lésung der Differentialgleichung y' = f(t,y), wenn fiir alle t € J gilt

(L) = flt, o).
Bemerkung. Eine Losung der Differentialgleichung ¢ = f(t,y) ist also eine Kurve ¢, so dass

zu jedem Zeitpunkt ¢ die Ableitung gerade durch den Vektor des variablen Vektorfeldes am
Punkt ¢(t) zur Zeit ¢ gegeben ist.
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Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld
FIRxR — R?
(toy) — 3(—y,2)
ein Vektorfeld auf R?. Dann definiert beispielsweise
e(t) = (cos(it),sin(1t))
auf jedem offenen Intervall I C R eine Losung der Differentialgleichung v = f(¢,y) zur
Anfangsbedingung ¢(0) = (1,0). Diese Losung ist in Abbildung B9 skizziert.

das Vektorfeld f(¢,x,y) = %(—y, x) Vektorfeld g auf R?

A / N \ <
< “ )

N !
/ﬁ}\ [ \i;{[g)
! }J/\ E

Eiha
£(0) = (1,0) \ >
die Kurve p(t) = (COS (%t)@m (%t)) die Kurve v ist eine Losung
ist eine Losung der der Differentialgleichung v = ¢(t, y)

Differentialgleichung v = f(¢,y)
mit Anfangsbedingung ¢(0) = (1,0)

ABBILDUNG 60. Illustration von Lsungen von Differentialgleichungen auf R2.

Beispiel. Es sei A C R? eine ‘Teilmenge eines Sees’ und es sei f(t,a) die Wassergeschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢ am Punkt a. Dann entspricht die Losung der Differentialgleichung
y' = f(t,y) gerade der Bahn eines Wassermolekiils.

Beispiel. Wir betrachten das variable Vektorfeld™®
FiRog xR2 — R
(ty) = v
und die dazugehérige Differentialgleichung y' = f(t,y) = ty. Fiir jedes w € R™\ {0} ist
dann
90: R>0 —> RQ
t — tw

146D as Vektorfeld zeigt an einem Punkt y € R? ‘nach auBen’ und hat die Liinge 1{ly|l, d.h. mit zuneh-
mender Zeit werden die Vektoren immer kiirzer.
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eine Losung der Differentialgleichung 3’ = f(¢,y). In der Tat, denn fiir alle t € R gilt
1
Pt) = w = gtw = f(t,tw) = f(t, ().

Es gibt kein allgemeines Verfahren, um Differentialgleichungen zu 16sen. Wir werden
in diesem Kapitel verschiedene Verfahren kennenlernen, um bestimmte Typen von Diffe-
rentialgleichungen zu losen. In den folgenden Kapiteln werden wir dann die Theorie der
Differentialgleichungen behandeln.

12.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Wir betrachten jetzt nur
Differentialgleichungen im Fall n = 1. Es seien I,J C R offene Intervalle und es seien
f: I — R, sowie g: J — R zwei stetige Funktionen. Eine Differentialgleichung vom Typ

y = [ty
heiit Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Beispielsweise ist
y/ — 2ty2

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Wir versuchen zuerst einmal die Differentialgleichung ' = f(¢)g(y) ganz naiv zu lésen.
Hierbei fithren wir folgende suggestive, allerdings sinnlose ‘Rechnung’ durch

o = faly)

B S A
— g(ly)dy — f(D)dt
— f@dy = [f@ydat+cC
= Gly) = F(t) wobei F, G Stammfunktionen von f, g sind
— y = G YF(@)).

Der folgende Satz besagt nun, dass unter geigneten Voraussetzungen diese naive Rechnung
in der Tat eine Losung der Differentialgleichung vy = f(t)g(y) liefert.

Satz 12.1. Es seien I,J C R offene Intervalle und es seien f: I — R sowie g: J — R
zwei stetige Funktionen, so dass g(y) # 0 fir alle y € J. Sei (to,yo) € I x J ein Punkt.
Wir definieren

F:I — R und G:J — R
t y
1
t — ff(s)ds T fmds.
to Yo

Wenn F(I) C G(J), dann ist ™
p: I = R
t — GYF())
y/

die einzige Losung der Differentialgleichung y' = f(t)g(y) auf dem Intervall I, welche die

Anfangsbedingung ¢(to) = yo erfillt.

17Die Voraussetzung g(y) # 0 impliziert, dass G/ (y) = ﬁ durchgehend das gleiche Vorzeichen besitzt,

d.h. G ist eine streng monotone Funktion, insbesondere besitzt G eine Umkehrfunktion.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢: [ — R in der Tat eine Losung ist. Es ist
_ /
Pt) = (GHF®)

= (G™Y(F(t))- F'(t) [Kettenrege

_ 1 o . L ,
= GCIFD) F'(t)  Differentiation der Umkehrfunktion

= g(G_(F(1)) - f(t)
———

=p(t)
= g(e(t)) - f(t) Definition von ¢.

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

Wir haben also gezeigt, dass ¢ eine Losung der Differentialgleichung y' = g(y) f(t) ist. Man
kann zudem leicht verifizieren, dass ¢(tg) = yo.

Wir zeigen nun noch die Eindeutigkeit der Losung. Es sei also ¢: I — R eine beliebige
Losung der Differentialgleichung v = f(¢)g(y) mit ¥ (ty) = yo. Wir wollen zeigen, dass
P(t) = G (F(t)), oder anders ausgedriickt, dass G(¢(t)) = F(¢) fiir alle ¢ € I. In der Tat
gilt

P(t)
Gy) = [ Tlu) du  Definition von G

¥(to)
t /

= tf gzpw((i))) ds Substitutionsregel mit u = 1(s) riickwérts angewandt
t

= [ f(s)ds  denn4)/(s) = f(s)g(1(s)), da ¢ Losung von y' = f(t)g(y)
to

= F(t) Definition von F.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
y = 2ty
Es sei ¢ # 0. Wir suchen die Losung der Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung

©(0) = c. Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen, wir kénnen daher
Satz 21 anwenden. Wir berechnen also

¢
F(t) = [2sds = 12

0

y
Gly) = fs%ds = —i—l—%

Insbesondere ist

Glz) =
Dann ist nach Satz 21 die Funktion
p(t) = GHF({) = 1
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™ die einzige Losung der Differentialgleichung ' = 2ty? mit (0) = ¢. Wenn ¢ < 0, dann
ist ¢(t) auf ganz R definiert. Andererseits, wenn ¢ > 0, dann ist das maximale Intervall auf
dem ¢ definiert ist, und welches 0 enthélt, gegeben durch

I = {teR‘|t|<\/%:c_1/2}.

Anders ausgedriickt, fiir ¢ > 0 divergiert die Losung ¢(t) fiir ¢t — 4c~'/2. Insbesondere gibt
es zur Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ > 0 keine Losung ™ der Differentialgleichung, welche
auf ganz R definiert ist.

12.3. Homogene lineare Differentialgleichungen. Es sei a: I — R eine stetige Funk-
tion auf einem offenen Intervall /. Wir nennen eine Differentialgleichung der Form

y = a(t)y

homogene lineare Differentialgleichung. Eine homogene lineare Differentialgleichung ist ein
wichtiger Spezialfall einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 12.2. Esa: I — R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I, es seity € I
und es set ¢ € R. Dann besitzt die homogene lineare Differentialgleichung

y = a(t)y
genau eine Losung p: I — R, welche die Anfangsbedingung o(to) = c erfillt, namlich

o) = o ( Jats)is) =

to

Beispiel. Es sei a € R. Dann besagt der Satz insbesondere, dass es genau eine differenzier-
bare Funktion ¢: R — R mit ¢'(t) = ap(t) und p(ty) = ¢ gibt, ndmlich p(t) = ¢ - e?¢t0),

L8\ it der ‘“unsinnigen’ aber intuitiven Losungsmethode der obigen Bemerkung erhalten wir Lésungen
der Differentialgleichung 3y’ = 2ty? wie folgt

dy oo 1
at = 2ty* — " dy = 2tdt
1 _ 1 )
= nydy = f2tdt+D:> -y =t +D = y=pp

Die Anfangsbedingung wird dann fiir ein geeignetes D gelost.

149jerbei verwenden wir, dass es nach Satz 2 keine weitere Losung, aufler der angegebenen, geben
kann.

150Die Differentialgleichung ¢/ = 2ty? ist fiir alle ¢,3y € R definiert. Warum besagt dann Satz 2 nicht,
dass auch die Losung auf ganz R existiert?

151Dje ‘dreckige’ Losung der Differentialgleichung mit getrennten Variablen liefert hierbei:

2=alt)y = %dy = a(t)dt = f%dy = [a(t)dt = In(y)dy = [a(t)dt = y = exp ([ a(t)dt).
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Nachdem homogene lineare Differentialgleichungen ein Spezialfall von Differentialglei-
chungen mit getrennten Variablen sind, kann man Satz 22 insbesondere mithilfe von
Satz 21 beweisen. Wir geben im Folgenden allerdings einen unabhingigen, etwas einfa-
cheren Beweis.

Bewes. Wir setzen also

o(t) = c.exp<j”a(s)ds).

to
Es folgt sofort aus exp(g(t))” = ¢'(t) - exp(g(t)) und dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung, dass ¢ in der Tat eine Losung der Differentialgleichung y' = a(t)y ist.
Zudem ist offensichtlich die Anfangsbedingung ¢(ty) = c erfiillt.
Es sei nun ¢: I — R eine beliebige Losung der Differentialgleichung mit v (ty) = ¢. Wir
wollen zeigen, dass 1(t) = ¢(t) fiir alle t. Nachdem 1 (t) = ¢(to) geniigt es zu zeigen, dass

die Quotientenfunktion t % konstant ist. Dies ist aber der Fall, denn
<¢(t) . L)’ _ Y Me(t) — o)) _ a®vt)elt) —vtalt)el) _
() o(t)? o(t)> '

U

12.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Esseien a,b: I — R stetige Funk-
tionen auf einem offenen Intervall 7. Wir nennen eine Differentialgleichung der Form

y' = alt)y +b(t)

imhomogene lineare Differentialgleichung.

Sei nun tg € I und ¢ € R. Das Ziel ist eine Losung ¢ der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung zu finden, welche die Anfangsbedingung o(to) = c erfiillt. Sei dazu ¢: I — R
die Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ¢’ = a(t)y zu der Anfangsbe-
dingung v (tg) = 1, welche wir beispielsweise mithilfe von Satz IZ2 finden konnen. Sei
u: I — R nun eine beliebige differenzierbare Funktion. Wir wollen untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen das Produkt ¢(t) = ¥ (t)u(t) eine Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung ist, welche die Anfangsbedingung ¢(tq) = c erfiillt. Es ist

= (Y-u)
= Y -ut+-u Produktregel
= a-Y-ut+y-u da ¢ Losung von ¢’ = a(t)y

—~—
=
= ap+Y-u Definition von .
Wir sehen also, dass
o = ap+b

genau dann, wenn

b = ¢-u.
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Nachdem v und b schon gegeben sind, miissen wir nach u ‘auflésen’, und dieses geschickt
wéhlen. Die obige Gleichung gilt genau dann, wenn
P 1
u = wb,
oder anders ausgedriickt, wenn

t
u(t) = fw(ls)b(s)dstconst.
to

Die Anfangsbedingung ¢(ty) = ¢ ist zudem genau dann erfiillt, wenn wir die Integrations-
konstante gleich ¢ setzen. Wir erhalten nun folgenden Satz:

Satz 12.3. Es seien a,b: I — R stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I. Es sei
to € I und ¢ € R. Die einzige Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y' = alt)y+b(t),
welche die Anfangsbedingung ¢(ty) = c erfillt, ist gegeben durch die Funktion

o(t) = P(t)- <C+!@b(8) ds)
wobei

t
P(t) = exp <fa(s) ds).
to

Beweis. Wir haben vor dem Satz schon bewiesen, dass ¢ eine Losung der Differentialglei-
chung ist (und man kann das auch noch mal leicht durch Einsetzen nachweisen). Zudem
ist ¥ (ty) = 1, es folgt, dass ¢(ty) = c. Die Funktion ¢ erfiillt also auch die gewiinschte
Anfangsbedingung.

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ die einzige Losung der inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung y' = a(t)y + b(t) ist, welche die Anfangsbedingung (o) = c erfiillt. Sei
dazu ¢(t) eine weitere Losung. Nachdem (t) # 0 fiir alle ¢, existiert eine Funktion v,

namlich v(t) = %, so dass ¢(t) = ¥ (t)v(t). Aber vor dem Satz hatten wir schon gesehen,

dass es genau eine solche Funktion v gibt, ndmlich v = u. Es folgt also, dass ¢ = ¢. 0
Beispiel. Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
y = 2ty +t°.

Wir suchen eine Losung, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ erfiillt. Die zugehorige
homogene lineare Differentialgleichung 3/ = 2t - y besitzt die Losung

t
W(t) = exp (f25d8> = exp(t?),
0
welche die Anfangsbedingung 1(0) = 1 erfiillt. Aus dem obigen Satz folgt, dass

2 ¢ [ 2
o(t) = ¢ -(c—i—fsde_s ds>
0
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die Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung ¢(0) =

c ist. Mithilfe der Substitution u = —s? und durch partielle Integration bestimmt man, dass
f 2 1 1 2
{536_8 ds = 5—35+1e™,
also ist
e(t) = (c+ %)et2 - %(zﬁ2 +1).
13. DER EXISTENZ— UND EINDEUTIGKEITSSATZ
Es sei

y = f(ty)
eine Differentialgleichung. Es stellen sich folgende Fragen:

(1) Besitzt die Differentialgleichung immer eine Losung?
(2) Ist eine Losung, zu einer gegebenen Anfangsbedingung, eindeutig bestimmt?

In allen bisherigen Beispielen haben wir gesehen, dass beide Fragen bejaht werden kénnen.
In diesem Kapitel wollen wir auf beide Fragen ganz allgemein eingehen.

13.1. Lipschitz—stetige Abbildungen. Bevor wir uns den oben genannten Fragen zu-
wenden, miissen wir allerdings noch kurz ein etwas trockenes Kapitel abarbeiten.

Definition. Es sei G C R x R" und es sei
f:G — R”
(ty) — [f(ty)
eine Abbildung.

(1) Wir sagen die Abbildung f ist Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante L > 0, wenn

If(ty) = fE)I < Liy =yl firalle (¢,y), (£,y) € G.

Ir sagen [ 1st lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable, falls jeder Punkt

2) Wi f ist lokal Lipschi g b lich d Variable, falls jeder Punk
(a,b) € G eine Umgebung U besitzt, so dass f: GNU — R"™ Lipschitz—stetig
beziiglich der y-Variablen ist.

Beispiel.
(1) Die Funktion
fiRxR — R
(t,y) =y

ist nicht lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen am Punkt (0, 0), insbeson-
dere ist f nicht Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable.
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(2) Die Funktion
Ff:RxR — R
(ty) = t5 4y

ist nicht Lipschitz—stetig beziiglich der ¢-Variable, aber f ist lokal Lipschitz—stetig
beztiglich der y-Variable. Beides ist nicht schwierig zu zeigen, und ist Teil von
Ubungsblatt 12.

Der folgende Satz besagt insbesondere, dass stetig differenzierbare Abbildungen lokal
Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen sind.

Satz 13.1. Es ses G C R x R" offen und es set

f+G — R
(t,y) = f(t,y)

eine Abbildung, welche beziiglich der Variablen y = (y1, .. .,yn) stetig partiell differenzierbar
1st. Dann ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen.

Beweis. Wir betrachten den Fall G = R x R", der allgemeine Fall wird ganz &hnlich be-
wiesen. Sei also (a,b) € R x R". Es sei r > 0. Wir betrachten folgende Umgebung von
(a,b):

X = {ty) |t —al <rund [y bl <r},

welche nach dem Satz B@ von Heine-Borel kompakt ist.
Wir werden jetzt zeigen, dass f Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen auf X ist. Es
seien also (¢,y) und (t,y + v) in U. Dann gilt

nach Korollar K4

) . or,
1F(ty) ~ e+ ol < Joll-n? max || P ROOE

te[0,1] Yj
ij=1,..,n

2

< ||| -n*-  max a9y
we X

ij=1,.0n

G w)]

= (%)
Die partiellen Ableitungen 3 —1 sind nach Voraussetzung stetig, insbesondere sind sie nach
Korollar B8 auf der kompakten Menge X durch eine Konstante C' beschrankt. Also gilt

(#) < Joll-n2-C

Wir haben also gezeigt, dass f auf X Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen mit Lip-
schitzkonstante n? - C' ist. O

13.2. Der Existenzsatz von Picard—Lindel6f. Es sei

y/ - f<t7y)
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eine Differentialgleichung. Wir méchten nun gerne zeigen, dass es zu jeder Anfangsbedin-
gung ¢(s) = a eine Losung ¢ gibt, welche zumindest auf einem kleinen offenen Intervall
(s — €,5 + €) definiert ist.™2

Das Hilfsmittel, welches wir dabei verwenden wollen, um solch ein ¢ zu finden ist der
Banachsche Fixpunktsatz B2. Zur Erinnerung, dieser lautet wie folgt.

Satz 13.2. (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraumes™ (V. || —||) und es sei T: A — A eine Kontraktion™. Dann besitzt T genau
einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein a € A mit a = T(a).

Es stellen sich nun verschiedene Fragen:

(A) Was soll der Banachraum in unserem Fall sein?

(B) Wie konnen wir das Losen einer Differentialgleichung als Fixpunktproblem formu-
lieren?

(C) Welche Kontraktion wollen wir verwenden?

(D) Welche abgeschlossene Teilmenge A wollen wir verwenden?

Wir suchen die Losung einer Differentialgleichung, d.h. wir suchen eine Abbildung I — R”
auf einem Intervall I. Oder noch mal anders ausgedriickt, wir suchen einen Punkt im
Vektorraum der Abbildungen I — R™. Satz B0 besagt, dass fiir eine beliebiges kompaktes
Intervall [a, b] der Vektorraum

C(la,b],R™) = Vektorraum aller stetigen Abbildungen f: [a,b] — R"

mit der Maximumsnorm, d.h. mit der Norm
lell = max{[le@)ll |t € [a,0]}

ein Banachraum ist.
Der folgende Satz erlaubt es uns nun das Auffinden einer Funktion ¢ mit ¢'(t) = f(t, ¢(t))
als Fixpunktproblem umzuformulieren.

Satz 13.3. FEs sei I ein Intervall, es sei A C R™ offen, es sei f: I x A — R" ein variables
Vektorfeld und es sei (s,a) € I x A. Fir eine Kurve p: J — R"™ auf einem Intervall J C I
sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(1) ¢ ist eine Losung der Differentialgleichung y' = f(t,y) beziiglich der Anfangsbedin-
gung ¢(s) = a,

15211, Beispiel nach Satz T2 hatten wir gesehen, dass selbst wenn die Differentialgleichung auf R x R™
definiert ist, und wenn f: G — R”™ ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz—stetig beziiglich der
y-Variablen ist, dann ist eine Losung der Differentialgleichung 3y’ = f (¢, y) nicht notwendigerweise auf ganz
R definiert. Wir kénnen also nicht hoffen, eine Losung auf ganz R zu finden.

153Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Vektorraum, d.h. ein normierter Vektorraum, in
dem jede Cauchyfolge konvergiert.

154Eine Abbildung T: A — A heifit Kontraktion, wenn es eine Konstante © € [0,1) gibt, so dass

IT(x) =T (y)| < Ollz—y|| fiiralle z,y € A.
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(2) es gilt
o(t) = a+ ff(z,go(z)) dz  fiir allet € J.

Der Satz besagt also, dass eine Funktion ¢ eine Differentialgleichung erfiillt, genau dann,
wenn ¢ die in (2) formulierte Integralgleichung erfiillt.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass ¢ eine Losung der Differentialgleichung beziiglich der
Anfangsbedingung ¢(s) = a. Dann folgt fiir alle ¢ € J, dass

ffw fcp = p(t) —p(s) = ¢(t) —a.

Nehmen wir nun an, dass ¢ die Integralglelchung erfiillt. Dann gilt ¢(s) = a und aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass

pt) = & [1GeE)de = [t ()
fiir alle t € J. 0

Es sei nun also 3y’ = f(¢,y) eine Differentialgleichung, sagen wir auf R x R", wobei f stetig
ist. Der Einfachheithalber wollen wir nur die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung
©(0) = 0 losen. Es sei erst einmal € > 0 beliebig. Wir kénnen jetzt folgenden Ansatz
versuchen. Wir betrachten den Banachraum C([—¢, €], R") zusammen mit der Abbildung

T:C(]—€¢,R") — C([—¢,€,R")
T(Y): [—€¢ — ]lt%”

v o t oo [ () de

Nach Satz [323 geniigt es nun zu zeigen, dass T einen Fixpunkt besitzt.™ Aus dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz wiederum folgt, dass wir nun noch eine abgeschlossene Teilmenge
A C C(]—¢, €], R") finden miissen, so dass T: A — A eine Kontraktion ist.

155Kin Fixpunkt von T ist also ein ¢ € C([—¢, ¢}, R™) mit

p(t) = T()(t) = [ f(z0(2)dz fiiralle t € [—e,€].
0
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Wir miissen also besser verstehen, unter welchen Voraussetzungen die Abbildung 7" kon-
trahierend ist. Es seien nun ¢, € C([—¢, €], R"). Dann gilt

|7() =T = max |T(e)(®) - T(w)(@)|

t€[—e,¢]

== max
te[—e,€]

[ el -
< max | [5G o) - 1w

= (%)

Um zu zeigen, dass T kontrahierend ist miissen wir zuallermindest (x) durch |¢ — ||
abschétzen. Anders ausgedriickt, wir miissen den Integranden durch ||¢ — || abschétzen.
Wir kénnen dies dadurch bewerkstelligen, dass wir im Folgenden annehmen, dass f Lipschitz—
stetig beziiglich der y-Variablen mit einer Lipschitz—Konstante L > 0 ist. Dann gilt

Iz 0(2) dz]

nach Lemma K2

t
() = max|[|fe() - £z () 42
’ 3 <Lle(x)—e(I<Lle—v|
< max fL||g0—¢||dz
tei—ed )
< L-Jt|-lle =2l
< Le-[lp =9l

Wenn wir beispielsweise € = ﬁ wahlen, dann ist also die Abbildung 7" kontrahierend, mit
Kontraktionsfaktor %

Wir sehen also, dass es hilfreich ist anzunehmen, dass f Lipschitz—stetig beziiglich der
y-Variablen ist. Nachdem wir uns nur Gedanken iiber Losungen auf kleinen Intervallen
machen, geniigt es wohl anzunehmen, dass f lokal Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variablen
ist. Wir kénnen also jetzt den Hauptsatz von diesem Kapitel formulieren.

Satz 13.4. (Existenzsatz von Picard-Lindel6f) Es sei I ein Intervall, es sei A C R
offen und es sei f: I x A — R" ein variables Vektorfeld, welches lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y—Variable ist. Dann gibt es zu jedem (s,a) € G ein € > 0 und eine Lisung
v: (s —€,5s+¢€) = R" der Differentialgleichung

y = f(ty),
welche die Anfangsbedingung ¢(s) = a erfillt.

Beweis. Wir beweisen den Existenzsatz fiir den Spezialfall I = R und A = R" sowie s = 0
und a = 0. Der allgemeine Fall wird ganz dhnlich bewiesen.
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Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable. Es existiert
also ein 6 > 0 und ein r > 0, so dass die Einschrankung von f auf

Q = {(t,y) e RxR" |t € [-46] und |y| < r}

Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable mit einer Lipschitzkonstante L > 0 ist. Es folgt
aus der Diskussion vor Satz 34, dass fiir Funktionen auf [—e, €] gilt

IT(p) =T < Lelle = vll;

solange auf dem Definitionsbereich gilt dass (z,p(2)) € Q und (z,¢(2)) € Q. Insbesondere
ist nun fiir jedes € € (0, 6] mit € < 5, die Abbildung

T: B:={y€C([—€¢,R" ||| <r} = C([—c€,R")

kontrahierend mit Kontraktionsfaktor %

Die Menge B ist abgeschlossen in C([—e, €], R™).™® Wir miissen nun also noch iiberpriifen,
ob T'(B) C B. Es sei also 1) € B. Wir wollen also wissen, ob ||T'(¢)| < r. Es gilt

I = max [ TW)EI

te[—e,€]
t
= n[lax] f Definition von T'(1))
te|—e,e€ 0
t
<  max f )| dz‘ nach Lemma
te[—e,€]

0
< e max {|| f( t,y ’ t,y) € Q}

= ¢e-M.

Damit 7'(B) C B muss auch ||T(¢)| < r gelten. Dies konnen wir dadurch erreichen, dass
€-M <r,dh. in dem wir sicher stellen, dass € < 7
Zusammengefasst haben wir nun folgende Aussage bewiesen. Fiir

€ = mln{57M=2L}
und

A = {velC(-¢€,R

schrankt sich T ein auf eine kontrahierende Abbildung 7': A — A. Diese Abbildung hat
also nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt ¢ € C([—¢, €], R"). Es folgt aus
Satz (33, dass die Abbildung ¢ eine Losung der Differentialgleichung v’ = f(¢,y) ist. O

156Djes ist eine ganz allgemeine Aussage: fiir jeden metrischen Raum (X,d), jedes x € X und jedes
r>0,ist B:={y € X|d(z,y) <r} C X abgeschlossen.
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13.3. Das Picard-Lindelo6f Iterationsverfahren. In dem Beweis vom Banachschen Fix-
punktsatz B2 hatten wir folgende, etwas stiarkere Aussage bewiesen: Es sei A eine abge-
schlossene Teilmenge eines Banachraumes (V, || —||) und es sei T': A — A eine Kontraktion.
Es sei vy € A. Dann konvergiert die durch vy, := T'(vg_1) rekursiv definiert Folge gegen ein
v € Amit T(v) = w.

Es sei im Folgenden f: R x R®™ — R" eine Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y-Variablen ist und es sei zudem (s,a) € R x R". Wir suchen eine Lisung
der Differentialgleichung

y, - f(t,y),

welche die Anfangsbedingung ¢(s) = a erfiillt. Es sei nun ¢q: [s —¢, s+¢] — R™ erst einmal
eine beliebige differenzierbare Abbildung mit y(s) = a.™ Wir wenden nun die Abbildung
T, welche wir auf Seite eingefiithrt hatten mehrmals an ™ und wir erhalten die Folge
von Funktionen

@o(t) t

o1(t) = a+ [ f(z,0(2))dz
oolt) = at [ feon())dz
eslt) = at [ fzea(z)) dz

Fiir geeignetes € > 0 folgt aus der obigen Formulierung des Banachschen Fixpunktsatzes
und aus der Diskussion auf Seite [0, dass diese Folge von Funktionen im Banachraum
C([s —€,s+ €], R™) gegen eine Losung der Differentialgleichung y' = f(t,y) konvergiert.

15TWir kénnten beispielsweise die konstante Funktion g (t) = a wihlen.
15811 unserer etwas verallgemeinerten Situation, bei der wir die Anfangsbedingung ©(s) = a betrachten,
ist T' gegeben durch

T:C([s—€¢,s+¢,R") — C([s—es+¢€,R")
T(p): [s—€s+¢€¢ — R

t
L t oo at [ fze(2)dz
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Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung y’ = 2ty. Wir wollen eine Losung
finden, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = a erfiillt. Wir setzen

@0 (t) = Q.
Dann erhalten wir die Funktionenfolge

t t
o1(t) = a+ [2z¢0(z)dz = a+ [2zadz = a(l+t?
0 0

t t
0o(t) = a+ [2z¢1(2)dz = a+ [2za(1+2%)dz = a<1+t2+§>
0 0

Mit einem Induktionsargument kann man nun beweisen, dass fiir jedes k € N gilt, dass

t4 tﬁ tQk
o) = a(l+e+ 545+ 45
Fiir jedes b > 0 konvergiert diese Folge von Funktionen im Banachraum C([—b, b], R) gegen
o oy 2 1 i W X () LA
o(t) = ]}LIgowk(t) = klg&a(l—l—t +5 g+t k;!) = akzo o = ae’.

Die Funktion ¢(t) = ae'” ist also eine Losung der Differentialgleichung v/ = 2ty. Dies kann
man natiirlich auch durch Einsetzen leicht verifizieren.

Bemerkung. Es ist natiirlich unwahrscheinlich, dass fiir eine beliebige vorgegebene Differen-
tialgleichung, die Rechnung so schon aufgeht, wie in dem gerade durchgefiihrten Beispiel
y' = 2ty. Das Picard-Lindelof Iterationsverfahren kann aber durchaus verwendet werden,
um Naherungslosungen von Differentialgleichungen zu finden.

13.4. Der Eindeutigkeitssatz. Wir gehen nun der Frage nach, ob eine Losung einer
Differentialgleichung zu einer vorgegebenen Anfangsbedingung immer eindeutig ist.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

y/ — y%_
Offensichtlich ist
p(t) = 0
eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(0) = 0. Andererseits gilt fiir
1
U(t) = 5=t

dass ¥(0) = 0 und
1 1.,3\3 2
Wi = A= (&) = e
Wir sehen also, dass 1 () ebenfalls eine Losung fiir die gleiche Anfangsbedingung ist. Die

Differentialgleichung ¢y’ = y% besitzt also keine eindeutig bestimmte Losung zur Anfangs-
bedingung ¢(0) = 0.
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Man kann das obige Beispiel noch wie folgt verallgemeinern: es sei a < 0 und b > 0, dann
kann man leicht nachweisen, dass
(t—a)?, firt<a,
, fir ¢t € [a, b],
> (t—b)%,  fiirt >b.

ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung ist, welche die Anfangsbedingung ¢(0) = 0
erfiillt.

S g

o(t) =

Wir sehen also, dass eine Differentialgleichung im Allgemeinen keine eindeutig bestimm-
te Losung besitzt. Im Hinblick auf die Tatsache, dass in unserem Beispiel die Funktion
fly) = y% nicht Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist, und im Hinblick auf den
Existenzsatz 34 von Picard—Lindeldf liegt es nahe sich einzuschrénken, auf variable Vek-
torfelder f(t,y), welche lokal Lipschitz—stetig in der y—Variable sind. In der Tat gilt folgen-
der Satz.

Satz 13.5. (Eindeutigkeitssatz) Fs sei [ C R ein offenes Intervall, A C R™ eine offene
Teilmenge und es sei f: I x A — R"™ eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y—Variablen ist. Wenn die Differentialgleichung

y = [f(ty)
zwei Losungen o, J — R™ auf einem offenen Intervall besitzt, welche an einem Punkt
s € J fdibereinstimmen, dann ist

o(t) = () firalete J.

Der Eindeutigkeitssatz L33 besagt also insbesondere, dass die Losung von Satz 34 auf
dem Intervall (s — €, s + €) zudem eindeutig ist.

Bevor wir den Eindeutigkeitssatz 33 beweisen formulieren wir zuerst folgendes Lemma,
welches ein Kriterium dafiir gibt, dass zwei Funktionen auf R iibereinstimmen.

Lemma 13.6. Es seien f,g: R — R"™ zwei stetige Funktionen. Wir nehmen an, dass
folgende zwei Aussagen erfillt sind:
(1) es gibt ein s € R mit f(s) = g(s),
(2) zu jedem b € R mit f(b) = g(b) gibt es ein € > 0, so dass f und g auf dem Intervall
(b —€,b+ €) dbereinstimmen.

Dann stimmen f und g auf ganz R tberein.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass f und g auf dem Intervall [s, co) iibereinstimmen. Neh-
men wir an, dies sei nicht der Fall, es gibt also ein x > s mit f(x) # g(x). Wir betrachten
T := {t> s|die Funktionen f und g stimmen auf [s, ] iiberein }
Nach unserer Annahme ist s € 7' und 7" ist durch x nach oben beschrénkt. Wir setzen
b = sup(7).
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s b aus der Stetigkeit § b
also stimmen f und g /
auf ganz [s, ] iiberein nach Voraussefzung

fir alle s <t < b stimmen
f und g auf dem
Intervall [s, ¢] {iberein

stimmen f und g dann
auch auf einem Intervall
(b —¢€,b+ €) iiberein

ABBILDUNG 61. Skizze fiir den Beweis von Lemma 33

Aus der Definition von b folgt, dass es fiir jedes € > 0 ein t € [b — ¢,b] mit f(¢) = g(t) gibt.
Aus der Stetigkeit von f und g erhalten wir, dass f(b) = g(b). Nach Voraussetzung gibt
es dann aber ein € > 0, so dass f und g auf dem Intervall (b — €,b + €) iibereinstimmen.
Nachdem f und g zudem auf [s,b] iibereinstimmen, sehen wir also, dass f und g sogar
auf dem Intervall [s,b + €) gleich sind. Wir sehen also, dass b+ § € T', im Widerspruch
zur Definition von b. Wir haben also bewiesen, dass f und g auf dem Intervall [s,oc0)
iibereinstimmen.

Die Aussage, dass f und g auf dem Intervall (—oo, s] ebenfalls iibereinstimmen wird ganz
analog bewiesen. U

Wir wenden uns jetzt dem Beweis des Eindeutigkeitssatzes zu:

Beweis von Satz 3. Wir behandeln nur den Fall, dass I x A = R x R” und J = R.
Der allgemeine Fall wird ganz &hnlich bewiesen. Es sei also f: R x R" — R" eine ste-
tige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variablen ist. Zudem seien
v, R — R"™ zwei Losungen der Differentialgleichung ¢’ = f(t,y), welche an einem Punkt
s € I iibereinstimmen. Wir wollen zeigen, dass ¢(t) = ¥ (¢) fiir alle ¢t € R. Nach Lemma [38
geniigt es folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Es sei b € R, so dass ¢(b) = 1(b). Dann existiert ein € > 0, so dass
o(t) = P(t) firallete (b—¢€b+e).

Um die Notation etwas zu vereinfachen nehmen wir zudem an, dass ¢(b) = 1(b) = 0. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen. Das Ziel ist mithilfe der Eindeutigkeitsaussage
vom Banachschen Fixpunktsatz B2 zu beweisen, dass ¢ und ¢ auf einem kleinen Intervall
iibereinstimmen.

Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable. Es existiert
also ein ¢ > 0 und ein r > 0, so dass die Einschrankung von f auf

Q = {(t,y) eRxR"|te[b—06b+6 und ||y <r}
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Lipschitz—stetig beziiglich der y—Variable ist. Nachdem ¢(b) = 0 und ¢ (b) = 0 und nachdem
¢ und 1) stetig sind, existiert ein n € (0,6], so dass ||p(t)|| < r und [|(¢)|| < r fiir alle
teb—mn,b+n.

Im Beweis vom Existenzsatz L34 von Picard-Lindeldf hatten wir gesehen, dass es ein
e € (0, 7] gibt, so dass die Abbildung

T:C(b—eb+¢,R") — C([b—¢b+¢€,R")
T(v):b—eb+e — R”
o [ f(aA()ds
b

v

sich einschrénkt auf eine Kontraktion 7: A — A auf der abgeschlossenen Teilmenge
A= {yeC(b—eb+¢e,R" ‘ Iyl < r}

von C([—v,7],R"). Nachdem Banachschen Fixpunktsatz B2 besitzt also T': A — A genau
einen Fixpunkt.

Nachdem e < 7 liegen die Einschrinkungen von ¢ und v auf [b —€,b+ €] in A. Zudem
folgt aus Satz [333, dass diese Einschrinkungen von ¢ und ¢ Fixpunkte von 7' sind. Es
folgt also, dass die Einschrankungen von ¢ und ¢ auf [b — €,b + €| iibereinstimmen. Wir
haben damit also die Behauptung bewiesen. ([l

14. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Definition. Es sei G C R x R" eine Teilmenge und f: G — R eine stetige Funktion. Wir
nennen
vy o= ftyy,.ytY)

eine Differentialgleichung n—ter Ordnung. Eine Losung davon ist eine n—mal differenzierbare
Funktion ¢: I — R auf einem offenen Intervall I, mit der Figenschaft, dass

™) = fltop), o t),...,e" V() firallet e I

Beispiele.
(1) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

!

vy o= -y
wird gelost von den Funktionen sin(t) und cos(t). Genauer gesagt, sogar von allen
Linearkombinationen
o(t) = asin(t) + beos(t), wobei a,b € R.

159D amit die rechte Seite definiert ist, muss fiir alle ¢t € T gelten, dass

(o). ¢ @), 0" W) € G
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(2)

(3)
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Insbesondere ist also zur Anfangsbedingung ¢(0) = 0 jede Funktion von der Form
©(t) = asin(t) eine Losung. Wir sehen also, dass es keine eindeutige Losung gibt,
wenn wir nur den Anfangspunkt festlegen. Wir werden in Satz [2=3 sehen, dass man
fiir Differentialgleichungen n—ter Ordnung die Anfangswerte fiir die ersten (n — 1)
Ableitungen vorgegeben muss, um eine eindeutige Losung zu erhalten.

Wir betrachten einen Korper der Masse m auf der reellen Achse. Nach dem zweiten
Newtonschen Gesetz gilt

y' = +F,
wobei F' die Kraft ist, welche auf den Korper wirkt. Die Kraft F' kann dabei von der
Zeit, vom Ort, aber auch von der Geschwindigkeit (z.B. Reibungskraft) abhingen.

Anders ausgedriickt, die Bahn des Korpers ist bestimmt durch die Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

1
y' = F(ty,y).
Wir betrachten die Differentialgleichung zweiter Ordnung
"
y = —g,

wobei g € R die Gravitationskonstante ist. Diese beschreibt die Bahn eines Korpers
auf der z-Achse, welcher der Schwerkraft ausgesetzt ist. Die Bahn ¢ hingt dabei
nicht nur vom Anfangspunkt ¢(0) sondern auch von der Anfangsgeschwindigkeit
¢'(0) ab. Genauer gesagt, die Losung der Differentialgleichung y” = —¢ mit An-
fangsbedingungen ¢(0) = z und ¢’(0) = v ist gegeben durch

o(t) =z + vt — %th.
Die Funktionen ¢(t) = —sin(t) + cos(t) und ¢ (t) = e’ sind Losungen der Differen-
tialgleichung 4. Ordnung
1
y W o= 3y +y).
In diesem Fall gilt ¢(0) = 1 = (0), d.h. die beiden Losungen haben den glei-

chen Anfangswert. Wir sehen also, dass auch ‘sehr verschiedene’ Funktionen eine
Differentialgleichung l6sen kénnen.

Wir werden jetzt sehen, dass man das Studium von Differentialgleichungen héherer Ord-
nung auf das Studium von Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfithren kann.
Fiir eine Differentialgleichung n—ter Ordnung

y" = f(ty,y, ...,y

schreiben wir im Folgenden

Yo

Yn—2
Yn—1
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und wir betrachten die Abbildung
F:RxR* — R"

Yo Y1
tY) — FY)=F@t| @ |) = :
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(t, Yo, - - 7yn—1)

Etwas vereinfacht ausgedriickt schiebt also F' die letzten n — 1 Koordinaten ‘um eins nach
oben’ und ersetzt die letzte Koordinate durch f(¢,Y) = f(t, %0, -, Yn—1)-

Die folgenden beiden Lemmas besagen nun, dass die Losungen der Differentialgleichung
n-ter Ordnung

vy o= fltyy, .y )
in ein—eindeutiger Beziehung zu den Losungen der Differentialgleichung erster Ordnung

Y' = F(t,Y)
in n Variablen stehen.

Lemma 14.1. Es sei ¢: I — R eine Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung
v = flty g yY),

Dann ist
®:] - R»
o(1)
¢'(1)
t — Ot) = :
V(1)

eine Losung der Differentialgleichung Y' = F(t,Y).

Beweis. Dieses Lemma folgt sofort durch Einsetzen. In der Tat, es sei ¢: I — R eine Losung
der Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(t7 y’ y/’ R 7y(n71))'

D.h. es ist
() = f(te(), @ (t),..., " V().
Dann gilt
90,'/(75) <P/',(t)
¥ — ® :(75) _ ® :(t) _ F(t,(1))
Pt (t) Ft o), o= 1(1)
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Lemma 14.2. Es sei ® = (¢1,...,¢,): I — R"™ eine Lisung der Differentialgleichung
Y' = F(t,Y), dann ist @, eine Losung der Differentialgleichung y™ = f(t,y,v/,...,y" V).

Beweis. Es sei nun also ® = (¢1,...,¢,): I — R" eine Losung der Differentialgleichung
Y’ = F(t,Y). Ausgeschrieben bedeutet dies, dass

#1(t) wa(t)

40| _ by = resy - folt)

(1) 1t 018 02(2), - n(0)

Die ersten n — 1 Koordinaten implizieren, dass pgi1(t) = gogk)(t), k=1,...,n—1. Die
letzte Koordinate besagt nun, dass

n n—1
AV = f(Ee ), A, AT ),
d.h. ¢y ist eine Losung der Differentialgleichung

y(n) — f(t7 Y, y/a s 7y(n71))'

Nachdem Losungen der Differentialgleichung
v = f(ty.ys .y ™Y)

in ein—eindeutiger Beziehung zu den Losungen der Differentialgleichung Y’ = F(t,Y) ste-
hen, iibertragen sich der Eindeutigkeitssatz und der Existenzsatz fiir Differentialgleichun-
gen erster Ordnung zu Aussagen iiber Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Genauer
gesagt erhalten wir folgenden Satz:

Satz 14.3. Es set G C R xR" eine offene Teilmenge und f: G — R eine stetige Funktion,
welche lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist. Wir betrachten die Differential-
gleichung n-ter Ordnung

ym = f(t, TR ,y("_l)).
Dann gelten folgende Aussagen.
(1) (Existenz) Fir jeden Punkt (s,aq,...,a,—1) € G gibt es ein € > 0 und eine Liosung
p:(s—es+e) =R
der Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingungen

p(s) = ao, ¢'(s) = a1y, 9"V (s) = ana

erfillt.

(2) (Eindeutigkeit) Es seien p,v: I — R zwei Losungen der Differentialgleichung n-ter
Ordnung, so dass an einem Punkt s € I die Funktionswerte und die ersten n — 1
Ableitungen von ¢ und 1 ibereinstimmen. Dann gilt o(t) = 1(t) fir allet € 1.
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Beweisskizze. Es sei f: R x R" — R eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der y-Variablen ist. Dann kann man leicht sehen, dass die Abbildung

RxR* — R”

Yo
(t, Y0, Un_1) — F(,Y):= :
— Yn—1

f(ta Yo, - - - 73/71*1)
ebenfalls lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variablen ist. Der Satz folgt nun sofort aus
Lemmas 271 und 472, sowie aus dem Existenzsatz L34 und dem Eindeutigkeitssatz [C33.
O

Nachdem wir jetzt gesehen haben, dass man die Theorie der Differentialgleichungen
hoherer Ordnung auf die Theorie von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren
kann, werden wir uns im Folgenden hauptséchlich mit Differentialgleichungen erster Ord-
nung beschéftigen.

15. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei A: I — M(n,R) eine stetige
Abbildung. Wir nennen

y = Alt)y
eine homogene lineare Differentialgleichung. Es sei zudem b: I — R”™ eine weitere stetige
Abbildung, dann heif}t

y = Alt)y+ ()

inhomogene lineare Differentialgleichung.

Satz 15.1. Es sei I C R ein offenes Intervall. Es seien zudem A: I — M(n,R) sowie
b: I — R™ stetige Abbildungen. Es sei a € I und ¢ € R™. Dann besitzt die inhomogene
lineare Differentialgleichung

y = Aty +b(t)

genau eine Liosung p, welche die Anfangsbedingung p(a) = c erfillt und welche auf dem
ganzen Intervall I definiert ist.

Bemerkung. Die Funktion b kann natiirlich die Nullfunktion sein, d.h. der Satz gilt insbe-
sondere fiir homogene lineare Differentialgleichungen.

160 Piir n = 1 hatten wir diese Differentialgleichungen schon in Kapitel I223 und Kapitel IZ2 behandelt.
Wenn n > 2, dann wird eine solche Differentialgleichung oft auch als (in-) homogenes lineares Differenti-
algleichungssystem bezeichnet.
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Der Satz besagt insbesondere, dass die Ldsung auf dem ganzen Intervall I existiert. Dies
ist eine stiarkere Aussage als der Existenzsatz von Picard-Lindelof liefert, denn dieser liefert
nur die Existenz von Losungen auf einem kleinen Intervall (a — €,a + €). Im Beispiel auf
Seite [hdl hatten wir gesehen, dass im Allgemeinen Losungen von Differentialgleichungen
nicht notwendigerweise den Definitionsbereich der Differentialgleichung besitzen. Die Tat-
sache, dass die Losung auf ganz [ definiert ist, ist also eine Besonderheit von inhomogenen
linearen Differentialgleichungen.

15.1. Beweis von Satz I51 (x). In diesem Kapitel werden wir Satz I51 beweisen. Aus
Zeitgriinden ist dieses Kapitel nicht Teil der offiziellen Vorlesung.

Um Satz 5 zu beweisen brauchen wir also ein Kriterium dafiir, dass eine Losung auf
dem ganzen Intervall I definiert ist. Folgender Satz gibt uns solch ein Kriterium.

Satz 15.2. Fs sei I C R ein offenes Intervall und es sei f: I x R® — R™ eine stetige
Abbildung mit der Figenschaft, dass es zu jedem kompakten Intervall J C I ein L € R gibt,
so dass fir alle x € J und y,y € R" gilt

1f(z,y) = flz, )| < Llly -yl

Dann gibt es zu jedem (a,c) € I x R™ genau eine Lisung ¢: I — R™ der Differentialglei-
chung

y = f(ty),
welche die Anfangsbedingung ¢(a) = c erfiillt.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall I = R. Der
allgemeine Fall wird ganz analog bewiesen.

Die Abbildung f ist insbesondere lokal Lipschitz-stetig beziiglich der y-Variable.™ Die
Eindeutigkeit der Losung folgt also sofort aus Satz 3H. Der Existenzsatz von Picard-
Lindel6f garantiert nur die Existenz einer Losung auf einem Intervall der Form (a —¢€, a+¢).
Wir wollen aber zeigen, dass es eine Losung gibt, welche auf ganz R definiert ist.

Ganz analog zum Picard-Lindel6f Iterationsverfahren betrachten wir die folgende Folge
von Abbildungen ¢r: R — R”

wo(t) = ¢
pi(t) = c+ [ f(s,p0(s5))ds

p2(t) = c+ [ f(s,91(s))ds

1617ur Erinnerung, eine Abbildung f (z,y) heifit lokal Lipschitz—stetig beziiglich der y-Variable, falls
jeder Punkt (x,y) eine Umgebung U besitzt, so dass f: U — R™ Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen
y ist. In unserem Fall besagt die Voraussetzung, dass fiir (z,y) die Einschrinkung auf jede Teilmenge der
Form [z — a,z + a] x R™ Lipschitz—stetig beziiglich der Variablen y ist.
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Alle diese Abbildungen sind auf R definiert und differenzierbar. ™ Es geniigt nun folgende
Behauptung zu beweisen. ™

Behauptung. Die Funktionenfolge (¢ )ren konvergiert fiir jedes r > 0 auf dem Teilintervall
(a —r,a+ 1) gleichméfig gegen eine Losung ¢ der Differentialgleichung.

Es sei also r > 0. Wir werden zuerst zeigen, dass die Funktionenfolge (¢x)ren auf dem
kompakten Teilintervall [a — r,a + r] C I gleichméfig konvergiert. Es sei L die Lipschitz-
Konstante fiir die Abbildung f auf dem kompakten Teilintervall [a — r, a 4 r], welche nach
Voraussetzung existiert. Es folgt aus Korollar B8, dass

K = max{Hcpl(x) — @o(x)|| ‘ r€la—ra+ r]}
existiert. Wir zeigen nun mit Induktion, dass fiir alle k € N und x € [a — r,a + 1| gilt

LF|z — al®
lnar (@) —eu(@)]) < KEZZAE

Die Aussage gilt fiir £ = 0 per Definition von K. Der Induktionsschritt & — k4 1 ist dann

xT

[t enia(t) = £t on(t) dtH

a

lor2(z) — ora(z)|| =

< f (t, orea (8)) — f(4, gok(t))H dt’ nach Lemma E2
< (t) — gpk(t)H dt‘ Eigenschaft von L
< L’“Jrl f |t dt Induktionsvoraussetzung

Lk+1]x o a‘k+1
(k+1)!

Wir haben damit also den Induktionsbeweis abgeschlossen.
Es folgt, dass die Reihe Y . (pr+1 — &) auf [a — r,a + r] durch die konvergente Reihe

Lkrk Lr
KY = = K
k=0

162Djese Aussage kann man leicht durch Induktion zeigen. Die Aussage gilt offensichtlich fiir 0. Nehmen
wir nun an, dass die Aussage schon fiir ¢ stimmt. Die Abbildungen f und ¢ sind stetig. Es folgt, dass
die Abbildung s — f(s, ¢k (s)) auf R stetig ist. Insbesondere ist sie integrierbar, und die rekursiv definierte
Abbildung @11 (t) = c+ fat f(s,¢r(s))ds existiert auf I. Zudem folgt aus dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechung, dass (41 differenzierbar ist.

163Tn der Tat, wenn wir diese Behauptung bewiesen haben, dann folgt, dass die Funktionenfolge (¢ )xen
punktweise auf ganz R gegen eine Abbildung ¢ konvergiert. Zudem folgt aus der Behauptung, dass fiir jedes
r > 0 die Einschrinkung von ¢ auf das Teilintervall (a—r,a+7) C I eine Lésung ¢ der Differentialgleichung
ist. Aber dann ist ¢ auch auf ganz R eine Losung der Differentialgleichung.
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majorisiert wird. Es folgt nun aus dem Majoranten-Kriterium fiir Funktionenreihen™, dass
die Reihe Y2 ((prt1 — ¢x) auf [a —r, a+ 7] gleichmiBig konvergiert. Es folgt aus Satz 16.3
der Analysis [-Vorlesung, dass die Funktion

e = lim ¢y = o+ Z(@kﬂ — ¥k)

k—o0
k=0

auf [a — 7, a + 7] stetig ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ in der Tat auf (a — r,a + r) eine Losung der
Differentialgleichung ist.

Nach Satz [373 geniigt es dabei folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung. Fir alle z € (a —r,a + r) gilt

T

plz) = c+ [ f(t,o(t)) dt.

a

Satz 16.6 aus der Analysis I-Vorlesung besagt zudem, dass man bei gleichméfliger Kon-
vergenz Grenzwert-Bildung und Integral vertauschen kann. In unserem Fall bedeutet dies,
dass fiir jedes = € (a — r,a + 1) gilt

plr) = limpy(o)
= ;}1350 (c - {f(t, wr-1(t)) dt> Definition von ¢y,
= c+ f klim ft, or—1(t))dt Satz 16.6 aus der Analysis I-Vorlesung
—00
= c+ {f(t, kh_)Iiloapk_l(t)> dt Stetigkeit von f

= c+ jf(t, o(t)) dt.

Wir haben damit also die Behauptung, und damit auch den Satz bewiesen. O]

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz T zu.

Beweis von Satz Tai. Wir schreiben f(t,y) = A(t)y + b(t). Mit Verweis auf Satz [52
geniigt es nun folgende Behauptung zu beweisen.™3.

Behauptung. Es sei J C I ein kompaktes Intervall. Dann gibt es ein L € R, so dass fiir alle
x € Jund y,y € R" gilt

1f(z,y) = flz, )l < Ly =yl

164Dies ist Satz 16.5 im Analysis I-Skript.
165Dje Aussage und der Beweis der Behauptung haben eine starke Ahnlichkeit mit Satz I30
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Es sei also J C I ein kompaktes Intervall. Wir setzen
L = n* max {|a;(t)| |t € J}.

Es folgt aus Lemma B8 (3), dass ||A(t)|| < L fiir alle t € J. Insbesondere gilt fiir alle x € J
und y,y € R”, dass

1f(z,.y) = fla, D] = [[(At)y +b(t) — (AB)F +b(t))|
= [[AD =9l < [[ADNI-ly =yl < L-[ly -yl
Wir haben also damit die Behauptung bewiesen. 0

15.2. Homogene lineare Differentialgleichungen. Fiir eine (in-) homogene lineare Dif-
ferentialgleichung ¢y = A(t)y + b(t) auf einem offenen Intervall I bezeichnen wir

L(y' = A(t)y +b(t)) = Menge aller Lésungen von y' = A(t)y + b(t) auf I

als die Liosungsmenge. Das folgende Lemma besagt, dass fiir homogene lineare Differenti-
algleichungen die Losungmenge einen Vektorraum bildet.

Lemma 15.3. Fir eine homogone lineare Differentialgleichung y' = A(t)y auf einem of-
fenen Intervall I ist die Losungsmenge L(y' = A(t)y) ein Vektorraum.™®

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass wenn @, : I — R"™ Losungen der Differentialglei-
chung ¢y = A(t)y sind, und wenn A € R, dann sind auch ¢ + 1) und Ay Losungen der
Differentialgleichungen.

Beide Aussagen kann man ganz leicht durch Einsetzen zeigen. Es seien p,¢: I — R"
Losungen der Differentialgleichung ¢’ = A(t)y. Dann gilt in der Tat fiir alle ¢ € I, dass

e+ = @) + o)
= A(t)p(t) + A(t)¥(t)  denn ¢ und 9 sind Losungen von y = A(t)y

= A(t)(p(t) + (1)) Linearitéit von Matrizenmultiplikation

= At) (e + 1))
Ganz analog zeigt man, dass wenn ¢ eine Losung ist, und A € R, dann ist t — Ap(t)
ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung. 0

166Nach Voraussetzung ist ¢ +— a;;(t) stetig, also existiert L nach Korollar B=.

167Genauer gesagt, die Losungsmenge L(y = A(t)y) bildet einen Untervektorraum des Vektorraums
aller Abbildungen I — R™.
168Das Lemma folgt auch leicht aus linearer Algebra. Genauer gesagt, wir betrachten die Abbildung

®: V := {differenzierbare Abbildungen I — R"} — W := {stetige Abbildungen I — R"}
y = Ay —v.
Dies ist eine lineare Abbildung und der Kern dieser Abbildung ist gerade £(y’ = A(t)y). Nachdem der Kern

einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist, ist L(y' = A(t)y) also in der Tat ein Untervektorraum
von V.
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Nachdem die Losungsmenge L einer homogenen linearen Differentialgleichung i = A(t)y
ein Vektorraum ist, geniigt es eine Basis zu finden, um die Lésungsmenge £ zu beschreiben.
Der folgende Satz gibt ein Kriterium dafiir, dass Losungen linear unabhéngig sind. Mithilfe
von diesem Satz werden wir dann eine Basis fiir die Losungsmenge £ bestimmen.

Satz 15.4. Es seien p1,...,pp: I — R™ Lésungen der homogenen linearen Differential-
gleichung

y = Alt)y
auf dem offenen Intervall I. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) die Funktionen o1, ..., sind linear unabhdingig,™
(2) es existiert ein ty € I, so dass die Vektoren

o1(to), ..., pr(to) € R”

linear unabhdngig sind,
(3) fir jedes tg € I, sind die Vektoren

e1(to), ..., pu(te) € R”

linear unabhdngig.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass (3) = (2) und (2) = (1). Wir miissen also nur noch
zeigen, dass (1) = (3). Seien also ¢, ..., ) linear unabhéngige Losungen von ¢y = A(t)y
und es sei tg € I. Wir miissen zeigen, dass

/\1Q01(t0>++)\kg0k<t0):0 - )\1::>\k20

Es seien also A1, ..., A\, € R gegeben, so dass A\p1(tg) + -+ + Aepr(to) = 0 € R™. Dann ist
die Linearkombination ¢ := A1+ - - + Ay nach Lemma [573 eine Losung der Differenti-
algleichung ¢y = A(t)y beziiglich der Anfangsbedingung ¢ (ty) = 0. Andererseits ist ¢ (t) = 0
ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = A(t)y beziiglich der Anfangsbedingung
¥(ty) = 0. Aus Satz I folgt nun, dass ¢(t) = ¥(t) = 0 fiir alle ¢t € I. Insbesondere ist
A + - -+ + Apr die Nullfunktion, aus der linearen Unabhéngigkeit von den Funktionen
V1, .., ¢ folgt nun, dass \y = --- = A\ = 0. O

Satz 15.5. Die Losungsmenge L einer homogenen linearen Differentialgleichung Differen-
tialgleichung

y = Alt)y
auf einem offenen Intervall I ist ein n—dimensionaler Vektorraum.
Beweis. Es sei ty € I. Aus Satz 50 folgt, dass es fiir jedes i € {1,...,n} eine Losung ¢;
der Differentialgleichung ' = A(t)y gibt, welche die Anfangsbedingung
QOz(to) = (0,...,0,170,...,0)
/I\

i-te Koordinate

169Der Begriff der linearen Unabhiingigkeit von Funktionen wird in Kapitel I=3 diskutiert.
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Wir werden nun zeigen, dass 1, ..., @, eine Basis von £ bilden.

Aus Satz 4 folgt, dass die Funktionen ¢, . .., ¢, linear unabhéngig sind. Sei nun v eine
beliebige Losung der Differentialgleichung ' = A(t)y. Wir schreiben ¢ (to) =: (A, ..., An)-
Dann gilt

77Z)(t0) = (/\17 R )‘n) = )\1g0(t0) et /\ngo(tO) € R™
Die Funktionen ¢ und Ajp + - - + A\, sind also Losungen der Differentialgleichung und
haben den gleichen Wert zur Zeit t,. Aus Satz [LT folgt nun, dass ¥ = A\jo+---+A\,0. O

Definition. Es sei y' = A(t)y eine homogene lineare Differentialgleichung, eine Basis des
Losungsraumes der Differentialgleichung wird Lésungsfundamentalsystem genannt.

Beispiel. Es sei ¢ € R. Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung

- e)

=y’ =A =y

Dann kann man durch Einsetzen leicht zeigen, dass

At = (i) ma e = (C3)

Losungen der Differentialgleichung sind. Nachdem die Vektoren

a0 = (5)  wd e = (7)

eine Basis von R? sind, folgt aus Satz [hd und Satz [543, dass ¢; und ¢, ein Losungs-
fundamentalsystem der Differentialgleichung i/ = Ay bilden. Insbesondere kann jede andere
Losung ¢ geschrieben werden als Linearkombination ¢ = A1 + Aows.

15.3. Inhomogene lineare Differentialgleichungen. Fiir einen Vektorraum V' einen
Vektor v € V und einen Untervektorraum U C V' schreiben wir

v+U = {v+ulueU}.

Anders ausgedriickt, v + U ist die Translation des Untervektorraums U um den Vektor v.
Eine solche Teilmenge von V' wird manchmal auch als affiner Unterraum von V' bezeichnet.
Mit dieser Notation kénnen wir den nichsten Satz formulieren.

Satz 15.6. Es sei I C R ein offenes Intervall und es seien A: I — M(n,R) und b: [ — R"
stetige Abbildungen. Es sei

(NS E(y/ = A(t)y + b(t)).
Dann ist™
Ly =At)y+0b1) = v+ L(y = At)y).

1"0Djese Aussage kann man auch ganz &hnlich wie in Fufinote auf lineare Algebra zuriickfithren.
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Der Satz besagt also, dass es geniigt alle Losungen der homogenen linearen Differen-
tialgleichung ' = A(t)y und eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
y' = A(t)y + b(t) zu finden, um alle Losungen der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung y' = A(t)y + b(t) zu beschreiben.

1 ist eine Losung von y' = A(t)y + b(t)

L(y = A(t)y + b(t)), d.h. Losungen
der inhomogenen linearen

Differentialgleichung
\ y' = A(t)y + b(t)
L(y = A(t)y), d.h. Losungen

/ der homogenen linearen
/ Differentialgleichung

y = Ay
Vektorraum aller differenzierbaren Abbildung I — R”

ABBILDUNG 62. Die Losungsmenge einer inhomogenen linearen Differenti-
algleichung ist ein affiner Unterraum.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass

Ly =A@y +b(t)) = {¢+e|pel(y =AWy}
Es geniigt die Inklusionen “C” und “D” zu zeigen.

“D” Es sei also ¢ € L(y = A(t)y). Dann gilt

(W +@) =9 +¢" = Alt)y +b(t) + Alt)p = A)(W) + @) + b(t),
d.h. ¥ 4 ¢ ist in der Tat eine Losung der Differentialgleichung v’ = A(t)y + b(t).
“C” Sei nun ¢ eine Losung von y' = A(t)y + b(t). Wir setzen ¢ = ¢ — ¢, d.h. ¢ =+ .
Wir miissen zeigen, dass ¢ € L(y = A(t)y). In der Tat gilt

¢ = ¢ =9 = (A{t)o +b(t)) — (A(t) +b(t)) = A@t)(¢ — ) = Alt)y,
d.h. ¢ ist wie gewiinscht eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
y = A(t)y.
O

Satz AW besagt, dass wir zur vollstandigen Losung einer inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung ' = A(t)y + b(t) ein Losungsfundamentalsystem fiir die lineare homogone
Differentialgleichung y' = A(t)y finden miissen, und dass wir eine Losung der inhomogenen
linearen Differentialgleichung y' = A(t)y + b(¢) finden miissen.



ANALYSIS IT - SOMMERSEMESTER 2015 177

Bemerkung. Fiir den Fall n = 1 hatten wir schon gesehen, wie wir aus einer Losung der
homogenen linearen Differentialgleichung ¢’ = a(t)y eine Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung ¢’ = a(t)y + b(t) erhalten. Genauer gesagt, in Satz hatten wir
folgende Aussage bewiesen: wenn ¢: I — R eine Losung der homogenen linearen Differen-
tialgleichung y' = a(t)y ist, dann ist

o) = w0 (e J (s i)

eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung v = a(t)y + b(t). Wir wollen
nun dieses Verfahren verallgemeinern. Allerdings stellt sich nun die Frage, was die Rolle
von 1 (s)~! spielen soll, wo doch nun die Losungen Abbildungen I — R" sind.

In Satz Ih™1 werden wir eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
Yy = A(t)y + b(t) finden. Um diesen Satz zu formulieren bendtigen wir allerdings noch
folgende Definition.

Definition. Es seien ¢1,...,¢,: I — R™ Losungen einer homogenen linearen Differential-
gleichung
y = Al
auf einem offenen Intervall I. Dann heift
W@ = (1) .. palt)
die Wronski-Matriz™der Losungen @1, . .., @,.

Beispiel. Es sei ¢ € R. Wir betrachten wiederum die homogene lineare Differentialgleichung
1 , _ 0 —c 1
Y2 c 0 )\y)
—— —_———
=y’ =A =y

Die Losungen ¢ und ¢ von Seite 73 ergeben die Wronski-Matrix

W) — (cos(ct) — sin(ct) >

sin(ct)  cos(ct)
=p1(t) =p2(t)
Die Determinante der Wronski-Matrix ist hierbei immer 1.
Wir kénnen nun Satz [h4 mithilfe von Satz -3 wie folgt umformulieren: Es seien
Oly eyt I - R

Losungen der Differentialgleichung vy = A(t)y, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) ¢1,..., ¢, bilden ein Losungsfundamentalsystem,
(2) es existiert ein ty € I, so dass det(W (t)) # 0,

IDjese ist benannt nach dem polnischen Mathematiker Josef Hoéné-Wronski.
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(3) det(W(t)) # 0 fiir alle ¢ € 1.

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung von Satz [23.

Satz 15.7. Es sei ¢1,...,¢, ein Lisungsfundamentalsystem einer homogenen linearen
Differentialgleichung
y = Aty

auf einem offenen Intervall 1. Fiir jedes t € I bezeichne
W(t) = (p1(0) ... pult) € M(n,R)

die Wronski-Matriz der Liosungen p1(t),...,on(t). Es seien to € I und C € R™ beliebig.
Dann ist eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung y' = A(t)y + b(t)
gegeben durch™

t

O(t) = WRu(t) mit ut) = [ W(s)"b(s)dt + C

to
Beweis. Wir zeigen durch Einsetzen, dass ¢ eine Losung der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung y' = A(t)y + b(t) ist. In der Tat, es gilt

Vo= (Wu)

— Wu+ W Produktregel ful.r Ableitungen
komponentenweise angewandt
Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung
denn ¢4, ..., p, sind Losungen
der Differentialgleichung ' = A(t)y

16. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN ABHANGIGKEIT VOM ANFANGSPUNKT

Der Existenzsatz 34 von Picard-Lindeldf besagt, dass eine Differentialgleichung, un-
ter verniinftigen Voraussetzungen, zu jeder Anfangsbedingung eine Losung besitzt. Der
folgende Satz besagt nun, dass diese Losung ‘stetig von der Anfangsbedingung abhéngt’.

Satz 16.1. Es sei f: R x R* — R" eine stetige Abbildung, welche lokal Lipschitz—stetig
beziiglich der Variablen y ist. Wir nehmen an, dass fir jedes v € R™ die Lisung p, der

172Es folgt aus Satz 54, dass fiir jedes ¢ € I die Vektoren ©1(t), ..., pn(t) linear unabhiingig sind, d.h.
fiir jedes t ist die Matrix W (t) invertierbar.

13Der Integrand W (t)~'b(t) ist eine Funktion I — R”, dass Integral einer solchen Funktion wird
komponentenweise bestimmt.
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Differentialgleichung y' = f(t,y) zur Anfangsbedingung ¢.(0) = x auf ganz R definiert ist.
Dann ist die Abbildung
O:RxR* — R"
(t,z) — O(t,x):= pu(t)
stetig.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. Einen Beweis des Satzes kann man beispielsweise
in Kapitel 2 von Brocker: Analysis 111 finden.

Korollar 16.2. Unter den gleichen Voraussetzungen und der gleichen Notation von Satz TG
ist fur jede Teilmenge A C R™ und jedes t € R die Abbildung

A —- R
z = Bt w) = @u(t)
stetig.

Beweis. Die Abbildung
A — R”
T = p.(t)
ist die Verkniipfung der Abbildungen

A — RxR"® d RxR* — R»
z — (tx) R (t,x) — @u(t) =Bt ).

Die erste Abbildung ist offensichtlich stetig, und die zweite Abbildung ist stetig nach
Satz 0G0, Das Korollar folgt nun aus der Tatsache, dass die Verkniipfung von zwei ste-
tigen Abbildungen wiederum stetig ist. O

Das Korollar besagt also, anschaulich gesprochen, dass sich jede Teilmenge A von R™
unter der Differentialgleichung stetig entwickelt. Diese Aussage wird auch in Abbildung 63
illustriert.

die Abbildung x +— ®(t,x) ist stetig

A=0(0,A),dh. Bildbeit=0  ®(t A), d.h. Bild bei Zeit ¢

ABBILDUNG 63.
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16.1. Volumen und Matrizen. Fiir Vektoren vy, ..., v, in R™ bezeichnen wir im Folgen-
den mit
P(vl,...,vn) Z:{ )\ivi )\1,...,)\n€[0,1]}
i=1
das durch vy, ..., v, aufgespannte Parallelotop. Fiir n = 2 ist dies insbesondere das durch v,

und v, aufgespannte Parallelogramm. Fiir n = 3 ist dies der durch vy, v und v3 aufgespannte
Spat. Das folgende Lemma gibt eine geometrische Interpretation des Absolutbetrags der

P(v,w) = { v + pw ’ A e [0,1]} das Parallelotop P(u,v,w) in R?
ist das von den Vektoren v und w
aufgespannte Parallelogramm

der Flicheninhalt betriagt |det(vw) das Volumen betrigt | det(uvw)|

ABBILDUNG 64.

Determinante einer 2 x 2-Matrix.

Lemma 16.3. Es scien v,w € R? zwei Vektoren. Dann gilt

Flicheninhalt von P(v,w) = |det (v w)].

Beweis. Wenn v der Nullvektor ist, dann ist sowohl der Fldcheninhalt als auch die Deter-
minante null. Insbesondere gilt die Aussage des Lemmas.
Wir betrachten nun den Fall, dass v nicht der Nullvektor ist. Wir schreiben

v = (UO) und vt = (_vl).
V1 Vo
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Anders ausgedriickt, v+ ist ein Vektor, welcher orthogonal zu v ist, von gleicher Linge.
Nachdem v # 0 bilden v und v* eine Basis von R2. Wir schreiben w = \v + pv*. Dann gilt

Fliacheninhalt von P(v,w) = Flicheninhalt von P(v,uv") Cavalierisches Prinzip
—_———

=Rechteck
= |lv|l - [|pot| Flidcheninhalt von Rechteck

= vl [l - o]

= |pl(v§ + o)

aa ()
v

= det(v ;wL)‘

= |det (v v+ pot)|
= |det (v w)’

O

In Analysis III werden wir einen allgemeinen Volumenbegriff fiir Teilmengen von R™
einfithren. Wir werden dann insbesondere folgendes Lemma beweisen.

Lemma 16.4. Es seien vy,...,v, € R". Dann gilt
Vol (P(vl, . ,vn)) = ‘det (v1 . vn)‘ )

Es sei nun P(vy,...,v,) ein Parallelotop und es sei A € M (n,R) eine Matrix. Wenn wir
die Matrix A auf das Parallelotop anwenden dann erhalten wir ein neues Parallelotop

A-P(vy,...,v,) = P(Avy,..., Av,).
Hierbei gilt
Vol (A P(vi,...,v,)) = Vol (P(Avy,..., Av,))
= ’det ((Av1 . Avn))’ nach Lemma 064
= |det (A (v1 ... v,))]
= |det A|-|det (v ... v,)] da det(IJ) = det([) det(J)
= |det A| - Vol (P(v1,...,v,)) nach Lemma [G34.

Wir haben also folgende Aussage bewiesen: wenn wir eine Matrix A auf ein Parallelotop
anwenden, dann multipliziert sich das Volumen mit dem Faktor | det(A)].

16.2. Die Wronski—Determinante. Wir wollen in diesem Kapitel untersuchen, wie sich
das Volumen unter einer homogenen linearen Differentialgleichung veréndert. Folgendes
Lemma wird in Ubungsblatt 13 bewiesen.
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Lemma 16.5. FEs sei y' = A(t)y eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem
offenen Intervall I. Fiir x € R™ bezeichnen wir mit ¢,: I — R™ die Losung der Differen-
tialgleichung, welche die Anfangsbedingung ¢,.(0) = x erfillt. Dann ist fir jedes t € I die
Abbildung

R* — R"
r — Ot z) = @.(t)

eine lineare Abbildung.

Die Aussage von Lemma 63 wird in Abbildung B3 skizziert.

t=2

B

Nl
TNl
e
il
fiir jedes t ist die Abbildung x +— ®(¢, x) linear,
H x insbesondere werden Parallelogramme
\/ auf Parallelogramme abgebildet

~
I
S

ABBILDUNG 65.

Es sei nun ¢y = A(t)y wiederum eine homogene lineare Differentialgleichung auf einem
offenen Intervall I. Zudem sei ¢y,...,p,: I — R" ein Losungsfundamentalsystem dieser
Differentialgleichung. Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit

W) = (a1lt) - pult))
die zugehorige Wronski-Matrix. Zudem bezeichnen wir nun
D(t) = det(W(t))

als die Wronski—Determinante der Lisungen @1, ..., p,. Im vorherigen Kapitel hatten wir
gesehen, dass

ID(t)] = |det (¢1(2) ... @n(t))|

das Volumen des durch die Vektoren ¢1(t), ..., ¢,(t) aufgespannten Parallelotops ist.

Die Funktion ¢ — | D(t)| gibt also an, wie sich unter der homogenen linearen Differential-
gleichung 3’ = A(t)y das Volumen von einem Parallelotop veridndert. In vielen Fillen stu-
diert man volumenerhaltende Differentialgleichungen, d.h. Differentialgleichungen, so dass
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|D(t)] konstant ist fiir ein Losungsfundamentalsystem. ™ Beispielsweise ist jede Differenti-
algleichung, welche den Fluss von Wasser beschreibt, notwendigerweise volumenerhaltend.

Satz 16.6. (Satz von Liouville) Es sei ¢1,...,p,: I — R™ ein Losungsfundamentalsys-
tem einer homogenen linearen Differentialgleichung y' = A(t)y. Die dazugehirige Wronski—
Determinante D(t) erfillt die Differentialgleichung

D'(t) = Spur(A(t)) - D(t).

Bemerkung.
(1) Sei tg € I. Aus Satz 22 folgt, dass

jSpur(A(s))ds
D(t) = D(to) - gl

Insbesondere folgt, dass D(ty) # 0, genau dann, wenn D(t) # 0 fiir alle ¢. Fiir n
Losungen gibt der Satz von Liouville damit insbesondere einen neuen Beweis der
Aquivalenz der Aussagen (2) und (3) in Satz [54.

(2) Die homogene lineare Differentialgleichung ¢y = A(t)y ist also volumenerhaltend,
genau dann, wenn Spur(A(t)) = 0 fiir alle ¢. Betrachten wir beispielsweise, wie auf
Seite 74, die homogene lineare Differentialgleichung

!
n _ 0 —c U1
Yo c 0 Y2 )
N—— N — A~
:y’ =A =y

In diesem Fall ist also Spur(A) = 0. Die Losungen ¢; und s von Seite 73 ergeben
die Wronski-Matrix

cos(ct) —sin(ct
W(t) = ( singct)) cosEct% >
=p1(t) =p2(t)

~
Drehung um den Winkel ct

/

Die Determinante der Wronski-Matrix ist hierbei immer 1. Das Volumen bleibt also
konstant.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen nehmen wir an, dass I = R. Wir beweisen
zuerst folgende Behauptung:

174Die Wronski-Determinante ist konstant fiir ein Losungsfundamentalsystem, genau dann, wenn die
Wronski—Determinante konstant ist fiir jedes Losungsfundamentalsystem. Dies folgt daraus, dass es fiir
zwei Wronski-Matrizen V und W eine Matrix P € GL(n,R) gibt mit V(¢) = PW (t) fiir alle ¢.
In der Tat: sei tg € I, wir setzen P := V(t) - W(to) ™. Dann folgt aus dem Eindeutigkeitssatz [33, dass
V(t) = PW(¢) fur alle t.
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Behauptung. Es sei B: R — M (n,R) eine differenzierbare Abbildung™. Wir bezeichnen
mit b;(t) den i—ten Zeilenvektor von B(t). Dann gilt

bi(t)

d " ;
- det(B(t) = ;det bift)

bn (1)

Wir beweisen jetzt erst einmal die Behauptung. Es sei t € R. Nachdem B differenzierbar
ist, konnen wir schreiben

B(t+h) = B(t)+hB(t) + R(h),

wobel
R:R — M(n,R)

eine Abbildung ist mit R(h) = o(h). ™ Wir bezeichnen zudem mit r; die i-te Zeile von R.
Dann gilt

Sdet(B() = limy (det(B(t+h)) — det B(1))

.1 , B
- }%E(det (B(t) Y RB(1) + R(h)) det B(t))
b1 + hbll + T1

b2 + hb/2 + 7o
. —det B(t) | = (%)

b, + hb), + 1,

175D 1. alle n2-Eintriige der Matrix sind differenzierbar
1"0Hierbei bedeutet R(h) = o(h), dass fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt 7;;(h) = o(h), d.h.

lim Tt (h)

=0.
h—0 h
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Indem wir die Linearitit der Determinante™ auf die erste Zeile anwenden erhalten wir,
dass

b1 b} r1
.1 ba 4 hby + 72 ba + hbh + 72 ba 4 hby + 72
() = lim — | det . + hdet . + det . — det B(t)
h—0 h : : :
bn“rhb%‘f"f'n bn“!‘hb/n‘i"'"n bn+hbil+7‘n
b1 bll %7‘1 (h)
| b + hbl, + 712 ba + hbl, + 72 ba + hb), + 12
= lim- [det . —det B(t) | + lim det 2 + lim_det 2
h—o0h : h—0 : h—0 :
bn + hb;L +rn bn + hb{n +7rn bn + hb{n +7rn
b} =0, denn r1(h) = o(h)
ba . impliziert lim % =0
=det| . |,dadetstetig h—0
bn

Wir haben also gezeigt, dass

by by
d L l ba + hbly + 72 B b2
sdetB(t) = }lg%h det 5 det B(t) | + det :
Wir wenden nun das obige Verfahren auf die Zeilen 2,3, ..., n an. Wir erhalten, dass

bl bl

b1 n : n :

4 det(B(t)) = lims| det ( : ) —det(B(t)) | + > det [ v, | = > det | ¥

h—0 b, i=1 : i=1 :

N—— b, b

=B(t)

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Wir wenden uns nun dem eigentlich Beweis vom Satz von Liouville zu. Es sei also
©1y-- -, 0 I — R™ ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen Differential-
gleichung y' = A(t)y. Wir bezeichnen mit W die Wronski-Matrix der Losungen ¢, ..., @,.
Wir bezeichnen mit wy, ..., w, die Zeilen von W. Nachdem ¢} = A(t)y; folgt sofort, dass
W’ = A(t)W. In die Sprache der Zeilen iibersetzt bedeutet dies gerade, dass

n
/ .. .
w; = E Q45 - Wy furalleZ:L...,n,
j=1

IT"Die Determinante ist linear in dem Sinne, dass sie auf jeder Zeile linear ist. Dies bedeutet, dass fiir
Vektoren vy, ...,v, € R™ einen Vektor u; € R™ und A, u € R gilt, dass

U1 U1 v1

det | A +pu; | = Adet | vi | + pdet | w;

Un Un Un
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wobei wie {iblich a;; die Eintrdge der Matrix A sind. Setzen wir dies in die obige Glei-
chung fiir 4 det(W(t)) aus der Behauptung ein, dann erhalten mithilfe der Linearitét der
Determinante, dass

w1
w1 . w1
—det(W(t)) = > det| wj | = > det| X aij-w; [« ite Zeile =Y Y a;;det| w; [+ i-te Zeile.
dt i=1 : i=1 j=1 i=1j=1 :
W, ) Wp,
Wy,

Die Matrizen ganz rechts haben jeweils zwei gleiche Zeilen, auler wenn ¢ = j. Insbesondere
ist also fiir ¢ # j die Determinante null. Wir miissen also nur die Summanden mit ¢ = j
beriicksichtigen. Wir erhalten also die gewiinschte Aussage, dass

w1
%det(W(t)) = Y a;det w; | iteZele = Spur(A) - det(W).
i=1 :
wy,
N——
—W

16.3. Der Fluss eines autonomen Differentialgleichungssystems. ™

Definition. Es sei M C R™ eine Teilmenge und f: M — R™ eine stetige Abbildung. Eine
Differentialgleichung vom Typ

heifit autonome Differentialgleichung.™

Im Folgenden sei y’ = f(y) eine autonome Differentialgleichung auf R", wobei f Lipschitz-
stetig ist. Wir nehmen an, dass fiir jedes x € R" die Losung ¢, der Differentialgleichung
mit ¢,(0) = x auf ganz R definiert ist. Wir bezeichnen dann

O:RxR* — R”
(t,z) — O(t,x) = @.(t)
als den Fluss der autonomen Differentialgleichungen y' = A(y). Wir fithren dazu nun noch
verschiedene Begriffe ein.

(1) Fiir z € R™ heifit die Kurve
o, R — M
t — O(t,z) = p.(t)
18Der Stoff dieses Kapitels basiert nicht auf Forster: Analysis II, sondern basiert lose auf Brocker:

Analysis I1I, Kapitel 1.
179 Autonom heiBt also, dass das Vektorfeld nicht von ‘der Zeit ¢’ abhéngt.
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die Flusslinie zum Anfangspunkt x. Manchmal bezeichnen wir auch die Teilmenge

px(R) = {pu(t) |t € R}

als Flusslinie.

(2) Ein Punkt x heit Fizpunkt oder auch singuldrer Punkt, wenn ¢, (t) = x fiir alle
teR.

(3) Eine Flusslinie ¢, heifit periodisch, wenn diese nicht konstant ist, und wenn es ein
p > 0 gibt, so dass

fiir alle t € R.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

!/
vy (0 -1 Y1 .. _ [cost _ (sint
(yg) = <1 0) (y2> , dabei ist go((l]) (t) = <Sint> und <,0((1)> (t) = (cos t) :
Jede andere Losung ist eine Linearkombination von diesen beiden Loésungen. Also ist der
Fluss gegeben durch
P: RxR? — R?

() = (8 =)

N

Rotation um
Winkel ¢

Im obigen Beispiel ist (0,0) der einzige Fixpunkt des Flusses. Fiir jedes (z,y) # (0,0) ist

Vektorfeld f(y1,y2) = (? _(1)> <z;> = (_zi)
P e R?
N
Flusslinie zum Punkt P
P
CC% fiir die Differentialgleichung
& periodische Flusslinien

der Ursprung ist ein Fixpunkt vom Fluss

ABBILDUNG 66.

die dazugehorige Flusslinie periodisch.
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Beispiel. Es sei M = R? eine 2-dimensionale Welt mit der Eigenschaft, dass die Windrich-
tung und die Windstérke zeitunabhéngig ist. Dies bedeutet also, dass die Abbildung
R? — R?
P +— Windstarke - Windrichtung am Punkt P
ein Vektorfeld ist. Es sei P € R? der Ort eines Molekiils zum Zeitpunkt ¢t = 0, dann ist

O(t,P) = der Ort des Luftmolekiils zum Zeitpunkt ¢.
Allgemeiner, wenn W C R? eine Wolke zum Zeitpunkt ¢t = 0 beschreibt, dann ist
O(t,W) = Ausdehnung der Wolke zum Zeitpunkt ¢.

Wolke W zum Zeitpunkt ¢ = 0

s
\ -

niedrige Windgeschwindigkeit

hohe Windgeschwindigkeit

ABBILDUNG 67.

In dem ersten Beispiel hatten wir gesehen, dass die Flusslinien entweder gleich oder
disjunkt sind. Dies ist in der Tat immer der Fall.

Lemma 16.7. Wir verwenden die Notation von dem Kapitel. Es seien x,y € R". Dann
qgilt

(1) entweder ist p,(R) = ¢, (R), oder

(2) pz(R) und p,(R) sind disjunkt.
Anders ausgedriickt, wenn sich zwei Flusslinien schneiden, dann sind sie auch schon iden-
tisch.

Beweis. Es seien also z,y € R". Wir nehmen an, dass ¢,(R) N¢,(R) # 0. Wir miissen nun
zeigen, dass ¢, (R) = ¢, (R).
Nachdem ¢, (R) N ¢, (R) # 0 gibt es ein @ € R und ein b € R, so dass ¢,(a) = p,(b).
Wir betrachten die Kurven
a:R — R” dﬁ:R—)R"
t = pp(at+t) M t o o, (b+1)
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Dann gilt «(0) = ¢,(a) = ¢, (b) = £(0). Zudem gilt

%a(t) = i(px(a—i-t) = ¢ (a+1) Kettenregel

a = f(esla+1t)) da g, Losung von y' = f(y)
= fla(t)).
Wir haben also gezeigt, dass a eine Losung der Differentialgleichung y' = f(y) ist. Das
gleiche Argument zeigt, dass dies auch fiir § der Fall ist. Aber nachdem «(0) = 5(0) folgt

nun aus dem Eindeutigkeitssatz 34, dass a = 8. Dann gilt aber insbesondere auch, dass
P2 (R) = ¢y (R). O

16.4. Der Fluss eines autonomen Differentialgleichungssystems II (x). In diesem
Kapitel wollen wir eine etwas allgemeinere Definition von einem Fluss geben. Dieses Kapitel
ist nicht Teil der offiziellen Vorlesung.

Definition. Es sei M C R” eine Teilmenge. Ein Fluss ist eine stetige Abbildung
O:Rx M — M,

welche die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:
(1) ®(0,z) = « fiir alle x € M,
(2) fur alle s,t € R und z € M gilt

O(s,d(t,z)) = P(s+t,x).

Definition.
(1) Essei ®: R x M — M ein Fluss und = € M. Dann heifit die Kurve
o R — M
t — Ot )

die Flusslinie zum Anfangspunkt x. Manchmal bezeichnen wir auch die Teilmenge

@I(R) = {‘px(t) |t S R}
als Flusslinie.
(2) Ein Punkt z heit Fizpunkt oder auch singuldrer Punkt, wenn ®(x,t) = z fir alle
teR.
(3) Eine Flusslinie ¢, heifit periodisch, wenn diese nicht konstant ist, und wenn es ein
p > 0 gibt, so dass
u(t+p) = wu(?)
fiir alle t € R. ™ Das kleinste p > 0 mit der Eigenschaft, dass o, (t + p) = . (t) fiir
alle ¢t € R, nennt man die Periode der Flusslinie. ™2

180Wenn ¢, (t + p) = p.(t) fiir ein t € R, dann folgt aus der zweiten Eigenschaft eines Flusses, dass
0z (t +p) = @ (t) fiir alle t € R.
81Es sei ¢, eine periodische Flusslinie. Wir betrachten dann

Q :={q>0]|p.(t+q) =@, (t) fiir alle t € R}.
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Der Beweis vom folgenden Lemma ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

Lemma 16.8. Es sei &: R x M — M ein Fluss und es seien x,y € M. Dann gilt
(1) entweder ist p.(R) = ¢, (R), oder
(2) pu(R) und p,(R) sind disjunkt.

Anders ausgedriickt, wenn sich zwei Flusslinien schneiden, dann sind sie auch schon iden-
tisch.

Satz 16.9. Es sei M C R" eine Teilmenge und f: M — R"™ eine Lipschitz stetige Ab-
bildung. Wir nehmen an, dass fir jedes x € M die Lésung p, der Differentialgleichung
y' = f(y), welche die Anfangsbedingung ¢.(0) = x erfillt, auf ganz R definiert ist. Dann
15t
O RxM — M
(tz) = pa(t)
ein Fluss auf M.

Beweis. Nach Satz 61 ist fiir jedes « € M ist die Abbildung

O RxM — M
(t,x) — @u(t)
stetig. Wir miissen nun noch zeigen, dass

(1) ®(0,z) = « fiir alle x € M,
(2) fiir alle s, € Rund z € M gilt

P(s,P(t,x)) = P(s+t,x).

Die erste Aussage folgt sofort daraus, dass ¢, die Anfangsbedingung ¢, (0) = z erfiillt. Sei
nun x € M und t € R. Wir betrachten die Abbildungen

R = M q R = M
s s B(s,d(t,x) s = O(s+t,x).

Beide Kurven nehmen den Wert ®(¢, x) zum Zeitpunkt s = 0 an. Nachdem ¢, eine Losung
der Differentialgleichung ' = f(y) ist, folgt

d d
£<I>(s—|—t,x) = £¢x(s+t) =52 fp.(s+1) = f(P(s+t))
und nachdem ¢g 4 eine Losung der Differentialgleichung y' = f(y) ist, folgt
d d

Ca(s,B(1,1) = S paua(s) = [(Paea(s) = [(B(s B(t,1))).

Dies ist eine nichtleere Menge. Zudem kann man zeigen, dass inf(Q) > 0, und dass p := inf(Q) ebenfalls
die Eigenschaft hat, dass ¢, (t +p) = ¢, (t) fiir alle ¢t € R. Dies zeigt, dass es wirklich Sinn macht, von dem
‘kleinsten p > 0 mit der Eigenschaft, dass ¢, (t + p) = @, (t) fiir alle ¢ € R’ zu sprechen.
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D.h. beide Kurven erfiillen die Differentialgleichung v’ = f(y) beziiglich der gleichen An-
fangsbedingung. Es folgt nun aus dem Eindeutigkeitssatz 33, dass

O(s,P(t,x)) = P(s+t,x) firalleseR.

17. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Zur Erinnerung: eine lineare Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung vom Typ

y = Ay +0(t),
und sie heifit linear, wenn b(t) = 0. Zudem heiflt eine Differentialgleichung autonom, wenn

das Vektorfeld nicht von der Zeit ¢t abhéngt. Eine homogene lineare autonome Differential-
gleichungen ist also von der Form

y = Ay

fiir eine festgewéhlte n x n—-Matrix A.

Wir erinnern uns zuerst an die Losung im Fall n = 1: Es sei a € R und ¢ € R. Die Losung
¢ der Differentialgleichung y' = ay beziiglich der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢ ist gegeben
durch p(t) = e*c, wobei

o ixj
: .
k=0

Wir kehren zuriick zum allgemeinen Fall, es sei also A eine beliebige n x n—Matrix. Wir
betrachten die homogene lineare autonome Differentialgleichung

y = Ay

Unser Ziel ist alle Losungen zu beschreiben, oder anders ausgedriickt, den dazugehérigen
Fluss zu beschreiben.

Bevor wir den néchsten Satz formulieren, fithren wir noch folgende Konvention ein. Fiir
den Rest der Vorlesung schreiben wir fiir eine reelle n x n-Matrix A

|A|l == max{|a;||i,j=1,...,n}.

Dies ist eine Norm auf dem Vektorraum der n x n-Matrizen. Diese unterscheidet sich
jedoch von der Norm, welche wir auf Seite B2 eingefiihrt hatten. Andererseits hatten wir im
Anschlu8 an Lemma 10 schon erwéhnt, dass alle Normen auf einem endlich dimensionalen
Vektorraum die gleiche Topologie definieren. Beispielsweise folgt nun aus Lemma P, eine
Folge von Matrizen beziiglich einer Norm konvergiert, genau dann, wenn sie beziiglich einer
anderen Norm konvergiert.

82\Wenn man genau hinschaut, sieht man, dass man fiir die zweite Gleichheit die auf die
Abbildungen s — ¢, (s) und s +— s+ ¢ anwenden muss.
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Satz 17.1. Es sei A eine beliebige reelle n x n—Matriz. Dann konvergiert ™
G
' k!
k=0

im Vektorraum der reellen n x n—Matrizen beziiglich der Norm

|A|l == max{|a;||i,j=1,...,n}.

Hierbei verwenden wir die Konvention, dass

Nullmatrix® = id,,.
Insbesondere gilt
eNullmatriX — ldn .
Manchmal schreiben wir zudem
exp(A) = e
Beispiel. Es sei D eine Diagonalmatrix mit den Eintragen A, ..., \,. Dann gilt
N = (a0 0"
1 1
D _ koo .
e =3 D" = > gl o
k=0 k=0 0 0 )\n
- Mo 0
1
= >0 0
k=0 0 0 Xk
,;O w0 0 e 00
- 0 0 =10 .0
o0 )\n
0 0 Y LAk 0 0 e
k=0

Im Beweis von Satz 71 verwenden wir folgendes Konvergenzkriterium fiir Reihen von
Matrizen.

Lemma 17.2. (Majoranten-Kriterium) Es sei ) ,_, By eine Reihe in M(n,R). Wenn
es eine konvergente Reihe Y - ¢ von reellen Zahlen und ein m € N gibt, so dass || By|| < ¢
fiir alle k > m, dann konvergiert die Reihe >}, By.

183Eine Reihe von Matrizen ist natiirlich, ganz analog zu den Reihen von reellen Zahlen, definiert als
der Grenzwert der Partialsummen von Matrizen. Beispielsweise ist

o0 n

Ak . Ak
o= >
k=0 k=0
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Beweis. Wort-wortlich der gleiche Beweis wie vom Majoranten-Kriterium fiir Reihen von
reellen Zahlen, siehe Satz 5.7 im Analysis I Skript, zeigt, dass die Folge von Partialsummen
> r—o Bi eine Cauchy-Folge im normierten Vektorraum (M (n,R), || —||) bildet. Es geniigt
nun folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Der normierte Vektorraum (M (n,R), || —||) ist vollstandig.

Der normierte Vektorraum (M (n,R), || — ||) ist offensichtlich isomorph zum normierten
Vektorraum (R, || — [lmaz). Es folgt aus Lemma [T, dass eine Folge von Punkte in R™
welche eine Cauchy-Folge beziiglich der Maximumsnorm || — |4, bildet, auch eine Cauchy-
Folge beziiglich der euklidischen Norm bildet. Aber auf Seite PO hatten wir gesehen, dass
jede solche Cauchy-Folge konvergiert. ([l

Beweis von Satz [I7.1. Wir wollen den Satz mithilfe von Lemma I72 beweisen. Um Lem-
ma 72 anwenden zu kénnen miissen wir natiirlich zuerst die Normen der Summanden, also
insbesondere die Normen der Potenzen A™ abschéitzen. Wir beweisen dazu zuerst folgende
Behauptung:

Behauptung. Es seien P,Q € M(n,R). Dann gilt

IP-Q < nlP[-]Ql

Es seien also P, € M(n,R). Dann gilt fiir alle 4,j € {1,...,n}, dass

n

Z Diklk;
k=1

17-Eintrag der Matrix PQ| =

n

< > |pikqi;]
k=1

< 3 max {|py]
k=1

= n|[P[- Q]

Es folgt also per Definition von ||PQ||, dass
PRI < nllPl- Q]

i,j=1,...,n} max{|g;||i,j=1,...,n}

Wir haben also die Behauptung bewiesen.
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Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Satzes zu. Es sei also A € M (n;R).
Dann gilt fiir alle k, dass

k
) A %nk*1||A||k (n — 1)-faches Anwenden der Behauptung

_ 11 ko
= Limapr = .
Wir wéhlen ein m € N mit m > 2n||A||. Dann gilt fir £ > m, dass
k—m
11 n|| Al

() = —— (@A™ 11

n m! =1 m+i
~——

k!

1
<3

ks

(nflA]™) -

! 2k—

(nllAlmy 2 o

—C
Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass fiir alle & > m gilt, dass
AF 1
W= T2k
Nachdem die geometrische Reihe )", C' 2% konvergiert, konvergiert nach Lemma 72 auch

. . o0 Ak
die Reihe ) ;= 47

IN

(S| =S|~
S\HS

U
Das folgende Lemma wird &hnlich wie Theorem 5.18 in Analysis I bewiesen.

Lemma 17.3. Es seien A,B € M(n,R). Wenn A und B kommutieren, das heiffit wenn
AB = BA, dann gilt

ATB oA B
Insbesondere gilt fir alle A € M(n,R), dass
@) = e
insbesondere ist die Matriz e?* invertierbar.

Mithilfe der Abbildung A — e kénnen wir jetzt die vollstindige Losung einer homogenen
linearen autonomen Differentialgleichung hinschreiben.

Satz 17.4. Es sei A eine beliebige n x n—Matriz und v € R™. Die Lisung ¢ der homogenen
linearen autonomen Differentialgleichung

y = Ay
beziiglich der Anfangsbedingung ¢(0) = v ist gegeben durch
p:R — R"
t — et
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Anders ausgedriickt, der Fluss, welcher durch die Differentialgleichung 3’ = Ay definiert
ist, ist gegeben durch
o:RxR" — R”
(t,v) — et

Beweis. Bs sei also ¢(t) = e4'v.™ Dann gilt

/ v LoAwn),, A
O(t) = ilzli%h(e v—e v)

= }ILH%}Z( Ahedt — edt)y nach Lemma 73, da Ah und At kommutieren
_)

= hmﬁ (eAh —id ) eAt

h—0

= hmf<1d +Ah + Z —hk id)eAt

= hm(A+ Z hk 1) ety

h—0
= lim( A+ A2h ;O Lhk ety
h—0 (k+2)!
}11310 0 k=0

Beweis von Satz 17.1
zeigt, dass die Norm
auf [-1, 1] beschrénkt ist

= Aettv.
0J
Wir haben damit, zumindest theoretisch, eine Losung der homogenen linearen autonomen
Differentialgleichung
gefunden. Es stellt sich aber die Frage, ob man ¢ + e“*v auch berechnen kann. Wir werden
dieser Frage in den nédchsten Kapiteln nachgehen.

18. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN DIMENSION 2

Wir wollen zum Abschlu8 der Vorlesung den Fluss einer homogenen linearen autono-
men Differentialgleichung ¢ = Ay fiir eine reelle 2 x 2-Matrix A explizit beschreiben. Im
folgenden Teilkapitel wollen wir hierzu kurz reelle 2 x 2—Matrizen etwas genauer studieren.

18.1. Reelle 2 x 2—Matrizen.

Definition. Wir sagen zwei Matrizen A, B € M (n,R) sind komplex dhnlich, wenn es eine
Matrix P € GL(n,C) mit P~'AP = B gibt. Wir sagen A und B sind reell ihnlich, wenn
es eine reelle Matrix P € GL(n,R) mit P~'AP = B gibt.

184Der Beweis ist ganz dhnlich zum Beweis von Satz 11.9 aus der Analysis I Vorlesung in dem wir die
Ableitung der Exponentialfunktion bestimmt hatten.
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Der Name ‘dhnlich’ rithrt unter Anderem daher, dass viele Invarianten von &dhnlichen
Matrizen iibereinstimmen. Beispielsweise wird in der Linearen Algebra folgendes Lemma
bewiesen.

Lemma 18.1. FEs seien A und B komplex dhnliche Matrizen. Dann gilt

(1) det(A) = det(B)
(2) Spur(A) = Spur(B)
(3) Eigenwerte von A = Eigenwerte von B

Wir werden spéter folgendes Lemma benotigen.

Lemma 18.2. Es seien A, B zwei reelle n x n-Matrizen. Wenn A und B komplex dhnlich
sind, dann sind sie auch reell dhnlich.

Beweis. Es seien A, B zwei reelle n x n-Matrizen. Wir beginnen mit der Vorbemerkung,
dass A und B komplex (bzw. reell) dhnlich sind, genau dann, wenn es eine invertierbare
komplexe (bzw. reelle) Matrix P mit AP = PB gibt.

Wir nehmen nun an, dass A und B komplex dhnlich sind. Es gibt also eine Matrix
Z € GL(n,C) mit AZ = ZB. Wir schreiben Z = X 4 Y, wobei X und Y reelle Matrizen
sind. Durch Ausmultiplizieren und Trennen nach Real- und Imaginérteil erhalten wir, dass

AX =XB und AY =YB.

Es sei nun s € R. Indem wir die rechte Gleichung mit s € R multiplizieren und beide
Gleichungen addieren, erhalten wir, dass A(X + sY) = (X + sY)B. Nachdem X + sY fiir
jedes s € R eine reelle Matrix ist, miissen wir nur noch zeigen, dass es ein s € R gibt, so
dass det(X + sY') # 0.

Das Polynom p(t) := det(X + tY) ist nicht das Nullpolynom, denn nach Voraussetzung
gilt p(i) = det(X 1Y) = det(Z) # 0. Also besitzt p nur endlich viele Nullstellen. Fiir jedes
s € R, welches keine Nullstelle ist, gilt dann also, dass det(X + sY') = p(s) # 0. O

Eine reelle Matrix A heifit komplez-diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix
P € GL(n,C) gibt, so dass P~'AP eine diagonale Matrix ist. Ganz analog definieren wir
auch reell-diagonalisierbar. Wir erinnern noch an folgenden Satz aus der Linearen Algebra.

Satz 18.3. Es sei A eine reelle n X n-Matriz.

(1) Wenn A = z+iy € C ein Eigenwert von A ist, dann ist auch die komplez-konjugierte
Zahl A = x — iy ein Eigenwert von A.

(2) Wenn es n verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A\, zu A gibt, dann ist A diagonalisier-
bar. Genauer gesagt, es seien vy, ..., v, Figenvektoren zu Ay, ..., \,. Wir bezeichnen
mit P = (vy ... v,) die Matriz deren Spalten gerade vy, . .., v, sind. Dann ist P in-
vertierbar und es gilt

A0 0
Pl1AP = 0 . 0
0 0 A

n
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Wenn alle Figenwerte reell sind, dann kann P auch reell gewdhit werden.

Beweisskizze.
(1) Es sei v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt

At = Av denn A ist eine reelle Matrix
= \v=\T.

Wir haben also gezeigt, das A ein Eigenwert ist.

(2) Die Tatsache, dass vy, ..., v, linear unabhingig sind wird in der Linearen Algebra
bewiesen. Wir wollen noch zeigen, dass P~ AP eine diagonale Matrix ist. Um die
Notation zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall einer 2 x 2-Matrix. Dann gilt

erste Spalte von P~'AP = P l'AP (é)
P 1Ay = P_l)\l'Ul = )\P_lvl

= N\ (1)) aus P ((1)) = v folgt P~ 1, = ((1))
_ (M
N 0

Wir wenden jetzt die obigen Resultate auf den Spezialfall von 2 x 2-Matrizen an und
erhalten folgenden Satz.

O

Satz 18.4. Es sei A eine reelle 2x2—Matriz. Dann tritt genau eine der folgenden Mdéglichkeiten
ein.

(1) A ist reell-diagonalisierbar,
(2) A ist komplex-diagonalisierbar aber nicht reell-diagonalisierbar,
(3) A ist nicht diagonalisierbar.

Dadtiber hinaus gelten folgende Aussagen:

(1) Wenn A reell-diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matriz P,

so dass
plAP — (A O),
0 p

wobei \, i € R die Eigenwerte von A sind.
(2) Wenn A komplex-diagonalisierbar ist, dann gibt es eine invertierbare reelle Matrix

P, so dass
plap = (M @
a7

wobei a # 0 und wobei \ £ i die Figenwerte von A sind.
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Wenn A nicht diagonalisierbar ist, gibt es eine invertierbare reelle Matrix P, so

dass
1 P!
pap - (3 1),

wobei A € R der einzige Figenwert von A ist.

Beweis. Es sei A eine reelle 2 x 2-Matrix. Die Aussage, dass A in genau eine der drei
Klassen fillt ist eine Tautologie.™
Wir wenden uns nun dem zweiten Teil des Satzes zu.

(1)
(2)

Diese Aussage ist gerade die Definition von reell-diagonalisierbar.
Es sei also A komplex-diagonalisierbar mit Eigenwerten y = A+ia und @ = A — i«

5= (o %)

Eine elementare Rechnung, beispielsweise mithilfe von Satz zeigt, dass die
Matrix B ebenfalls die komplexen Figenwerte p und 7 besitzt. Die beiden Matrizen
A und B sind also nach Satz I3 komplex dhnlich zu der diagonalen Matrix mit
Diagonaleintrigen p und . Insbesondere sind auch A und B komplex dhnlich. Es
folgt nun aus Lemma I8, dass A und B sogar reell dhnlich sind.

Es sei nun A nicht diagonalisierbar. Der Satz iiber die Jordan-Transformation be-
sagt, dass es eine invertierbare komplexe Matrix P gibt, so dass

P'AP = J:= (/\ 1).

wobei a # 0. Wir schreiben

0 A

Hierbei ist A der einzige Eigenwert von A. Nachdem A reell ist, ist nach Satz I3
auch das komplex-konjugierte A ein Eigenwert von A. Aber X ist der einzige Ei-
genwert, also muss A = X\ gelten, d.h. \ ist reell. Wir sehen also, dass A komplex
dahnlich zu der reellen Matrix J ist, also sind nach Lemma [¥2 die Matrizen A und
J auch reell dhnlich.

O

18.2. Koordinatentransformationen. Es sei also A eine reelle 2 x 2-Matrix. Wir wollen
nun die homogene lineare autonome Differentialgleichung v’ = Ay studieren. Wir werden
dabei wie folgt vorgehen:

(1)
(2)

185

Wir bestimmen zuerst, wie sich die Losungen unter einer linearen Transformation
A+ PAP~! verhalten.

Wir unterscheiden dann die drei verschiedenen Klassen von Matrizen aus Satz [X4.
Diese drei Falle werden in den folgenden drei Kapiteln getrennt behandelt.

https://de.wikipedia.org/wiki/Tautologie_(Logik)
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Das folgende Lemma besagt, dass wir die Losungen der Differentialgleichung 3’ = Ay
leicht aus den Losungen der Differentialgleichung v’ = PAP ™'y herleiten kénnen.

Lemma 18.5. Es sei A eine reelle n X n-Matriz und es sei P eine invertierbare reelle
n X n-Matriz. Fir eine differenzierbare Abbildung ¢: R — R"™ gilt

@ ist Losung von y = Ay <= Py ist Lisung von y' = PAP™1y.
Beweis. Fiir eine differenzierbare Abbildung ¢: R — R" gilt, (Py)’ = Py’ ™ Es folgt

v ist Losung von ¢ = Ay <= ¢ = Ap
<— Py = PAyp
< (Pyp) = PAP 'Pyp
<= Py ist Losung von y/ = PAP™1y.

O

Im folgenden Kapitel werden wir auch noch studieren, unter welchen Voraussetzungen

Differentialgleichungen flichenerhaltend usw. sind. Wir verwenden dabei folgenden Spezi-
alfall vom Satz von LCionvilld.

Satz 18.6. Es sei A € M(2 x 2,R) und es seien ©1,po: R — R? Lésungen der ho-
mogenen linearen autonomen Differentialgleichung y' = Ay. Die dazugehiorige Wronski—
Determinante

D(t) = det (pu(t) p2(t))
erfillt die Differentialgleichung

%D(t) — Spur(4) - D(1).

Insbesondere gilt

die Differentialgleichung ist flichenreduzierend <= Spur(A4) <0
die Differentialgleichung ist flichenerhaltend <= Spur(4) =0
die Differentialgleichung ist flichenvergréfiernd <= Spur(A) > 0.

18.3. Der reell-diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst die Differentialgleichung
P
y - O :u ya

186Wenn man die linke und die rechte Seite ausschreibt, dann sieht man, dass dies nichts anderes
ist, als die Aussage, dass fiir differenzierbare Funktionen f,g: R — R und p € R gilt (pf)’ = pf’ und

(f+9)' =f+7.
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wobei A\, € R. Fiir (a,b) € R? ist nach Satz 74 die Losung ¢ mit Anfangsbedingung
©(0) = (a,b) gegeben durch

ot = o3 () = (5 2)0) - ()

Fiir den Vektor (1,0) erhalten wir inbesondere

pao(t) = (€*,0)
Diese Kurve verlauft also auf der positiven x-Achse. Das Verhalten der Kurve hiangt dabei
von A ab. Genauer gesagt,

wenn A > 0, dann lauft die Flusslinie fiir ¢ — oo ins Unendliche,
wenn A = 0, dann ist die Flusslinie singulér, d.h. konstant,
wenn A\ < 0, dann lduft die Flusslinie fiir ¢ — oo gegen den Ursprung.

Eine ganz analoges Verhalten zeigt auch die Flusslinie (g 1), welche sich auf der positiven
y-Achse bewegt. Etwas schwieriger sind die anderen Flusslinien. Beispielsweise ist

ean(R) = {(e”, \e’f/ )|t€]R} = {(x,x%) }xe (O,oo)}.
—(M)X

Anders ausgedriickt, die Flusslinie ¢(1,1)(R) ist der Graph der Funktion T,
In Abbildung B8 skizzieren wir qualitativ die Flusslinien fiir die folgenden Spezialfille ™

A=p>0 A>p>0 A>0undp<0 A>0und =0

In allen vier Fallen skizzieren wir in

blau die Flusslinie von ¢ )
rot die Flusslinie von ¢ 1)
die Fixpunkte vom Fluss
schwarz weitere Flusslinien.

Es folgt aus Satz [XMA, dass insbesondere gilt

die Differentialgleichung ist flaichenreduzierend <= A4+ pu <0
die Differentialgleichung ist flichenerhaltend <= A4+ pu =0
die Differentialgleichung ist flichenvergrofernd <= A4 pu >0

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung ' = Ay, wobei A eine diago-
nalisierbare 2 x 2-Matrix ist, welche zwei reelle Eigenwerte A und p besitzt. Wir bezeichnen
mit v einen Eigenvektor zu A und wir bezeichnen mit w einen Eigenvektor zu p. Zudem

187Alle weiteren Fille kann man sich aus diesen Fillen herleiten. Zum Beispiel, wenn A < @ < 0, dann
erhalten wir die gleichen Linien wie in Abbildung B8, der einzige Unterschied ist, dass wir die Orientierungen
der Flusslinien umdrehen miissen.
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A=p>0 A>u>0 A>0und p <0 A>0und =0
Po1)(t) = (0,e) Pa0(t) = (e,0) @1 (t) = (0,1) ist konstant

NN W=
W=

der Ursprung ist ein Fixpunkt ,
die y-Achse besteht

N

die Flusslinien streben weil A\ > p iiberwiegt fiir grofie ¢ aus Fixpunkten
radial weg vom Ursprung die z-Koordinate

ABBILDUNG 68.

sei P = (v w) die 2 x 2-Matrix, deren Spalten aus den Vektoren v und w besteht. Aus
Satz [R3 folgt, dass

1 . 1% 0 .. . 1% 0 -1
P AP = (O )\) oder anders ausgedriickt A = P(O A)P :

Wir wenden nun Lemma I8 an. Fiir eine beliebige differenzierbare Abbildung ¢: R — R”
gilt also

p(t) ist Losung von ¢’ = (’g ?\) y <= Py(t) ist Losung von y' = P (/é ?\) P 1y.

(. J/

~~
=A

Anders ausgedriickt, in dem wir die Matrix P auf die uns bekannten Losungen der Diffe-

rentialgleichung ¢/ = P (’(”)L ?\> P~1y anwenden, erhalten wir die gewiinschten Losungen von

y = Ay.

Insbesondere erhalten wir die Flusslinien von ¢ = Ay, in dem wir die Matrix P, oder
genauer gesagt die lineare Abbildung u +— Pu, auf die Flusslinien in Abbildung an-
wenden. Das Ergebnis wird in Abbildung illustriert. Die z-Achse wird dabei auf die
Gerade Rov geschickt und die y-Achse wird in die Gerade Rw iibergefithrt. Mithilfe von
Satz 8@ und Lemma IX1 kann man nun wieder anhand der Eigenwerte ablesen, ob die
Differentialgleichung flichenerhaltend etc. ist.

18.4. Der komplex-diagonalisierbare Fall. Wir betrachten zuerst wieder einen Spe-
zialfall. Genauer gesagt, fir € R\ {0} und A € R betrachten wir im Folgenden die
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A=p>0 A>u>0 A>0und p<0 A>0und p =0

©u(t) = et 0o (t) = eMo 0w (t) = w ist konstant

R S
- //{ﬁ/”/ -

der Ursprung ist ein Fixpunkt

die Gerade Rw besteht
aus Fixpunkten

ABBILDUNG 69. Flusslinien fiir die Differentialgleichung vy’ = Ay.

Differentialgleichung™®

;[0 —« A0
y _<a 0)y+<0)\y'

[ J/ J/

~
orthogonal zu y parallel zu y

Hétten wir nur den ersten Summanden, dann wére die Differentialgleichung wie in Bei-
spiel I3 und die Losung wiirde aus Kreisen um den Ursprung bestehen. Wenn wir nur
den zweiten Summanden hétten, dann wéren wir im Fall von Kapitel I823, und die Losungen
streben entweder hin zum oder weg vom Ursprung.

1881 Beweis von Satz I82 hatten wir schon gesehen, dass die Eigenwerte der Matrix (2 _i) gegeben

sind durch A + i und A\ — 2o
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Die Losung dieser Differentialgleichung ‘setzt sich zusammen’ aus den Losungen von
Beispiel und der Losung von Kapitel [R33. Genauer gesagt, die Losung ¢ mit Anfangs-
bedingung »(0) = (1,0) ist gegeben durch

cao(t) = ¢ (cos(at)> '

sin(at)

Das Verhalten der Kurve hingt dabei von A und « ab. Genauer gesagt

e wenn A > (, dann beschreibt die Flusslinie eine Spirale, welche fiir ¢ — oo ins
Unendliche lauft,

e wenn A = 0, dann ist die Flusslinie ein Kreis,

e wenn A < 0, dann beschreibt die Flusslinie eine Spirale, welche fiir £ — oo gegen
den Ursprung lauft.

Zudem

e wenn « > 0, dann wird die Flusslinie gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen, und
e wenn « < 0, dann wird die Flusslinie im Uhrzeigersinn durchlaufen.

In Abbildung [ skizzieren wir qualitativ die Flusslinien. Die Spur der Matrix ist gegeben

A<0Ound >0 A=0und a >0 A>0und a >0

7N A~
N2 N -+

die Losung (e cost, e sint) die Losung durchlauft die Losung ist eine Spirale,
ist eine Spirale, welche mit einen Kreis gegen welche mit t — oo
t — oo in den Ursprung lauft den Uhrzeigersinn ins Unendliche lauft

ABBILDUNG 70.

189Das dies die Losung ist kann man natiirlich durch Einsetzen leicht verifizieren. Wir wollen jetzt nicht
genauer darauf eingehen, wie diese Losung zustande kommt. Man kann diese entweder anhand der obigen
Diskussion ‘erraten’, oder man kann auch explizit zeigen, dass

(0 ) = e e o)

In Kapitel [ werden wir die dazu notigen Hilfsmittel herleiten.
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durch 2X. Es folgt also aus Satz [X4

die Differentialgleichung ist flichenreduzierend <= X <0
die Differentialgleichung ist flichenerhaltend <= A =0
die Differentialgleichung ist flachenvergréfernd <= A >0

Wir betrachten jetzt allgemeiner eine Differentialgleichung 3/ = Ay, wobei A eine diago-
nalisierbare 2 x 2-Matrix ist, welche zwei komplexe, nicht-reelle Eigenwerte 4 = A 4 i und

I = A — i« besitzt.
Es folgt aus Satz [, dass es eine invertierbare reelle Matrix P = (v w) mit

-1 . )\ —
poar = (2 2)

gibt. Wie im vorherigen Kapitel erhalten wir also die Losungen fiir die Differentialgleichung
y = Ay indem wir die Matrix P = (v w) auf die uns schon bekannten Losungen der

Differentialgleichung
, A«
Yy = (_ o )\) Yy

anwenden. Das Ergebnis wird in Abbildung 1 illustriert.™ Mithilfe von Satz IZ8 und

A<Ound a>0 A=0und a >0 A>0und oo >0
Rw

ABBILDUNG 71.

Lemma [X1 kann man in diesem Fall auch wieder anhand der Eigenwerte ablesen, ob die
Differentialgleichung flichenerhaltend etc. ist.

18.5. Der nicht diagonalisierbare Fall. Auch in diesem Kapitel betrachten wir zuerst
einen Spezialfall. Genauer gesagt, fiir A € R betrachten wir die Differentialgleichung

;o (A1
NPy A4

190Die Frage, ob die Flusslinie sich nun im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn dreht ist allerdings
etwas subtil. Genaueres iiberlegen zeigt, dass sich die Flusslinie gegen den Uhrzeigersinn dreht, genau dann,
wenn « - det(vw) > 0.
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In diesem Fall ist
eXp(At t) — exp ()\t 0)+(0 t)>
0 Xt 0 M 00
At 0 0 t nach Lemma 733, da die
P g )\t) FOXD (0 0) Matrizen kommutieren

=U
et 0 . 1772 1 773
= (%) o) (U302 + 3 U2+
N / =0 =0
=e M idy

1t
Y /
- ¢ (0 1>'

Insbesondere erhalten wir also aus Satz 74, dass

eao(t) = (e*,0),
von(t) = (teM, eM).

Diese beiden Losungskurven, werden mit weiteren Flusslinien in Abbildung [/2 qualitativ
skizziert.™ Die Spur der Matrix ist gegeben durch 2). Es folgt also aus Satz I8, dass

A<0 A=0 A>0
/%,1)(75)

\\ /

\ \
< ¥(1,0) (t)

Fixpunkte

ABBILDUNG 72.

die Differentialgleichung ist flichenreduzierend <= X <0
die Differentialgleichung ist flichenerhaltend <= A =0
die Differentialgleichung ist flichenvergréffernd <= A >0

mslinie ©(0,1) kann man wie folgt bestimmen. Es ist
pon@®) = {(teM, M)t eR}
{(A1n(y)y,y) |y € (0,00)}  durch Substitution y = eM

= Graph von y — 1 In(y)y.
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Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall einer Differentialgleichung ' = Ay, wobei A
eine Matrix ist, welche nicht diagonalisierbar ist. Nach Satz IRZ besitzt A einen reellen
Eigenwert A mit Eigenvektor v. Zudem gibt es eine Matrix P mit Spalten v und w, so dass

(X1
part - (3 1),

Hierbei ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Wie in den beiden vorherigen Kapiteln
erhalten wir also die Losungen fiir die Differentialgleichung iy = Ay indem wir die Matrix
P = (v w) auf die uns schon bekannten Losungen der Differentialgleichung

Yy = 0 \ Y
anwenden. Das Ergebnis wird in Abbildung [3 illustriert. Mithilfe von Satz [X@ und Lem-

Pu(t) A<0 A=0 A>0

ABBILDUNG 73.

ma [T kann man in diesem Fall auch wieder anhand des Eigenwertes erkennen, ob die
Differentialgleichung flichenerhaltend etc. ist.

19. HOMOGENE LINEARE AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN HOHEREN
DIMENSIONEN (

~—

Dieses Kapitel ist nicht mehr offizieller Teil der Analysis II Vorlesung. In diesem Kapitel
wollen wir noch kurz beschreiben, wie wir die Matrizen e im Allgemeinen explizit bestim-
men kénnen. Wir erinnern dazu zuerst an den Satz {iber die Jordan-Normalform aus der
Linearen Algebra.

Satz 19.1. (Jordan-Normalform) Zu jeder quadratischen Matriz A gibt es eine inver-
tierbare kompleze Matriz P, so dass P*AP in Jordan—Form ist, d.h. P~YAP besteht aus
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Jordan—Blocken der Form

A1 0 0
0 X 1

S
0 0 X 1
0 . 0 0 A

wobet \ € C.

Die Jordan-Matrix J ist nicht notwendigerweise eine reelle Matrix, sondern sie ist im
Allgemeinen eine komplexe Matrix. Fiir eine komplexe n x n-Matrix A definieren wir, ganz
analog zu Satz [, die Matrix

e = exp(A) = 7 € GL(n,C).
k=0
Es gilten zudem die gleiche Aussagen wie in Lemma fiir komplexe Matrizen A und B.

Das folgende Lemma ermdoglicht es uns insbesondere die Berechnung von e? auf die

Matrizen in Jordan-Normalform zuriickzufiihren.

Lemma 19.2. Es sei A eine quadratische Matriz und P eine invertierbare Matrixz. Dann
qgilt
ePAP” — peApl

Beweis. Es sei A also eine quadratische Matrix und P eine invertierbare Matrix. Dann gilt
o
ePAPTN = S 1

3 GPAPT)E = ()

Wir fithren nun folgende Nebenrechnung durch
(PAP~YH)F = (PAP~ YY)k
= PAP'PAPT'PAP7'..... PAP™!
—— S——

— PAA---... Ap-L
= PAFPL.

Wir kénnen also jetzt oben weitermachen und erhalten, dass

(x) = Y LpAkp-!
j=1 !

_ S “1_ p.Ap-1
= P (gIk!A ) P~ = Pet P,
]

Wir miissen nun also noch die Exponentialabbildung fiir Matrizen in Jordan-Normalform
bestimmen. Das folgende Lemma erlaubt es uns die Berechnung auf die Berechnung fiir die
Jordan-Blocke zuriickzufiihren.
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Lemma 19.3. Fir zwei beliebige quadratische Matrizen A, B gilt

(08) = (4 5)

Beweis. Das Lemma folgt leicht aus den Definitionen und der Beobachtung, dass fiir alle

k e N() gﬂt
A 0\ (a0
0 B —\0 B¥)
OJ
Beispiel. Es sei A eine reelle symmetrische n xn—Matrix mit Eigenwerten Aq, ..., A\, beziiglich
den Figenvektoren vy, ..., v,. Es sei P die Matrix deren Spalten gerade vy, . .., v, sind. Dann

ist P"'AP = D, wobei D die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen \i,..., ), ist. Es folgt,
dass

At —  oPDtPT!
= PpPebtp-l nach Lemma T2
et 00
= P| o -. o |P " nach Lemma T3
0 0 et

Das folgende Lemma zusammen mit Lemmas T2 und TU=3 und der obigen Diskussion
erlaubt es uns nun e fiir eine beliebige Matrix A schnell zu berechnen, vorausgesetzt man
kann die Jordan-Normalform bestimmen.

Satz 19.4. Es sei A € C. Fir

A1 0 0 1 ¢t % (ZT:Q'
0 A 1 ; ot =
= . . . ) t e t . .
J=1 - 0 st e 1o .
0 0 X 1 0 0 1 t
0 . 0O 0 X 0 0 1
Beweis. Wir setzen
0O 1 0 0
0 0 1
U = 0
0 0 0 1
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Dann gilt

eJt —  p(Nid4U)t

eridtUt nach Lemma 73
o0 1

Y k

= e ]}:0 —k!(Ut) .

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass U" die Nullmatrix ist. Es folgt, dass

el | nfll

—(Ut)F = —(Ut)*,
5 Gr = % mwn
und diese Summe kann man leicht explizit berechnen. Man sieht, dass
1t 5 .. —(;j?!
tn—
1y ) o 1 ¢t ... o
kzzo H(Ut) = 0 .
0 . 0 1 t
0 . 0 1

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
y = Ay mit A = (? _é)
Die Matrix A hat Eigenwerte £¢ mit Eigenvektoren (_1) und C) Wir setzen

P < 1 1.>, dann gilt P1AP = (Z 0.).
-7 1 0 —2

Es folgt also aus den obigen Ergebnissen, dass

i 0\,
P | Pt
eAt — ¢ 0 —1

Aus e = cos(t) + isin(t) folgt nun, dass

oAl (cos(t) —sin(t)).

sin(t)  cos(t)
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Diese Losung hatten weiter oben schon ‘erraten’ (siehe das Beispiel nach Satz 069), aber
in diesem Beispiel sehen wir nun, dass wir die Losung auf Lineare Algebra zuriickfithren
konnen.



	Literatur
	1. Metrische R㴭e
	1.1. Definition von metrischen R㴭en
	1.2. Normierte Vektorr㴭e
	1.3. Vektorr㴭e von Abbildungen
	1.4. Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen R㴭en
	1.5. Der Rand einer Teilmenge eines metrischen Raums (*)
	1.6. Topologische R㴭e

	2. Konvergente Folgen und stetige Abbildungen
	2.1. Konvergenz von Folgen
	2.2. Stetige Abbildungen
	2.3. Stetigkeit von linearen Abbildungen (*)

	3. Kompakte Mengen
	3.1. Definition von kompakten Mengen
	3.2. Der Satz von Heine�Borel
	3.3. Eigenschaften von kompakten Mengen
	3.4. Gleichm垩ge Stetigkeit von Abbildungen (*) 

	4. Kurven in Rn
	4.1. Definitionen und Beispiele
	4.2. Rektifizierbare Kurven
	4.3. Parametertransformationen (*)

	5. Partielle Ableitungen
	6. Differenzierbarkeit
	6.1. Grenzwerte von Abbildungen
	6.2. Das Landau�Symbol o
	6.3. Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen
	6.4. Norm von Matrizen
	6.5. Die Kettenregel
	6.6. Der Gradient
	6.7. Richtungsableitungen
	6.8. Gradienten und Niveaulinien

	7. Die Taylorformel und lokale Extrema
	7.1. Die Taylorformel aus der Analysis I
	7.2. Die Taylorformel im Rn
	7.3. Beweis von Satz 7.3
	7.4. Eine alternative Definition der Taylorpolynome (*)
	7.5. Das zweite Taylorpolynom und die Hessesche Matrix
	7.6. Lokale Extrema I
	7.7. Definite Matrizen und Eigenwerte
	7.8. Lokale Extrema II
	7.9. Globale Extrema

	8. Die Norm von Matrizen und Absch㳺ungen von Integralen
	9. Der Satz über die Umkehrfunktion und implizite Funktionen
	9.1. Der Banachsche Fixpunktsatz
	9.2. Der Satz über die Umkehrabbildung
	9.3. Polarkoordinaten als Beispiel für eine lokale Umkehrabbildung
	9.4. Umkehrabbildungen von Ck�Abbildungen (*)
	9.5. Satz über implizite Funktionen

	10. Untermannigfaltigkeiten
	10.1. Polarkoordinaten, zylindrische Koordinaten und sph㱩sche Koordinaten
	10.2. Immersionen und Einbettungen
	10.3. Untermannigfaltigkeiten
	10.4. Extrema für Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten

	11. Der Satz vom regul㱥n Wert und lokale Extrema mit Nebenbedingungen
	11.1. Eine alternative Definition von Untermannigfaltigkeiten
	11.2. Der Satz vom regul㱥n Wert
	11.3. Tangentialvektoren zu Untermannigfaltigkeiten
	11.4. Die Methode der Lagrangemultiplikatoren

	12. Differentialgleichungen: Definition und Beispiele
	12.1. Definition von Differentialgleichungen
	12.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
	12.3. Homogene lineare Differentialgleichungen
	12.4. Inhomogene lineare Differentialgleichungen

	13. Der Existenz� und Eindeutigkeitssatz
	13.1. Lipschitz�stetige Abbildungen
	13.2. Der Existenzsatz von Picard–Lindelöf
	13.3. Das Picard-Lindelöf Iterationsverfahren
	13.4. Der Eindeutigkeitssatz

	14. Differentialgleichungen höherer Ordnung
	15. Lineare Differentialgleichungen
	15.1. Beweis von Satz 15.1 (*)
	15.2. Homogene lineare Differentialgleichungen
	15.3. Inhomogene lineare Differentialgleichungen

	16. Differentialgleichungen in Abh㭧igkeit vom Anfangspunkt
	16.1. Volumen und Matrizen
	16.2. Die Wronski�Determinante
	16.3. Der Fluss eines autonomen Differentialgleichungssystems
	16.4. Der Fluss eines autonomen Differentialgleichungssystems II (*)

	17. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen
	18. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen in Dimension 2
	18.1. Reelle 22�Matrizen
	18.2. Koordinatentransformationen
	18.3. Der reell-diagonalisierbare Fall
	18.4. Der komplex-diagonalisierbare Fall
	18.5. Der nicht diagonalisierbare Fall

	19. Homogene lineare autonome Differentialgleichungen in höheren Dimensionen (*)

